6. cviceni
http://www karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/
kytaristka@gmail.com

Piiklady
1. Spoctéte limity zadanych funkef

(a)-

lim —ln(l +32)
r—0 x
Resent: (1 (1
lim n(l+ 3z) ~ lim 3 n(1 + 3z)
z—0 Xz xz—0 3z

VOLSF, podminka P: 3z # 0 na okolf 0.

(b)
lim zln <1 — §>
T—00 xT

ResSeni:

T—00 x T—00

VOLSF, podminka P: —3/x # 0 na okol{ co.
(c)

] 62 _ eQm
lim ——
rz—1— arccos x

n(1-32
lim mln<1—§>= o P2) e g
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Limita cyklometrické funkce V. — Shirka tloh

http://reseneulohy.cz/1194/limita-cyklometricke...

Shirka feSenych dGloh

Limita cyklometrické funkce V.

Uloha &islo: 119/

Urcete limitu funkce

lim
r—1—-

e

Reseni

Uréujeme limitu funkce

Hm e————.
z—1- arccosz

Podle tlohy Zakladni limity cyklometrickvch funkef méme, Ze

2 x—l-

123

. arccosx
lim —— = /3.
z=1- /1 —
Pomoct véty o aritmetice limit miZeme tedy psat
. Ve —er J1-=z
lim . =
z—1- arccost /1 —
. Vet—e= J1-z
lim . =
z>1- /T _—g  arccosz

lim ————— + — =
e=l- T—z /2
Nésledné vytknutim a opétovnym pouZzitim véty o aritmetice limit dostaneme
1 S e2—2x __ 1
. lim v/e*® - lim AL
vi—-=z

-1
2aoe V2T

e2(-z) _ 1
2(1 —z)

z—=1— z—1—
61 < hm
T-r1—
Nyni nejprve ukdzeme, Ze
lim
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Limita cyklometrické funkce V, — Sbirka tloh

"To plyne pouZitim véty o limité slozené funkce, nebot

lim 2(1-2z) =0,

31—

lim
y—0

2(1-z)#0 (—1,1)\ {0}.

A protoZe odmocnina je spojitd v bodg 1, mame,

e2(l-z) _q
11—z

el lim
z—1—

=e-y/I=e.

g4/ lim —————
z—1—

http://reseneulohy.cz/1194/limita-cyklometricke...
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(d) Vytknéte nejrychleji rostouci ¢len z logaritmu

In(z? —z+1)
im ———
z—+oo In(210 4+ 2 + 1)
Reseni:
Postupujeme vytknutim.

In(z? —z +1) - Inz?(1 -1+ %) . Inz?+In(1-1+%)
im ————————— = i = lim =
x—++4o00 ln(l’lo +z+ 1) z—+o0 |n 3310(1 + ;lg ;}0—) z—+oo In 10 + ]n(]_ + ;15 + ;}G)
7 vlastnost{ logaritmu:
2lnz +In(1— 1+ %)
= lim =
z=+00 10Inz + In(1l + %5 + -Iv)
A konecné posledni vytknuti
. 2+In(l-:+ %)/ Inz 240 1
= lim = =,
z=+o0 10 + In(1 + =5 + ;%——)/lna: 10+0 5
Vypoéet limity vyuzivéd véty o algebfe limit a VOLSF (spojitost logaritmu)
In(l1 -+ +2 In(1—%+23 1
lim —(————9—”—;72 = lim M lim — = 1In(1-040)-0 = 0.
z—+00 Inz z—+00 1 z—r+oo Inx

(e) Zbavme se odmocniny
lim V1+zsinze -1

z—0 em2 -1

ResSeni:

Sledujte vypocet.
lim V14 zsinz -1 lim (V1+azsing —1)/2%

x—0 er? — 1 z—0 (emz — 1)/;1;2

Po pouziti véty o limité podilu (limita jmenovatele je rovna jedné) pokracujeme
rozéifenim odmocniny.

vV1+zsing —1 . 1+ zsinz—1 . 1

Py 22 250 2 7530 V1+zsinz+1
sinzx 1 1 1

= lim - lim

=1- ==,
z=0 x z=0+/14+zxsinz+1 1+1 2
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(f) Vytknéte dominantn{ ¢len z logaritmu

3 — arctan )

. In(z
lim
g—oo In(z? 4 arctan )

Reseni:

Vytkneme dominantni ¢len

Y In(z3 — arctan z) . Ina®(1- ﬂ%grnl) . 3lnz+In(l- arctan )
im = lim = lim
e—oo In(2? + arctan )  @—co Inz? (1 + m;#) z—oo 2Inz +In (1 + LC?#)

t
In (1 _ arc;'m T

e - VOAL 3+0

= lim —_—
N (v 2+0
2 + Inz
Pouzili jsme limity
) arctan . arctan =
lim ———=0= lim ———,
T—00 x T—00 X

neb arctan z je omezend a 1/z% (1/z%) mizejici funkce.
Dile jsme pouZili spojitosti logaritmu (v 1) a opét souin omezené a mizejict.

. v/In(z? + 4) — Inz?
lim
T—00 arccotg x
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Limita cyklometrické funkce VII. — Sbirka tiloh

1z3

http://reseneulohy.cz/1196/limita-cyklometricke...

Shirka feSenych dloh

Limita cyklometrické funkce VII.

Uloha &islo: 1196

Urcete limitu posloupnosti

i V1og(n? +4) — log(n?)

n—00 arccotgn

s

Regeni

Uréujeme limitu posloupnosti

/log(n? + 4) — log(n?)
lim .
n—+00 arccotgn

Dle Heineho véty plati, Ze pokud existuje limita funkce

~ 4/log(z? + 4) — log(z?)
lim
T—-+00 arccotgx

)

potom existuje i hledand limita posloupnosti a je ji rovna.

Pocitejme tedy limitu funkce. Nejprve uZijeme pravidla, Ze rozdil logaritmu je roven

logaritmu podilu.

/log(z? + 4) — log(z?)
lim =
z—+o00 arccotgz

10g <£I)2+4>
= lim ,

z—+oo  arccotgx

\/log (1 +%>
= lim .

z—+00 arccotg T

ProtoZe plati, Ze

4

T—+-+00 xr
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Limita cyklometrické funkce VII. — Shirka tloh

223

log(1
et og(l+y)

y—0 Yy

b

vyplyne z véty o limité slozené funkce, Ze

log (1 + fz-)
lim =1.
T—+00 42

K tomu staci ovéfit posledni pfedpoklad této véty, a sice, Ze na né&jakém prstencovém okoli

plus nekoneéna je

4
1+— #1,
£

coZ je ale pravda napf. na intervalu (0, +OO).

TudiZ po rozéifeni

4
. log(1+5)
log(1+ = 4 g2
lim = lim =
T—+00 arccotg x z—+00 arccotgx

pouziti véty o aritmetice limit

log (1 + -4—) )
lim —mM— =
z—r+oo I arccotgx

= lim
z—+00

4
2

diky spojitosti odmocniny a limité odvozené v dloze Zdkladni limity cyklometrickych

log (1 S -55)

. 2
= lim P — =
z—+00 4 1
22
a diky vyse odvozené limité méame
=yI-2=2

2.11.2015 10:36
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(h) Uzijte vzorce pro logaritmus

lim z[ln(z+1) — lnz]

T—>+-00

Reseni: Uzijeme pravidla, Ze rozdil logaritmd je logaritmus podilu a spoji-
tosti logaritmu.

. ) z+1 . 1\*
lim zn(z+1)—Inz]= lim zln = lim In{14+=} =
T

z—+00 z—+00 x T-+400
1 x
In [ lim <1+ —) } =Inle] = 1.
T—+00 T
2. (a)
2
lim _____ln(l +o)
20 In(1 — z2)
Reseni:
2 2 .2
lim In(1 + z#) :hm_ln(l—l—x ) z VoAL 4
z—0 ln(l — 932) z—0 IQ ln(l - 332)

Podminka P pro £22 # 0 na okolf 0.

(b) )
lim zln <1 - —2>
T—00 X
Resent:
2 —2In(1— 2
T—00 €T r—00 I -

Podminka P pro —2/z% # 0 na okol{ co.

(c) Vytknéte nejrychleji rostouci ¢len

. In(2 + %)
m ——
z—+oo In(3 + €2%)

Reseni:
Vytkneme. Pak pouzijte vétu o algebfe limit a spojitost logaritmu.

]n(2 + egx) . Ine3® 4+ ln(-e—Qﬁ +1)

2= o0 In(3 + e2x) w—r+00 In 625 | In($5: +1)

3z+In(Z+1) . 3+In(E+1)/z 3+0 3

im Z = lim = ==,
zotoo 2z + In( +1) et 2+4In(F +1)/z 2+0 2
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vzsing

im —;
z—0 %% — ]

. Vzsinz . Vzsinz/z? . Vzsinz
lim ———— = lim —; = lim =
z—0 % — 1 z—0 (e¥° —1)/22 20 x2

Protoze xsinz je kladny vyraz na okoli nuly, téZ tak x?, mlZeme doplnit
absolutni hodnoty.

. ]msinm|1/2 - |sina:|1/2 ' |sinx|1/2 _ 1
= 1 —_— = A — 1 11/ T
z—0 372 z—0 |x|3/2 ml_l')I(l) Iq;ll/Q xl—I->I(1) |$|
. sinz 1
= lim cdim — =1.400 = 40.
x—0 x z—0 |:C|

(e) Uzijte a* = e*lne,
a® —1

?

lim
z—0 €T

kde a > 0.
Reseni:
Substituujme y = x + 1 a posléze y = e?. Pak mame

] 21
lm —Y =1 = lim —— =1 = lim & -

1.
y=1ly —1 z—=0e? — 1 z—=0  z

Tim jsme spocitali pfiklad pro specidlni pfipad, kdy a je rovno Eulerovu &islu
e.

Nyni spo¢teme limitu pro obecné a > 0. V zdavéru substituujeme y = zlna.

a® —1 emlna_l ezlna_l eV — 1
lim =lim—=lim——— -Ina=1lim—— -Ina =1na.
z—0 X z—0 T z—0 xzlna y—0 gy
() 2
y 2 4+ 1\°
z—{r—ir-loo 2 -2
Resent:

Zde vyhodné vyuzijeme znalosti limity limg o (1 -+ %)Z = e. Staci upravovat

2

N A C e b W U T
mint’)lo 2 —2 _mi)rglo ) —:cggo 2 — 2 o

3 x“—2 3 2
s BBt — 3.2 — 3
__wh_{go <1+x2——2) wlggxo (1+12—2> e’ -1 e’.
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(g) Preved'te na zdkladni limitu
X
lim In(1 + 3%)
z——oo In(1 + 27)
Reseni: Protoze 3* — 0, pokud z — —o0, vede k cili nendpadné rozsifent.

lim n(+3%)

ool LSBT E s
z——0c0 h’l(l -+ 2’”) - liin In(142%) 2560 22
to—o0  2°

Substituce y = 3% a z = 2% davd (v kombinaci s faktem, Ze 3 > 1), ze (3)”
klesa v minus nekoneénu k nule

oo In(14y)
I N £ SO SO
T i 042 am 2/ — 1 777
z—0 z

(h) Vytknéte...
i B+ Vz + )
z—+oo In(l + ¥z + /1)

Reseni:
V ¢itateli vytknéte 1/z, dole ¢/z (oba ¢leny s nejvyssi mocninou u ).

i 2O+ VE+YE) . VT4 241427V
z—+00 ln (1+ Yz + Yz)  z-+c0In ¥z + In(z —1/3+1+$—1/12) -

flnz+ In(z=1/2 4 1 + z~1/6)

im
z—+oo LIng + In(z~1/3 + 1 + z~1/12)
L4 2+1427Y%/Inz 140

I = =
x—irfoo%+In(x‘1/3+1+a:—1/12)/1nx $40

3
5
(i) Vytkneme dominantni ¢len

lim —111(1 +3%)
z—+oo In(1 + 27%)

ReSeni:
V citateli i jmenovateli jsou dominantnimi ¢leny exponencidly. Vytkneme je
tedy.

i In(1 +3%) im In3*(3*+1) ; In3* 4+ (3 *+1)
z54oo In(1 + 2%) v too In 2¢(27% 1) a3 -Foo In 27 +In(2-24+1)

B zln3 +In(37*4+1) ; In3+1In(3*+1)/z
T ateozin2 +In(2=2+1) z->to0 In 2 +In(2=2 +1)/x
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Véta o limité podilu a o limité sou¢tu dava (s pfihlédnutim k faktu, ze 0/c0 =
0)

I3+ In(0+1)/(+00) In3

24+ In(0+1)/(+00)  In2’

3. Spoctéte limity

(a)

vnitini funkce:

1
lim z In <1+—> = lim —— %/ —
T—00 T T—00 Z

nebot dalsf vnitini funkce
z—0 Yy

lim — =0.
T—0o0 I

(podminka P, g(z) = % # 0 pro Vz € (0,00).)
Zpét k funkei
xln(l+%) 1

lim e =e,

r—o0

tady podminka S, e* je spojitd funkce v bodé 1.

(b) .
lim (1 - —) =e 2
r—co xT
analogicky.
(©) .
lim <1 + —2‘>
T—00 T
Reseni:

vnitin! funkce:

2 97 1n (1 + 2 21n(1+ 2
b zin (14 2) = i 200 +E) o 204 ) voar )
00 2 z—60 2 3527 T00 T ;22_
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Pouzita vnitin{ funkce na logaritmus, podminka P2, 2/z% # 0 na (0, c0).
Celkem tedy

2 x
lim <1+—2> =&’ =1,
T—00 €

(podminka P1, e* spojita v 0.)

4. Spoctéte limity

(a)

lim
z—1

14z (1-v=z)/(1-z)
(2 + :c)

Reseni:

PouZijeme tipravy na exponent a dostaneme

= lim

lim
z—1

<1 + m) (1=vz)/(1-x)

14z (1—z}/[(1=z)(1+/x)] B
24+

24z
a nyni zkracenim a dosazenim dostaneme

21/2 2

3 3

lim
r—4o0

1+ 2\ 0-Ve)/(-2)
<2 + :c)

Reseni:

Pouzijeme klasicky trik pfevedeni do exponentu za pouziti vzorce y = eV,

(1-vz)/(1-=) —
= lim <1+$> = lim exp[ln(l—f_m)‘l ﬁ}z

z—+o0 \ 2 + z—+00 24z l1—=z

Symbolem exp[y] minime totéz co e¥. Podle véty o limité slozené funkce
(varianta (S)) lze symbolicky psdt

. l+z 1—-+x
= &P [zEEIoOmQ—I—x. 1—x]

Limitu v zdvorce je jednoduché spoéitat vytknutim x v ¢itateli a jmenovateli
obou zlomkil a vyjde, Ze

=expllnl-0] =exp[0] =’ =1.

Je potfeba ovéfit podminky VOLSF.
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- ( . + 2 >z2
lim
z—+oo \ 20 — 1

Reseni:

Upravujeme.

. T+ 2 xz_l. NEER: o]
J (gooq) =~ lmew|n(g07) o -

Podle véty o limité sloZzené funkce lze symbolicky psét

2
=exp | lim In s x| =
T—00 2z —1

Nyni zlomek konverguje k jedné poloviné a logaritmus jedné poloviny je
zéporné éislo. Proto se od jistého velkého z se bude logaritmus lisit od
ln% jen o velmi maélo, zatimco 22 poroste nade viechny meze.

1
= exp {lng . +oo} =e ® =0

VOLSF, podminka P.

3

) 32—z +1 i
lim { ——
zotoo \ 222+ + 1

Reseni:
Upravujeme.
z3
i 3r2 -z +1 m—limex n 3z2 -z +1 @ 1
zooo \ 222 4z + 1 = e P 222+ x4+ 1 1—z|
, 372 —z +1 z3 3 e
—exleLn(r)loln<212+$+1>-1_1]—exp lng-—oo =e = 0.
(¢)
i tg 2z
lim [tg (— +x)}
=5+ 8
Reseni:

Uvédomme si, Ze zkoumdme jednostrannou limitu. Proto jde exponent do
—oo (to plyne z vlastnosti funkce tangens). Pokud si zdroveii uvédomime, Ze
tg %w > tg 7 = 1 a Ze logaritmus ¢&isla vétstho nez jedna je kladny, mame
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xli\r‘r% [tg (g N x)rg 2z = exp {xh\r‘n% In [tg (g —I—a:)} - tg 23:} =

(® 1
lim < 5 )
z—+oo \ % + 1
Reseni:
z—-1
lim 2 —1 zl——l ! 2 —1 z—1 _
z00 \ 22 + 1 _acggoeXp n 241 z+1 o
2
. -1\ z-1 0
=exp[xlin§oln<m2+l)-x+l}—exp[lnl ]=e"=1
(8)
I 224+ 2x—1 Ye
z—{r-{loo 202 — 32— 2
Resenf:

2 1z 2
. ¢+ 2z -1 _ , ¢ +2x -1 1 1 o0
bl (m) = o L&fﬁoln (m>‘} - [1“5'0} —eoh

5. Spoctéte limity

(a)

_ (m z 41 > e
lim
z—+00 Inz
substituce y = Inx (véta o limité slozené funkce, podminka P).

| 1\ne 1\V 1\Y
lim ( net ) = lim (—————y + ) = lim (1 + —) =g,
z—r+00 Inz Yy—+00 Yy y—+o0 Yy

lim (1 + 15'2) 57‘_12—2
z—0

Reseni:
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x2

2 e
sm-x

1 zc_ 1 1
= hm(]_-{—q; )sm r = hm(l-{—x )sinﬁz 22 = lim l:(1+w2);2‘:| _

z—0 z—0 z—0

Nyni pouzijeme triku exponencialy.

— exp [hm <ln(1+x S )] _

Protoze logaritmus je spojitd funkce, je

z—0 sIn“

. 2—12- . z?
=exp |In il_r)%(l—kx)z - lim —;

Prvni limitu nyni spotteme substituci y = ;lg, druhou zname.

1 z?
- i Yy - i = . 2 = = 1 =
exp [ln (yEEP (1+ y) ) il_r}}) = x] exp [Ine- 1] = exp[l] =e' =e.

2
lim (14 22)® ™
z—0
Reseni:
52 1-sin e 1
hm(l—l—x )°°tg 2 = lim (142> )snn?z = lim (14+2%) %z = lim (14-2%)7* hm(1+:c )sin?s =
z—0 z—0 z—0

Prvnf limitu spoéteme snadno dosazenim, vyjde (1 +0)~! = 17! = 1. Zbyde
tedy pouze druhd limita. V té vhodné rozsifime.

2

1 1 1
= lim (1 + z?)sin%z = 1111(1)(1+m2)s1n z @ = hm {(l—l—x )F} o=

z—0

Nyni pouzijeme triku exponencidly.

— exp {hm <1n(1+x - H _

SN~ xr

Protoze logaritmus je spojita funkce, je

. 2% . IE2
=exp |In il_)mo(l—l—a:)x Slim ——| =

z—0 sIn“

Prvnf limitu nyni spo¢teme substituci y = ;lg, druhou zname.

2
= exp [ln < lim (1+ %)y> - lim .ac2 } =exp[lne-1?] =exp[l] = €' =e.

y—r-+00 =0 sIn“ x
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. 1
lim (1 + tg 2) = =

Reseni:

FeSime pomoci chytrého rozsifeni exponentu a exponencialniho triku: vyuzZivéme
té7 vétu o limité soudinu a spojitost logaritmu {tj. moznost piehozeni limity

a logaritmu).

tg

1 J§inz . — . t U
= lim [(1+tg x)te z] = exp [lnhm (1+tg x)tg1w> - lim gy}
z—0 z—0 z—0 81N

Nyni prvn{ limita je po substituci y = tg = rovna e a druhd je zfejmeé rovna
jedné, jak plyne z faktu &% = _1

sinx cosx’

=expllne] =e! =e.

Pokud déme oba vysledky dohromady a vyuzijeme vétu o limité podilu, plyne

odtud .
. 14+tgx\she e
lim —_—Y =~ =1.
z—=0\1+sinz e

‘ (1+tgx>l/sinx
hm P u—
z—=0\ 14+ sinz

Reseni:

Je zfejmé pomoci substituce y = sinz, Ze

. AN B L
ilgé(lJrsm:v)sn —ggr(l)(l+y)y_e-

(f]plné lze dikaz provést poéitdnim jednostrannych limit a substituci z = i)
Problematicka je tedy pouze limita

. i
lim (1 + tg z)sms =
z—0
Tu fedime pomoci chytrého rozdifeni exponentu a exponencidlniho triku:

vyuzivime téz vétu o limité souinu a spojitost logaritmu (tj. moZnost
prehozeni limity a logaritmu).

li 14t IR In L 1+t 1 I tg x
= tg = = tg = .
lim [(1+tg 2)%7 | = exp | Inlim (1 +tg )% =) - Jim 2

Nyni prvnf limita je po substituci y = tg = rovna e a druhd je ziejmé rovna
jedné, jak plyne z faktu £2 = _L

sinz = cosz’

=exp[lne] =e' =e.
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Pokud ddme oba vysledky dohromady a vyuzijeme vétu o limité podilu, plyne
odtud .
1 Sz
lim <M> =°-1
z—0\1+sinz e

lim (sinz)'® ®
T

lim (sinz)® * = lim (1+(sinz—1))"%

1
= lim I:(l + (sinx — ]_))sinz—l
=%

2

:| (sinz—1)tg =

Ptechod pomoci exponencidlniho triku.

1 =
5 z—5  COST

inz -1
= {lim (sinz — 1)tg x} = exp {nm &} _
z— I

Nyni je mozné pouzit pro lepsi vhled tfeba substituci y = x —7/2, pfiemz se
snadno ukéze ze souctovych vzoren, ze sin(y + 7/2) = cosy a cos(y + 7/2) =

—siny.
1 l—cosy
. COosy — T 0
o [y 2] = o i o] = | 10] =

Y

. <x+a>x
lim
r—4+oo \ T — a

Jednoduchou tpravou dostaneme

lim <x+a> = lim (EC—M> = lim <1+ a ) = e?e,
rx—=0 \ T —Qa T—00 T —Q

T—00 T —a

e

Reseni:

6. Necht funkce f ma v bodé zg limitu A € R (lim,_,,, f(z) = A). UkaZzte, Ze pak
lim |f(z)| = A
T—xo

7. Najdéte priklad funkce (staéi obrdzkem), kterd:
(a) Nemd limitu v nekoneénu.
(b) Nem4 limitu v &isle 3.

(¢} M4 limitu v 0 zleva, ale ne zprava.
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(d) M4 v nekonecnu limitu nekoneéno.
(e) M4 v nekonecnu limitu -2.

(f) Nema limitu v 0, ale jeji absolutni hodnota ano.
(g) Neni spojitd v 0.

(h)

(i
§

8. Rozhodnéte, zda plati:

Je nespojitd v nekoneénu.
) Je nespojitd v nekone¢né mnoha bodech.
) M4 limitu v nekoneénu a je rostouci.
ANO-NE Ma4-1i funkce limitu, tak m4 i limitu zleva a zprava.
ANO-NE M§4-li funkece limitu zleva a zprava, ma i limitu.

ANO-NE Je-li funkce omezend, pak mé limitu v nekonecénu.
ANO-NE Je-li funkee lichd, pak mé limitu v 0.

Matematickd analyza I, 2019/20, Kristyna Kuncové

14



(€) ) wwr vews Lm0
A
() 2 ;
) Qi ¥
KC\ | 1 f} o, gfl
] ?§ f\g\ }9&)«“\ \ /f \\
7 | Y
gt O
d) x°
4
(e> -4 \/ud’)o h-e%a e Q
() L
l +
memwm_w"_ﬂ}% o
1\ )
(g\ SCX\A o o B

_“.MMWW—@ - /’

(& ) L0 raad Lavdes  moo S{Pf"é\;‘tb\\ Ay 09 - 6\‘“\"}%\‘

[/7/

-

@ x

)

e il



