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Tedy

(cos £ cos £ .- cos 2"—,,)'

Sn__
e ... [Co}
€08 5 CO8 COS 57

Toto vyjadfeni jiz vypadd sympati&téji, ale stejné se nedostaneme dale, pokud neumime vypo&ist soudin
€08 % €0s % - - - cos 2. Tento souin pro x # 2"km miZeme vypodist ndsledujicim zpisobem:
x CcoS%COosZ--:COS< - sin

X X
2 4 28 an
COS—COS—'+:CO§ — = =
2 4

n sin =

X X X M X
_COS-Z'COSZ'“COS?;:['SIHE;;:T _
= e =
2s1n2—,,
_cos%cos%---cosi%fsinz,,—"_; sin x
2%sin 27 sin g
Dostdvéme tak
( sinx )f
S 2% sin 2"sing; cosx - 2"sing; — sinx - cos 35
n = — - = — - . 5 =
sinx sinx noin X
(27 sin £)
: X
2"sm-i;
sinx cos 57 — cos x - 2" sin 4 1 X .
= ] - = — coig — — cotg x.
sinx - 2¢ s1n2"—,, n g2" &

Tato formule zfejmé& plati pro viechna x, kterd uvaZujeme od samého zaéitku, tj. pro x # km, kde k je
celé. A

Fiklad 4.60. Urdete lim tgx—-x .
/10‘. x—0 X — sinx

Refeni. Tuto limitu vypofteme podle 1'Hospitalova pravidla typu §. MiZzeme &tendfe upozornit, Ze
veskerd snaha vypo&ist tuto limitu n&kterou z metod pouZivanych v Kapitole 2 bude marn4. Zde je

fx)y=tgx —x, lir%f(x) = lin})(tgx -x)=0,
X— x—

g(x) = x —sinx, lir%g(x) = lin})(sinx —x) =0
X x—>

Obé funkce zfejm& majf na %,,(0) vlastnf derivaci, pfitemZ g'(x) = 1 —cosx # 0 na %),(0). Ddle

]
f'x) _ lim 5% 1 — lim 1 — cos?x _
x>0 g'(x)  x>01—cosx x0c0s?x(l — cosx)
. (1 =cosx)( + cosx) . l4cosx 141
= lim = lim = =2.
=0 cos2x(1 — cosx) x>0 cosix 12
Tedy
_ ,
lim EE % _ iy SO Ty
=>0x —sinx x>0 g(x) x—0 g'(x) A
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(1) e
Prikiad 4.64. Urtete lim arcsin 2x — 2 arcsin x .

x3

Regent. V prvni Yads pouZijeme 1'Hospitalovo pravidlo:

. arcsin2x — 2 arcsin x . (arcsin2x — 2 arcsin x)’
lim = lim =
x—=0 x3 x>0 (xS)/
— h 1—4x2 _.xz 1 2 '\/1 -—x2 ‘\/1 4x2
x=0 3x2 = a0 3 x2/1 — 4x2/1 = 2

Je jist¢ moZné ihned opét pouZit I'Hospitalovo pravidlo, ale zejména vzhledem ke sloitosti jmenovatele
to nelze doporu€it. Dostdvame v8ak snadno

21 V1 =x2 — /1T — 452 2im¢1—x2—J1—4x2
- X
35— 0x2~/1—4x«/1—-x2 3 10 x2
. 1 2. Al =x2—a1—-4x2
x lim = — lim .
=0 /1 — 4x2./1 — x2 3 x>0 x?

Posledni limita jiZ podle pohledu vypadd sympaticky (mé&lo by se ndm zdét, Ye jsme podobné limity
jiZ potitali), takZe pravd€podobné bude moZné vypolitat ji elementdrnimi metodami. Zdroveii viak,
predstavime-li si derivaci &itatele, vidime, Ze i pouZit{ ' Hospitalova pravidla vypad4 nad&jn&. Vyzkousime
proto ob& metody. Je

21 «/1—x2—«/l—-4x2_
3 x> x? -
21‘ (vV1—x2 = /T=4x2)(V1—x%+/1—4x2)
= — lim —
3 x>0 x2(v/1T = x2 + /1 —4x?)
2 . 1 o1 —x%—1+4x*
= = lim - lim 5 =
350/ 1 —x2 4+ 4/1 —4x2 -0 x
2 1 3x2 1
= — = — i — =1
37 M =33

Nebo s pomoci I"'Hospitalova pravidia

2, VT2 -V1-47 2 (VI =x% — /1= 4x2)
3

3x—>0 x2 x->0 (xz)’
__x + 4x
_2 lim Vi-x2 ' Ji1-ax
- 3 x>0 2x -
1 1 4 1
=z lim(— ==—(-1+4)=1.
3 lm =t )~ 31

Zde jsou oba vypolty pliblizng stejné dlouhé. (Takové véc se dé jen steZi piedpoveédet.) KaZdopadné ndm
vyslo
arcsin 2x ~ 2arcsinx

1.
x=+0 x3 - A
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1
tj. poloZime f(x) = x~1%, g(x) = e*. Zde oviem

1
= 400, lim a;2 = +400.

x—0

: i 100
ti 1) = i

Pokusime se proto pouZit I'Hospitalovo pravidlo typu -’%%9 Zde vychdzi

f/(x) _IOOx-—lOl x—98
g0~ % =07
e’ (=2)- % e

a ihned vidime, Ze doflo ke zlepSent. Misto x % méme pouze x~*. I'Hospitalovo pravidlo typu e
musfme oviem celkem pouZit 50-krét. (Snadno je vidét, Ze p¥islu§né pfedpoklady jsou pii kazdém pouzm :
spinény.)

I'H X I'H
,El—%xm‘)_ign % _50}1—% 5
e e
—08x % -96 |
= 50 lim —— = 5049 lim = &
X —
T (-2 & et
-2
H 50,49, 20m W
x>0 -3
€
253
50492 lim — -
X
e (-2)%
1

Q) =50-49---2-1lim — =501-0=0.
Ay ~0 A
€

Pidklad 4.74, Urdete hm (Inx - In(1 — x)).

x—l—

ReSent. Zde opét musime predev§im limitovanou funkci napsat ve tvaru podilu, MiiZeme tedy postupovat
napf. takto:

In(1 —x) p
lim (Inx - In(l —x)) = lim 20 =% 18
x—>1— x—=>1— —_
Inx
_J Inx
2 fim —E = im (xnx )=
x—> 1= -—ET; "5 x> —X
1
=— lim xInx . lim nx =0-1=0

Xt 1 x=»1l-x —1

Zde jsme pouZili I’ Hospitalovo pravidlo typu "% Lze ov8em postupovat i druhym zplsobem:

L
x

Inx

lim (Inx-In(1 — x)) = lim 2 lim =
x—r1= X1~ W x>l —-m . T_._.;. (._.1)
1 In*(1 —x) p 2In(l —x (- 1)
 tim Lo W=Dy, 2O

x=>l-x x—1- = x=r1-— -m- ( 1)
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Derivace funkce a jeji ufiti

/{ y In(1 — %) A1
x=»1— = x—r1— —m . (_1)
=2 lim (1 -x)=2.0=0.

-~

Pfi tomto druhém postupu jsme pouZili I'Hospitalovo pravidlo typu %.
Poviimnéte si, Ze tento piiklad bylo moZno vypo&ist bud’ s pouZitim I’Hospitalova pravidla typu 2,
nebo s pouZitim I’Hospitalova pravidla typu %9 Délka vypodtu je oviem v obou ptipadech riznd. A

PFi vypoctu limit funkct tvary h(x)**) s pousitim nékterého z obou I’Hospitalovych pravidel postu-
pujeme na zacdtku zcela stejné jako p¥i vipoltu elementdrnf metodou. NaptSeme

R(x)*) = gt k()

a potom politdme lim (k (x)In h(x)). PF vypoctu této limity pFirozené smime pouZit I’Hospitalova pra-
X—a
vidla. Vyjde-li lim (k(x) In h(x)) = A, potom
x—ra

: k(x) _ A
@ lim A(n) ™ = .

Piiklad 4.75. Ur&ete Hm x*.

x—0+

ReSent. Je x* = "% Dile lixgl+x Inx = 0 podle Piikladu 4.71. Tedy
x—r

lim x* =e’ =1.

x—0+ A
Pfiklad 4.76. Urgete lim x* 1,
x—0+
Releni, Je x¥~1 = W ~Dnx 7hov4 tedy vypodist ling+(xx — 1) Inx. Budeme asi v pokuSeni pouZit
X

I’'Hospitalovo pravidlo. Podotknéme viak, e nikdy nic nezkazime, napi§eme-li misto A(x)** vyse
zmingny vyraz e** ") Obvykle se tim situace spiSe vyjasni ne? zkomplikuje. Vyjde

lim (#* —Dinx = lm & - DInx =
x>0+

x—=>0+
) e,'.xlnx -1 ) exlmc _ .
= lim (—-—x lnz.x) = lim ———. lim x In’x =
»=0+\ xInx x-0+ xInx x—0+
! 2 . ; 2
=1 lim (x2Inx)" =] lim (xZInx)]* =02 = 0.
x-—avO—!—( ) [x—>0+( )]
. . nx_y . . .. e .
Pripometime, %¢ k vypottu lim £+l jsme pouzili vt o limité sloZené funkce s tim, Ze vime,
x—304 X0

Ze lir(r)l xInx = 0. (Viz Piiklad 4.71. Zde je prdvé skryto pouZiti I'Hospitalova pravidla.) Déle pak
x—>0+

i
lim x?Inx = 0 op&t podle Ptikladu 4.71. Vych4zf tedy

x—04+

lim x* '=e’ =1,
x—=04 A
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Zde jsme pouZili vysledki Piikladd 2.54, 2.57, 2.117 a 2.118. (Takové jednoduché limity stoji za to si
zapamatovat. Jak vidno, miZe nim to dosti pomoci pfi vypotech.) A

argsinh(sinh x) — argsmh(smx)
sinhx — sinx -

Piiklad 4.70. Utrdete lim im
X

Reseni. Zde Je dobré si poviimnout, Ze argsinh(sinhx) = x, nebot se ndm tim zjednodu¥i poditini
pfi pouZiti "'Hospitalova pravidla. Samozfejmé, kdybychom derivovali argsinh(sinh x) jakoZto sloZenou
funkei, musf ndm opét vyjit 1:

/ 1
(argsinh(sinh x))' = =~———=— . coshx =

1
Vsinh’x + 1 coshx

Je to ovSem poéitani zcela zbyte€né. Dostaneme

-coshx = 1.

argsinh(sinh x) — argsinh(sin x) i x — argsinh(sinx) py

1 = 1m =

x>0 sinhx — sinx x—+0 sinhx —sinx
1 — —=t==-cosx
UH AsinZz+1 VsinZx + 1 —cosx

-0 coshx —cosx = +/sin?x + 1 (cosh x — cos x)
+/sin?x +1 —cosx

) 1 .
= lim . lim =
x=0 \/sin?x +1 *—0 coshx —cosx

1. lim sin’x 4+ 1 — cosx
x=0 {/sinx + 1 + cos x ) (cosh x — cos x)

2si
= lim - lim sin’x =

x>0 /sin2x + 1 4+ cosx *—0coshx —cosx

1 sin’x (=)

. lim —fim——x)
2 R Coshr — D+ —cos 1) rev gl | e

_ (i #x)® _
PouZili jsme op&t vysledkd Prikiadi 2.54 2 2,117, A
Priklad 4.71. Urete xgtg+x5 Inx, &> 0. Touwrw (.\mq’ P? .

Releni. V tomto pifklad€ je nutné nejprve limitovanou funkci upravit tak, aby méla tvar podilu. Mdme
dv& moZnosti:

x* Inx

N T

1 x*

Spotitdme-h v prvaim piipadé podil derivaci, dostdvdme

(x£y ext!

Y 7 1"
mr) (%)L
Vidime, Ze méné pfijemny vyraz Inx ndm i po zderivovéani zlistdvd. Bude proto asi lepsi pouZit druhou
moZnost (v podobnych situacich je diileZité umét si vybrat!). PoloZime tedy

1
F(x) =Inx, gx) = prs
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RDMCV\{ ,‘)p_

a vidime ihned, Ze

1
1' = i —_ - i = i _—=
A, S0 = Jlig lax = oo, lip g0 = lig, = +oo.

Nelze tedy zjevn& pouZit I’'Hospitalovo pravidlo typu %, ale patrn€ bude moZné pouZft I"Hospitalovo

pravidlo typu 22 Funkce f(x), g(x) maji dokonce na libovolném %;* (0) vlastni derivace, pfidems

g'(x) = —e—ky # 0 na %" (0). Zbyvé pouze zjistit, zda existuje lim Ll
x—04

’ 1
X ) = 1 .

i f()=l1m = =—= lim x* =0.
x>0+ g'(x) x>0+ —& 5T £ x>0+

Tedy podle I'Hospitalova pravidla typu %‘;9 existuje té% x&rg+ p (;”)) a platf

/
lim % lnx = lim 20 = fim L&) g,
x—0+ -0+ g(x)  x—0+ g'(x) A

n
Priklad 4.72. Urtete lim >—, a > 0,n € N,
x—+o00 4%
Reent. Je to velice jednoduchy p¥iklad na pouitf I’ Hospitalova pravidla typu 5%‘-’. JenZe pravidlo je tfeba
pouZit n-krdt. Pfi kaZdém pouZiti je tfeba ov&fit, zda jsou splnény predpoklady 1'Hospitalova pravidla
typu 1‘—%"-, ale to je zde naStésti zcela zfejmé.

fim S g BT rw Al DX
x5400 ed% | xotoo gedx x—++00 a?esr »
tH rd o oar=1).--2.xpg n!
=...= lim = lim =
K> 400 agn—lgax x—+oo qhed
n! 1 n!
= lim —=—-0=0
a®  x—+oo g% a’ A
_1
¥
e
Priklad 4.73. Urete lim .
x-+0 x100

_1
Reseni. Zde se jednd o pondkud zdludny ptiklad. PoloZme f(x) = e = g(x) = x'®, Snadno vidime,
7e ]
lim f(x) =lime © =0, limg) = limx'® =0,
x—=0 x>0 x—0 X0
takZe se rozhodneme pouZit I'Hospitalovo pravidlo typu % Pocditdme-li viak podil derivaci, dostdviéme

x 1
flay e 2k 1 e

g(x) 100.x% ~ 50 x102°

k'J_.

Situace se ndm po zderivovan{ jedt& zhorsila! Misto x'® m4dme nynf ve jmenovateli x!%2. Tento postup
tedy nevypad4 viibec perspektivng. Na§t&sti ale mdme jefté jinou moZnost. Napi§eme

_1
e iz 100

2100 e;lz '
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1. cvigeni
http://www.mff.cuni.cz/~kuncova/, kytaristka@gmail.com

Teorie

Véta 1 (I'Hospitalovo pravidlo). Necht a € RU{—o0}, f, g jsou redlné funkce a existuje
(]
limy—y o g{g Jestlize navic plat{

(a) limg—yet f(z) = limg a0+ g{z) = 0, nebo

(b) lirﬂz—>a+ Ig(:c)l = 00,

potom
/
tim L8 _ @)
g—at g(z) z-at g ()
Piiklady
1. Spoctéte limity. Nezapomeiite na Heineho a na fakt, #¢ ne vidy L'Hospital
pomiuze.
(a) _
. tanz —sinx
lim ——————
=0 2 -—sinzg
(b) ‘ .
. arcsin 2x — Zarcsin x
lim 3
x—0 T
(c)
lim z®
r—0+
(d)
. 1 1
lim — - =3
220 zsinz
© |
In*(n + 1)
o penf(ntl)
nll»ngo( 1 (n—1)2
Resent:
Budeme uvazovat limitu funkce:
i n*(z+1) vy %1%11 — lim In(z+1) ru lim L"ql:—l _0
:c—yl'{olo (z— 1)2 Tz 2(x—1) T oo (z+1)(z-1) T o250 2
Z Heineho nyni mame, Ze
In?(n + 1) _

lim

n—oo (1 — 1)2

= 0.

Matematicks analyza 2, 2016, Kristyna Kuncovd 1
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Na rozdil od pfedchoziho pomé&mé dlouhého (i kdy? elementdrniho) postupu, vede pouZiti I'Hospitalova
pravidla typu § velmi rychle k cfli:

; 3tgdx — 12tgx ; (tgdx — 12tgx)
x>03sindx — 12sinx = x>0 (3sindx — 12sinx)
i 1

=l 3‘cosz4x'4—12.c_:§z; —_
x>03-cosdx -4 —12cosx
cos?

o X — cos?4x _
x—0 c0s24xcos2x (cos 4x — €oS x)
— lim lim (cos x — cos4x}(cos x + cos4x) _
10 cos?dxcos?x 10 cosdx — cos x
= — lim(cos x + cos 4x) = ~2.
x—0

Je oviem tieba se také podivat, zda jsou spln¥ny p¥edpoklady 1"Hospitalova pravidla., Zde je
fx) =3tg4x — 12tgx, g(x) =3sindx — 12sinx.

Vée je snad jasné, jen se podivdme, zda na n&jakém redukovaném okoli bodu O je g'(x) # 0. Mdme

5 3
g'(x) = 12cos4x — 12cos x = —24sin —2{ Sin o .
QOdtud ihned vidime, Ze g’(x) # 0 napf. na %7:‘/5(0). A
xcotgx — 1

Priklad 4.62. Urlete lim
x—0 x2

Refent. Opétn& pouzijeme 1’'Hospitalovo pravidlo. Predpoklady jsou ofividng splndny, pfirozeng aZ na
piedpoklad existence limity podilu derivaci, kterou budeme nyni pofitat. Dostaneme

i xcotgx — 1 i (xcotgx — 1) . cotgx — ;tz;
im—— = lim —————— = —_——
=0 x? X (xz)’ x—=0 2x
cosx X :
_ g o E _ 1 i SI0% COS X — X
x—=0 2x 2 20 xsinx

K vypoétu posledni limity opét miZzeme pouXit I’'Hospitalovo pravidlo. NeZ ho ale pouZijeme, pov§im-
néme si, Ze (xsin’x)’ = sin’x-+2x sinx cos x = sin x(sin x 4+2x cos x) # Ona %"*/2(0). Ziejmésinx # 0
na %,%,(0). Ddle sinx -+ 2x cos x < O na %:/‘2(0) asinx 4+ 2xcosx > Ona %:/*2(0). Pak

1 i sinxcosx —x 1 . cos?x — sin®x — 1 1. cos2x — 1
— lim

e 11 | R - = — lim — - .
2 x>0 xsin?x 2 x>0 sin2x + 2xsinxcosx 2 x—0sin?x 4 2x sinx cos x

Na posledni limitu je moZno opét aplikovat I'Hospitalovo pravidlo, vznik4 vSak otdzka (uZ jsme ho
aplikovali stejng dvakrat), zda je to G¢elné. Trochu vnimavy poCtif by mél poznat, Ze posledni limitu lze
vypodist pomé&mé jednodude bez pouZiti I'Hospitalova pravidla. Je

1 cos2x — 1 R el —L.2

1
— lim =l = ==,
2 x-0sin’x + 2xsinxcosx  x—0 (gmf o8t ooey  1242-1-1 3
X &£

o=
—
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g%pouiitf I"Hospitalova pravidla viak nenf nutné, po&itdme-li na zaddtku trochu Sikovngji:

xcotgx — 1 el X COSX ~ §inx

lim =22 = [ S T iy :
x>0 x 550 x x=0  x?sinx

Nyni pouZijeme 1"Hospitalovo pravidlo. Bereme zde f(x) = xcosx — sinx, g(x) = x*sinx. Snadno
vidime, Ze g’(x) = 2xsinx + x2cosx = x(2sinx + x cos x) # 0 na %n*/z(O). Na %n*/'z(O) je totiZ
Zsinx 4 xcosx < 0ana%,,(0) je 2sinx + x cos x > 0. Vyjde

)

Xcosx — sinx . (xcosx —sinx)
lim 7 = lim - .
x=0  x2sinx x>0 (xZsinx)’
. €OSXx —xsinx — cos x . X sinx
= lim - = — lim - =
x>0 2xsinx + x2cosx x=0 2x sinx + x2 cos x
) sin x . e
=—=lm e = — lim e =
x—02sinx + x cos x x>0 2525 + cos x
1 1
2-1+1° 3’
Zde vidime, Ze je dobré uvéZlivé pouZivat I'Hospitalovo pravidlo. Bezmyslenkovité pouZivani tohoto
pravidla miZe Casto vypolet spi¥e zkomplikovat ne¥ zjednodugit. A
x@ +1y—=2¢€*=-1)

Ptiklad 4.63. Uréete lim
x=>0 x3

ReSeni. Polozime f(x) = x(e* + 1) — 2(e* — 1), g(x) = x2. Thned vidfme, %e
: X . x __ = : 3 =
lim (€ + 1 —2¢€" - 1)) =0, lim x* = 0

asnadno je videt, Ze i ostatnf pfedpoklady I'Hospitalova pravidla (kromé existence limity podilu derivaci)
jsou spinény. Dostdvdme

fim £© D — 26 — 1) (x(e* + 1) —2(e* — 1))

’

= 1i :
x—=0 x3 xl—lg) (x3y
— bim e* + 1+ xe¥ —2e* 1 lim 14 xe* —e*
T x50 3x2 T3 =0 x? )

Na vypotet posledni limity op&t pouZijeme I'Hospitalovo pravidlo. Tentokrét je f(x) = 1 + xe* — e*,
gx) =x%Je '

lim(1+xe* —e) =0, limx*=0

x—0 x—=0

a i ostatni predpoklady jsou splnény — kromé existence limity podilu derivaci, ale tu budeme ihned
politat. Dostaneme

g (LT X =€) et taet —ef

1
x>0 (x2)' x—0 2x 5

Tedy

x—0 x3 T3'27 6
V tomto pitklad® jsme museli I’Hospitalovo pravidlo pou¥it dvakrét. Vicendsobné pouZiti 1'Hospitalova
pravidla je pomé&rné& Zastym jevem. A

X - X _ 1
]imx(e + 1) — 2(e 1)__ 1 1



Nyni ze dvou policajtii nebo z véty o omezené a mizejici mame i, 7e

. In®(n +1)
—_— n_.___ —
A o =0
(f)
i arcsi 20+ 3z -4
P R (R P |
(&) i
. % — 8rccos
L
(h)
lim zeotg . — 1
z~+0 2
g )
lim

2—00 4 /g2 + 1
0

lim Inz - In(1 — z)

r=rl—
@) Pouzijte I'Hospitala pro 1/n =z — 0+
tans — 1
lim —"—F%
7-+00 n sin -

Reseni: Budeme prve potitat limitu funkce, pomoci L’Hospitalova pravidla
typu » 0/0» .
— —1__1 1 — cos?
lim _ta_naz._x LH lim £285% = lim cos @ =
=0z —sinz  z-01—cosz -0 cos? z(1l — cosT)
. l4coszx 1+1
lim = = 2.
-0 cos?zx 12

Nyn{ pouZijeme Heineho, z,, = %, Zn je v definiénim oboru funkce

tanxy — x
T —sinz’
. l _
Zn P, lim & = 0.
Odtud -
i tan;—; =9
n—oo L _gin &
n n

Matematickd analyza 2, 2016, Kristyna Kuncovd 2



@(l) Schovejte si kosinus a pak pouzijte k-krat I'Hospitala
nk

JLngO cos(nm)— et

keN,a>0.

Reseni: Nebot cos(nm) = (—1)", musime limitu nejprve roztrhnout. Budeme
pocitat jen
nk
lim —
n—co i’

Prevedeme na funkei. Pak pouzijeme 1'Hospitala typu "néco/co0”. Pouzijeme
jej k-krat. Opakované nutno ovéfit podminky I'Hospitala (vychdzi pofdd

stejné).
g - ko=l g fo BE=D2*? g K(k=1)-20 pa
z—o0 4% 00 ge®® | g0 a2es® o T 250 ghkleer
k! k!
lim 0=0.
z-00 gkel® ak

Z Heineho pak i limita

Po priddn{ kosinu ziskdme ze dvou policajti vysledek

nk
li nmw)— = 0.
A8 0o

a0z  In(l+z)

x T
11_5614. F (\/E arctan \/g — Vbarctan \/;) ,

a,b>0
2. Rozhodnéte, zda je funkee f(z) = g—cﬂfggf—%ﬁ f(m) = =1, spojits.

3. Najdéte asymptoty funkce In(z? 4 ¢+2)

Matematicks analyza 2, 2016, Kristyna Kuncové 3
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An

1 X X
4.65. Uré im —— —— - )
Tiklad 4.65 retex]_1>r(r)1+xﬁ(\/5arctg ; Vb arctg /b),a>0,b>0

Derivace funkce a jeji uzit

Resent. Pouzijeme I"Hospitalovo pravidlo. Nem&] by nés splést trochu neobvykly zpisob zédpisu. Vyraz
x+/x samozfejmé napiSeme ve tvaru x*/2, protoZe tento je vhodn&j¥f pro derivovani. Vyjde

] 1 X X
Jim 7 (ﬁ arctg /= — Vb arctg | 3) =
] 1 x [x '
_xgrg+m(ﬁﬁctg ;1- - \/I;arctg 'I;) =

1 1 I ja 1 1 1 /b 1
—_— ]. D — . v - — e r— b' ¢ v — b —
xlr(r)l+%x1/2(ﬁ 1+%2 2Vx a Vb 1+37 2Vx b)
1
e H — —

%—al 1(1 1>_a-—b

lim —b 2 __ = ,
o0 T+ DA+ D) 3 3ab

b a

L’Hospitalovo pravidlo zde bylo pouZito pouze jednou. A

Nynt pro jednoduchost zavedeme ndsledujici oznacent: Znacka H nad znamenim rovnosti bude
namenat, Ze se pouZivd I'Hospitalova pravidia.

a* — asinx
Piiklad 4.66. Urdete lim ———, a > 0.
x—=0 x3
Redeni. Vyjde
@ —a™* py . a*lna—a™ Inag-cosx
lim ——— = lim > =
x—0 x3 x—0 3x
Ina , a* —-a"*cosx py
= — lim —_— =
3 x—0 X
v lna . a*lna — e Ing - cosx + a¥"* sinx
= —— Im =
3 xo0 2x
Infa . a* —a™Fcos’x  Ina sinx SILX
= lim + — lim ¢®" —— =
6 x—0 x 6 x=0 X
lna In’a . a* —acos?x 1y
= — 4+ lim =
6 6 x50 x
vilna  Infa . a*lna —a** Ina - cos3x + a’i"*2 cos x sin x
= e m =
6 6 10 1
Ina Ina Ina

=?+~—6—-(]na—1na+0)=—€-.

Jsou oviem mozné alespoti dvé modifikace uvedeného postupu. Napi. posledni pouZiti I’'Hospitalova
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4.2 Priklady.

185
Piiklad 4.77. Utgete lim (x* — 1)

x>0+
ReSeni. Je

xl_i)r&(xx‘ —1) = lim (¥

x—=0+ - 1),
lim x*Inx = lim x*. lim lhx =1.(—00) = —00
x— 0+ x—04 x—0+
s pouZitim Pfikladu 4.75. Tedy
lim (7" —1) = lim e" ™ -1 =0—-1=—1,
x—>04 x> 04 A
( 3-)ﬁklﬂd 4.78. Urlete lirg (cotg x)sinz,
m‘ x>0
ReSent, Je

lim (sinx -Incotgx) = lim sinx . (Incosx — Insinx) =
x>0 x>0+

= lim (sinx - Incosx) — lim (sinx - Insinx) =
x—0+ x~+ 04

=sin0-Incos0 — 0 =0.

K vypoétu posledn{ limity jsme pouZili Piiklad 4.71 (s ¢ = 1) a v&tu o limit& sloZené funkce. Vychdzi
nam A

Ptiklad 4.79. Urdete lim (m l)x

x>0+ X

Regeni. Te

1 mnd) w13
tim [xin(ln=)] = tim —El W g 222 o
x>0+ X x-04 c x—0+ —
X £
1
= lim —T-x= lim — lim x=0-0=0,
x>0+ In < x—=0+ In T x—=0+
1
. lim (ln —)x =CO= 1.
;h x>0+ \ X A
1
- . X \F
Piiklad 4.80. Urlete xkr}_]oo(tg o 1) .

Refeni, Je

. 1 X , In g 5k
lim (— Intg ) = h
X400 \ X X=>+00

2x41 I'H
2x + 1 T x -
I'H fim ( 1 ' 1 . n(2x + 1) — ZTIx) _
s—>too\1g 574y cos?zliy (2x + 1)2
— Km L = 2% lim ! -
x=>+00 (2x + 1)? sin 5% cos 52 x=+00 (2x 4 1)2 sin 22X

2x++1



186 Derivace funkce a jeji ufiti

1

= 21 lim =
Sy #>¥00 (2x + 1)2sin(F25 — n)
2nx
_ x4l 1
B _znx-]-:g-loo( x2ﬂx _ Y {2 2) =
sin( £ —7) (225 - ) 2x + 1)
2im1 T 1
=27 lim —2E_— . jip
X000 s]n(zi"_‘f] _ 'It) X=>+00 (__._2’”;12“*“7‘)(2'75 + 1)2
=-2n-1- lim—l— —2n.0=0,

x=to0 —(2x + 1)

1
- TV — o0
x_llr-(-r-]oo(tg Zx—{-l) =e =1 A

Piiklad 4.81. Urdete lim

x—=0

( *—~xlna

1
¥Z
_xlnb) ,a>0b>0.

Reseni. Je

lim 1 In a®* —xlna _
=»0x2 b —xlnb

=lim(ln[l+(‘;ﬁ:i}:‘;~1)] (Eozba_y 1)=

0 T b —xInb X2
—xInb

. a* —xlna 1 a*—xhna-b"4+xhb 1
N (LR T A

piatt (bx—xlnb x2 xl—l;%( b —xlnb x2)
— lim 1ma —b" —x(lna —Inb)

s0 % —xInb 50 x2 -

. a*—b* ~x(lna —1nb) 'H a*Ina - b*Inb—Ing+Inb
= lim Lim —

x—0 x2 =0 2x

Ina, a"—1 Inb, b -1
= ~— lim - —1 =

2 x=0 X 2 x=0  x

In Iné
=-2-‘1 la—%—-lnb-——(lna In2b).

Zde jsme pouZili vysledku Ptikladu 2.87. L'Hospitalovo pravidlo jsme mohli pouZit jiZ na samém za&dtku
vypottu. Derivovdni by oviem bylo daleko slozit&js. (Ctent si to konen¥ miize s4m vyzkouSet.) Obecnd
Ize fici, Ze se vétSinou vyplati pouZivat I'Hospitalovo pravidlo aZ tam, kde je to nezbyin& nutné. Nakonec
ndm vychdz{

m (aJr —-x lna) ;lz _ 1(n%a—1n2p)
b* —xInb )

x—0

1
Priklad 4.82. Urdete lim ( ! )
x—=0\x er —1

ReSeni. Zde se pouze nesmime zaleknout tvaru limitované funkce. P¥evedenfm na spoleéného jmenova-
tele z ni udéldme potiebny podil.




4.2 Priklady. 187

Nyni je jiZ moZné aplikovat I’Hospitalovo pravidlo typu . Nésledujicim obratem si viak limitu miZeme
jesté zjednodusit. Vyjde

. €& —=1—x ) x —1—-x
hm———--=llm( . ):
x—+0 x(e* — 1) x—=0\e¥ — | b

e‘—l—xm e —1 1 e —1

. | 1
= lim ——— = 1i =~} = 2.1 ==
xl—rvr(l) x2 xl_r.'?) 2x 2,31—13) x 21 2° A
e,

Priklad 4.83. Urdete lim (cotgx — 1)
x—0 X

13

Releni. Zde je pouze nutné napsat cotg x = S%X >. Jinak postupujeme stejn& jako v pfedchozim piiklad:

. 1 . scosx 1
lim (cotgx — —} = lim(—— — —) =
x—=0 x x>0\ 8in x X
. Xxcosx —sinx X xcosx —sinx
= lim —————— =l1m(_ ‘ )=
=0 x sinx x—0\sin x x?
) X . XCcosx —sinx . XCO8Xx —sSinx py
= lim — . lim ————a—— = lim —————— =
x=08iMx x—0 x2 x—0 x2
I'H COosX — xsinx —cosx 1. . 1
= lim = —=limsinx = —— -0 = 0.
x—+ o 2x 2 x>0 2 A

Priklad 4.84. Urdete hm (\/x3+x2+x+1—\/x2+x+l-

In(e* + x))
X~ 400 X ’
Resent. Tento piiklad zafazujeme hlavné proto, Ze vypadd velmi sloZit®. Obecn& ale nenf pravda, Ze
nejsloZit€ji vypadajict pfiklady ndm daji nejvice préce. Lze ovSem olekdvat, Ze jejich vypodet bude delsi.
Ctend¥ necht si vifmd, jakymi obraty si postupn® budeme zjednoduSovat situaci.

X
lim (i/x3-l—)62~}-)t+l-~\/x2+x+]._ln(e +x))=
X—r+00 x
X
- i (AT T ) - VT MR
X=r 400 :
= lim @+ +x+1-x)+ lim (x- ﬂ+x+1-Eg;tQ)
X s -

Prvnf limitu mZeme vypolist zcela elementdrnim zplisobem.

lim (\/x3+x2—|—x+l—x)

X—+c0

WPt x+1-x3
""“”(JW) + (T +xTtx 1)+ a2
l+s+m

X400 2
(r+i+d+5) +1+l+ b+ 541

W] —



190 Derivace funkce a jeji uZiti

coZ oviem nevypadé piili§ perspektivng. Lepsi bude limitovanou furkci nejprve upravit.

1 L
C (l4x)F — e In(l4+x)
Iim —— = lim ——— =
x>0 X x—0 X
e(xlln(1+x)—l) 1
= ¢ lim =
x—0 X

e(;}ln(l+x)—1)

. -1 . ilm(l4x) -1
e lim 0 | =
=0 2In{l+x)—1 *-0 x

. In(Q4+x)—x ry
=¢glim ——— =
x—=0 x2
1
=1 e 1-1-x
: 1+x :
e lim = =3 lim x(+x)
e 1 e

= —= lim ==

2x—»01+x 2° A

(a+x)* —a*
2

o)

Piiklad 4.87. Urtete Iin‘(n) ,a>0
X—

Reseni. Je

e* In{a+x) __ e* Ina
lim

rH
x~»0 x2

o e " (In(a + x) + ;A=) — &F1"9 . Ina B

x—0 2x B
1 ex n(a+x) | ﬁ + e In(a+x) In(a + x) — e* na i, q

= = lim =
2 x=0 x

[ xIn{a+x) 1 ] 1 et In{a+x) ln(a +x) — xIna 1, 4

+ = lim =
a-+x 2 x—0 x

g 4 5 111‘%[1 (( x In{a+x) ln(a A x) = ln(a+x) In a) + (ex n(a+x) Ing — e* Ina lna))] —
x>

In(a + x) — lna 1 e* In(a+x) __ e* Ina

1 X In{a+x) H
— = Jlim——— " 4 g m——————— =
2(1 + 2 J%l—rbl})e x—=0 X + 2 a x—=0 X

: —ln(l +a) + Ina lim ¥4 . lim e -1 =

2 x-+0 X 2 x50 x—=0 X

1 1 Im1+4+3) Ina . gtnern-lay _ 1 x(In(g +x) — Ina)
— ek + . =

A .
M 2 b x(n@ +x) —Ina) +ab x

1
Priklad 4.88. Urdete lim ( (1+2* ) *
x—=0 e

Refent. Nejprve upravime limitovanou funkci. Je

1 L1n(1+x)
((1 +x) )% _ (ex )% _ (c’%ln(l-i-x)-—-]):lr- _ e%(% ln(l+x)—1).

€ €
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4.2 PHklary__
',‘LAA
Tedy
.o 1/1 . In(1+x)—x
fim 2 (0 - 1) = i =
1
—_ 1 —-1—
lé{]im'i_,_zlr I-i-x 1.1 _ 1
x—0 2520 x(1+x) 2x501+x 2
Odtud
1
1 3 _
1im(£._i_x_)_) =e ’17=L'
x—0 e ﬁ A

V dal$im ukdZeme, jak lze k vypodtu limit pouZit Peanovy véry.

.r2
- -7
Priklad 4.89. Urdete lim —2 —©
x—=>0 x4

ReSeni. Podle Peanovy vity miifeme psat

2 4 ’
— ; R5(x)
cosx = 1— 5'— + + Ry(x}, kde }1_13) Pk 0,
RSP N Ry, kde lim B2¥
- 12 3n =0 x2

. . . A
Napifeme-1i v posledni rovnosti —%° misto x, dostdvéame
p p 2

T = 1—£+ 4+R( 2).

8
Déle pak |
—E R” X "
im HCD) L —(——21 Lim B9 _g
=0  x* 4x—>0 (____{2_2_) 4 y—0 y2

s pouZitfm véty o limit® sloZené funkce. Nyni mame jiZ vie pfipraveno k vypoltu dané limity. Vyjde

2

. cosx—e T
lim R A =
x>0 X
2 .\‘4 7 Xz 14 ” Xz
_lim1_£2T+ZT+R5(X)—1.+T”T_R3(“‘“2“) _
~x—>0 x“
* xt R RY _x
= lim £—2% + lim B _ jim 5 2)=
x—0 x4 =0 x? x-+0 x4
1 1
== _ 2 0—~0= ——
(4: 5)* 12

Pritom jsme pouZili vySe odvozené vlastnosti zbytkil. Upozoriiujeme, Ze ¢rky u pfsmen R 2de ani
A

v dal$fm neznadf derivaci.



1\ %
lim (—-(1 + o) )
z—0 e

n—oo 1’
c>1.
Reseni: Pfevedeme na funkei:
" . exlne) L'H
lim — = lim =" lim
z—00 I o0 I =00

Z Heineho plyne, ze i ptivodn{ limita

n

lim — = .
n—+o0 N

. L
g,

Resenf:
Budeme poéitat limitu funkce:

lim e(x in(ln %))

z—0+
Tedy musime spoéist
! In(ln 1) RIT
, . nin=J r/ . n= =
lim zln(ln =) = lim —2- Ly Bes T
z—0+ T z—0+ z—0+ -

81

Nyn{ pouzijeme Heineho, verze zprava: z, =
defini¢ni obor je také ok. Tedy

Zlne

(

H.J,_.

L zn 2 0, limn——)oo% = 0,

1 .
) .1 voar
= hm "‘—Tm =
z—0+ ln -a-:'

0-0

n?

lim (Inn)s = e® = 1.

n—r00

o\ n2
. cos 2
lim =

n

Resenf:
Budeme fesit limitu funkce

. T
. cos %
lim =

Matematickd analyza 2, 2016, Kristyna Kuncovéd
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