Priklad 4 : Vysetiete pritbéh funkce definované piedpisem

1

f(IL') _ ea.rctg(;gj).
(15 bodit)

Reseni :
e Defini¢ni obor: jedind omezeni na definiéni obor klade jmenovatel zlomku, tedy defini¢ni
obor f, D(f) = R\ {~1,L}.
o f je spojitd na celém D(f) (nebot je sloZenim spojitych funkci exp, arctg, a podilu dvou

spojitych funkei, pfidem? jmenovatel z2 — 1 je na D(f) nenulovy), dale je f na D(f) suda
a kladné (f > 0 na D(f)).

e Limity v krajnich bodech definiéntho oboru:

lim f(z) = exp T 48l (= lim f(z) ze sudosti),
z—1+4+ 2 z——1—
. ™ .
Jp ) = ep(-D)mos (= im s
lim f(z) = 1, odkud rovnéZ plyne lim fz) =0.
z—+oo T—too I

Posledni dvé (dvoj)limity tedy zaroven fikaji, Ze asymptotou funkce f jak v 4oo, tak v
—00, je pfimka y = 1.

e Prvni derivace: pro z € D(f') =D(f) =R\ {-1,1} je

1

fI(CE) _ earctg(;zj) .

1 2z _ arctg(—zlf) —2z
- _A-1Y—————¥=¢ z2_1) "
. D@1y R
funkce f tedy roste na (—oo,—1) a (—1,0), a klesa na (0,1) a na (1,+0c0). V bodé 0 je
tedy lokalni maximum hodnoty f(0) = exp(—m/4) ~ 0.456, f'(0) = 0. V bodech +1 neni f
definované, nemé4 tam tedy ani jednostranné derivace z Zadné ze stran. Pro nacrt grafu je
v8ak moZn4 dobré si spoéitat limitni polohy teden, tj. limity derivaci (pozor na znaménka
derivace v symetrickych bodech, derivace sudé funkce je funkee lich4):

2

. 7 . . 7 - __Z ~
111111+ filz) = - liinl_f'(z) — —2ve™ x~ —9.62.

e Obor hodnot: uvaZenim vsech dosud ziskanjch informaci vidime (naértek jisté také pomuze),
Ze obor hodnot

= (o () e (-2)) o om ().

e Druhé derivace po tpraveé vyjde:

Jarcts( ) 40 - 2((z® - 1)2 4+ 1) + 2z - 2(z* - 1) - 2z |
(2 =1)2+1)? ;

= gomene(a) 312 s -1,1.
(22 —1)2 +1)? ’




Pouze ¢itatel zlomku vySe méni znaménko. Vyraz v Citateli md dva redlné kofeny x5 =

+/2/3 ~ £0.9036 € D(f).

Funkce f je tedy konvexni na intervalech (—oco, —1), (-1, —+/2/3), (v/2/3,1) a (1, +00),

a konkdvni na (—</2/3, 3/2/3), a v bodech x5 = ++/2/3 m4 inflexni body.

o Graf funkce f, naértnuty na zdkladé v8ech vySe uvedenych informaci, je tento:

4 2 L
inflexe v —0.9036 inflexe v 0.9036
_1~

Bodovani pfi pouziti tohoto postupu pii vypodtu:

e definiéni obor ............ ... 0 1 bod

e spojitost, sudost ............ ...l 1 bod

e limity v krajich definiénfho oboru, asymptoty ...................... 2 body
e vypolet prvni derivace .................. ... 1 bod

e monotonie, lokdlni extrémy, limity derivaci .............. .. .. ... 2 body

e obor hodnot ...................... 2 body

s vypoclet druhé derivace .............. ... . ... 2 body

e konvexita, konkavita, inflexe ...................... 2 body

egraf ... ...l 2 body




Priklad 4 : VysSetiete prithbéh funkce definované predpisem
(@) = V323,

kde ,t¥eti odmocninou®, tj. funkei &z, rozumime funkei inverzni k funkci 23 : R — R.
(15 bodt)

Reseni :
o Definiéni obor: lichd odmocnina z redlného &isla je definovand pro vsechna realna ¢&isla,
proto D(f) = R.
e [ je spojitd na celém D(f).
e Viznacné hodnoty funkce (nebylo nutno zkoumat, pouze pomdhaji): f(z) =0 < =20
nebo x = 3, f(z) > 0 pro z € (—00,0) U (0,3), f(z) <0 pro z € (3, +c0).

e Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru: lirﬂrtl flz)y = lim :cws/% —1=Fco.

—+o0

e Odtud a ze spojitosti f na R plyne, Ze obor hodnot H(f) = R.

o Déle lze ihned spocist asymptoty v £oo:
a:= lim & = lim \3/ § —1=-1,
z—too I z—too ¥ I

b = lim (f(ac) —ax) :a:EI:Eoo(s 31-2—1-3-1—1-) =

z-—to0
32

= lim =
o—too 3/(322 — 23)2 — zv/322 — 23 + 22

= lim

3
+ 2 =1,
I—>003 3 3
i) g1

existuje tedy asymptota, tatdz v obou nekoneénech, a sice y = —z + 1.
. . Y oz wixr o (s 4 :
o Prvni derivace (zde i dale uZivdme pro v&tsi prehlednost zépisu konvence /z = 23, myslime
tim ovdem stdle tfeti odmocninu jako inverzni funkci ke tfeti mocning, tedy odmoeninu
definovanou pro viechna redlnd ¢&isla):

— 322 2 _
flo)= (@ - = - 2T az0gs,
3322 —23)5  z3(3—1)3
funkce f tedy roste na (0,2) a klesd na (—o0,0) a na (2, 4+00). V bodé 0 je lokdlni minimum
hodnoty f(0) = 0, v bodé 2 je lokdlni maximum f(2) = /32 ~ 1.587, f'(z) =0 <= = =2
DAle, protoZe f je spojitd (z obou stran) v bodé 0 i v bodé 3:

fL(0) = 7Clir(x)l_ fl(z) =—o00, fL(0)= x£%1+ fl(x) = +o00, tj. /(0) neexistuje,

L3 = lir§1+ fl(z) = —c0 = 11%1 f(z) = fL(3), tj. existuje f'(3) = —oo.

r— r—3—
Derivaci v bodé 3 lze spoéist i z definice, f/(3) = lim,_.3 %ﬁ = —oo napiiklad pomoci
I’Hospitalova pravidla, coz vede opét na vypodet limg_.3 f'(z).

e Druha derivace po tpravé vychazi:

] o_z \ —wtE-0i-@-0) (2 iG-0i - kiE-oH)
f'(@) = il _
z3(3 —x)3

xé(3—:€)§ -
- —x(3—x)—(i—$)(%§3—$)‘%x>:_ 2 z#0,3.
z3(3 —z)3 r3(3—=z)3

Funkce je tedy konvexni na intervalu (3, -+00), a konkdvni na (—o0,0) a na (0, 3).




o Graf:
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Bodovéni pfi pouziti tohoto postupu pii vypodctu:
o definitnl ObOr .. vt 1 bod
® SPOJIEOSE oot 1 bod
e limity v krajich defini¢niho oboru, asymptoty ............... ...l 2 body
8 0bor hodmot ..o 1 bod
e vipodet prvni derivace ...... ... 1 bod
e jednostranné derivace (limity derivaci) a derivace vbodé 3 ................ ... 2 body
e monotonie, lokdlni extrémy ........ . 2 body
o vipodet druhé derivace ...... ... 2 body
o konvexita, KOnKAvVIta .. ....ovitt e e 1 bod
L= N 2 body

Iy

Nejéastéjsi chyby, kterjch je dobré se pristé vyvarovat:

e nespecifikovani bodt, pro které neplati obecny vzorec pro f’ resp. f”
e neovéfeni jednostranné spojitosti pii vypocétu jednostranné derivace jako limity derivaci
o tvrzeni, ze f klesd na (—o0,0) U (2, +00)

e tvrzeni, Ze f je konkdvni na (—o0,0)U (0, 3)




Priklad 4 : Vysetiete pribéh funkce definované piedpisem
21
f(z) = arccos <07g9§> ,
1+log”x

kde log z (= Inz) je pfirozeny logaritmus (logaritmus o zédkladu e). (15 bodd)

Reseni :

¢ Defini¢ni obor: musi platit z > 0 a zéroveri —1 < ﬁbﬁ% < 1. Odtud tedy D(f) = (0, +0c0).
o [ jespojitd na celém D(f), z tvaru defini¢niho oboru plyne, Ze nemd smysl uvaZzovat symetrie
(sudost, lichost, periodicitu), f > 0 na D(f), a déle je (napi.) f(1) = m/2.

e Obor hodnot: f(z) =0 z=c¢, f(z) =7 & z = 1/e, funkce f je (mimo jiné) spojitd na
uzavieném intervalu (1/e,e), nabyva tedy i vSech mezihodnot mezi 0 a 7. ProtozZe funkce
arccos jinych hodnot nabyt nemtZe, je obor hodnot [0, 7).

2logz 2

1+log?x — loér—i-logz
jak pro z — 0+, tak pro z — +o00, a protoze arccos(0) = ¥, a navic funkce arccos je spojité

v nule, plyne z véty o limité sloZené funkce

o Limity v krajnich bodech definiéniho oboru: protoze konverguje k nule

lim f(z)= z, lim f(z)= z, odkud rovnéz plyne lim (@) =0.
z—0+ 2 2

x— o0 Tz—+00 x

Posledni dvé limity tedy zaroveil fikaji, Ze p¥imka y = 5 je asymptotou v +oo.

e Prvni derivace: pro = € D(f') = (0, +00) \ {1, e} je
1 %(log2x+1)—210gx-%log:c _

fllz) = - 2
/1 — _Alog®z _ log? z + 1)2
1= (log? z+1)2 ( & )
\V (log?z+1)2 o _ 2log? 2 (log?z — 1) _ 2sgn(log’z — 1)

Jiogt o1 w0z +17  z(ogr+ Dlog?a— 1] a(og’s+1)

Déle, 1 1
fole)= lim fi@)==,  fl(e)= lim fz)=—_,
(1 . ’ o ;71 L , _
£(5) = i f@)= e 1 (2) = m f@=e,

protoZe f je spojitd v bodé& e i v bodé 1/e a protoZe piislusné limity derivaci existuji.
Funce f klesa na (1/e, e), roste na (0,1/e) a na (e, +oc0). V bodé 1/e je lokalni maximum

hodnoty 7, v bodé e je lokdlni minimum hodnoty 0. S ohledem na obor hodnot jde v obou

piipadech také o globdlni extrémy. Hodi se téZ spocitat si x]iﬁ[)l+ f!(z) = 400, 1 kdyz derivace

f4.(0) neni definovana (f neni definovana v 0).

e Druhé derivace:?

1 ! log?z + 1+ 2logz
v = 2 1 2 —1 <—-—>:—2SI]102{L'—1 =
(=) sgn (log“z — 1) (o2 + 1) gn (log ) 22 (log?z + 172
2 (logz +1)? 9 1
ST T gen(l -1 Ze.

<0

f je tedy konvexni na (1/e,e) a konkdvni na (0,1/e) a na (e, +o0). Funkce nemé inflexni
body.

2Nebojte se derivovat sgn, mimo body e a 1/e je to konstanta, tudiZ ji lze vytknout z derivovaného vjrazu.



o Graf:

0 e 4 2 €3 4 5 6

Bodovéni pfi pouziti tohoto postupu pii vypoctu:

o definiCnd ObOT ... . 1 bod
® SPOJIEOSE o 1 bod
e limity v krajich definiéntho oboru ......... ..o 1 body
® ASYINPEOTA ottt ettt 1 bod
0 0bor hodmot ..o i 1 bod
e vipodet prvni derivace ...... ... 2 body
e jednostranné derivace (limity derivaci) veal/e ....................ooiiin. 1 bod
e monotonie, lokdlni extrémy ..........c 2 body
o vipodet druhé derivace ....... ... o i 2 body
e konvexita, konkavita ... ...t 1 bod
8 B AL L 2 body

Iy

Ngkteré ¢asté chyby, kterych je dobré se ptisté vyvarovat:
e neuvedeni bodti e a 1/e, pro které neplati obecny vzorec pro f’ resp. f”
e odmocniovani podle schématu LV AZ = A%, pFicem? spravng je VA2 = |A]
¢ neovéieni jednostranné spojitosti pii vypoctu jednostranné derivace jako limity derivaci
o tvrdit, e existuje jednostranné derivace v bodé, ve kterém neni funkce definovana




Pfiklad 4 : Vysetiete priibéh funkce definované predpisem

(15 bodi)

e

Reseni :

o Definiéni obor: jedind omezeni na definiéni obor klade jmenovatel zlomku, tedy defini¢ni

obor D(f) = R\ {0}.

o f jespojitd na celém D(f), protoze je soutem, podilem a sloZenim spojitych funkci, pficemz
jmenovatel zlomku je na defini¢nim oboru nenulovy. Funkce neni suda, licha, periodicka.
Déle plati f(z) = 0 pravé kdyz z = —1; f(z) > 0 pro 2 > 0, a f(z) < 0 pro z < 0.

e Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:

xli%lJrf(x) = +o0, xli)%l_ flz) = —0,

[13

napiiklad podle véty o limité typu ,,% , a

lm fa)=+oo,  lim_f(z)= oo,

z—4o0

napiiklad s vyuzitim 'Hospitalova pravidla ,, 5" (vas vypocet by oviem mél byt o néco

podrobné&jsi).
¢ Asymptoty: neni t&2ké spodist, Ze
1 141
lim f@: lim ﬂ: lim £—=0=:a,
z—+o00 I z——400 .’L‘\?’/E z—+00 \?’/E

proto
= 1 —_ — 1 e
b= lim, (=) =0 = Lip S} = oo,
proto asymptota v nekoneénu (a podobné i asymptota v minus nekonecnu) neexistuje.

e Pro v§poéet prvni derivace je dobré si napiiklad uvédomit, Ze |1+ z| = (14 z)sgn (1 + z),
tedy

1+z\ 1+z\’
f'(m):(sgn(l+:v) T ) :sgn(1+:r)< i > , reR\{-1,0},
T3 xr3
protoze (sgn (1+z)) = 0 na R\ {—1}. Kdo se viak boji derivovat absolutni hodnotu, miZze
samoziejmé& uvazovat f separétné pro x < —1 a « > —1. Tak & tak, dostaneme:
1+z\ 2z —1

fi(x)=sgn(l+2z) < - ) =sgn(l+z) P zeR\{-1,0} =D(f)\{-1}.
x

T3

Odtud snadno plyne, %e funkce f roste na (—oo,—1) a (%,—I—oo), a klesd na (—1,0) a na
(0,1). V bod& —1 je lokilni maximum hodnoty f(—1) = 0, v bod¢ 5 je lokilni minimum
hodnoty f(1/2) = % ~ 1.89. Funkce nem4 zadné globalni extrémy.

e Jednostranné derivace v bodé —1 spodteme jako limitu derivaci z prislusné strany, nebot f

je spojita v bodé —1:

(-1 = Zl}l_nl_f'(x) =1, fi(=1)= I_l}r_nH_ flz)=-1, tj. f/(—1) neexistuje.



e Obor hodnot: funce f je spojitd na (—o0,0), v obou krajnich bodech tohoto intervalu
mé (z ptislusné strany) limitu —oco, a nabyvd na tomto intervalu lokalni (a vzhledem k
tomuto intervalu i globdlni) maximum hodnoty 0. Podle véty o nabjvani mezihodnot je
tedy f(—o00,0) = (—o0,0). Podobnou tivahou dostaneme f(0,00) = (—\%, o0), celkové tedy:

3
H(f) = (00, 0)U({ —=, | .
(1) = (000U 5 0)
o Druhé derivace po neptilis slozitém vypoctu vyjde:
2z — 1\ 2 2—
f"(z) =sgn (1 +z) < z - ) :§sgn(l+$) Zm z € R\ {-1,0}.

T3 x3

Funkce tedy mé inflexni bod z = 2, derivace v ném je f'(2) = % ~ 0.397, funkce je

konvexni na intervalech (—oco,—1) a (0, 2), a konkdvni na (—1,0) a (2,+00).

o Graf:

inflexe v 2

4 6 8
X
41
Bodovéni pii pouziti tchoto postupu pii vypoctu:

8 definitnd ObOT ..ot e 1 bod
® SPOJIEOSE oottt e 1 bod
8 0bor HOdIOT ..\ttt 2 body
e limity v obou nekoneénech a jednostranné limity vnule ................... ... 1 bod
e neexistence asymptot . ... 1 bod
o vypodet prvnil derivace ...t 1 bod
o jednostranné derivace (limity derivaci) ... 1 bod
e monotonie, lokalni extrémy ....... ... 2 body
o vypolet druhé derivace ...t 1 bod
o konvexita, konkavita ........ .o i 1 bod
einflexni bod ... .. 1 bod

T N P 2 body



Priklad 4 : Vysetiete pritbéh funkce definované piedpisem

=

(15 bodii)

Reseni :

o Defini¢ni obor: druh& odmocnina je definovand pro nezaporna redlnd &isla, a jmenovatel
zlomku musi byt nenulovy, tedy D(f) = (=1, +o0).

o f je spojitd na celém D(f) (je souctem, soufinem, podilem a sloZenim spojitych funkei),
neni sud4, lichd, periodicka. Plati, Ze f > 0 na celém definiénim oboru, pfiemZ f > 0 pravé
kdyz x € D(f) \ {0}, f(z) =0 prévé kdyz z = 0.

e Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru, obor hodnot, asymptota:
lim f(z) = lim s m flz)= lm S
z—+00 T—+00 1+ ;13- ’ z——1+ z——1+ \/:L‘S—-I-l
Protoze je f spojitd na (—1,+00), a f(0) = 0, ddva véta o nabyvani mezihodnot, Zze oborem
hodnot f jsou vSechna nezédpornd redlna éisla, H(f) = (0,+oc). Limita v§se zaroveii ¥ik4,
Ze a := limy 1o f(z)/x = 0. Protoze b := lim,1 oo(f(z) —a-2z) = limy; 4o f(z) = 0,
existuje asymptota v +oc, a sice y = 0.

= +c0.

e Prvni derivace: pro z € (—1,+00) \ {0} je

, 11 20(z® + 1) — 32222 1 zvz3+1 3 (2 —23)
fz) =5 : =z 5 (2-2°)=Ssgnr g
2 [ a2 (z3 +1)2 2 |z|(z® + 1) 2 (z3 4+ 1)3/2

341

e Protoze funkce f je spojitd (mimo jiné i) v bodé 0, a protoZe niZe uvedené limity existuji,
plati:
£4(0) = Tim f(x) = 1,
z—0+

tedy f’(0) neexistuje.

e Funkce f tedy roste na (0, v/2) a klesé na (—1,0) a na (+/2,+00). V bodé 0 je lokalni (i

globalni} minimum 0, a v bodé /2 je lokélni maximum hodnoty 1/ % =~ 0.727. Funkce
nemd globélni maximum.

e Druh4 derivace: pro z € (—1,+00) \ {0} dostaneme
, 1 (—322) (2 +1)2 — 3(2 — 23)(2® + 1)7 - 322
f (I) = 5sguzx 3 3 u
2 (x3+1)
322 2(z% + 1) + 3(2 — 23)
= ———sgnz- = =
2 2(z3 +1)2
_ 3
A3 +1)3
Funkce je tedy konkdvni na intervalu (0,2), a konvexni na intervalech (—1,0) a (2, +o0).
Funkee mé4 inflexni bod = = 2 (f/(2) = —3).

(8 —2*)sgnz.



o Graf:

Bodovéni p¥i pouziti tohoto postupu pii vypoctu:

o definitnd ObOT « ... e 1 bod
® SPOJIEOSE . e et e 1 bod
@ 0bor hodnot .. ..o e 1 bod
e limity v krajnich bodech def. oboru ........ ... ... o 1 bod
® ASYINPLOTA .ttt 1 bod
o vipolet Prvni derivace .........o.iiui i 1 bod
e jednostranna derivace v 0 (limity derivace) ..., 1 bod
e monotonie, lokalni extrémy ......... 2 body
o vypolet druhé derivace ... 2 body
o konvexita, konkavita ... e 1 bod
einflexni bod ... .. .. 1 bod

O Al 2 body




Priklad 4 : Vysetfete pribéh funkce definované piedpisem
1
flz) = 5 arccos(1 — log? z),

kde log z (= Inz) je pfirozeny logaritmus (logaritmus o zékladu e). (15 bodt)

Reseni :

e Defini¢ni obor: musi platit z > 0 a zdroveii —1 < 1 —log?2 < 1, tedy 0 < logZz < 2, neboli
-2 <logz < V2. Celkové tedy mame D(f) = <e_‘/§, eﬁ>.

e [ je spojitd na celém D(f), nebot je soufinem, rozdilem a slozenim spojitych funkci. Defi-
ni¢ni obor ukazuje, Ze funkce nemé symetrie (neni suda, licha, periodicka). Dale je f > 0

na D(f), flz) =0z =1

e Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru jsou diky spojitosti funkce v téchto bodech
rovny piimo funkénim hodnotam:

f(e_\/i) = f(e‘/i) = %arccos(l -2) = g .

e Prvni derivace (vyrazy ve jmenovateli uréuji, pro kterd x tento vypocet neplati):

, 1 (-1) (—2log ) log x
f ($> = § ) : - 5 7 =
\/l—(l—long)Q z zy/2log*z —log™ z
- logz _ sen(loga) zeD(f)\ {2 1,72}

z|logz|\/2 — log* x a zv/2 —log?z ’

Funkee f je spojita v bodech V2 (zprava), 1 (oboustranng), V2 (zleva}, proto lze jedno-
stranné derivace v téchto bodech ziskat takto (pokud tedy prislusné limity derivaci existuji,
coz, jak ukdze vipodlet, plati):

fj_(e—‘/i) = lim f'(z) = —oc, f’_(eﬁ) = lim f'(z) = +co,
z—e VEf T—eV2—
2 v . 7 2
JL(1) = lim f'(x) = —g, () = lim f'(z) = _g

Z hodnot poslednich dvou limit plyne, Ze derivace f/(1) neexistuje.

e Funkce f klesd na (e_‘/i, 1) a roste na (1, e_\/i>. V bodé 1 je lokédlni (i globédlni) minimum
hodnoty 0, v bodech e™V2 5 eV? jsou globélni maxima hodnoty 7.

e Obor hodnot je tedy (0, ), asymptoty v nekoneénech nemé smysl uvazovat.

o Druhé derivace:

/2 _log2p — losz
< o8 T \/2—log2x> log? z + log x — 2

. N sy

zeD(f)\ {e V2 1,e?}.

Resenim kvadratické rovnice log? z + log z — 2 = 0 dostaneme logz = —2, logz = 1. Prvai
kofen lezi mimo definiéni obor, tedy f”(z) = 0 & z = e. Vyraz ve jmenovateli neméni

znaménko, tedy dostaneme, Ze f je konvexni na (e_‘/i, 1) a na (e,e‘/i), je konkdvni na
(1,e). V bods [e, Z] je inflexnf bod, hodnota derivace v tomto bod& je f'(e) = 1.



o Grafl:

0 'exp(sart?) { o2 € 3 - 4 exp(sart(2) 5

Bodovani pfi pouziti tohoto postupu pfi vypoctu:

0 deflmiCnl OO ..o 1 bod
® SPOJIEOSE o e 1 bod
@ 0bor hodmot ... 1 bod
o vypolet prvid derivace ..........iiiiii i e 2 body
e jednostranné derivace (limity derivaci) v VI 1eV? 2 body
o monotonie, lokdlni extrémy .......... . 2 body
o vipodet druhé derivace .......... i e 2 body
o konvexita, Konkavita ... ... 1 bod
einflexni bod ... .. 1 bod
L - 2 body

Négkteré fasté chyby, kterych je dobré se p¥isté vyvarovat:
o neuvedeni bodti e~ V2, 1,ev2, pro které neplati obecny vzorec pro f/ resp. f”
¢ odmociiovani podle schématu v/ A2 = A“, pfi¢em? spravné je v A2 = |A]
o neovéieni jednostranné spojitosti pii vypoctu jednostranné derivace jako limity derivaci




Z (1) a (2) plyne lim, o im—(g;—l) = 0. Odtud, z (3) a z véty o aritmetice limit plyne

lim (n? + sin(n + 1)) - (Vad 12— V/nd +1) = %

n—oa

Piiklad B2 : Pouzijeme Lebnizova kritéria. Ovéime jeho piedpoklady:

(1) fada mé pozadovany tvar,

(2) limy oo (¥/3 - 1) =0,

3)VneN: ¥3-12> "/3 — 1 (Ize snadno odvodit ze zfejmé nerovnosti 3ntt >
3", n € N).

Rada tedy konverguje.

Piiklad B3 : PiSme

) esin 2r earesinz ) esin 2z __ earesin T ) esin 2 __ earesin ) T
lim = lim : = lim - lim —.
z—0 tgx z—0 T tgx z—0 T z—0tgx

Vime, Ze lim,_.o Egm—x — 1. Zabgvejme se ted prvni limitou ve vySe uvedeném souéinu limit.

i esin 2r _ earcsin T y esin 2z __ 1 sin2z
im = lim - . -
z—0 T z—0 sin2zx T arcsinx T

eresine _ 1 aresing
. =2—-1=1.

PouZili jsme
(1) 1imz—>0 arcsxinm = 1’
(2) limg_o *2% =1,
(3) limy_o & =1,
(4) sin je prosta funkce na jistém okoli 0,
(5) arcsin je prosta funkce,
(6) =+ 2z je prostd funkee,
(7) vé&tu o limité slozené funkce ve verzi s podminkou (P1),
(8) v&tu o aritmetice limit.

Dohromady tedy méame

. esin 2z _ earesinz
lim = 1.
z—0 tgx

Priklad B4 : Funkce arctg i tg maji derivace vSude ve svém defini¢nim oboru. Mame tedy

z) = —— 2tgz- : 2+ km, k€ Z;
f(=) 1+tghz 8L stz z# m[2+

po upravé dostaneme

2sinzcosx

1

_ESINTCOST .y s )2+ ke, k€ L.
costx +sin~x

fl(z) =



Plati také lim, . /otkx f(z) = 7/2, k € Z, a [ je tedy spojita v kazdém bodé tvaru
7/2+ km, k € Z. Spocttéme

9 &
lim f'(z)= lim ST €08 f

it
T—7) 2k z—w/2+kr cos? z +sin® z

Véta o vpod&tu derivace pomoci limity derivace tedy dévé (pfedpoklady jsou splnény!)
fl(m/24+km)=0, k€ Z.

Piiklad B5 : Snadno je vidét, Zze D(f) =R a f je 27 periodickd a spojitd na R. Spo¢téme
"

2 ging, 2 )
f'(z) :e3smx(§coszat—smx), z e R
Prozkouméme-li znaménko f’ obdrZime:

f'(z) >0« z € (5n/6,137/6) + 2km, k € Z,
fl(z) <0& z € (n/6,57/6) + 2kn, k € Z,
f(z) =0« z € {n/6,51/6} + 2km, k € Z.

Funkee f je tedy rostouci na intervalech tvaru (57 /6, 137/6)-+2km, k € Z. Na intervalech
tvaru (m/6,57/6) + 2k, k € Z, je f klesajici. Funkce f mé v bodech /6 + 2km, k € Z,
globalni maxima a v bodech 57/6 + 2km, k € Z, globéalni minima - toto vyplyva z vyse
uvedeného; H(f) = (f(57/6), f(n/6)). Funkce nemé zadné asymptoty.

L




Priklad 3 : Vysetiete konvergenci f“ady

n+l ’

kde log z (= Inz) je pfirozeny logarltmus (logaritmus o zakladu e). (15 bod#)

Reseni : Polozme

n+1 log T 3\"
ES 0
R P
Protoze Z—ﬁ > 1, je ap > 0. PouZijeme odmocninové kritérium:
a1 n-+3
va, = ] .
n+3 8 +1
N——
=:bn =iCn
Plati 3
n+3 . 1+ n _

kde jsme vyuzili faktu, Ze lim 5 =0, aritmetiky limit a spoptosti logaritmu v bodé 1. Déle pro
n—oo

kazdé n prirozené plati 0 < "+1 < 1, tedy i

1
0< /2t o,
n+3

odkud plyne, Zze posloupnost b, je omezena?. Podle véty, #e limita soudinu omezené posloupnosti a
posloupnosti jdouci k nule, je nula, tedy mame

lim a, =0
n—oo T bl

coz podle limitniho odmocninového kritéria znamend, Ze zadand Fada konverguje.

Pozndmka: Jinou moZnosti bylo nejprve pouzit (limitniho) srovnavaciho kritéria, tj. bud si
uvédomit, Ze pro v8echna piirozené n plati

0<n+1 ) n+3 "< ) n+3\"
o] O
n+3 gn—|—1 gn—i—l ’
1 3
2t (g2
1111———————-—

e (g t)”

n
At jiz pouzijeme jeden & druhy argument, vidime, Ze konvergence fady > .7, ( Zﬁ) impli-
n

nebo Ze plati

=1.

kuje konvergenci fady > ; Zié (log Zi?) Konvergenci fady 3 7, (log Zi?> vSak dostaneme

z odmocninového kritéria, jako vyse.

Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu vypodtu:

e aplikace odmocninového kritéria ........ ..o 3 body
e a, > 0, aritmetika limit .......... oo 2 + 2body
e vypodet limity logaritmu .......... 4 bodt
e vypocet limity n-té odmocniny ............. ..o 4 bodt

Bodové srézky za nespravné nebo zapomenuta odtivodnéni:
e odtvodnéni vypodtu limity (omezend krat posloupnost s nulovou limitou) .... 4 body
Bodova srdzka za num. chybu, kterd neméni charakter viypoctu, je podle zdvaznosti 1-2 body.

2Samozrejme je také mozno spoditat limitu lim b, = 1 napfiklad rozpisem obecné mocniny na exponencielu a

n— 00

logaritmus, a obdrZime také lim /a, =0.
n—oo



Priklad 2 : Spoctéte limitu funkce

9 cotgx
lim (— arccos 3:) .

z—0 \ 7T

(15 bodi)

Reseni : Protoze lim, .o % arccosz = 1, je na n&jakém prstencovém okoli nuly funkce %arccosm
kladnd, a proto je obecné mocnina za znamenim limity definovéna korektng,! tedy:

9 cotgx 2
A:=lim | —arccosz — lim ecotETlog(5 arccos ) _ B (5)
z—0 \ 7T z—0

jak plyne ze spojitosti funkce exp, pokud ovSem existuje vlastni

2
B := lim cotg z log <— arccos :v) .
z—0 ™

Méame vsak

2 2
B = lim cotg x log <z arccos x) = lim cosz - l(;g (" aroes x) -z arcc.os.r L
z—0 T z—0 Zarccosz — 1 sinx
=:Li(z) T
=:La(z) =:Ls(z)
Plati: lim,_o L1(z) = 1 (spojitost kosinu v nule), a dale lim; .o La(z) = 1 (vyuZijeme zékladni
limitu pro logaritmus, lim, . loygT“{) = 1, a faktu, ze v limit& sloZené funkce v Lo(z) je vnitini
funkce, tj. %arccos x, prostd na okoli bodu 0). Limitu vyrazu Lz(z) spocteme napiiklad pouZzitim
I"Hospitalova pravidla typu ,,%“:
2 arccosz — 1 py _%‘ \/1—11‘ 2
lim Z————" — = Jim —Y—% -~
z—0 smmx z—0 cOos T T
kde ,,l;{ “ znadéi ,,pokud existuje limita vpravo“. Celkové, podle véty o aritmetice limit, B = —%, a
tedy
9 cotgx 2
lim (— arccos x) =e .
x—0 \ T
Bodovéani pii pouziti tohoto postupu pfi vypoctu:

e pouZiti rozpisuna exp a log ... 2 body

e v§polet pomoci zdkladni limity logaritmu, vetné odtivodnéni (slozena fce) .. 5 bodt

e vipodet pomoci ’'Hospitala typu ,,%“, véetné ovéfeni, Ze jde o tento typ ...... 5 bodu

o dokonceni, vietné argumentu o spojitosti exp ..........ooi i 3 body

Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutéd odivodnéni:

e zékladni limita logaritmu, limita slozené funkce ... 1+ 1bod

e ovéfeni, Ze jde o I'Hospitala typu ,,8“ ........................................ 1 bod

® SPOJILOSE @XP oot 1 bod

Bodové srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zdvaZnosti 1-2 body.

ITaké odtud vidime, #e limita, kterou mame spo&itat je typu ,1F°¢



Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (C)
ZS 1997-98

Piiklad C1 : Spoctéte limitu

1 n
lim {1+ ) 10 bodt
”—WO( Vnt+2n3 —v/nt +1 ( )
Piiklad C2 : VySetfete konvergenci fady
10 bod#
2 9m—on (10 bodd)
Priklad C3 : Spodctéte limitu
T __ 2 3 E __I_
hm & 2EED (50 poqn)
z—0 tgx

P¥iklad C4 : Spodtéte derivaci (resp. jednostranné derivace) funkce

f(z) = max{min{cosz, (1/2)}, (-1/2)}

ve v8ech bodech, kde existuje. (10 bodi)
Priklad C5 : Vysetiete pritbéh funkce (bez konvexity)
cos
= . 20 bod?
f(a) = ——=. (20 bodd)

Regeni pisemky z matematiky pro FSV (C)
ZS 1997-98

Priklad C1 : Pokusme se nejprve spocitat limitu funkce
1

lim {1+
z—+00 ( Vvt + 23

Upravme nejprve vyraz jehoz limitu pocitame:

<1 RV 2:1:31— N 1)” - <log <<1 HVan 2x31— Nz 1)))

1
o (w10 (1 =)

log (1 T \/?‘+2av31—\/m4+1) 1
. a:‘ .

—\/54+1>$'

= exp
N =iy VTE + 228 — J/zE+ 1
log {1+ L 4 3
— exp W+2x3 Vzifl \/33 + 2z +\/ZE +1
= . T
\ﬁ+2,z —vot+1 2z
log (1 * \/:c4+2x3 \/:cT+1> V 1 + \/ 1+ m4
= exp 5 L (*)

vzt +2w3 Vzitl



Dale plati:
(1) lim, o M%Z) =1
(2) limx_>+oo \/m4+2x31—\/334+1

1
— % Vaei42z3 4zt 1 li 1+2 +\/ 1+-7 2 _
= limg— 4 oo 5031 = limg oo — - = 75 =0,

(3) funkce z +—

\/x4+2x31—\/§4+1 je na jistém okoli 4+-co riiznéa od nuly,
(4) exp je spojitd na R.

Z (1)—(3) a z véty o limité sloZzené funkce

log (1 + \/x4+2x31—\/:c4+1)
1 —

Vzi42x3 —/zT+1
lim

J1+2 +\/1+m4
r—+oo 2__ -

Z (%), (%), (*x %) a (4) plyne

lim
Tz— 400

Daéle mame

(% * %)

1

lim |1+
T——400 ( \/,’1}'4 + 2$3

a tedy podle Heineho véty

- \/:E4+1)w

1

li 1

= €.
—\/n4+1>

Priklad C2 : Pro kazdé n € N, n > 3 plati 2" > 2n a proto jsou vSechny Cleny uvazované
fady jsou kladné. MuZeme proto zkusit pouzit podilové kritérium:

3
3 . Gn+1 . ZnFI 2 (nt1 . - 1
Ap = ==, lim = = lim —3(2—) = lim —21 ==-<1
2n — 2n n—+o00 Gy n—-+00 o n—+oco 2 — gf;':l 2

Rada tedy konverguje podle podilového kritéria.

Piiklad C3 : Upravme nejprve vyraz jehoz limitu pocitame

T —2sin(w/6 + z) 1—2sm(7r/6+a:)>

tgz tgzx

T

T T

1 — CcoSZ \/§sinx>

T 1+cosa: z

tgw
tgx

-sinz
tgm

.1+cosa:_ x

E
( 1—cosac 1+4cosz \/§sinx>

smx ) 1 \/§sinx> ' (%)



