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10.3.13 Vypocet plochy obrazce |

vvvvv

Nejjednodussi pfipad uZ zndme z hodiny, ve které jsme odvozovali urdity integral:

4
y=Ff(x)
N\ e
< p ! ==
v

Utvar U (a,b, f) =plocha vymezena p¥{mkami y=0 (osax), x=a, x=>b a grafem spojité,

b
nezdporné funkce v uzavieném intervalu (a;b) = S(U) =I f(x).

Pr.1: Navrhni postup, jak urgit obsahy obrazcti na dalsich obrazcich:
A \
Y y

2 b > y=l(x)
a b
SN

a) v b) v

4

XY

a) Na levém obrazku je nakreslena funkce, kterd je v intervalu (a;b> zapornd = zaporny

vyjde i ur€ity integrdl = musfme znaménko zmenit na kladné: S (U )= —r f(x)dx

b) Na pravém obrdzku je funkce, kterd n€kolikrdt mén{ své znaménko = jednotlivé &dsti
. plochy by se od sebe odegitaly = musime vypolet rozdglit do intervalt, ve kterych ma
 funkce stdle stejné znaménko a podle potieby pied integraly pfidat minus, aby vSechny &dsti

vychazely kladng: S(U)= ch (x) dx—jcdf (x) dx+J.:f(x) dx

= pFi vypoctu plochy musime mit piredstavu o znaménksich hodnot funkce.

i P¥.2:  Vypocti obsah dtvaru, ktery je ohranien k¥ivkami:

a) y=3—-x,y=0x=-3.x=2
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b) y=x*-x-12, y=0

c) y=sinx, y=0, x=0, x=27
|
i a) y=3-x,y=0,x=-3,x=2
. Nakreslime si pfiblizny graf funkce:

- = spodteme Klasicky ursity integrdl S(U)= [ f (x)dx
- 2

S@W)=["(3-x)dx=[3:], - % —[3-2-3(-3)]-| L) 15-(

. 0 2 2

b

b) y=x*-x-12, y=0
Najdeme priseciky s osou x: y=x>—x—12=0
(x—4)(x+3)=0 = x,=-3, % =4,

. Nakreslime si pfiblizny graf funkce:

b
. = spotteme urity integral se zdpornym znaménkem: S (U)=— j f(x)dx
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=—[g—ﬁji}{i;—%)—z}+[;2-4-1z-(-—3)]:—(%+9)+(8—%}+84=§%3-

c) y=sinx, y=0, x=0, x=27
- Nakreslime graf funkce:

A
. >
el - -
- S
I (T L )
T 7B | 1 1 i s \}k& f
T / T i f’i‘“ n
+

- Utvar se skl4d4 ze dvou stejnych &4sti = urdime obsah jedné poloviny a vyndsobime ho
. dvéma.

S0 )= 2joﬂsindx= 2[—cosx]g =-2[cosr—cosO]l=-2(~1-1)=4

Poznamka: Graf funkce v bod¢ b) je ve skutenosti podstatné $tihlejsi, v nasi situaci je jeho

- tvar ale zcela nepodstatny, zdleZ{ pouze na tom, kterd jeho ¢dst se nachézi pod osou.

3 Pr.3: Petdkova:

| strana 165/cvigeni 100 c) e)
| strana 166/cvi¢eni 101 b)

|
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[I. 5. APLIKACE INTEGRALNIHO POCTU

503

(&)

Reseni:

Dosazenim do vzorce dostaneme

/ 1 V15
]—i——EdX:J
JV3 x V3

rd \/t_z J~4
2

——tdt=
4 ol I
1 2 L 2
d2< iy t+1
1

V15 1+ %2

x2

1
>dt— [t+§

1=

V3 X

tz
t2—1

L 21

\/E\/]%-xz
dx:J

lnlt—]l—%lnlt+1l]

(441) Urcete délku grafu funkce f(x) = Inx pro x € [/3,/15].

=it
2t dt = 2cdx

dx \/ng =
V15 ~ 4

4 1

2

4

2

:4+lln3——ln5—2—lln1+lln3:2+ln3—%ln5.

2 2 2 2

Petr Zemanek & Petr Hasil

http://user.mendelu.cz/hasil



[I. 5. APLIKACE INTEGRALN{HO POCTU 513

@ (450) Urcete obsah plasté t&lesa, které vznikne rotact podgrafu funkce f(x) =4+x, x € [-4,2],

kolem osy x.

Resent:

Qx :2ﬂji4(4+X)\/] 4+ 1dx = 2\/27'(Ji4 (4—{—)() dx =
= 2V2n <8+ o E) — 36v2m.

x21?
=2V2n [4x o ?} > >

-4

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil



Matematika Il 3.3 Objem rotaéniho t&lesa

Priklad 3.3.2. Odvod'te vztah pro v'}"poéet‘obj‘emu koule o poloméru » > 0.

C

ReSeni:

Rovnice kruZnice se stitedem v podatku a polomérem r je X2+ y2 =r2. Odtud

y=xy 2 —x? » pfiCemZz xe<-r,r>. Rotaci horni pilkruznice y=+V P2 —x?

dostaneme plast’ koule.
}I

Obr. 3.3.4. Objem koule
Pro jeji objem bude platit

-
V=rx ]’(\/rz —x2 jzdxzﬂ }:[(rz —xz)dx=2ﬂ}j(r2 —xz)dx=2ﬂ' rzx_§ =
—7 —r 0

3
=2r| P - =§—7zr3.

3 —

T
I Pozndamka

Pri vypoctu jsme vyuzili skutecnosti, Ze funkce (r2 2 ) je sudd. Podle véty 2.4.2 bude
integrdl s mezemi <—r,r > roven dvojndsobku integrdlu s mezemi < 0,r >. Je to logické,

nebot’ objem celé koule se rovnd dvojndsobku objemu polokoule.

Pro vypocet objemu koule miZeme také vyuZit parametrické rovnice horni pulkruznice:

X =rcost,
y=rsint, te<0,7> (vizptiklad 3.2.2).

Jelikoz ¢'(#) = (r cost)’ = —rsint, dostaneme po dosazeni do vztahu z véty 3.3.2

substituce
V2 V4 V4
. : g ! cost=u
V=7rj.r2 sin? ¢ rsint dt = 7 J-31n3tdr=7rr3 I(l—cosz sintdt=| . =
i 5 0 —sintdt =du

01, 7> -1

-172 -




Matematika Il

3.3 Objem rota¢niho télesa

Véta 3.3.2.

Necht funkce f je dana parametrickymi rovnicemi x = @), y=yw@), te<a,f >,
pfi¢emzZ funkce ¢(r) md spojitou derivaci na intervalu < a, > afunkce w(¢) je spojitd a

nezapornd na intervalu < o, B > . Pak pro objem rota¢niho télesa, které vznikne rotaci

elementarni oblasti
p(@)<x<p(f).
0<y=<wy(@),

B
kolem osy x, plati ¥V = .[wz (t)lgo’(t)l dr .

o

Resene u!ohy

Piiklad 3.3. 1 Ovexte vzorec pro vypocet objemu kuzelu s polomerem podstavy r

avyskou V.
Re¥eni:
Vrchol kuZelu umistime do podatku soutadné soustavy tak, aby osa kuzele splyvala

0 v . T r
sosou x. PlaSt kuZele vznikne rotaci p¥fmky y=—x kolem 0osy x pro xe<0,v>
v

(obr. 3.3.3).
t

Obr. 3.3.3. Objem kuzele

Dosazenim do vztahu z véty 3.3.1 dostaneme

v 2V 2. 3V
V:frf ij de=nl_ [Pac=nl|X =l7rr2v,
0 v 20 V2 3 0 3

coZ je vztah, ktery znéte z geometrie.

-171 -




Matematika Il 3.3 Objem rotaéniho té&lesa

Piiklad 3.3.6. Vypoctete obJem rotacm’ho télesa, _]GhOZ plast vznikne rotaci kiivky y=e*

pro x€<0,1 > kolem osy y.

ReSeni:
Funkce y =e” je prostd na definiénim oboru a inverzni funkce k ni bude x=lny, y>0.

Pro xe<0,1> bude ye<l,e> (obr.3.3.11).
Y

3
i
£
k]
i
3
i
1
£
{
H
i
i
1
1
1
1
i
4
)

Obr. 3.3.11. Rotace kiivky y =e” kolem osy y

Objem rotaéniho t&lesa bude:

e =1 v:lnzy e
Vzﬁjlnzyajzz 1l=7 [ylnzy}e—QJ.lnydy =
; u=y v =_2hy)— i
4

P u'=1 v=lny b
=7{[e—0]—2jlnyabz}= _ - :ﬂ[e—Z[ylny]le+2J.1 aj/J=

1

=7r(e—26+2[y]1) m(e—2e+2e-2)=r(e -2).

e S
—

Kontrolni otazky

1. Uved'te vztah pro vypocet objemu telesa jehoz plast Vzmkne rotaci krlvky yv=f(x)
kolem osy x.
2. Uved'te vztah pro vypodet objemu t&lesa pii rotaci kolem osy x, je-li rotujici kiivka ddna

parametrickymi rovnicemi.

-178 -




Matematika I 3.2. Délka oblouku kfivky

Dikaz: Funkce ¢(t) a w(t) maji spojité derivace na intervalu < a, B >, pak plati

dx=¢'(t)dt a dy =y/'(t)dt. Dosazenim do vztahu

a

b i s
s= [J(@0?+(dy)? = | \/[¢'(t)dt]2+[w'(t)dt]2 = \/[¢’(t)]2+[l//'(t)]2 dt

dostaneme tvrzeni véty.

Pozndmka

Libovolnou funkci y= f(x), xe<a,b>miZeme snadnou parametrizovat, kdyZ poloZime
x=t, y=f(t), te<a,b>. JelikoZ ¢'(t)=1, vidime, %e tvrzeni véty 3.2.1 je specidlnim

pripadem véty 3.2.2.

»
~

\:l/
Al

Reené dlohy

Pfiklad 3.2.1. Vypotéte délku semikubické (Neilovy) paraboly y? = x* na intervalu

@ < O,l}.

ReSeni:
£ 2
Kfivka se skladé ze dvou &asti y =x2 a y =—x2 symetrickych podle osy x (obr.3.2.2).
Y a
x

Obr. 3.2.2. Graf semikubické paraboly y2 =x3 pro xe<0,1>

Délka bude rovna dvojnasobku délky &asti nad osou x. PouZijeme vztah z véty 3.2.1, kde

2 1
f(9=22 a f()=22.

- 160 -
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Matematika Il 3.2. Délka oblouku kfivky

1
3 3
(39)  ccaffiednanca2 8l (10, e | 18| (13,1613 g 7
4 39 27| 8

0 4 27|\ 4

0

Pozndmka

Integrdl pro vypocet délky kiivky obsahuje odmocninu. Proto se ndm i pro jednoduché funkce
stane, Ze neumime prislusny integrdl vypocitat. V takovém pripadé bude nutno pouZit néjakou

numerickou metodu nebo néktery matematicky program (napf. Derive, Maple, Mathematica).

Priklad 3.2.2. Vypoctéte délku kruznice o poloméru r =0

ReSeni:

Bez 1ijmy na obecnosti uvaZujme kruZnici se sttedem v po¢atku. Rovnice této kruZnice je
x>+ y2 =r?. Odtud Y =Ey r? —x? , pfiemZ xe<-r,r>. Vezmeme rovnici horni

G ot N s e L e 2l
palkruZnice y=+vr-x“ a vypo&itdme jeji derivaci y'=——=——. Problém je v tom,
il

Ze derivace neni definovédna pro x=r a x=-r. Ptedpoklady véty 3.2.1 nejsou tedy
splnény.

Snadno najdeme parametrické rovnice kruZnice. Z definice funkei sinus a kosinus uréime

polohu libovolného bodu A= (x, y) leZiciho na kruZnici (obr. 3.2.3).
Y a

rsint

Obr. 3.2.3. Odvozeni parametrickych rovnic kruZnice

Hledané parametrické rovnice kruZnice budou:

X=rcost, y=rsint, te<0,27z>.

Meénime-li dhel ¢ od nuly do 27, obéhne bod A celou kruZnici. Pro vypocet délky
kruZnice pouZijeme vétu 3.2.2.

JelikoZ ¢'(t) =(rcost)’ =-rsint a w'(t) =(rsint) =rcost , dostavame

-161 -




498 [I. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(437) Urtete obsah plochy ohranitené kiivkami x> +y2 =2 a 1 =%

@ Reseni:
NejdFive musime urcit priise¢tk obou funkdi, tj.

y+y’=2 = y=-2ay,=1.

Vzhledem k podmince y = x? je pro nds zajimavd pouze hodnota Y. Potom x; = —1
p Y ep J P

a xz = 1. Navic, na intervalu [—1,1] plati v/2 —x2 > x?, proto hledan( obsah dostaneme
pomoct integrélu

371
_ I x2 22 1 Y CTe) T L A
S L]( 2—x x)dx 2{2 2 x+arcsm(\/z) 3}0
1 o1 1 1 @
—2<z+arcsmﬁ—§—0>—§+ll
PFi vgpoctu jsme vyuZili nésledujici integral

% =sint
J\/Z—xzdx d"ﬁ—Costdt :J'VZ—ZsinZt\/zcostdt:
& =

=\/§J\/1 —sinzt\/zcostdt:2jcosztdt |c052t:2coszt—1 | —
=2J<%c052t+%> dt:J(COSZ’H—Udt:%sin2t+t+C=

=sintcost + arcsin ( x ) +C= e 1/ 1 —X—Z—I—arcsln (L) o
V2 V2 2 V2

— %\/2 — x% + arcsin (%) + C.

Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/~xzemane?2
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[I. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(440) Odvodte vzorec pro vgpocet plochy elipsy s poloosami a a b.

(3¢)

ResSeni:

Obecnd rovnice zadané elipsy je tvaru
2 2
W
| =z + b= 1
Tato rovnice zaddvd implicitné funkci horni a doln{ palelipsy. Priklad vyfesime tak, Ze si
z rovnice elipsy explicitné vyjad¥ime funkci horni pulelipsy a pomoci ni pak spocitdme
obsah ctvrtiny elipsy, kterd se nachézi v I. kvadrantu.

Hornt pilelipsa je déna funkci

%2
f:y="> 1_E'

Interval, na kterém tato funkce zadava Ctvrtelipsu v |. kvadrantu je x € [0, al. MaZeme
tedy pocitat

%zslnt
a 2 a 2 =
§:J b\/]—x—zdxzbJ Vi e s Rdn s
4 0 a 0 a awf
0~ 0

Jas s b o
— asz V1 —sin*tcostdt = c1bj2 cos’tdt = %Jz 1+ cos2tdt =

0 0 0
__ab t+sln2t g_abﬁ
FEy 2 4 "

Vzorec pro obsah elipsy s poloosami a a b je tedy

S = mtab.

Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/~xzemane?2
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%\ (443) Urcete délku oblouku fetézovky f(x) = acosh >, I = [-1,1].
Reseni:
Pripomenme, Ze plati

X —X

sinhx = ¢ _Ze , cosh?x — sinh?x = 1.
1
:J 1+ Stnh2 ~dx —J \/ cosh? >dx | cosh je vSude kladny | =
—1
= cosh Sdx = [as'mh ﬂll =a (S'th % —sinh %1) =
—= a 1: 1:).

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user .mendelu.cz/hasil



1.2 Kritéria pro konvergenci ciselnych rady

Piiklad 1.4: Pomoci integralniho kritéria vysetteme konvergenci rady
>
— nk

Resem Pro k < 0 tada diverguje, protoze neni splnéna nutnd podminka konvergence

(hm — # 0). VySetiime nyni konvergenci pro k& > 0. Na intervalu (1,00) je funkce
n—o00 n
1 1
f(z) = — spojitd, klesajic{ a kladnd. Pro n-ty clen dané fady plati a, = f(n) = —.
T n

Muzeme pouzit integralni kritérium. Pro £ > 1 plati

001 o0 1—k o0
[ [ 5]
.z 1 1-k],

Pro 0 < k < 1 plati

Pro k =1 plati
1
—dx = |1 = 00.
| 1o = mlelly =

Dand rada konverguje pro k > 1 a diverguje pro k < 1.

Piiklad 1.5: Vysetfeme konvergenci rady

o0

1
;n—k?

Reseni: Pouzijeme-li pro fadu Z substituci m = n + 2 dostaneme
n=1
. = 1 — 1 1 3
—_ _ — 1 —_—_- = —_ - =
nz: n—+ 2 2:3 m mz:l m 2 > 2 >
— 1
Podle prikladu 1.4 fada Z — diverguje, diverguje proto i dana rada.
m
m=1

Priklad 1.6: VySetfeme konvergenci rady

=1
Zn?"'

n=1

(=)



a8

Reseni: Funkce f(z) =
integralni kritérium.

o0 1 o
/1 T dz = [arctgz]|” =

T2 je spojitd klesajici a kladnd na intervalu (1, c0) . Pouzijeme
x

bo | 2
|
N

Integral konverguje, konverguje tedy i dand tada.

Priklad 1.10: Vysetieme konvergenci rady

= 1
;\/n—i-l.

. 1
Reseni: Funkce f(x) = NS je spojitd klesajici a kladnd na intervalu (1, 00) . Pouzijeme
x

integralni kritérium.

[ - v 2 (i v v -

Integral diverguje, diverguje tedy i dana rada.

Priklad 1.11: Vysetieme konvergenci rady

- 1 1

Reseni: Ozna¢me a, = —. Plati 0 < a1 < a, pron > 1 a lim — = 0. Podle
\/ﬁ n—00 v/MN
oo

Leibnitzova kritéria fada Z( 1)t— konverguje Vysetieme jesté absolutni konvergenci,

n=1

t.j. zda konverguje fada absolutnich hodnot Z

n=1

Tato fada podle prikladu 1.4 diverguje.
\/_

§ > 1

Rada Z(—l)”— konverguje tedy neabsolutné.

vn

Priklad 1.12: Vysetieme konvergenci rady
= \2n+1 '

Reseni: Pouzijeme odmocninové (Cauchyovo) kritérium. Plati

n=1

1+n 1
e e
§ > /1 "
Rada Z (2 n++n1) tedy konverguje.



2d.

Kapitola 2. ReSené priklady 31

Reseni. Pro vySetieni konvergence dané fady uZijeme integrlni kritérium. Ozname
f(x) = —~ pro kazdé x > 2. Funkce f je na intervalu (2, o) kladn4 a klesajici. Plati

xInf x

[}

1 b
dx = li )
/x-lnpx bglc}o 2 x-InPx
2

Pti vypoctu primitivni funkce pouZijeme substituéni metodu:

z=Inx
1

dz = —dx.
X

Dosadime do piedchoziho integralu, v piipadé p # 1 dostdvame

b Inb 1 g—pt1 7inb
lim dx = lim —dz= lim =
booo Sy x-InPx b—oo JIn2 2P b—eo| —p+1 In2
(I Ptx1? 0 mlPx m'r2
=lim|— | = Iim — .
boo| —p+1 |, b 1—p 1—p

QOdtud vidime, Ze

(o)

1
/x 1npxd.x:oo je-li 0<p<1
2

[

1 In!=72
dx = o ie-li 1.
/x-lnpx p—1 < et p >

V ptipadé p = 1 plati

/ ! dx= lim Inlnx — Inln2 = oo.
x-Inx b—yoo
2

Dana tada Y, Wlpn tedy konverguje pro p > 1 a diverguje pro 0 < p < 1 (stejné jako
n=2

v pfipadé p < 0, kdy namisto integralniho kritéria stac¢i uzit srovndvaci kritérium a porovnat
zadanou fadu s divergentni harmonickou fadou).

(-1

Priklad 2.24. Vysetiete konvergenci fady Z T
n=1

Reseni. Kdyby zadand fada konvergovala, musela by spliiovat nutnou podminku konver-

gence
—1)" -1 1
lim (=D =0, atedyi lim ) = lim =0.
n—yoo \”/ﬁ n—yoo n n—e {Yn



[e.e]
Nyni spoc¢itame nevlastni integral: [ Wl%dx.
2

[ e = i [
r=lim |————| =
J rlndx t—oo | 2In%zls

) 1 1 1 1
i ( B DR
t—oo \21n% 2 21nt 2In"2 21n°2

[o.@]
Vidime, ze [ ﬁdm je konecny, takze dle integralniho kritéria je vy-
2

Setfovana rada Z i 3 konvergentni.
k=

Priklad 36: Vysetfete konvergenci nebo divergenci fady

i arctan®n
= (1+n?)

Protoze arctann je kladny pro vsechna n > 0, a vyraz 1 + n? je téz
kladny, jde o fadu s kladnymi c¢leny. Budeme-li chtit vysettit konver-
genci nebo divergenci této fady pomoci integralniho kritéria, musime

ovéfit jeho podminky pro funkei f: f(z) = Mﬁ%jx
1. ) 3
arctan® Im arctan® x
1m — T—oo -0

z—oo ] 4 g2 lim (1 + 22)

2. Pro vySetfeni monotonie najdeme prvni derivaci funkce f.

f'(x) =

arctan® z\’ _ ?’aﬂ%% -(1+2%) — 22 - arctan®z
1+ a2 (1+ 22)?
_ 3arctan®z — 2z - arctan®x _ arctan®z

15 27)° = = (3 — 2z - arctan z)

Aby funkce f byla nerostouci na intervalu (1;00), musela by na
tomto intervalu byt f/(x) < 0. Vidime, Ze tomu tak ale neni.
Znaménko prvni derivace urcuje vyraz (3 — 2x - arctan ), nebot
ostatni vyrazy, které obsahuje predpis pro derivaci, jsou jiz kladné
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pro Vx € (l;00). Pro x = 1 je vSak vyraz (3 — 2z - arctanx)
kladny, coz je ve sporu s nasim pozadavkem. Protoze jsou vsak
funkce 2z a arctan x rostouci na R a kladné na (0;00), je funkce
(3—2x-arctan x) klesajici. Pro x = 2 je jiz vyraz (3 —2x-arctan x)
zaporny, protoze

2-2-arctan2>4-arctan1:4-%:ﬂ>3.

Protoze je funkce (3 — 2z - arctan z) klesajici, budou jeji hodnoty
zaporné pro vSechna x > 2. To znamend, Ze i prvni derivace f’
bude zaporna a my na zakladé této skutecnosti mizeme tvrdit, ze

funkce f: f(x) = arffig’g‘;x je klesajici na intervalu (2; c0).

Pokud bude existovat integral [ f(z)dz, bude fada i% ag‘ff;s)”
2 n=2

konvergentni. Nebude nam vadit, jestlize vySetiime konvergenci
fady jen od jistého ng pocinaje, protoze konvergence fady nezavisi
na zmeéné nebo vynechani kone¢ného poctu clenti.

Nyni, kdyz jsme ovérili podminky kritéria, miizeme vypocitat integral

o

/ arctan®

14 22 dx.

Primitivni funkci k funkci f najdeme opét substitu¢ni metodou.

arctanz =y / 3 y*
—_ d = —
1-i-1:r:2 dr = dy | v 4

arctan®

2 dr —

Pokud se vratime k substituci, dostaneme:

arctan® arctan?
:L‘ =
1+ 22 4

Hledany nevlastni integral tedy bude:

t

r = lim

o0 3 4
arctan® x arctan” x
1+ 22 t—oo

1 4 4
= tlirgo 1 (arctan t — arctan 2) =

2

1 (7‘()4 arctan? 2
4 2 4
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arctan® n

) konver-

[e.e]
Protoze integral je konecny, bude vysetfovana fada >
n=1

gentni dle integralniho kritéria.

V predchozich prikladech jsme uzivali integralniho kritéria k diikazu kon-
vergence ¢i divergence nekonecné ¢iselné rady. Ukazme si jeSté jedno pouziti
integralniho kritéria. Protoze tvrzeni ma tvar ekvivalence, mizeme jej vyu-
Zit také k diikazu existence nevlastniho integrélu Pokud totiz ukazeme, ze

Z f (k) konverguje, bude existovat i integral f f(z)dz. Je to vyhodné v pii-

padech kdy potiebujeme zjistit, zda je dany nevlastni integral konecny a
nepotifebujeme znat jeho hodnotu.

Priklad 37: Rozhodnéte, zda existuje integral

70 dx
) xva? +1
Rozhodovat o existenci tohoto integralu jeho vypoctem je v tomto pfi-

padé komplikované, zkusme proto uzit integralniho kritéria. Snadno

1 1 . e, .
i, ze lim —~— = funkce —w=—— kl icl na interval
se ové e lim —— 0 a funkce \3/27 je klesajici na intervalu

1; 00). Proto staci ukazat konvergenci rad Z Uzijme srovna-
g Y X o UZ]
vaciho a integralniho kritéria (véty 3.3). Dostaneme.

1 1 1 1
kIE2 + k\/_ N

Protoze 2 > 1 je rada Z 3 L konvergentni dle véty 3.3 a dle srovnava-

ciho kritéria je konvergentni i rada Z - m, takze dle integralniho

oo
kritéria je konec¢ny i integral di.
téria je konecny tegaifgmg/m

Priklad 38: VysSettfete konvergenci integralu

1/\/352—1—334—1
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Ciselné fady - fesené piiklady 5

Reseni: Dand fada je alternujici, proto ovéifme piedpoklady Leibnizova kritéria. Plati

1
lim (—1)k*!1n (1 - k) =0

k—oo

m(1+2)>m(14+-—
. k . k+1

(absolutni hodnoty élenu fady tvoii klesajici posloupnost). Podle Leibnizova kritéria tedy uvedend rada
konverguje. Posoudime absolutni konvergenci, tj. konvergenci fady absolutnich hodnot

gl (—1)**11n <1+ ;)‘ = glln <1+ ;) .

To je vsak podle piikladu 1.3 divergentni fada, a proto je konvergence puvodni fady pouze neabsolutni
(relativni).

(Cleny fady konverguji k nule) a déle

Céstecné fesené piiklady:

oo
1.15. Priklad. Rozhodnéte o konvergenci fady Y &
Resend: Uzijeme limitni podilové kritérium. Nejprve upravime vyraz a1 /as jako

[(k+ 1> (2k)! (k+1)* k+1

R+ D) kD2~ 2k+2)2k+1)  202k+1)

odtud klim ag+1/ar = i, a fada tedy konverguje.
— 00

o0
1.16. Priklad. Rozhodnéte o konvergenci rady kzl ';—i .
Resend: Pomoci limitniho odmocninového kritéria mame
1
lim {ar =— <1,
k—oo €
tfada tedy konverguje.

00
Ink

1.17. Pfiklad. Rozhodnéte o konvergenci rady T
k=1

o0
Reseni: Na zékladé integralniho kritéria posuzujeme konvergenci nevlastniho integrélu | 12—2”” dx. Substi-
1

o0
tuci ¢ = Inz jej pfevedeme na [ te*dt. Konvergenci tohoto integralu lze povazovat za samoziejmou;
0

milzeme ji ovéfit napf. pifmym vypoctem metodou per partes. Rada proto konverguje (napi. podle
integrélniho kritéria).

o0
1.18*. Pfiklad. Rozhodnéte o konvergenci fady > sin % .

k=1
Reseni: Nabizi se srovnéani s divergentni harmonickou fadou. Provedeme proto odhad sinz > %x pro
vSechna z € (0,7/2) (nakreslete si obrézek). Protoze 1/k € (0,7/2) pro vSechna k = 1,2,..., mdme
sin% > % . % pro vSechna k = 1,2,... . Divergence dané fady tedy plyne ze srovnavaciho kritéria.

(=n*
Fink -

1.19. Priklad. Rozhodnéte o konvergenci, resp. absolutn{ konvergenci fady Y
k=2

UM FSI VUT v Brné



