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coZ jsme vlast.né chté&li ukdzat.

oo
JelikoZ nyni - ax = Je ; dx = +00 ,
.‘x{‘ " '{"x;’i-l

Jak ‘je to s integrdlem f /— s Je=1i x, > 17
X+l

b/ pouzi jete=1i cvi¥eni 3,27 /co¥ vlastn® neni nic Jjiného, neZ
rychle provedend &dst a/ /, je vzhledem k

L <prlbb b
dokézéno, Ze \/?&— = + 00 .H
+ 1

Cely postup si doblfe rozmyslete a jednotlivé kroky podrobné& odivodnéte!

7

; log (1+3°)

3,31. DokaZte, Ze f -—E--{-——- dx konverguje !
o

142

“ UkaZte, %e integrdl existuje jako Riemanniv ! |l

Pri vySetfovdni konvergence mugféla, Je ti’*eba. velmi dobfe zn&t chovéni
Jednotlivjch funked - zv148t& v okol{ “nepXijemnych® bodl. Zopakujte si
proto, jak vypadaji nap¥iklad ndsledujfei limity:

k i
lim ¥ . log” x lim ;E 1lim X =Rz
x>0, gk ' xerw oX ! x»iw log x ' }-}3 x ’
= arctg x X1 | log{l+x)
lim 1‘-2% i lim -—L ’ 1im L—- 5 1im L 3 ssee
x>0 x2 X> 0 x X+0 X X+ 0 X

g

3,32. Dokaite, se e € &£ ., !

I 1/ Funkce e"xz Je spojitd a kladnd v intervalu (0,+°°) ’

" »
2/ Z¥ejmd e * € Sf(o 9) /pro&?/; protoZe:

Jj;j.;’ﬁg e ,;2 = 0 , Jje podle cvideni 3,25 1 e_xze‘ Jf(9’+w) .
Tudiz e~ € & p400) -

3/ Lze také postupovat takto /coZ neni nic jiného, nei dikaz vEt ze
cvident 3,25 /:

exigtufe takové x, , fe 0 £ X = —x%- Pro x > x, .
' Pro&? o
Na%e nerovnost je ekvivalentni nerovnosti
ée""z.xzél Pro x > X, -
kterd vyplyvé ze vztahu 11m -] -% . 12 =0 a z definice limity.

Protote :[# dx je kone&ny pro x,> 0 , Je konednj i integrél
fa""‘ dx . Lehko uké!eme, e e € z(o,x,) .
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4/ Je¥td jiny ddkaz:
pro kerdé x € E) Jest - £ -2x +1 /pro¥ ¥/,
tedy téZ e"xzé e"2*¥L  Jodhvodn¥te ! / . -
zFe jné (1) fa -2x+1 gy existuje /tj. Je e~2%l¢ x -
a (M) f -2x1l =§ . Odtud ji lehko u&inime zvér,
e 0 = fe 23 dx= % /s pomoci jakych v&t 7 /_.|

X

3
3,33. DokaZte, Ze V?T‘ € x’(,,,) !

x 3
ﬁ/ Op&t ukaZfte, Ze —9'-'—_- € .ifﬁ,z)
x#-1
2/ ProtoZe X
x* L
. = e o B : -
xl-}%_ =y . -(x 1) Fak, tedy & §< 1t
X
Je podle 3,25 —= 6»8(,'3) .
-1

3/ UkaZite, Ze existuje takové konstanta k > 0 , Ze

k.
x €(1,2) = 0 £ —fL—r = ——
x2-1 J/ x-1

Toto dokaZte napi., takto:

x
(o] - ex — . ES
22-1 ¥ x+1 1£'S 1
x
a finkce —f Je spojitd v intervalu {122 y tedy
/x+1
: i omezend v {1,2) . _
Ze vztahu —2t— € .2?(,, 2) pak plyne tvrzent . "
x=1

P
3,34. DokaZte, Ze ‘_/‘—-b—dx=+oo !
: 21— —_

; r
1/ Opét —‘:3— € ¥4, 000

2/ ProtoZe um-L (1—x)=§ , =1,

. y1.x3

rlyne podle 3,25 tvrzeni.
3/ UkaZXte, Ze existuje takové kladnd konstanta K , Ze

ze(ona-r—l—;aa-x-

1 l=x
e o _1_2, a funk i P
1-x° 1-X ey = 14xc+x?
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Konvergence uréitého integralu 4.

4. Konvergence urcitého integralu

Budeme se zabyvat nésledujici Glohou. Necht funkce f je spojitd na otevieném
. # e ” . - . e b w F .
intervalu (a,b) (omezeném & neomezeném). Existuje integral [ f (zobecnény Rie-
manniv & Newtoniv — kteréZto dva pojmy pro takové funkce splyvaji)? V piipadé,
7€ f: f existuje (tj. je roven néjakému realnému ¢islu), fekneme, Ze integral konver-
5. 0 B - p ' o g
guje. V opatném piipadé fekneme, 7e diverguje. Pokud konverguje integrél [|f],

rekneme, ze f:’ f konverguje absolutné. Pokud integral konverguje, ale nikoli abso-
lutné, ¥ikame, %e konverguje neabsolutné. Budeme se drZet této terminologie spise
neZ pojmil ,existuje” a ,neexistuje“, protoze tyto pojmy maji u jinych integrala
(napf. Lebesgueova) jiny vyznam. Porovnejte pojmy divergence, konvergence a ab-
solutni konvergence s analogickymi pojmy pro fady.

§20. Prvni metodou je pouziti véty, kterd ¥ika, Ze je-li f funkce spojita na
G b 5 2 ¥
uzavieném intervalu [a,b], pak [ f konverguje (viz napt. §10).

Piiklad Integral f;o arctg(z® + 16) - sin z do konverguje, protoze integro-
vané funkce je spojitd na intervalu (7, 50].

Piiklad Integral [, S22 dz konverguje, protoze funkce
sinz - g e (0,1],

f={," 1,

je spojita na [0, 1]. Zde vyuZivame toho, Ze integrél z funkce f od a do b zavisi jen
na hodnotach f na (a,b) a ne na tom, zda a pfipadné jak je f definovana v krajnich
bodech. Muzeme-li ji tam vSak dodefinovat spojité, pak lze pouZzit vySe uvedenou
vétu.

§21. Dal$i moZnosti je vypocet uréitého integralu s vyuzitim primitivni
funkce dle §11. Z vypocta v §11 plyne tvrzeni v nasledujicim piikladu.
Piiklad Integral [, z*dz konverguje, pravé kdyz o > —1.
Vypocet druhého prikladu je zcela analogicky, a tak ho nechdvame na ¢tenari.
Pifiklad Integral f1+°° % dz konverguje, pravé kdyz a < —1.

Uvedené dva priklady jsou uzitecné pro vySetfovani konvergence mnoha jinych
integralu, jak uvidime pozdéji.

,\/f E\-, I Piiklad Integral fol log z dz konverguje, protoze

1 1
f logzdr = [a:loga:](l)—-/ ldz = —1.
0 0
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4/ Je8td jiny dikaz:
pro keidé x € E; jest - % 2% + 1 /pro& %/,
tedy téz e-x25 e2%*L  sodtvodn¥te !/ . -
Z¥e jmé (L) fP =2x*1 ax existuje /tj. Je e 2341 ¢ ﬁm*w)/
a (N) f ~2x1 dx Z « Odtud ji% lehko uéin:(m_e zéveér,
Ze 0 = fe i dx‘=§ /8 pomoci ,jalq?chvét.?/_."

e]a’.
3,33- Dohﬁte, Ze o € x‘(f’ 2) !
. .
f
"-T_/ Op&t ukaZte, Ze -—-——x%:;—- & g(f,z)
2/ ProtoZe
1

x L 1
lig v (x=-12% = & téay a=3<1,
s Ja ey WEGS

Je podle 3,25

-

X =1
3/ UkaZite, Ze existuje takovd konstanta k D> 0 , Ze

x €(1,2) D 0 < —8&8_ =« _k._ |
’ /12-1 fx-

Toto dokmZte napi. takto:

x
0 é ex = i 1
K /x+1 /x-1
X
a finkce —£ ———  je spojitd v intervalu {1,27>, teay
x+l
. i omezend v {1,2) .
Ze vztahn —=i— € Jf(,,‘ 2) pak plyne tvrzeni ”
x=1

4
3,34. DokaZte, Ze 1/ —b— dx = + 00 !

- —3
I1/ opst =3 € 56(“,,) :

2/ ProtoZ%e lim--]'- (1L-x =12 y =1,
XL 13 3

rlyne podle 3,25 +vrzeni.
3/ UkaZte, Ze existuje takové kladnd konstanta K , Ze

x € (0,1) = L+ = K

s x:’ l-x
= —1- . —qu a funkce —
1- 1-x 1+x+x 1+x+x?



Konvergence urcitého integralu 4.

Reseni. Plati totiz “;—QT < x% a integral floo —:—f% pro « > 1 konverguje (viz §21).
Proto podle srovnavaciho kritéria | 100 ‘%| dz konverguje. Tedy 1 ptivodni integral

konverguje (dokonce absolutng). =

Piiklad Integral [°° 2<9EL 4z diverguje.

Reseni. Pro = € (1,00) je totiz arc;gm 3 arcljgl = £ > 0 a integral flm £ dz

diverguje. [ ]

§25.  Uzite¢nou variantou srovnavaciho kritéria je limitni srovnavaci krité-
rium.

Necht funkce f a g jsou spojité na intervalu [a,b) (kde —00 < a < b < +00),
funkce g necht je kladnd na [a,b).

(i) Pokud limita xli.r?— —gﬂ(%l je vlastni a f; g konverquje, pak f: f také konverguje
(dokonce absolutné).

(ii) Pokud limita liI%)l % je vlastni a nenulovd, pak fi’ f konverguge, prdvé

kdyz konverguje ff g.
Analogicka tvrzent plati pro interval typu (a,b].

Priklad Zjistéte, pro které hodnoty o € R konverguje form sin® z dz.

Reseni. Funkce f(z) = sin®z a g(z) = z* jsou spojité a kladné na (a, b] = (0,7/2]
a plati

tedy integral ze zadani konverguje, pravé kdyz konverguje foﬂ’{ ? 2% dz. Ten oviem
konverguje pravé pro a > —1. To miiZeme ovéfit pfimym vypoctem. Plyne to téZ z
prvniho piikladu v §21 s pouZitim faktu, ze f;r/ % ¢ da konverguje dle §20.

Zaver je, ze integral konverguje praveé pro o > —1. [ |

Priklad Zjistéte, zda konverguje fow ﬁ-.

Regeni. Integrand je spojity na (0, 7] a plati

1
= f 2
. v/ 1—cos 2 i T
lim _1"0?:2 = lim —_— = \/5
z—0+ = z—0+ YV 1 —coszx

Tedy vySetfovany integral konverguje, pravé kdyz konverguje fUW %. Ten ovsem

diverguje, tudiz diverguje i ptivodni integral. [ ]

Piiklad Pro které hodnoty o, 8 € R konverguje f0+oo % arctg® z dz ?

43



)

Metody FeSeni vybranych iiloh z matematické analyzy

Reseni. Integrand je spojity na (0, +00). Vyuzijeme toho, Ze integral fooo konver-
guje, pravé kdyz konverguji oba integraly fol a [

.- 8.,
Na intervalu (0,1] je integrand spojity a plati lir& "%‘;ﬂfg—*‘ = 1, a tedy
o T
fol 2% arctg® « dz konverguje, pravé kdyz konverguje fol 8 dz, co? je prave kdy#
a+p8>-1.
-t I} P -
I na intervalu [1,00) je integrand spojity a plati lim £ e 2 = (1/2)8, tudiZ
r—oo
flm z% arctg? = dz konverguje, pravé kdyz konverguje floo z% dz, coz je pravé kdyz
a <=1
Zaver je, ze integral ze zadani konverguje, praveé kdy# a< —i<a++i. ]

§26.  Dale miZeme pouzit nékteré véty pouzivané p¥i vipoétu uréitého integralu,
konkrétné metodu per partes z §12 a véty o substituci podle §13 a zvl4sté §14.

Piiklad Integral [ 822 4z konver uje, pravé kdyz o > 0.
1 7 g 3|

Refend. JiZ vime z §24, Ze pro a > 1 tento integral konverguje absolutnd. Z §23
dale vime, Ze pro a < 0 integral diverguje. Pro a € (0, 1] (nebo rovnou pro viechna
a > 0) miZeme pouzit metodu per partes. Tedy

. oo
* sin gz —cosx ® qacosx
de = — —daz,
1 o o 1 1 xa—i—l

jsou-li aspon dva ze tif uvedenych vjrazi redlnym ¢islem. Pfitom zobecnény pii-
riistek na pravé strané je realnym éislem pro kazdé a > 0 a integral na pravé strand
pro « > 0 konverguje absolutné podle srovnavaciho kritéria. Tedy i integral na levé
strané konverguje. [ ]

Piiklad Prokteré hodnoty a € R konverguje floo sin(z®) dx 7

Reseni. Pokud a < 0, pak lim S—‘C’;{f—“ = 1, a tedy integral konverguje, pravé kdyz

££—=00
konverguje [, z*dz. To je pravé pro oo < —1.
Pro a = 0 integral diverguje, protoZe je to integral z nenulové konstantni funkce
sin 1 na neomezeném intervalu.
Zbyva vysetiit pfipad a > 0. PouZijme druhou substituéni metodu z §14 pro
funkei p(t) = /. Pak

o . . 1 1 Jitzn
/ sin(z*)dz = / —t=""sintdt,
1 I &

pokud aspoti jeden z integrali konverguje. Pfitom integral na pravé strané podle
predchoziho piikladu konverguje, pravé kdy# 51{_ -~ 1<%, B>
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Priklad 4 : Urcete, pro kterd a € R, a > 0, konverguje nasledujici Newtontiv integral:

oo t 2
/ aee T sin(2z) dx .
0

x(l

(15 bodi)

Reseni : Pisme
< arctg z2 Larctg 22 < arctg x>
——— sin(2z)dx = ——— sin(2x)d ——— sin(2z)dx =: Ip + 1
/0 —a sin(2z) dz /0 —a sin(2z) x—f—/l — sin(2z) dx 0+ Io
(1) Protoze f(z) := w sin(2z) € C((0, 1]), zavisi konvergence integralu Iy na chovani funkce

f ,u nuly“. Mame f( ) >0 prox € (0,1], a

tgx? . . -
SEEL sin(2x) g 2ECt8 x? o sin(2z) o 7273

1
ra—3

lim
z—0

=2
z—0 x2 2x x@
je vlastni a nenulova. Proto podle limitniho srovnévaciho kritéria pro Newtoniv integral
konverguje integral Iy pravé tehdy, kdyz konverguje integral

1
1
/ g dz.
0

Tento integral vsak konverguje praveé tehdy, kdyz a — 3 < 1 neboli a < 4, jak lze ovéfit
napiiklad jeho pfimym vypoctem.
(2) Je f € C([1,400)), ale f ,stiid4 znaménko blizko nekone¢na“. Protoze funkce sin 2z ma

na intervalu (1, +00) omezenou primitivni funkei (— 3 cos2z), a amgz € C([1,400)), bude

podle Dirichletova kritéria pro konvergenci Newtonova integralu stacnt kdyz ukazeme (ptes-
néji, kdyz najdeme takova a € R,a > 0, pro ktera plati):

t 2
(i) lim ST _ g

z——+00 xd

arctg x2

(ii) 75 je monoténni na néjakém okoli bodu nekonecno.
x

Ad (i): pro vSechna x > 0 plati

arctg x? T

1
<3 ——0 kdyz x — +o0, pro vsechna a € R, a > 0,
T

odkud plyne (i) pro vSechna a € R,a > 0.
Ad (ii): derivace funkce g(z) := arctgz? je

T

$a

) z? 2 toz? (14 1 =0
z)=-———|— —a-arctgz”- — x .
g (14 zt)zatl |22 8 zt )|
Vyraz v hranaté zavorce ma pro x — +oo limitu —a 3, ktery je pro a > 0 zdporny. Existuje
tedy z¢ € R takové, ze ¢'(z) < 0 pro vSechna z € (z¢, +00). Odtud plyne (ii).

Zavér: dany integral konverguje pro a € (0,4).

Bodovani pfi pouziti tohoto postupu pfi vypoctu:
e konvergence na okoli nuly ........ ...t 5 bodt
® OVETeNni MONOLOIIE ...\ttt ettt et ettt et et e eaee 5 bodu
e ovéreni omezenosti primitivni funkce

e aplikace kritéria a zAver ........ ... 3 bo dy



Poznamka: bylo mozno také pouzit rovnou Dirichletovo kritérium:

3
T
Posloupnost {cos (23”) o°_ | ma omezené Castecné souCty a derivace funkce g"ru))o je

od jistého xo € R zaporné, tedy tato funkce klesd na okoli nekonecna, a snadno se ‘také
ukaze, ze ma v nekone¢nu nulovou limitu. V tomto pripadé je ovSem vypocet derivace vyse
uvedené funkce a zjisténi jejiho chovani v blizkosti nekone¢na ponékud obtiznéjsi, i kdyz
proveditelné.

Priklad 3 : Integrovana funkce je definovana na (—oo,—2) U (—1,00), primitivni funkci tedy
hleddme na (—oo0, —2) a na (—1,00).
Pii pouziti substituce ¢t = \/m dostaneme postupné (vSimnéte si, Ze pro zadné z € (—oo, —2)U
(—1,00) nemtize byt t? byt rovno 1):
t2 -2 2t

x:m, dl':—mdt,
2 +3)(t2+1 2492
@D+ = - I = T

a tedy

3z 44 _ 219
/(x+1)(4x+5)(2x+3)\/ﬁd$_ 2/(1t2+1)(t2+3)0u'

Rozklad na parcialni zlomky da

t2+2 1 1 c 1 t
—2 dt=— [ ———dt— [ ———dt < —arctgt — ——arctg——, t € R
/(t2+1)(t2+3) /t2+1 /t2+3 B Y S V- R

a tedy

3r+4 c x + 2 1 T+ 2
dxr = —arct —_— arct
/(x+1)(4x+5)(2x+3),/2+2 g(‘/wﬂ) V3 g(f w+1>

z+1

na (—oo0, —2) a na (—1,00).

Priklad 4 : Oznaéime

o .
1 ::/0 (arctgaz)“;#fjl dz, (2)
1 .
sin
I = tgx)? 3
Vi [ ety R @
o sinz
I ::/1 (arctgx)“2x+ 1 dz. (4)

Pro vysSetteni chovani integralu Iy pouzijeme

(arctg z)® ;;rfl i arctgz\ sinz 1
A ST s N TR ) : =
x—0 gatl z—0 x x 2+ 1

Y

proto Iy konverguje (podle limitniho srovnévaciho kritéria) pravé kdyz konverguje fol ¢t dz, coz
je prave tehdy, kdyz a > —2.



Pro vysSetfeni chovani integralu [, pouzijeme nasledujici tvahu: protoze (arctgz)® je na (1, +00)
monoténni a omezend funkce pro libovolné a € R (ukazte to podrobné), bude podle Abelova kritéria
stacit, kdyz bude konvergovat integral

* sinx
/ dz.
1 2.1: —+ 1

Tento integral v8ak konverguje podle Dirichletova kritéria, nebot sinxz méa na (1,400) omezenou
primitivni funkci a ﬁ jde monoténné k nule pro r — +oo.
Zavér: I konverguje, pravé kdyz a > —2.




e Soucet konvergentnich fad (1) a (2) je konvergentni fada, tedy fada

isinn+\/ﬁcosn i Sinn+cosn I . 3)
= onverguje.
n n vn &

n=1 n=1
e Protoze posloupnost cos % je omezend a rostouci (odtivodnéte podrobné!), konverguje podle
Abelova kritéria (s vyuzitim znalosti (3)) i fada

isinn—{—\/ﬁcosn 1

- COS —.
n n
n=1

Zavér: fada konverguje.

Priklad 3 : Pouzijeme substituci tg § =t na intervalu (—, 7). Potom mame
2t 1— ¢ q 2
— CoST = —— r=——-
1+ t2 1+1t2’ 1+12

Tato substituce prevede uvazovany integral na

dt.

sinz =

0o t2 +3
5 3 dt
oo (BB D)2+t +2)
Integrand rozlozime na parcialni zlomky
> +3 _ ot 1t
B+ D2 +t4+2) 24t+2 2417

Standardni integraci racionédlnich zlomku pak dostaneme

t41 1t el 1 2% +1\ 1. .,
dt = —log(t“+t4+2)+——=arctg | ——— | —=log(t°+1 tgt R.
/<t2+t+2+t2+1> 5 og(t"+t+ )—i—\ﬁarcg( NG ) 5 og(t“+1)+arctg na

Pak mame
/°° t2+3 & [11 <t2+t+2>+ 1 . <2t+1>+ . tr
= | = 10, —_—— —= arc E— arc
BB t12) 2 %\ Ty N AR AN .

1
=7n|ll+—%=].
( VT )
Poznamka: Pozor! Rovnost

< t+1 1-t < ¢+ 1t
/ <2 L. )dt:/ 2+dt+/ ——dt
Lo \E2FE+2 2+ Ceo B2+t 2 o241

neplati, nebot integraly na pravé strané neexistuji.

Priklad 4 : Integrand f(z) = tg®zsin” z je spojity a kladny na intervalu (0,7/2) pro kazdé
o, 0 € R. Integral tedy [/ /2 f tedy konverguje, pravé kdyz konverguji integraly foﬂ/ ‘fa f:/ 42 f.

e Integral foﬁ/ 4 f. Pro srovnani pouzijeme kladnou a spojitou funkci g(z) = 2**° definova-
nou na (0,7/4]. Plati lim, .o+ f(z)/g(x) = 1, a tedy podle limitniho srovnavaciho kritéria foﬂ/4 f

konverguje, pravé kdyz konverguje integral fow/ * 798 dx. Posledni integral konverguje, pravé kdyz
a+ 0> -1



e Integrél f;r/f f. Pro srovnani pouzijeme kladnou a spojitou funkei g(x) = (7/2 — ) = defino-
vanou na [r/4,7/2). Plati lim,_../o_ f(x)/g(z) = 1, a tedy podle limitniho srovnévaciho kritéria

| 7T/ 42 / konverguje, pravé kdyz konverguje integral | ~/ 2(% — x)~*dz. Posledni integral konverguje,

T w/4
pravé kdyz —a > —1.

Zavér: Integrél foﬂ/Z tg® z sin” « da konverguje, pravé kdyz a + 8> -1 a o < 1.




tedy i
1 1
lim <—log (1+>>n20
n—oo \ N n
podle Heineho véty.

e Oznaéime f(z) :=1—zlog (1 + %), potom

= 1 (log(z +1) —logz) .
Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté pro libovolné = € (0,00) existuje £, € (0,1)

takové, zZe
1 1
"(x) = — <0 ro vSechna x > 0.
(@) r+1 x+¢&; P

Funkce f je tedy klesajici na intervalu (0, 00), a proto je i posloupnost a,, = f(n) klesajici.

Zavér: fada konverguje podle Dirichletova kritéria.

Poznamka: Monotonii funkce miizeme zdtvodnit i takto. Plati

1! 1
f(x) = AT € (0,00).

Funkce f’ je tedy rostouci na (0,00) a lim, . f/'(z) = 0. Odtud plyne, Ze f’ je zdporna na (0, 00),
a tedy f je na (0, 00) klesajici.

Pfiklad 3 : Pouzijeme substituci v2z +1=t¢, tj. 2 = 3(t* — 1) dz = tdt. Dostaneme

I—/ V2r +1 /
a:+2 t2+3

Rozkladem na parcialni zlomky zjistime

A 412
(t2+3)2  2+3 (752+3)2

Zintegrovat t2 3 neni obtizné, primitivni funkci k funkci (G +3)2 najdeme naptiklad pomoci reku-
rentni formule pro integraly typu [ (:n2de1)n' Celkové dostaneme
4 12 c 4 t 2t 2 t
/ <t2+3 — (t2—|—3)2> dt = %arctg% “PEi3 %arctg%, t e R.
Tedy je
I = [4arctgt S —arctgi \/3— 51 +1—£
V3 V3 t2+3 3 V3] 18 2 3

Priklad 4 : Oznacime 5
_ log®(1+4z)sin” x
f(@) = 2?(m — )3

pro z € (0,7). Funkce f je na intervalu (0,7) kladna a spojitd. Stac¢i tedy vySetfit jeji chovani v
krajnich bodech.

Bod 0. Polozme g(x) = x(;—tfﬁ = 2°+0=2, Funkce g je na intervalu (0, 1] kladn4, spojita a stan-
dardni vypocet ukazuje lim, o+ f(z)/g(z) = 773 € (0,00). Podle limitniho srovnévaciho kritéria



dostdvame, Ze fol f(x) dx konverguje, pravé kdyz konverguje fol g(z) dz. Posledni integral konver-
guje, praveé kdyz a + G > 1.

Bod 7. Polozme g(z) = (7 — ) 3(7 —2)% = (7 —2)73*7. Funkce g je na intervalu [1, ) kladna,
spojitd a standardni vypocet ukazuje lim, .. f(z)/g(x) € (0,00). Podle limitniho srovnavaciho
kritéria dostavame, ze flﬁ f(z) dz konverguje, pravé kdyz konverguje flﬁ g(x) dz. Posledni integral
konverguje, pravé kdyz 3 > 2.

Zavér: [ f(x)dz konverguje, pravé kdyz (a+ 3> 1 & (> 2).




an = f(n), n € N, je tedy rostouci a snadno se spocte lim,_,~ a, = 0. Podle Dirichletova
kritéria tedy fada

> e —1
Zlog (e" n 1) -cosn konverguje. (1)

n=1

n o0
e Posloupnost {arctg (efﬁ)} . je monoténni a omezend (monotonii lze opét dostat na-
n=

priklad zderivovanim piislusné funkce, omezenost plyne z toho, Zze posloupnost ma vlastni
limitu — jakou?). Podle Abelova kritéria a (1) tedy fada

o0
Z arctg <
n=1

"1
> - log (6 > -cosn konverguje. (2)

en
er+1 e+ 1

Poznamka. Rada dokonce konverguje absolutné, coz byl jiny (otazkou je, jestli jednodussi)
zplsob, jak zjistit jeji konvergenci. Pro vSechna n € N totiz plati:

e” e —1 T e —1 T e"+1
arctg (e”+1> -log <e”+ 1> -cosn| < 5 log <€n+ 1)‘ = Elog <€n — 1) (3)
a dale
log (54) log (1+27) 2
lim ——5—2 = lim A | (4)
n—o0o = n—oo Yoy =

(spoctéte peclivé). Pouzijte dale skutecnost, ze fada > | 6% konverguje (napiiklad podle podilo-

vého kritéria). Vysledek pak d4 limitni srovnavaci a srovnévaci kritérium s pouzitim (3) a (4).

Priklad 3 : PouZijeme substituci e® = y, ¢* dz = dy. Dostaneme

00 e3z oo yz
1= / 5 5 dz = / 2 7 dy-
e (e 1) o WF22y 1)
Rozkladem na parcialni zlomky zjistime

y? 4 4 1 4

+ + - .
(y+2)2w+1)2 (y+2)? y+2 w+1)? y+1

Pak dostavame

I [ 1 oa (y+2) ! 4log( +1)}
= _— O —_— — O
y+2 s\ y+1 sy 0

4 1 2\1%
— [——+4log<y+ﬂ =3 —4log2.
y+2 y+1 y+1/],

Priklad 4 : Oznacéime
o sin? ()
(1—=z)e
pro z € (0,1). Funkce f je na intervalu (0,1) kladnad a spojita. Stac¢i tedy vySetfit jeji chovani
v krajnich bodech.

f(z) = (arcsinz — x)



Bod 0. Polozme g(z) = 23%(nz)?. Funkce g je na intervalu (0,1/2] kladn4, spojitd a nepfilis
tézky vypocet (napiiklad s vyuzitim Taylorova polynomu pro funkci arcsin z pfikladu 1) uka-
zuje lim, o4 f(z)/g(x) € (0,00). Podle limitniho srovnavaciho kritéria dostavame, ze fol/ % f(z)dw
konverguje, pravé kdyz konverguje fol/ 2 g(z)dz pficemz tento integral konverguje, pravé kdyz
3a+ 3> —1.

Bod 1. Polozme g(z) = (1 — 2)™® - (1 — 2)%. Funkce g je na intervalu [1/2,1) kladn4, spojita
a standardni vypocet ukazuje lim,_.;_ f(z)/g(z) € (0,00). Podle limitniho srovnavaciho kritéria
dostdvame, Ze f11/2 f(x) dx konverguje, pravé kdyz konverguje f11/2 g(z) dz. Posledni integral kon-
verguje, praveé kdyz —a+ 0 > —1,tj. a — 0 < 1.

Zavér: fol f(z) dz konverguje, pravé kdyz (3a+ > -1 & a— (< 1).




<L

Priklad 3 : Plati 5cos?z + 4sinzcosz + sin®z = (2cosz + sinz)? + cos? x, a protoze funkce
sin a cos nejsou v zadném realném bodé soucasné rovny nule, je jmenovatel integrandu kladny pro
vSechna = € R. Integrand je tedy spojity na R a mé (spojitou) primitivni funkeci na celém R.

Pouzijeme substituci tgx = y, de = ﬁ dy, kde uvazujeme = € (-7, %), y € R. Po substituci
dostaneme d d
Y / y c
= = arctg(2 +vy), y<€R.
/y2+4y+5 (y+2)%+1
Funkce

Fy(z) := arctg(2 + tgx)
1
5cos? z+4sinxcosx
ovefit, Ze Fy je primitivni k f i na vSech intervalech tvaru (=5 + km, § +km), k € Z.
Pro zkonstruovéani primitivni funkce k f na celém R pouzijeme techniku ,lepeni“. Spocteme

lim Fy(z) = T lim Fy(x) = .
x—>%— x—»—g—‘r

je tedy primitivni k funkeci f(x) := na intervalu (-3, 5). Pfimym vypoctem lze

2’ 27
v kazdém z bodiit § + km, k € Z je tedy potfeba ,odstranit skok“ velikosti 7. Proto je funkce

Fo(x) + km, re (=5 +km, 5 +kr), k€Z,
F(z):=
5+ km, r=%5+kn, keZ

primitivni k funkci f na celém R. VSechny funkce, primitivni k f na R, maji pak tvar F(x) + ¢,
c e R.

Priklad 4 : Oznac¢ime -
f(x) = arctg®(v/x) - sin” (5)

pro xz € (0,27). Funkce f je na intervalu (0,27) kladna a spojita. Staci tedy vySetfit jeji chovani
v krajnich bodech.

Bod 0. PisSme

arctg®(y/x sin? (& o /x\B
fla) = W) SAE) g (2P, 2
v (3)
Polozime-li tedy g(z) = 227, dostaneme z (2) standardnim vypoctem, e 1'11]61+ f(x)/g(z) € (0,00).
r—

Funkce ¢ je na intervalu (0,7] kladnd a spojitd, a tedy podle limitniho srovnavaciho kritéria
fow f(z) dz konverguje, pravé kdyz konverguje fOW g(x)dx. Tento integral vSak konverguje, pravé
kdyz § + 3 > —1.

Bod 27. PisSme

IME]

. B
n()> (-2 @)

Polozime-li tedy g(z) = (7 — %)ﬁ, dostaneme z (3) standardnim vypoctem, ze li12n f(z)/g(x) €
XT— 2T —

f() = arctg” (v/a) - (

m —

N8

(0, 00). Funkee g je na intervalu [, 27r) kladné a spojita, a tedy podle limitniho srovnavaciho kritéria
éfﬂ f(z) dz konverguje, pravé kdyz konverguje fj” g(x) dz. Posledni integrél konverguje, praveé kdyz
> —1.

Zavér: f027r f(z) dz konverguje, pravé kdyz (§ + 3 > —1 & 3 > —1).




Priklad 4 :

Oznacime .
f(z) = (arcsinz — ) sin® (7x) cos® (5:17)
pro z € (0,1). Funkce f je na intervalu (0,1) kladnad a spojita. Stac¢i tedy vySetfit jeji chovani
v krajnich bodech.

Bod 0. Polozme g(z) = x%*2% = 23+8. Funkce g je na intervalu (0,1/2] kladn4, spojita a
standardni vypocet ukazuje lim, o4 f(z)/g(z) = (3)*7” € (0,00). Podle limitniho srovnévaciho
kritéria dostavame, Ze fol/ ? f(x) dz konverguje, préavé kdyz konverguje fol/ ? g(x) dz. Posledni inte-
gral konverguje, pravé kdyz 3a + 8 > —1.

Bod 1. Polozme g(z) = (1 — z)?(1 — 2)® = (1 — 2)**°. Funkce ¢ je na intervalu [1/2,1)
kladn4, spojitd a standardni vypocet ukazuje lim,_1_ f(z)/g(x) = (7/2 — 1)%7P(7/2)* € (0,00).
Podle limitniho srovnéavaciho kritéria dostavame, ze f11/2 f(x) dx konverguje, pravé kdyz konverguje

f11/2 g(x) dz. Posledni integral konverguje, pravé kdyz a + 5 > —1.

Zavér: fol f(z) dz konverguje, pravé kdyz (3a+ 5> -1 & a+ (3 > —1).

Bodovani pfi pouziti tohoto postupu pfi vypoctu:

L3 o Yo Yo 1 7 bodu
L Yo Y N P 7 bodu
O LAV ot 1 bod
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