(4\ cLicowe

2D C/Q/\CQ\NQ

Grafické te$eni pro € =-3,-1,0,1, 3:

Kdybychom vykreslili viechna feSeni, pak by kfivky vyplnily celou polorovinu pro

y > 0.
Priklad 3.13 L= e¥ T - El)
Regeni DR
zde musime vyfadit funkci y = 0 S a0 = ("OZ f@\ < 2:—(@;72%
1 8y
y2 dx

1
ﬁdy = j e*dx

feSenim jsou tedy vSechny funkce:

P

1
-==e*+C

f

IO

eHe G = (20

nyni musime stanovit podminku (e* + C # 0)

e*+C#0

e* +-C o =0 V)@\?

EXeC >0 —m =S s - e O

I I RS €)<<—Ca{

30 X SCu (<>

& o wbae

C<L D>
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pro € = 0 je podminka vzdy splnéna a pro C < 0 existuje jedno x, pro kieré feSeni

_ 3
Y e*+C

neni definovano x = In(—C), fedenim pak jsou v3echny funkce:
B 1
YTk cC
kde x € R pro € = 0, nebo x € R — {In(=C)} pro € < 0.

Graficke feseni pro € = -10, -5,-2, , 1,2, 5

-

Kdybychom vykreslili viechna fedeni, pak by kfivky vyplnily celou rovinu kromé
pfimky y = 0.

A

i .-.;.‘_*__ o AL 5 e== 3 u o= 3
Piiklad 3.14 yty' = 2x*
Regeni DR
dy
g A 4
y e 2x

fy*dy = f 2xtdx
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Priklad 3.3 2 = 4x

Reseni DR

zde musime vyfadit funkciy = 0

1 dy
yax~ ¥

1

-d =f4d
fyy xax

_'lnlyl =2x2+C
Sy, ;/ elnlyl = g2x*+C

ly| = e2x*+C

y = i_eC . erz

l%e Z kdex € R, C € R.

Zvolime novou konstantu K = +e®, protoze C € R, e€ € (0; o) a —e® € (—;0), pak

lm@m.

S, =(=200D
= o)

(1) 2<%ty
ZQ)—L%?H:e;@_ vV
l‘(x’)

konstanta K nabyva hodnot K € (—o0;0) U (0;0) = K # 0 a feSenim jsou tedy

vSechny funkce:
y=K:e?*
pakx € R, K # 0.

Grafické feSeni pro K =-3,-2,-1,1,2,3

Kdybychom vykreslili viechna reseni, pak by kfivky vyplnily celou rovinu kromé

primky y = 0.
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Priklad 3.4 y' = 4xy
Reseni DR

!
Z-:4x
¥y

V predchozim kroku jsme délili rovnici y a musime stanovit podminku y # 0, tim se
ptipravime o jedno fedeni (singulami fe$eni) — nulovou funkei. (Derivace nulové funkce

je rovnanule,y = 0 ay’ = 0 rovnici y' = 4xy vyhovuji.)

Regeni upravené rovnice je totoné s feSenim pf. 2, vySlonam y = K » e?’ kde x € R,
K # 0. Nyni se podivame, zda vhodnou volbou konstanty K neziskame singularni
fefeni y = 0 z obecného feSeni y = K - €2**. Pro K = 0 dostaneme funkci y = 0.
Resenim jsou tedy véechny funkce

y=K.e?*
pakx € R, K € R.

Grafické feseni pro K = -3,-2,-1,0,1, ., 3

#s

Kdybychom vykreslili viechna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu.

21



/{d y_ 1 o = (or>)
Priklad 3.6 5 o
I 4= (=4
Regeni DR - ( B
; . ja =CA \®)
musime uréit podminku, Ze x # 1 a vyfadit funkciy = 0
1dy 1
y dx x-1
1 1
f—-dy = J‘ dx be
yVTIEET  HeS xez,
Inly|=In|x-1|+C
Uo Vo
@ g) e]nlyl - e!nlx—1!+c ’{éIQ‘

Con 3N = (> ly| = e€ . g'nlx-1l
D Ce>= iy, .

kdex +1,C € R.

Zvolime novou konstantu K = +e®
y=K-:-(x—-1)

pakx # 1, K # 0.

Grafické feSeni pro K =-5, -3, 3,5

,!’] .
Kdybychom vykreslili viechna feseni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu kromé

pfimeky =0ax = 1.
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22 KAPITOLA 2. Zikladni pojmy

od idedlniho stavu, ktery zada nalézt vSechna maximalni ¥eSeni rovnice, nebot o tom, zda
jsme opravdu ziskali vS8echna maximalni ¥eSeni, nic nevime. Nebezpeéi formalniho postupu
ukazuje nasledujici ptiklad :

WPfiklad 2.4.1. Reite rovnici

¥ =2y (2.19)
a naleznéte vSechna (maximélni) feSeni, ktera spliuji podminku
@) y(0)=-1L (b)) y(1)=0; (c) y(4) =1
Jde tedy o tfi Cauchyho tilohy, lisici se poéateéni podminkou.

Reseni, které by vyhovovalo podmince (a), neexistuje. Obecnéji, zddnym bodem poloroviny
{[z,y] € R?; y < 0} neprochazi FeSeni rovnice (2.19). V&imnéte si, ze formalné ziskana Feseni

yz)=(x~C)°, CeR,

nejsou fesenimi na rovnice (2.19) na R, protoZe feSenim musi byt vzdy neklesajict funkce. Také
ziejmé identicky nulové feseni bychom pro zadné C' € R odtud neziskali.
Pfi zvoleném C' € R je (maximalnim) fesenim funkce

o 0 pro € (—o00,C),
ye(x) '_{ (x—C)? pro z€[C,400);

viz Obr.2.2. Dalsim maximélnim feSenim je funkce y = 0. Protoze je y'(C) = 0 = 2/y(0),
musime dokdzat, Ze pro popsand feeni skuteéné y'(C) = 0. Snadno v8ak nahlédneme, Ze y je
spojitd funkce v bodé C a ze y’ (C) = 0. Je zfejmé
lim ¢'(z) = lim 2(z—-C)=0=1¢/(C),
A vie) =l 2 ) y+(C)
takze y' (C') = ¢/, (C) = 0, coz jsme potiebovali dokézat. Kromé téchto jiz nalezenych (maximal-
nich) feseni zadna dalsi iaximalni feSeni neexistuji.
Pro C = 3 dostaneme pozadované maximalni feseni pro které je y(4) = 1. Na Obr.2.2 jsou
schematicky zndzornéna nékterd feSeni.

y@)=(z-C)
7/& (b) f(b) () (b
g 1 €2 3 4

Obr.2.2

)

-1

Symbolem (*) jsou oznacena ta feSeni rovnice, ktera nevyhovuji podmince (b), viechna ostatni
feseni nacrtnutd v Obr. 2.2 podmince (b) vyhovuji, ale pouze jediné z nich vyhovuje podmince
(c). To je oznaeno (c) a jeho graf je zvyraznen.



KUCHARKA NA RESENI ODR

Na zakladé pozndmek ze cviceni zpracoval
Vojtéch Krejéirik

kovektury Patra Sukova

Na zacdatek nékolik véci, na které v Zadném pripadé nezapomenout. ReSenim
ODR je funkce ji spliinjici a interval, na kterém plati, proto vzdy uvést
INTERVAL, a to maximimalni mozny. Pokud je zadéna podateéni podminka,
musi lezet v intervalu. Pfi integrovani také nezapominejte na integraéni

KONSTANTU!

Formalni zapis derivace: y' = %.

I. Separace proménnych
Predpis
y' = g(y) h(z).
Pokud g(Cy) = 0 kde h(z) m4d smysl, existuje feseni
y = Co.
Mam oSetfeno a muzu délit
dy
—— = h(x) dx,
9(y) (

Piimou integraci dostanu fe$eni. Pozor na mozné napojeni na konstantni
feseni. Aby bylo mozné, je tfeba aby v bod& xq, kde k napojeni dojde, platilo:

f(zo) = Co, f'(z0) =0.

| Priklad:

g =YY

. ﬁ'
Ziejmé D(f) = (0,0¢). Funkce y = 0 je FeSenim rovnice.
Separuji proménné a zintegruji

dy [ dx

J v Ve
1 1
“Vy==vz+C.
2 2

Vyjadiim y, pozor, umocnénim piiddm jedno feseni.
y=(Vz+C)>

Nasleduje diskuze vzhledem ke konstanté C.



1. C > 0 : Nelze napojit, funkce ma na tvar
y=(z+C)* , D(f)=(0,00).

2. C' < 0 : Lze napojit na konstantni fefeni. Oviem nelze pouzit
y = (v + C1)? na (0,Cf) , protoze y' < 0, nesouhlasi se zaddnim, je to
feseni pfidané umocnénim,
Reseni tedy zapiseme takto :
a) y =0mna D(f) .
b) y = (VT + C1)? na D(f), kde C; € R~
¢) y=0na (0,C?), y = (vT + C2)? na (C%,00), kde C; < 0.

II. Rovnice homogenni a ty, které na né lze prevést
Predpis
¥ = fy.z).

a) Pokud pro funkei f(y,z) plati : f(ty,tz) = f(y,x), to znamend, ze y a
vystupuji pruno v podilu, lze zavést substituci

y = z(x)x,
y =2 (z)z + z(x),
kterou rovnici pfevedu do tvaru separovanych proménnych.
Priklad:
T y i3

= = —gr,
I

D(f) =R\ {0}, nulové feseni neexistuje, zavedu vyse uvedenou substituci

!
2z =56

z se odectou a zilistane rovnice ve tvaru separovanych proménnych, kterou uz
umim fesit.

dz dr
ez | z’
—e = —In|z| + C.

e ¥ =Inljz| + C.
y = —x In(C + In|z]).

b) Funkce na pravé strané je ve tvaru

a1+ by + e

fly,z) = i



e

3. ¥ = J/y. Opét viz Pozndmku 3, g(y) = /¥ a h(x) = 1.

1. krok

Zrejme [ = R.

2. krok

g je definovana v$ude (tj. na R), nulové je pouze v 0 (tedy méme Fedeni y = 0) a
tedy mdme intervaly J; = (—00,0) a J, = (0, 00).

3. krok
Integrujme:
i
vV ¥(x)
tedy
§ (r)r =X +C
B = '
4. krok
Vidime, Ze bez ohledu na znaménko y musi byt x + ¢ > 0, tedy x € (~c,00). Je-li
v < 0 (tj. uvazujeme J;), pak y = — (2(x +¢c))?. Jeliy > 0, pak y = (Z(x + c))?.
5. krok _
Vidime, Ze v obou pifpadech je lim =+ (2(x +¢))” = 0, tedy zde miizeme piilepit

x—(—c)*t
nulové redeni. Celkem dostaneme reseni

0, Xl ¢
Yig(x) = 5

+(2x+c)’, x>c.

A nesmime zapomenout, Ze navic je$té¢ mame singuldrni fedeni y;(x) = 0.

. Xy -y (1 + log X) = 0. Vidime, zZe pro x = 0 to neddvd smys], a tedy ani Zadné resSeni

nemiZe nulou prochdzet. Tedy zadanou rovnici mizeme podélit x. Dostaneme

¥ ( y
=2 (1+10g%). 3
¥= 97 (3)
Jednd se tedy o homogenni rovnici, a tedy pouZijeme substituci z(x) = 'E%l Pak

y(x) = xz(x), a tedy y'(x) = z(x) + xz'(x). Dosadime do (3):
z+xz' =z(1 +logz)
Tedy po upravé (jiz vime, Ze x mizeme podélit):

4

z—izlo z

To uZ je rovnice se separovanymi proménnymi, a tedy muzZeme postupovat podle
Pozndmky 3.

1. krok

Vidime, Ze pro x = 0 to neni definované, a tedy mame dva intervaly I; = (-00,0) a

Ig = (O,DO).



Reseni:

1. ¥" = |x|. Zde jde o prosté nalezeni primitivni funkce. Na intervalu (0, c0) méme
primitivni funkce ‘7) + ¢, a na (—00,0) funkce —5; + d. Je vidét, ze abychom tato
feSeni mohli v nule slepit pomoci Véty 1 je titeba, aby ¢ = d. Tedy dostdvame tedeni

I2
-~ 4+¢c, xe(-00,0
y(x) = 1.22 )
5+ & x £ (0, 0o)

pro libovolné ¢ € K. MiZeme to zapsat také jako y(x) = 1x|x| + c.

2. ¥’ = yx. Postupujeme podle Poznamky 3. Oznadme gly):=y ah(x):=x.
1. krok
Zjevné je funkce x definovand na R, tedy I := R.
2. krok
Funkce g je nulovd pouze pro y = 0, tedy méme jedno staciondrni reseni y(x) = 0.
Funkce g je definovand viude, a nenulovd je pro intervaly J := (—00,0)a s := (0, o).
3. krok

Integrujme!
y'(x)
S A I,
y(x)
tedy diky vété o substituci
52
log |y(x)| = 5 +c

4. krok
Nejprve se zbavime logaritmu.

5]
L5

xr

[9x)] = €7+ = eve.

Abychom si zjednodusili zépis, oznaéme d := e°. Konstanta ¢ € R byla libovolnd,
tedy d > 0 bude libovolné.

Nyni se chceme zbavit absolutni hodnoty, a pro to uz musime rozlisit, jestli reSime
pripad kdy y(x) € J1 = (—00,0) nebo y(x) € J; = (0, 00).

& w2
Tedy, na (0, c0) mdme y = de¥ . A vidime, Ze pro kazdé c je y(x) = e7* > (.

o2
Obdobné na J, dostdvdme pro kazdé ¢ € R tedeni y(x) = —de 7.

5. krok

'2 - r W r » s F o~ ”
JelikoZ FeSeni +e7 "™ jsou nenulovd, neni moZné navdzat na singuldarni Feseni, a tedy
se lepit nebude a v3echna fedeni dostaneme jako

pir) = de%

kde d je libovolné redlné ¢&islo. (Tim, Zze d volime libovolné redlné pokryjeme
vSechny moznosti. Singuldrni #esenf dostaneme pro volbu d = 0.)



748 13. DIFERENCIALNI ROVNICE

13.1.4 (Postup pfi feseni (13.2)). Necht £, & jsou spojité funkce redlné pro-
ménné. Pri hledani maximalnich fefeni rovnice (13.2) postupujeme nasle-
dujicim zpisobem.
(1) Urc¢ime maximalni oteviené intervaly obsazené v D(h).
(2) Najdeme viechny nulové body funkce g. Je-li totiz g(c) = 0, pak
na kazdém intervalu z 1. kroku je funkce y(x) = ¢ feSenim rovnice
(13.2). Témto fesenim se fika singularni nebo také stacionarni.
(3) Uréime maximalni oteviené intervaly, na kterych je g nenulova.
(4) Vezmeme interval / z 1. kroku a interval J z 3. kroku. Tedy # je
spojita na / a g je spojita a nenulova na J. Budeme hledat fesent,
ktera jsou definovana nékde v intervalu 7 a maji hodnoty v inter-
valu J. Je-li y(x) takové feseni, pak pro néj plati

¥ (x)
—_— s BTY,
g(y(x)) (x)

Necht H je primitivni funkce k h na I a G je primitivni funk-
ce k funkci ¢ na J. Existuje konstanta ¢ € R takové, ze plati
G(y(x)) = H(x)+c nadefiniénim oboru feSeni y, ktery nalezneme
v nasledujicim kroku.

(5) Nyni zafixujeme ¢ a nalezneme maximalni neprazdné oteviené in-
tervaly obsazené v mnoziné

{xel: Hx)+ceG(J)}
Na kazdém z téchto intervalti musi mit feseni tvar
y(x) = GTHH(x) +¢).

(Zde G je inverzni funkce ke G. Existuje, protoze G je intervalu
J bud rostouci nebo klesajici.)

(6) Zfeseninalezenych v 5. kroku a singularnich fefen{ z 2. kroku ,sle-
pime* vSechna maximalni feSeni pomoci Véty 13.1.2.

x 13.1.5. Priklad. Najdéte viechna maximalni fedeni rovnice y' = /1 — y2.

Reseni. V tomto ptipadé mame v rovnici (13.2) h(x) = la g(y) = 1 — y2.

(1) Protoze D(h) = R, budeme feseni hledat na R.

(2) Nulové body funkce g jsoula —1.Tedy y = lay = —1 jsou
stacionarnimi fe§enimi na$i rovnice.

(3) Maximalni otevieny interval, kde je g nenulova, je (-1, 1). Budeme
tedy hledat fe$eni s hodnotami v tomto intervalu.



13.1. DIFERENCIALNI ROVNICE SE SEPAROVANYMI PROMENNYMI 749

(4) Je-li y feSeni s hodnotami v (-1, 1), plati
y'ix)
I=y2(x)
Primitivnf funkce k levé strané je arcsin y(x) a pI‘il’l‘lIthDl funkce k
pravé stran¢ je x. Existuje tedy konstanta ¢ € R takov4, e

arcsin y(x) = x + c.

(3) Protoze hledame fe$eni s hodnotami v (—1, 1), pro pevné ¢ € R

mame
; T T
Ye(x) =sin(x +¢), xe€ (—5- ~Grg = c).
(6) chcmm singularnich feseni s fesenimi z bodu 5 dostaneme pro

C pevnéc € R max1malm reSeni
k“
IV 22N i ¥ & (coo % —c],
Ye(x) = {sin(x + ¢), .’(E(_%—C,%—c).
L, x€[% —c, )

13.1.6. Priklad. Najdéte viechna maximaln{ feSenf rovnice y’ = x ¥/y2.

)
g Reseni. Zadana rovnice je tvaru (13.2), kde h(x) = x a g(y) = V/y2.
(1) Protoze D(h) = R, budeme hledat feseni na R.
(2) Nulovy bod funkce g_]e 0, tedy y = 0 je stacionarni feseni.
(3) Maximalni oteviené intervaly, kde j Jje g nenulova, jsou (—00,0) a
(0, 00).
(4) Je-li y feSeni s hodnotami v intervalu (—o0, 0) nebo (0, o0), plati
pro néj rovnost
Y _

3y2

Primitivni funkce k levé strané je G(y) = By% (x), primitivni funkce

X.

r W 2 . - P
k pravé strané je H(x) = %-. Existuje tedy konstanta ¢ € R takova,

~
VA
2

3y 5 (x) = % +c.
(5) Vezméme nyni ¢ € R pevné. Pro intervaly J (0 oo)ald =
(—00,0) hleddme otevieny interval I, takovy, Ze % Edp E pro
x e l,.

® Necht J = (0, 00). Pak vyse uvedeny pozadavek dava tii moz-
nosti:
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3
~¢c>0, I, =Ray.(x) = (—ﬂ)
2 3
=<0,/ =(—00,—+/=2¢) a y.(x) = (_T_Jﬁ) s

-¢c=0,lc =(¥=2¢,00) a yc(x) = (ﬂ—i

® Necht J = (=00.0). Hleddme otevieny interval I, takovy, ze
+ ¢ C (-00.0) pro x € /. Toto je mozné pouze pro ¢ < 0.

3
Pak 1o = (—v=2c,v/=2¢) a ye(x) = ( = +c)

(6) Nalezena fefeni z bodu (5) a (2) nynf lze lepit dohromady v bo-
dech osy x, protoze

5 3
. I+
lim 2t 0
X—>t+/—2¢ 3

To nam dava naqleduycmh devét riznych typt maximalnich fese-
ni:

e y(x)=0,x eR,
.\'2 3
y(x) = (L;c) ,X€R,proc >0,

e proc <0,

i 3
y(x) = ('Tzﬁ) v X € (—o0,—+v—20),

0, X € [—=+/—2c,00),
e proc <0,
0, X € (—o0, —+/-2¢],
(—2—3 y X €(—+/—2¢,00),
e proc =0
0, X € (—o0, —+/—2c],

J.'z 3
) = (J}i) I = = |
0, X € [v/=2¢, 00).
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i ® proci,c2,¢2 0,012 ¢3 > c3,
o& ]

(—T—;E)B X € (-16;~—1ey),
0, x € [v/=2¢1,—/=2c3),
y(x) = < (—'12_23#)3 X € (=v/=2c2. V/=202).
0, x € [V=2¢2,/=2c3),
(_‘%ﬂ)?’ x € (v/=2c3,00),

® procy,c2 <0,¢1 = ¢,

2

3
(%i) . %€ (=00, ~x/ZTE7),
y={%_ , xelv2a-v=2al,
0

i

2

—2%'-) v X E(—=4/=2¢2,/—202),
. X € [«/=2¢2, 00),

® procy,ez = 0,01 = 3,

|>-r

X € (—o0,—4/—2c1),

22

3
3'?"55) , X € (—=/2c1,/20¢1),

0,
ym=<£ | X eV Vel
(

e

-2 X
3+L) v X € (v/—2¢2,00),

]

® procy.c2 =20,

2 3
(%;c) . X € (—00,—+y/—2¢1),
0 x € [/=2¢1. v/=2¢3],
2 3
(3_3—5) . X € (/—2¢3, ).

yix) =

+

&

13.1.7. Priklad. Necht p : (a,b) — R je spojita. Najdéte viechna maximal-
ni feSeni rovnice ' + p(x)y = 0.



Metody FeSeni vybranych Gloh z matematické analyzy

Pozadujeme-li, aby FeSeni spliiovalo rovnost y(xg) = yo pro néjakou dvojici
g € R, yo € R™, mluvime o poddtedni podmince.

Zafnéme s typem rovnic, k jejichZ fefeni nepotfebujeme o mnoho vice nez ovla-
dat nékteré metody hledani primitivnich funkei.

§29. Rovnice se separovanymi proménnymi. K zakladnim dovednostem
patii feseni diferencidlnich rovnic tvaru

(SP) y'h(y) = g(z),

kterym se fika ,rovnice se separovanymi proménnymi“. Predpokladejme, Ze funkce
h: J —Rag: I — R jsou spojité na otevienych intervalech J a I. Metoda feSeni
rovnice (SP) je zaloZena na pozorovani, 7e kazdé feSeni y = y(z) definované na
otevieném intervalu Iy C I s hodnotami v J musi pro néjaké ¢ € R spliovat na
intervalu Iy rovnici

Hy(2)) = G(z) +¢,

kde H'(y) = h(y) pro y € J, G'(z) = g(z) pro x € I. Naopak, ma-li néjaka
funkce y vlastni derivaci na I a splituje-li uvedenou rovnici, pak je feSenim. Je-li
H prosta na otevieném intervalu Jy C J (napfiklad pokud funkee h nenabyva na
Jo hodnoty 0), pak v8echna maximalni feSeni (SP) s hodnotami v Jy jsou tvaru
ye(z) = Hy*(G(z) + ¢) na maximalnich otevienych intervalech obsazenych v U, =
(G +¢)" (Ho(Jy)), kde Hy je restrikce H na Jy.

Jak pou#it toto tvrzeni (éi pozorovani) si ukdzeme na FeSeni konkrétnich pfi-
kladd. Také ukazeme, jak lze nékteré ulohy, které nejsou tvaru (SP) fesit pomoci
uloh, které tvar (SP) maji.

Poznamky.

1. Vi$e naznafeny postup fefeni ukazuje, Ze k fefeni (,integrovani®) rovnice ve
tvaru (SP) je potfeba pfedevsim najit primitivni funkce k funkcim g a h.

2. Jak uvidime v §31, rovnice se separovanymi proménnymi ve tvaru (SP) jsou
specidlnim pripadem rovnic v exaktnim tvaru.

Piiklad Najdéte vSechna feSeni diferencidlni rovnice

y'y =

Reseni. Funkce g(x) = 2% a h(y) = y jsou spojité na R. Najdéme néjaké primitivni
funkce k funkcim g a i na R. Jsou to napfiklad funkce G(z) = %:1:4 a H(y) = %yg.
Funkece y definovana na otevieném intervalu [ je tudiz feSenim na8i rovnice, pravé
kdyZ ma vSude v I vlastni derivaci a existuje takové c € R, Ze

¥ 1 _ 1” )
(*) E(y(:‘c))2 = ~4—.L’1 + ¢, x el

Funkce H ovsem neni prosta na R, maximalni oteviené intervaly, na nichz je prosta,
jsou J; = (—00,0) a Jp = (0, +00). Hledejme nejprve feseni s hodnotami v J; nebo
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Obycejné diferencidlni rovnice 5.

v Jo. ProtoZe obrazem kazdého z intervalt Ji a Jo pii funkci A je interval (0, +00),
plyne z (*), Ze feSeni s hodnotami v .J; nebo J; jsou definovana na intervalech
obsazenych v mnoziné {z € R : +a* 4 ¢ > 0}. To jsou intervaly:

R pro ¢ > 0,
(—o,0) a (0,+00) pro ¢ = 0,

(—o0, —v—4c) a (V—4c, +00) pro ¢ < 0.

Na téchto intervalech maji tedy FeSeni tvar

1 /
y(x) = 1;‘51.'4 + 2c nebo y(z) = -y %J,’ + 2¢.

Zbyva zjistit, zda tato feSeni jsou maximalni, a pfipadné z nich maximélni FeSeni
poslepovat.

ReSeni piislusnd ¢ > 0 jsou maximalni, protoZe jsou definovana na celém R, a
neni je proto mozné jiz prodlouzit. Uvazme déle FeSeni pfislusnd ¢ < 0. Ta jsou
definovéna na intervalech (—oo, —+v/—c) a (y/—¢, +00). Jeden krajni bod je —oo
nebo +o00, a tedy pfislusnym smérem FeSeni prodlouZit nelze. V druhém krajnim
bodé ma feseni limitu 0, a tudiz pfipadné prodlouzeni tam musi mit hodnotu 0.
Z rovnice ovSem plyne, Ze hodnoty 0 miZe FeSeni nabyvat jen v bodé z = 0. To
v3ak neni nas pfipad, a tedy i feSeni pfisluind ¢ < 0 jsou maximélni.

Zbyva prozkoumat feSeni pfislugnd ¢ = 0. To jsou Feeni

yi(z) = %w% z € (0, +o00); ya(z) = ——%:32. z € (0,400);

ya(z) = %wz, z € (—o0,0); ya(x) = _\/1_53’,2' z € (—00,0).

V8echna tato feSeni maji v bodé 0 limitu 0 (pro y; a y» uvazujeme limitu zprava,
pro y3 a yq limitu zleva), proto funkce, kterd bude definovina jako y3 nebo y4
na (—o0,0), jako 0 v bodé 0 a jako y; nebo y2 na (0,+oc) bude feSenim nasi
rovnice v pfipadé, ze v bodé 0 bude mit vlastni derivaci. (Pak ma totiZz vlastni
derivaci v kazdém bodé R, na (—oc,0) a (0, +00) rovnici spliiuje, protoze se tam
shoduje s néjakym fesenim, a v bodé 0 ji spliiuje téZ, o Eem7 se snadno piesvédéime
dosazenim.) V naSem piipadé pro vSechny ¢tyfi kombinace vyjde v 0 derivace 0
(napfiklad proto, Ze ,slepené* funkce jsou v bodé 0 spojité a viechny z funkei
Y1,-.-,y4 maji v bodé 0 z prislusné strany limitu derivace rovnu 0). Dostavame
tedy ¢tyfi maximalni Feseni:

2

Y (z) = z €R; z°, zTER;

1 2 M
vz v =-7
1 1
y3'(z) = EJ:L}:L r e R; vy'(z) = —Ea:|m|, rz €R.
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Metody feSeni vybranych Gloh z matematické analyzy

Vsechna maximdlni FeSeni jsou tudiz tato ¢tyfi a vySe spodtend fefeni piislusna
¢ # 0 (pro ¢ > 0 je to jedno feseni definované na R, pro ¢ < 0 dvé FeSeni definovana
na mensich intervalech). [ |

Pifiklad Najdéte vechna feSeni diferencialni rovnice

1
!
cosy = ——,
y y cos?

Reseni. Funkce —%— neni definovana v bodech 5 +km, k € Z. Navic si v§imnéme,
zZe rovnice nemuze byt splnéna, pokud y = T+km, k€ Z. Prokazdéfeseniy: I — R
musi proto platit I C Iy ay(I) C I,, pro néjaki k,n € Z, kde I}, = (—F+km, 5+k7).
Uvazujme k,n € Z pevna.

Ozna¢me gy, restrikei funkce —4— na Iy a hy, restrikci funkce cosy na I,,. Na-
jdeme néjaké primitivni funkce Gy: Iy — R ke gx a Hp: I, — R k hy,. Napf.
Gr(z) = tgw prox € Iy a Hy(y) = siny proy € I,,. Resime nyni pro ¢ € R tilohu na-
jit v8echny funkce y = y(z) definované na maximalnim mozném otevieném intervalu
I C I s hodnotami v I, tak, aby byla splnéna rovnost siny(z) = tgz+cproz € 1.
Nutné musi bt tgz+c € (~1,1), a tedy @ € (kr+arctg(—1—-¢), kn+arctg(1—c)).
Resime-li rovnici sin Ykem(T) =tgax+c,prox € I}, a Yk,em(x) € I, dostavame, Ze

Yk,e,n(2) = nw 4+ (—1)" arcsin(tg  + ¢)
na intervalu (km + arctg(—1 — ¢), kw + arctg(1 — ¢)) jsou vechna maximaln{ fegeni

dané rovnice.
|

Priklad Popiste viechna neomezena maximalni feeni rovnice

Reseni. Rovnice neni ve tvaru uvedeném na za¢atku tohoto paragrafu. Budeme-
li se oviem zajimat o feSeni (ne nutné maximélni) y: (a,b) — R, kterd na (a, b)
nenabyvaji hodnotu nula, mfizeme ziejmé Fesit rovnici y’;l.; = 2. Vyse popsani
metoda vede na rovnici

—?1; = arctgr + ¢, kde ¢ € R.

Pokud je tedy pro néjaké ¢ € R funkce arctg x + ¢ nenulové na intervalu (a, b),
Jje funkece y(z) = —m feSenim na$i rovnice na tomto intervalu. Vratime-li se
k nasi piivodni rovnici, povS§imneme si, 7e identicky nulova funkce je jejim FeSenim.
Dale si povimneme, Ze 7adné z nenulovych feSeni nem4 ani v jednom kra jnim bodé
limitu nula. Proto neexistuje feSeni, které se rovna nulovému FeSeni na néjakém
intervalu a jinému fedeni na jiném intervalu (zkuste si to promyslet podrobné). Pro

50



36\ LA*:.K(‘QH %(‘(\:4

Dn = (—eToN T =\,
e lé ke Y = (0=0)
[ 5= {xexol
REES 47¢" g o Per.p. S;cg"g,(,( = xe¥- KC"@’V
ey — Mcx) " v ‘ . .
/&A(lal = xe¥ &2} &G{Q ute VeeX ~ <@l ~C
4l < g gxete? Lo Gl =
W = b €D [ | G52 =
ce le\fot
poelia,
(1) =
%4) 1 $&¢ sz’%p I Qf?-'li"d‘"k ﬁ(% e
e LR Pl Y < A
‘2)0\? = CC
EI el



(3B %'(sz)-- A -4 ¢ T=r =k,

Liwg' gl Pesewd

-;_J(o\)a?anxx-} < =

2.
/{ n 'fi} {
f Zg‘é‘ vy = |
el = 1 ot & + 4
Lo~ i w5
é) é = ~ g;.r.ﬁ'mw-{
6(‘5:%) éq‘vnﬂwu‘o(’a‘nu P
- -y e¢eX
"{ & Q.\Q&“‘ X +> < T i"
bu(-8)e x ¢ buw (5 -2)
Zea'vek -
Soiseg 4 = @daux ) ockew Xe (-0 b (F-¢)

0853 %N K&C&L‘A (%*E\lw)



) T =R,
3¢ ‘y: E“IUYS'\‘L(% f&(ﬁ\:‘? v
= \:5“ = (O\ W A+ 2
: WYude VoS 2eiiwa e
- hutowe PLIS ; ‘U - i L, 2
¢ ok B y Wor e <. (e w:’c,.qih
——-'(_ . { ] 0w ._/(
G‘é) &)&‘.“3 C[& = K%-ux oA x j {:né! R i'u.: :___i{!- c’*,& ) 3 .l ﬁ-'\-z
™ A N """t'xos?~& A= 2
4 A-H..pt} < X)
5 = —unx +k l&\Q Z= "-’.‘-‘53
2 A—car \
\;-l\ ds .
64/05:05 VEL—>\ %‘V\ — X & /lZ) ]'E._\ h'“aal&
i E
,izu | 4--'_41::%]: QO(DX *lL
% =2 | R |
4_4-(433 } 4 Pk 2 ™ ,,f_c,:._L&
) A'“‘a = €
R e B 20 NeZ
&_\%’ deen X |
Aty ~ £ o - : S
¥>¢> P \ SO
4‘*@!‘-‘:; = k 2 Lok B Wka k .ZCJD)(
m%(/l LQC&"D") _ Lc?oom(_ y
2
(,m,& = i LupX
&é?un&+/{ Ve @A f’ 0
- P ¥
L T
\:} Lo e
Ay 4/
< A
Fop rews
?WWL ‘4(. *.'-‘_‘(_{
oy
v LA O 2 ALt &+ lpoLQ Py L0 Ot
Ok
O £2¢
« &dg20 t-A 2= ) pz=Le A ““p’x"



T@A& i ke A k> O
= cemn —_—
% L€ 4
a6 Y= b e
?odhh‘\«ln : {& (o) = % 4 = 0 /wu"gE
?
OC Lo ce -1 - —E\ i LetA
z —_ =
Le s 4 <L_e,?¢4
A _upx
| = C ~ 4
200Gk %(x):—_ 0w C ey cf-._______ y
1“4 4 =4

T2

S e sttt e
ety

=
"
TP

.



- W (
1=t ko Yoz 4
A de D
%< Ux oy
3] ) () 0 e (~00(4)
g Ty T ( 4,) =
_ 'E_( Ely L 2
7. »(-c,p " T X LE zeln
3'(/1%92‘ ) "-),-(:xe P—g 2
G
0 (4__%01 i (&_ %Z)S
(4“‘%‘) = -|_- (C‘ &f\'ﬁ
4 & \i(&-’-‘;):‘ = ‘-g, Celp . gz -Ez ¢ \xl
Ee&\aw . C £ ,‘wf%g ( P'ra'“édu“r‘ 4%()&“—( cod . k)
» C."".s() — 3¢ & m,
xa(-ﬁxyg‘-)
N XS ~ VN
* P x—;-‘-’\Ec Loy febntong o Atm =
e
- ’\Outﬁ.ﬁ.uu X—’J‘"“t
PRATA \&D = -
x 2 Ve

fal =
Y
I
. "
. .
-
~
m™
|
A%
—
[
X
"~ =
]
™
57 i
n /
&
<
o
2]
L

1
Iﬁz: - X
T VERT ke )
y
&:‘Cﬁm



&) RLeaboe

(éj Qﬁlvé"‘- -

£k ey
T ik ~N A 551_ > o (ch‘:)) = (op0)
: & AT (owy = (o) )
- (5 o

W W
e >0 x> -4k b\ > N4y

v 44O s> N4y xe(VTE )
W e ap xe(Co- TR)
—_
e =0 xelp
34 = %C.u.é)?' Xelp L) sto (qu’vap &Cek"*é'(
M g5 amk. )
(A = O xe (w2 - \mk] v 0
‘ ot 2 -
(-L( "k\ K&(x\)_ﬁ&t qz,)
%3-5 L) ke G- V@)
“ e C\]-\qé\uS
e s (5 <t xe oo i)
2 &y, Ty
(% *‘(\z (Ve 02)



r | A
u - ) 2u .
'é"’f@ % g ';] Fou X _%M;Co\ukvr\ Bael) ke &
%(L%) JATA v
Zull .
éb loye bo S nkeh M
AT DLé E A = (o)
1= = (A )
A {
A . —
j Laiua 9 K Fu A = ’"i(’@ﬁ mivald @d\
1
g A fluy | = =4 g, | 1t x
-3 B e e cel,
G ( )
L
3 > unx #1 X$ Iho be
& (o) =t Lo d-4 4 giar bR
(3'7(’“003 :\’xk
SRURDEY
*
Muil = pt } 1 sl
o T4+Gn .«
>0
Au ~ 1~ oy x
3 ) ‘f.; ( ’”'wax)
cl\ 30y
2, () . = ' (i;'cib"i-
Tlgw 3 - 8(‘ At e 5 ee R\N263  xtlm ek
. o] o e
- \ L__i_ i —-‘\--_. ' .

B e R et I

xe( 042, Tt 12k nr)

~&( wazem, 2R+ wER

>0



ke

X & (~ 0o ’Zga] o
\
X & (ko ww‘zw) ¢ <R 203
e
Xe [ WAden, em?‘;_n) _
)CG(__‘ZI.Z‘-{»ZEQI ) ¢ elb\30 3
x e (Wb, 2w ar @) biae R\30%
x & (204 2200, L™ ¢ QLK
| a Vel e#

x e (2m szw"Bu‘*:lew)



m
AN %(';p
X el %°EO 5. Gk
4 #0  ma (- 0 0)
(o, =) R
E ed
— 4 -
3 e%-){ a - S C/EY
ot
33 Tt
2 (‘f .-_{_)'?_
\__\,_\_,
é—(tmoo)
> (e4-)* = ")“(j‘t s h‘d% i
(edn )\ x2 33
( i) \ pner pRc 00MERoveb W
4 = [ ve——
€ = e \I(%z*é)?’ > O

AFSTN % ) %(43 m)
-~ %:&A(ﬂ#m)

EL_O xe C“Ml‘-:-’s'z_ ) /_’ _“-—"“‘—"‘———=-_._-————__________Hﬂ
]

xe (G 7/
PO L (4~ JE G e

R L L Ef 5k e e

R | L el

3=y X" >0 X1 ¢ Jaag

L 0

cb% <k ¢y 4= Lu (4 - \)\,\ | k&(‘\|3~%2\m>
pv kLo x € (= a3 - 3=

ol = TR Py




Wee G pens:
%o = 0 x &R :

T Iu (4 ¢ \]\-) xell . ksO
Yo = Au (4~ V) xQ(Hm\m)l_k e (04 )

L‘h n\kf-hp ;(_Rrb;_:__l A = 0O

=383
el St
% R\ 13
mh;kfm:@( VR c<o T ’1:.'"":‘. B e )
Lmzlula - P) - —m:zo Liws o (fhterd
— S
Lowa W : Liw oy N gm‘ :
ua e | ,\ﬂs% k <O €£O 07zl @M
g1
3:§ B Y xe Gl IRy) _g&:‘{ N -3 ~TR)
0 x & [..\}?él “ ) .é o E‘ml OO)
%ag o KG—(‘&D(J?Z] c O (ﬁwtmj
2t , # -
S A A )
Z«L
%- 5(’ % *e (oY1)
;;: & T, T
(;]*xg ‘c:o)
. -
% x e (~oo l-‘mj 2y xe@_wﬁe,\.ﬁe)
1= © (-1 .J‘F‘le] W€ gb EEE,R{]
2, =" lm:‘, 2% W,m)
& e TR~ TR
- A { . =, V=B



Chapter 3
Applications of first-order ODEs
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3.4 Mixing problems . .. ....... R 32
3.5 First-order model of supply and demand ... ....... 35

3.1 Radioactivity and Carbon dating

There are three isotopes of Carbon: ?C, 3C and "C. Almost all Carbon is made
up of the first two (*?C and ®C) because C is radioactive: it decays with a half-
life of 5730 years to form *N. Although it decays quite quickly, it is constantly being
produced in the upper atmosphere by the action of cosmic rays. The equilibrium level
of 1C is about 1 part per trillion (102).
When an organism dies, it ceases to absorb Carbon from the environment, so the
amount of C it contains will decrease as this decays radioactively. The time since the
death of the organism can be estimated by measuring how much C there is left.
Let z(t) be the proportion of C at time ¢. In a short interval é¢, the concentration
will decrease by an amount proportional to how much is left, and to the length of the
time interval: '

z(t + 0t) = z(t) — kx(t)6t

where & is a positive constant. Rearranging:

z(t + 6t) — z(t) _

—kx
ot !
and taking the limit of small §t (see chapter 1):
% =—kzx  with 2(t) = 2o. (3.1)
«
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3.1 Radioactivity and Carbon dating

We can solve this separable first-order ODE:

fl@df=fldx = */kdt+0
T dt T

loglz| = —kt+C
13:' . 6Ce-k‘t
Use the fact that z > 0 and set A = ¢C;
z = A

We can now use the initial condition z(to) = z, to find A:

xo = Ae Mo, A = gyef

which results in the solution for z(t):
T = gge~kt-to), (3.2)

Graphically:

The half-life 7}, is the time after which half of the C has decayed. So, from (3.2), at
time tD + Th: N

z(to+ Tj) = % = goe~*OHTh=10) — 5 o~KTh,
or ¥

5 log 2.

For C, T}, = 5730 years, so k = 77 log 2 = 0.000121 /year.

T,



Chapter 3 — Applications of first-order ODEs

Example: A fossilised bone is found to contain 0.1% of its original C. Find the age
of the fossil.

Solution: Let t be today’s date, and suppose the fossil is T' years old, so it was
fossilised at time to =t — 7. At this time it had zo *C, and now it has 0.001z,.

2‘.(t) = 0.001zy = _T;Oe—k(t_fﬂ) — .'I-'{)f’?_kT,

which we can solve for T

i % log 0.001 = -i- log 1000 = 57100 years.

T ——4
Example: A nuclear breeder reactor produces waste that contains (amongst other
things) the isotope %°Pu (Plutonium-239). After 15 years, the initial concentration of
#9Pu in the waste has decreased by 0.043%. Find the half-life of the isotope.

Solution:

Example: A sample of thread contains 10'° atoms of C. How many disintegrations
per second will there be?

Solution: % = —kaz, so there are 0.000121 x 10'° disintegrations per year, or 0.04

disintegrations per second.
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