C'(z)e” ez C(z)Pe” Jipaz PC(z)e” SR _ 0,

po tpravé dostaneme

Cllz) = el 7%= (22)

To je diferencialni rovnice pro funkei C(x), jejiZ fefeni je moZno napsat
ve tvaru

Cz) = / Qel P7dr + K, (23)

kde K je libovoln4 konstanta. Dosadime-li tuto funkci do rovnice (20),
obdrzime

y= o= J Paz (K+ /Qefpdmdm) , (24)
coZ je obecny integral dané diferencidlni rovnice.

Piiklad 5 — variace konstant — 1

Reéte rovnici 4’ + v = ¢* metodou variace konstant.

Reseni
1. Nejprve fesime pfisluinou homogenni rovnici ' +y = 0 metodou separace
proménnych.
d
b —dz,
Y ;
y=Ce %,

2. Predpokladame C' = C(z), potom y = C(z)e ™%,
y' =C'(z)e”® — C(z)e”*. Po dosazeni do ptivodni nehomogenni rovnice

C'(z)e™ — C(x)e ™ + C(x)e™ = ¢,
Cz) = &%
C(z) = %ezx + K,

kde K je libovolna konstanta.

Pak y = (%eh + K) e~ %, neboli

I .
Y= 561 + Ke™ ™.
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Dosadime do rovnice a dostaneme

u' e~ IPEAx = g(x)

u= fefp(x)dx'q(x)dx+]{
&= (f el PO . glayda+ K) o[ P

Muzeme si vS§imnout, Ze v obou postupech jsou pocitané integraly stejné.

5.1 Resené tlohy

x(x+2)
Piiklad 5.1 y —xy=e 2
Regeni DR
zkracena LDR
y' —xy=0
to je DR se separovanymi proménnymi
1 dy
Yy ax "
| 4 B
—=dyi= | xdx
¥
2
Iny=—+¢C
ny=- +
x2
y — Ce?
to je obecné feSeni zkracené LDR, nyni nalezneme obecné feseni iplné LDR
xZ
y=C(x)-e2

derivace bude;

x? S o
y'=C'(x)-e2 +C(x)+e2 -x
xZ
7

xZ
y'=C'(x)-eZz +xC(x)-e

33



dosadime do zadéni

x2 x(x+2)

x2 %2
C'(x)-eZ +xC(x) '8_2—] —-xC(x) ez =€ 2

x% x2+2x
C'(x)-eZ =¢ 2
2x
C'(x)=e2
C'(x)=¢e*

Cix) = fexdx= e*+K
JC2
provedeme dosazeni C(x) doy = C(x) - ez a dostaneme
x2
y=(e*+K) e?Z
kde x € R, K € R. '

Grafické fe$eni pro C = -5,-3,-1,0, 1,3

Kdybychom vykreslili v8echna feseni, pak by kfivky vyplnily celou rovinu.
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toto je obecné feSeni zkracené LDR, nyni nalezneme obecné feSeni iplné LDR
y = C(x)-sinx
derivace bude
y' =C'(x) - sinx + C(x) - cosx

dosadime do zadani

sinx
[C'(x)-sinx + C(x) - cosx] - —C(x)sinx =1
cosx
160 sinz’x_1
& COSXx -
COSXx 1
C(x)=f A Rk o 4
sin® sinx

provedeme dosazeni C(x) doy = C(x) - sin x a ziskame

1
y= (—Sinx+K)-smx
y=K-:sinx—-1

kde x # (2k + 1)%,1( eR.

Grafickeé feSeni pro K =-5,-3,0,3,5

Kdybychom vykreslili viechna fedeni, pak by kfivky vyplnily celou rovinu kromé
pfimek x # (2k + 1)%.
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kde wu(t,c) je obecny tvar FeSeni pfislusné homogenni rovnice a w(t) je jedno partikularni
feSeni rovnice nehomogenni. Pfipomefime, Ze u(t,c) = cexp([ h(t)dt). Partikularni feseni ne-
homogenni rovnice miiZeme ziskat metodou variace konstanty. Uvedeme stru¢né princip této
metody, ktera se pouZiva i pfi FeSeni ostatnich linedrnich diferencialnich rovnic a jejich soustav.

Metoda variace konstanty je zaloZena na tom, Ze existuje feSeni nehomogenni rovnice,
které ma obdobné vyjadfeni jako mé obecny tvar feSeni homogenni rovnice wu(t,c), kde je
konstanta ¢ nahrazena vhodné zvolenou funkci c(t). ReSeni nehomogenni rovnice hleddme ve

tvaru
(43)  w(t) = c(t)e] MO ¢ T,

Dosazenim do nehomogenni rovnice dostaneme rovnici
(el PO 4 cyh(t)e] HOE = p(t)e(t)ed PO 4 (1)
a odtud ziskdme podminku pro nezndmou funkei c(¢) ve tvaru
Cl(t) e q{t)e_fh(t)dt.

Je tedy
= ] g(t)e S hgy

a tudiz

(4.4)  z(t) = z(t,c) = ceJ HO 4 o[ hD)dt ( / a(t)e ] h(t)dtdt) =

V neuréitych integralech ve vzorci volime jednu z primitivnich fukei. Obecnost FeSeni je zohled-
néna v konstanté c.
Redeni Cauchyovy tilohy
2 =h(D)r+q(t), zlr)y=£€

miiZzeme zapsat obdobnym vzorcem. Za primitivni funkce volime funkce horni meze s poc¢ateéni
mezi 7. Dostaneme vzorec pro feSeni ve tvaru

(45 a)=2E7E)= fef: AT /t A rdro(s)ds, t e T.

Prvni séitanec je feSenim homogenni rovnice s po¢ateéni podminkou z(7) = ¢ a druhy je
Fefenim nehomogenni rovnice s nulovou pocateéni podminkou.

ReZené tlohy k odstavci 4.

1. Uloha: Uréete obecny tvar FeSeni rovnice a feeni Cauchyovy tilohy

3 2
= Tty z(1) = 3.

Reseni: Rovnice je nehomogenni line4rni diferencidlni rovnici tvaru (4.1) a jeji fefen{ ma
tvar (4.2), kde funkei u(t) uréime postupem z odst. 3, (vzorec (3.2)) a funkei w(t) metodou
variace konstanty z odst. 4, (vzorec (4.3)).

Pfislu$na homogenni rovnice je

3
7 = _EE’ t € (0,00) nebo t € (—00,0),



tedy pro jeji FeSeni wu(t) plati:

/
3
fz((:))dtz—f Zdt = Infu(t) = ~3lalt] +Inc’,
tedy

ult,c) = tig t € (—o00,0) nebo ¢ € (0,00).

Regeni w(t) nehomogenni rovnice budeme hledat podle (4.3) ve tvaru

w(t) = %, t € (—00,0) nebo t € (0,00).

Po dosazeni za w(t) a w'(t) do feSené rovnice dostaneme:

w(t) = C—t(;fl W' (t) = % _ 3% .

d(t) c(t) 73(3(15) 2 o -

tedy
2
w(t) = 2 t € (—00,0) nebo t € (0, 00).

Dosazenim do vzorce (4.2) dostaneme vzorec pro obecné feseni

2
zlt; o} :t%+t_2’ t € (—o0,0) nebo t € (0, 00).

Pro fegeni ptislusné Cauchyovy tilohy dostaneme podminku:
t=laxz=3=>3=c+2=c=1.

Je tedy .
ik
b=yt 1, 8 = 3 + ok t € (0,00).

. Uloha: Uréete obecny tvar feSeni rovnice a Feseni Cauchyovy tlohy

1
‘= ztgt + —, z(0)=2.
z’ = xtg +cost z(0)

Reseni: Rovnice je nehomogenni linearni diferencidlni rovnici tvaru (4.1) a jeji feSeni ma
tvar (4.2), kde funkci u(t) uréime postupem z odst. 3, (vzorec (3.2)) a funkei w(t) metodou
variace konstanty z odst. 4, (vzorec (4.3)). Funkce tgt a agls_t jsou spojité v intervalech
((2k —1)%,(2k +1)%), k je celé &islo, a v nich bude mit rovnice feSeni.
P#isluind homogenni rovnice je

T = xtgt,

pro jeji feSeni w(t) plati:

C*

/(1)
= dt = Infu(t)] = —1 Inc* =
r / u(t)dt /tgt = In|u(t)] n|cost|+1Inc ln\cost|

tedy

(o)== %, te ((2k—1)—, (2k + 1)%), k je celé ¢&islo.

b

8



Reseni w(t) nehomogenni rovnice budeme hledat podle (4.3) ve tvaru

w(t) = 29

cost

Po dosazeni za w(t) a w'(t) do FeSené rovnice dostaneme:

_olt) = G0 csint

t) = =2, =
w(t) cost cost cos?t ’
c(t c(t) sint c(t) sint 1
(t) (t) = (£) &in + =soplld) = |
cost cos? t costcost cost

tedy

t
élt) =1 =git= — te((2k— 1)%7 (2k + l)g), k je celé &islo.
Dosazenim do vzorce (4.2) dostaneme vzorec pro obecné feSeni

t
z(t,c) = a)%—t +— te((2k- 1)%, (2k + 1)%), k je celé &islo.

Pro feSeni pfisluné Cauchyovy tlohy dostaneme z podatecéni podminky
t=0,z=2=>2=¢

je tedy
2+t T T
N=@(B0, ) =——, 1 € [~=,=)
=0t 0 d) cost’ ( 2’2)

. Uloha: Uréete obecny tvar feSeni rovnice a feseni Cauchyovy tilohy
=z+e, 2(2)=-3.

Reseni: Rovnice je nehomogenni line4rni diferencialni rovnici tvaru (4.1) a jeji feseni mé
tvar (4.2), kde funkci u(t) uréime postupem z odst. 3, (vzorec (3.2)) a funkei w(t) metodou
variace konstanty z odst. 4, (vzorec (4.3)). Rovnice je oviem také linearni diferencialni
rovnici s konstantnim koeficientem tvaru (5.1) se specidlni pravou stranou tvaru (5.4).
Reseni homogenni rovnice je ddno vzorcem (5.2) a funkci w(t) lze najit odhadem podle
(5.7). Zde uvedeme obecny postup feseni a miiZete jej porovnat s tilohami v odstavci 5.

Pfisluéna homogenni rovnice je
=z teR,

pro jeji feSeni u(t) plati:

w'(t) . _ *
f umdt_/mm In[u(f)| = t + In¢”,

tedy
u(t,c) = ce’, t € R.

Reseni w(t) nehomogenni rovnice budeme hledat podle (4.3) ve tvaru s

w(t) = c(t)et, t € R.

Po dosazeni za w(t) a w'(t) do FeSené rovnice dostaneme:

w(t) = c(t)et, w'(t) = (t)e' + c(t)e’,



dt)e +c(t)el =c(t)e' +et = =1=c(t) =t

tedy
w(t) = te* € R.

Dosazenim do vzorce (4.2) dostaneme vzorec pro obecné fefeni

z(t,c) = ce* + te', t € R.

Pro feeni pfisluiné Cauchyovy tilohy dostaneme z poéateéni podminky
t=2, 1=-3=-3=ce’+22=>c=-3¢2-2

je tedy
z(t) = z(t;2,-3) = (t—3e™2 — 2)e’, tER.

NefesSené tlohy k odstavci 4.

1. Uloha: Uréete obecny tvar feSeni rovnice a FeSeni Cauchyovy tlohy

) 4t i

=TEritteErT

z(0) = -3.

3 s 3
[S[?(t, C) = (T.T.hl)? + ﬁf_{%{, :L'(t) = x(t;(): _3) = (t2+31)2 &5 3(;521?)2: te R]

2. Uloha: Uréete obecny tvar FeSeni rovnice a feSeni Cauchyovy ulohy

o = —2tx +2tet, z(1) = 4.

[z(t,¢) = ce™® + 2", z(t) = z(t;1,4) = (de — 1 + t2)e~", t € R]

3. Uloha: Uréete obecny tvar feSeni rovnice a feeni Cauchyovy tlohy

2 t—1
'=Zz+ =, z(1)=5.
o= - (1}

[z(t,¢) = ct>+3—t, t € (0,00) nebo t € (—o0,0), z(t) = z(t;1,5) = Ht*+5—1, t € (0,00)]

4. Uloha: Uréete obecny tvar FeSeni rovnice a fefeni Cauchyovy tlohy

' =-t?z+t2, z(0)=1.

[z(t,c) = 1+ ce™3%, z(t) = z(£;0,1) =1, t € (—o00, 0)]

5. Uloha: Uréete obecny tvar fefeni rovnice a feSeni Cauchyovy tlohy

zl1) =2

[z(t,c) = £+ 3, t € (—00,0) nebo (0,00), 2(t) ==z(¢;1,2) =3 - 3, t € (0,00)]

10



Diferencialni rovnice 9

In|y|=~[ P(x)dx+InC

Reseni upravime vyuzitim pravidla o sklddéni vzajemné inverznich funkei a pravidel pro
pocditani s logaritmy:

7_fP(x) dx

1nly|=lne +InC
In|y|=In R
e CeujP(x) ds (2)

coz je pfedpokladany tvar feSeni. Je to ¢ast fesent, kterd odpovida zkracené rovnici.

Je ziejmé, ze vyjimecné feSeni linearni diferencidlni rovnice nema4, protozZe feSeni y =0
(vyplyvajici z podminky y # 0) dostaneme dosazenim za C' =0 do vztahu (2).

Pravou stranu QO(x) do feSeni zabudujeme nasledujicim postupem.

1I. Druhy krok se nazyva variace (zména) konstanty. V obecném feseni (2) bude misto konstanty
C funkce proménné x: C=C(x)

Dosadime za ni do (2): SO EP e

Derivujeme souéin: y' = C"(x){I FEE oo (x)e_j Pe) dx.(—P(x))
Zaya y" dosadime do zadani:

C'@e PO 4 ce PO E (_pi)+ Pr)C(e PO % = o(x)

Nasleduje kontrolni krok: s¢itance s C(x) se vzajemné musi vyrusit, zistdva pouze s¢itanec
s derivaci C’'(x).

“jPyax _ O(x), upravime C'(x) =Q(x)e

a odtud vypocitame integracni konstantu Clx)= j QO(x)e

Cr(x)e _[P(x)dx

Py g

I11. Obecné fedeni zadané linearni diferencialni rovnice ziskdme dosazenim vypocitané konstanty
do pfedpokladaného tvaru feseni (2):

y=([ 0l PO E e 1 gy PR |

PR A7 -V redte dlfrenolalnE Rovnich Vi i 52 e o)

Reseni: Budeme dodrzovat vy$e uvedeny postup I. — I11. uvedeny v 7.2.4:

I. Vyfe$ime pfislu§nou zkracenou rovnici ¥ —57)) =0,
kterd je vzdy separovatelnd. Vyfesime ji proto postupem uvedenym v 7.2.2.
&2V _5
dx x
@ = ¥ ! dx
i x

dy=5—ydx |i, y#0
x y

L
y X

Jarmila Dolezalova



Diferencialni rovnice 10
d 1

[LosfLa
y X

ln|y’:51n|x|+lnC

Reseni upravime vyuzitim pravidel pro po€itani s logaritmy:

ln|yi=ln’x5’+1nC
ln|y,z]n C‘xsl

y=Cx’, 3)
coz je pfedpokladany tvar feSeni. Je to Cast fedeni, kterd odpovida levé strané rovnice.

Je zfejmé, Ze vyjime&né feSeni linearni diferencidlni rovnice nemd, protoze feSeni y =0
(vyplyvajici z podminky y # 0) dostaneme dosazenim za C =0 do vztahu (3).

Pravou stranu Q(x) = x? do fedeni zabudujeme nasledujicim postupem.
1. Druhy krok se nazyva variace (zména) konstanty. Obecné feSeni (3) bude mit misto konstanty
C funkci proménné x: C=C(x).
Dosadime za ni do (3): y=C (x).x5 ,
derivujeme souéin: V= C'(x)x5 + C(x).5x4.

5
. (. j 5C(x
Zay a y' dosadime do zadani C (x)x5 + C(Jc).Sx4 2 =x?
Nasleduje kontrolni krok: s¢itance s C(x) se vzajemné musi odecist, zistdva pouze sitanec

s derivaci C'(x): C ’(Jc)x5 =x2,

I

upravime C'x)=—7=x
%

-2
a odtud vypoé&itdme integracni konstantu C(x) = | C'(x) dx = =X k= —L+ K.
P 5 o
= X

I11. Obecné feseni zadané linearni diferencidlni rovnice ziskdme dosazenim vypocitané konstanty
do pfedpokladaného tvaru feseni (3).

3
1 w X
y=(= 2+K)x5, po Gpravé y=Kx —=| s i
2o 2
Je ziejmé, ze obecné feSeni tvoii dvé ¢asti: y=yo+7, z '

kde yg= Kx® je fedeni zkracené rovnice,

3
X . . S . P Qi . «
~5 je partikularni integral odpovidajici pravé strané Q(x).

Il

y

Pfiklad 7.11: Vyteste diferencidlni rovnici  )'+xy =x, plati-li y(0)= 4
Reseni: Budeme dodrzovat uvedeny postup I. — III. uvedeny v pfikladu 7.10:
I. Vyfesime pfisludnou zkracenou rovnici y'+xy =0,
které je vzdy separovatelnd, postupem uvedenym v 7.2.2.

dy
—+xy=0
g Y

dy

—— =—xy |dx
= |

Jarmila DoleZalova



Diferencialni rovnice

12
Poznamka: Uvedeny piiklad y'+ xy = x vyfeSime i jinym postupem:
Staéi, kdyz provedeme jednoduchou tipravu y=x-xy = y=x(1-y).
Ziskame separovatelnou rovnici, kterou vyfesime postupem uvedenym v 7.2.2.
dy
—=x(1- dx
~=x(1-7) |

1
d=x-Dd | —, y#1

._dL:xdx
1=

—d
‘fr_“%fxdx

X v fv v r 0w : . .
- ln]i - y| = 7%— InC, coZ je obecné feseni, které muzeme (ale nemusime) dale upravit:

1n’(1~y)*1‘=1n97+1nc

x2

(-y'=ce?
x2

2
1

X
=Ce2 > l1-y= ! =5 y=1+Ke 2| kde K=*l
1-y x2

Ce 2
Z tohoto ptikladu je zfejmé, Ze diferencialni rovnice nemusi byt pouze jednoho typu. Pokud
spliiuje soucasné podminky pro vice typt, volime vzdy jednodussi postup feSeni
(v uvedeném pfikladé je to feSeni separovatelné diferencidlni rovnice).

2
PG Ny fosa dierntainl avntoite e 2=14x%, x#-1,plati-li y()=-1.
1+x ik

Reseni: Budeme dodrzovat uvedeny postup I — ITI uvedeny v piikladu 7.10:

v w1y . son L 3x2y
I. Vyftesime pfisluSnou zkrdcenou rovnici  y'— A 0,
1+x
ktera je vzdy separovatelnd, postupem uvedenym v 7.2.2.
‘CQ/M 3x2y -0
dx 14+
2
@z 3x“y |dx
dx  1+x°
2
dy =2 i L, y=20
I+x ¥y
2
Q: 3x - 2
Y 1+4x
2
3
.[ Q:j : T
i 4 l1+x

ln|y|:ln’1+x3l+lnc
Reseni ufaravime vyuzitim pravidel pro po¢itani s logaritmy:

Jarmila Dolezalova
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Diferencialni rovnice 13

ln!y| =1In C’l+x3’

y=C(+ x3) , coZ je predpokladany tvar feeni. (5)
Integraéni konstantu C budeme povazovat za funkci proménné x: C =C(x)

Dosadime za ni do (5): y=C(x).(1+x°)

Derivujeme soucin: )’ =C'(x).(1+ )+ C(x).3x2

2 3PC).(+x7)
2 S

1+x3

Zay a y' dosadime do zadéni: C'(x).(1+ x3) +3C(x).x
1+x

Nasleduje kontroln{ krok: s¢itance s C(x) se vzajemné vyrusi, zistava pouze s¢itanec
s derivaci C'(x): C'(x).q+ x3) =1+x°, po vykraceni C’(x)=1
a vypocitame integraéni konstantu  C(x) = IC )= Il dx=x+K.

Obecné feseni zadané linearni diferencialni rovnice ziskdme dosazenim vypocitané konstanty

do ptedpokladaného tvaru fesent (5): y=(x+K)1+x)| e -«
Z podminky y(1)=—1 vyplyva, ze hleddme partikularni feseni, které prochazi bodem
P[1,-1]. Po dosazeni do obecného feseni vypocitdme hodnotu integraéni konstanty:

-1=(0+K)(1+ 13) a odtud vypocitdme K = —% .
3 3
Partikularni feeni: y=(x- %}(l + x3) , poupravé|y = e Exg Jopes >t

Pozndmka: Existuje fada dalsich typu diferencialnich rovnic . fadu, které nejsou zafazeny do

tohoto struéného piehledu.

7.3. Diferencialni rovnice Il. fadu

Ve struéném piehledu se budeme zabyvat vyhradné feSenim linedrnich diferencidlnich
rovnic II. fAdu s konstantnimi koeficienty.

Obecny tvar: | a, V" + @y’ +agy =0(x)|, kde a, #0,ay, a jsou realné konstanty.

Délime je do dvou typu: zkracend pro Q(x)=0: a V' +a1y +aygy=0
Uplna pro O(x)#0: a, V" +apy' +ayy = Q(x)

Regenim linearnich diferencidlnich rovnic II. fadu se zabyval §vycarsky matematik Leonhard
Euler.

7.3.1. Zkracena rovnice

ary"+ay' +agy =0

Euler zjistil, ze feSeni mé tvar ~ y=e'”", kde r je konstanta, zvand charakteristicky kofen.
: 7 2
Pro derivace plati prage Perse®,

Dosadime do zadani azrzerx +apre™ +ape’™ =0,

Jarmila DoleZalova



Resent: Homogenni rovnice:
y=zy,
dy [dz
=i
In|y| =Inl|z| + C1,
y=cz.

Variace konstanty:

y = c(z)z,

e(z)z = = (z)z + zc(z) — z° cos z,
d(z) =cosz,

c(z) =sinz + ez,

y(z) = (cg +sinz)z .
Pi#iklad 3.3. Reste rovnici zy’ + (z + 1)y = 3z%e™=.
Regeni: Homogenni rovnice:

X &(
zy +(z+1)y =0, 6540

d_y:_f(wé)dmj x e¢logwn)

Y
Inly|=—z—Inz+c1,
[ 4
z)=e F—.
y(z) =
Variace konstanty:
c(x) _
y(z) = (m) e™",

Priklad 3.4. Reste rovnici y = gﬁ?

Resend: Rovnici si upravime do tvaru

3z -y dy _ .
y dz '
co? odpovida rovnici
) = Z
Y



Variace konstanty:

2
T

y(z) = c(z)e™ ,
d(z)e™™ + C(CC)(*Q(L‘)B_IQ + 2zc(z)e™® = 2z
d(z) =2z = cx)=2>+ec2,

y(z) = (22 + ca)e ™ .

Priklad 3.7. Reste rovnici zy’ + 2y = 3z, y(0) = 0.

Reseni: Homogenni rovnice:

zy +2y=0,
d 2
f—y = ——dz,
y T
Inly|=-2In|z|+c1,
c
Y= g2
Variace konstanty:
c(z)
y(z) = =2
d(x) c(z)  2c(z)
12 + (_2)""; 23 i 72 =3z,

dx) =322 = cz)=212°4cs,
C2
=2 4.
yz) =5 t=
7 pocateéni podminky
=0 = yl@)==z.
Piiklad 3.8. Reste rovnici y’ +ycos = sinzcosz, y(0) = 1.

Reseni: Homogenni rovnice:

y' +ycosz =0,

d
=i —/cosa:dm,
Y

Inly| = —sinz +c1,

sinx

Yy =ce

x el 00\
x el Oredl



Variace konstanty:

—sinx

¥(z) = c(z)e
¢ (z)e™ 5% 4 (—cosz)e(z)e™ 5% + ¢(x)e” ¥"% cosz = sinzcos z,

d'(z) = sinz cos zesin e

e(x) = /sinsccosa:e““dw = '/‘tet dt = (At + B)e*
A+ At+B=t = A=1B=-1,
e(z) = (t—1)e* + o = (sinz — 1)e¥"* 4 ¢,
y(z) = sinz — 1 + cpe™ 507
y0)=1 = l=-l4c = «n=2,
y(z) =sinz — 1+ 2e 507
P¥iklad 3.9. Reste rovnici (1 —z%)y’ +ay =1, y(0) = 1.

Resend: Homogenni rovnice: oo X & (-2, ) L (=Ay {“j (A1 C@j
)y +zy =0,

dy
[ fm2—1d$

1n|y|:§1n\w -1 +e,

y(z) =c/]z? —1].

Redeni proto budeme uvaZovat ve tvaru (pro vyraz uvnitf odmocniny bereme v
fivahu poéateéni podminku) y(z) = c(z)v/1 — z2. Variace konstanty:

(1 -z (2)vV1—-22+ (1 )H\/%(__%:?erc(m)\/l—mz:l,
d(z)=(1-2%)"1.

1
d == = si = 5 = S — =
/ 02272 z = |z =sint, dz=costdt| / e dt

1
=|lu=tgt, du=—— dt’:[du:u+clz
cos“ t

sint _ T
V1 —sin?t V1-—z?
) =z(1-2>)"V? 4+, = yl)=z+avl-z2.

+Cl.

Z pocateéni podminky:

l=¢n = ylz)=z+V1-22.

5

LY 1,



Piiklad 3.10. Reste rovniciy — y<22 = 2sinz.

Reseni: Homogenni rovnice: X ?{ L i ,k & 2

cos T

— G

y —y—
smT

fdy /cos:c
- = . d$ 3
y sinzx

In|y| = In|sinz|+ ¢,

y = ecsinT .
Variace konstanty:
y(z) = c(z)sinz,
c'(z)sinz + ¢(z) cosz — c(x) cosx = 2sinz,
c(m):/?da:sz—H:g,
y(z) = (22 + ¢p)sinz.
Piiklad 3.11. Reste rovnici y' + zy = z.

Reseni: Homogenni rovnice:

Yy +ay =0,
d:
f_y = —-/scdx,
Yy
22
1 =
n|y| 5 e
IQ
Y =ce £
Variace konstanty:
‘,’:2
y(z) = c(z)e™ 7,
2 2
d(x)e” T —c(z)re™ T +zc(z)e” T =1,
3:2
d(z) = e,
22 2
C{.’E):fmerfL‘: w=— du:wdw_/eudu:eu_e2+cz7

Piklad 8.12. Reste rovniciy' = ;i



Resent: Homogenni rovnice:

oY
¥ z(z —1)’
1
fgg:/—l—dxzf LI dz,
Y z(z —1) z—1 =z
Iyl =l =—=+c1,
Cm—l
Y =
J z
Variace konstanty:
z—1
o) = ela) ",
e s L -1 ’_@ 1
d(x) + ¢(z) (—) ol P Yool
| z—(z—1)\ =) 1
d(z) +c(.r)( = = TR
1
! _— e e——_——
C(I‘)f (55'—1)27
(5)= —— +c
C$—$_1 2,
1 z—1 r—1
y(:c)=;+cz =1+4cg —.

Piiklad 3.13. Reite rovnici y' + 3y = e**.
Regeni: Homogenni rovnice:

y' +3y =0,

d—y:—[3dx,
Y

Inly|=-3z+a,

y=ce 3T,

Variace konstanty:
y(z) = c(z)e™,
' (2)e™% 4 ¢(z)e 3% (=3) + 3c(z)e 3" = %7,
d(z) = 5%,
1s
c(z) = ge 4o,

1
y(z) = Eezm + cpe™3%,

Ptiklad 3.14. Reste rovnici y' +y = cosx.



Reseni: Homogenni rovnice:

¥ +y=0,

d
—y:—/ldw,
Y

Injy|=—z+a,

y=ce ".

Variace konstanty:
y(z) = c(z)e™™,
d(z)e™™ + c(x)e (1) + c(z)e™ = cosx,

1
c(z) = ]ew coszdr = §em(sin$ +cosz)+ca,

1
y(z) = E(sinx +cosx) + e
Piiklad 3.15. Redte rovnici zy’ — S
Regeni: Homogenni rovnice:
- Yy
Y T
1 1
JUL ] [V,
Yy (z+ 1z z z+1
Inly] =In ol ‘—l—cl,
o+l
y = c—
g +1
Variace konstanty:
z
y(z) = ¢( }x_-H’
, x z+l-z clz)z _
zc (m)—x+1 + ¢(z)z IO Gty =z,
+1 1
d@)=""=1+,

c(z)=z+In|z|+ e,
z
W) = — (ot Il +s).

Piiklad 3.16. Reste rovnici (2¢¥ — z)y’ = 1.

Regent: Pouzijeme triku, Ze hleddme Feseni z(y) jako funkce od y.

= —z+2e¥.

3’&‘%‘{' A= O ,f\m@j‘%ﬁ



Cvicéeni 1
LINEARNI ROVNICE PRVNIHO RADU

1. Najdéte fefeni Cauchyovy tlohy z' + z tgt = cos? t, kieré vyhovuje podmince z(27) = 2.
Reseni:
Méme nehomogenni linearni diferencialni rovnici prvniho fadu. Funkce h(t) = tgt a g(t) = cos®t

2k—1 2k+1
jsou definované a spojité v intervalech ( 3 T, 2+ ‘ﬂ'), k € Z. ProtoZe je poc¢atetni podminka
3 5
definovana v bodé tp = 27. Budeme hledat fefeni v intervalu ¢ € (5 T, 3 71').

Nejprve uréime FeSeni pfislusné homogenni rovnice
!
u +utgt=0.

To je u(t) = Ccost. Jedno partikuldrni fe§eni nehomogenni rovnice najdeme variaci konstanty.
Reseni budeme hledat ve tvaru w(t) = C(t)cost. Po dosazeni do ptivodni rovnice dostaneme
C'(t) = cost, neboli C(t) = sint. Obecné Fefeni nehomogenni rovnice je z(t) = C cost + sint cost.
Z podminky x(27) = 2 plyne, C = 2. Refieni Cauchyovy alohy je tedy

3
z(t) = (2 +sint)cost pro t € (5’[{,%7{).

2. Najdéte feseni Cauchyovy ulohy o’ — 2tz = ¢ — ¢, které vyhovuje podmince z(1) = 1.

Regeni:

Mame najit fefeni nehomogenni linedrni diferencialni rovnice prvniho fddu. Proto nejprve vyfesime

pfislunou homogenni rovnici v’ = 2¢tu. Standardnim zptsobem ziskdme jeji feSeni u = Cet".

Reseni nehomogenni rovnice w(t) ziskdme variaci konstanty, tj. pfedpoklddéme, Ze w(t) = C' (t)etz.
2

Po dosazeni do dané diferencidlni rovnice dostaneme C'(t) = (t — t¥)e~*, &li C(t) = - e
; t2 e N
Tedy hledané fefeni nehomogenni rovnice je w(t) = 3 @ obecné Feseni dané diferencidlni rovnice je

t2 1 1
z(t) = Cet' 4 5 7 poéateéni podminky plyne rovnost z(1) = 1 = Ce + 5 Tedy C' = %" Kdyz
e

dosadime tuto konstantu do obecného FeSeni, ziskdme hledané FeSeni Cauchyho tlohy

2
et -1 +t2
2t = —5—

@
3. Najdéte fefeni Cauchyovy tlohy z’ + i t, které vyhovuje podmince z(0) = 1.
Resent: 9
Méme Fedit nehomogenni linearni diferencidlni rovnici prvniho fadu. Funkce h(t) = ——5—— a

21
q(t) = t jsou definované a spojité v intervalech (—oco,—1), (~1,1) a (1, +o0). ProtoZe pocatetni
podminka je dana v bodé to = 0, ktery lezi v mtervalu (—1,1), budeme hledat feseni rovnice v
tomto intervalu.
Nejprve najdeme obecné fedieni pfisluiné homogenni rovnice u’ +

g 0. Standardni metodou
dostaneme
o 2 1 1

el e A

Typeset by ApS-TEX



1+1

1-t
Lejest
Reseni w(t) nehomogenni rovnice budeme hledat ve tvaru w(t) = C(t) 1_+t Po dosazeni do pivodni

a po integraci ziskdme u(f) = C

rovnice dostaneme

L H1=t) 2 | L
= = — —_—— — 2__ o ]
c'(t) Tt t+2 T neboli C(t) = 3 (2—-1t)*—2In(1+1¢)

B w5 s ; - 1+t [ (t—2)2
Partikuldrni fefeni w(t) nehomogenni rovnice je tedy w(t) = i 2In(1+1¢) | a

obecné FeSeni dané diferencidlni rovnice je

O (07 (2‘2”2 —2]n(1+t)).

T 1t

Z podminky z(0) = 1 = C' — 2 plyne, Ze C' = 3, a tedy feSeni dané Cauchyovy tlohy je

;c(t):iii(fif@;t) 72ln(1+t)) pro t € (—-1,1).

4. Najdéte feseni Cauchyovy tilohy z' — 2z = ¢2, které vyhovuje podmince z(—1) = 0.

Reseni:

Méme Fesit nehomogenni linedrni diferencidlni rovnici prvniho fadu. Tato rovnice je specidlniho
typu. Funkce A(t) = 2 je konstantni. Proto lze hledat FeSeni pfislusné homogenni rovnice v’ —2u = 0
ve tvaru u = e, JestliZe tento pfedpoklad dosadime do homogenni rovnice, dostaneme A — 2 = 0,
ktera se nazyva charakteristickd rovnice. Jeji fedeni je A = 2. Tedy obecné feSeni homogenni rovnice
je u(t) = Ce?.

Také partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice 1ze v tomto pfipad€ najit bez integrace. ProtoZe prava
strana ¢(t) = ¢* je polynom stupné 2 a . = 0 neni kofenem charakteristické rovnice, lze partikularni
FeSeni nehomogenni rovnice hledat ve tvaru w = at?+bt+c, kde a, b a ¢ jsou konstanty. Dosazenim do
ptivodni rovnice a srovnanim koeficienti u riznych mocnin proménné ¢, dostaneme soustavu rovnic

1
—2a=1,2a—2b=0ab—2c =0, kterd m4 feSeni ¢ = —3 b= —pac=-—g Proto je partikularni
A A . 5 BF B 1
iefeni nehomogenni rovnice rovno w(t) = —5 g~ el obecné fedeni je z(t) = Ce** — 37371

82

1
7 potatetni podminky plyne z(—1) = 0 = Ce™2 — T tedy C = T 7 toho dostavame hledané

feseni Cauchyho tdlohy
1
z(t) = 7 (21 — 212 — 2t —1).

5. Najdéte feSeni Cauchyovy tlohy ' + 4z = te™*' + 4t — 3, které vyhovuje podmince z(0) = 2.
Reseni:

Méme opét Fedit nehomogenni linearni diferencidlni rovnici prvniho fadu s konstantnimi koeficienty.
Jeji charakteristickd rovnice A +4 = 0 ma FeSeni A = —4, a tedy obecné feseni homogenni rovnice
je u(t) = Ce™*. Partikuldrni fe§eni nehomogenni rovnice budeme hledat ve tvaru w(t) = wi(t) +
ws(t), kde w; (t) je partikuldrni feSeni rovnice w] + 4wy = te™*" a wq je partikuldrni Fedeni rovnice
wh + 4wy = 4t — 3. Protoe u = —4 je FeSenim charakteristické rovnice, budeme hledat funkei w;
ve tvaru wy (t) = t(at + b)e™ . Jestlize tento pfedpoklad dosadime do rovnice pro w;, dostaneme
po srovnani koeficient® u rfiznych mocnin proménné ¢ soustavu rovnic 2a = 1 a b = 0. Tedy

wi(t) = ?2—6_‘“. Funkei ws budeme hledat ve tvaru we(f) = At + B, protoZe p = 0 neni Fedeni
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Pisemnd zkouska z Matematiky IV pro FSV (F)
LS 2003-2004, 17.9. 2004

Piiklad F1: Najdéte viechna maximalni fefeni rovnice
¥y =zvy (10 bodi).

Piiklad F2: Najdéte vSechna maximélni fefeni rovnice
z

Pfiklad F3: Najdéte viechna maximalni feSeni rovnice
y" +9y =zsinz. (10 bodd)
Piiklad F4: Najdéte vSechna maximalni feSeni rovnice
y ="ty 1 (10 bod)

Piiklad F5: Najd&te viechna y° € R? takova, e maximéalni feSeni y po&ate&ni dlohy

L el )
v=[-1 1 0]y, »0=¢
1 0 1
spliuje lim;yo0 26t = 0. (10 bodi)
Vysledky

Piiklad F1: y(z) =0,z € R; y(z) = (32’ + 1), z € R, c > 0

e ﬁ 0, z € (—o0,v/—-2¢), 5 B

¥ 122+ 1?2, z e (vV=2¢,+00), ~
12? + 10)%, =z € (—00,—v/=2¢),

W‘Enﬁn 2°) =09 b <o
0, z € {(—v/~2¢, )
(2% +1c1)?, @ € (=00, —v=2c1),

y(z) =4 0, z € (—vV-2c1,v/-2c3), €1 <0, <0;
(322 + 1cy)?, € (vV=2cz,0),

- \ _ {1 1 1 T R 2} _1 1
T-._—n“——.“.& _uMHm.@ﬁHu = ﬁmg - M_OWA 14 z2 |Hv = Mﬁ 14z |Hu vﬂﬂm +nﬂﬂww
zeR,ce
Piiklad F3: y(z) = —3zcosz — Ja’sinz + c; + cosinz + cacosz, z € R, ¢1,02,¢3 ER

Priklad F4: y(z) = —log(-z—¢) —z,z € (—o0,—¢),c€ R

0
Piiklad F5: A.«. Al_v ke H«%
1



Celkem tedy dostdvdm y; 5(x) = ++/2log(d(1 + e*)), a to na intervale R prod > 1 a
na (log (% —1),00) prod € (0,1).

4. krok
Lepit opét neni co a kde.

. xy' = xer +y. Opét vidime, 7 x # 0, a tedy tim miZeme podélit. Dostaneme
homogenni rovnici
’ v y
y =er +=.
x
ylx)

Opét provedeme substituci z(x) =
xz'(x). Dohromady

, jiZ mdme spocteno, ze pak y'(x) = z(x) +

X

z+xz =e*+z,

tedy
1
zZ = —é”’.
x
Opét separované proménné, opét Pozndmka 3.
1. krok

Funkce 1 je definovédna na intervalech I) = (—00,0) a I, = (0, c0).
2. krok
Funkce e” je vidy nenulovéd a definovang, tedy | = R.

3. krok
Vypocet pro x € I, tj. x > 0:

Tedy

—e 2 — logx + ¢ = log(dx)
pro ¢ € R neboli prod > 0.

4. krok
Abych mohl pouzit logaritmus a zbavit se exponencidly, potfebuju aby — log(dx) > 0.
Tedy dx € (0,1). Tedy je tPeba, aby x € (0, 1). Pak

z = —log(—log(dx)) d > 0.

3. krok
Vypocet pro x € I}, tj. x < O:

Tedy
—e ? =log(—x) + ¢ = log(—dx)
pro ¢ € R neboli pro d > 0.

4. krok
Abych mohl pouzit logaritmus a zbavit se exponencidly, tak potfebuju aby platilo
—log(—dx) > 0. Tedy —dx € (0,1). Tedy je téeba, aby x € (—1,0). Pak

z = —log(—log(—dx)), d > 0.




5. krok
Lepit opét nikde nelze.

Nakonec to jesté shrneme, a vratime se k y. Dohromady to mohu napsat jako

v(x) = xz(x) = —xlog(—log(dx)), d+0

Poznamenejme jesté, zZe se to dd zapsat také pomoci konstanty c, tedy
y(x) = —xlog(—log(jx]) —c), ceR

na intervalech (—e~¢,0) a (0, e~).



3. ¥ = Jy. Opét viz Pozndmku 3, g(y) = /¥ a h(x) = 1.

1. krok

Zrejmé I = R.

2. krok

g je definovdna vSude (tj. na R), nulovd je pouze v 0 (tedy médme te$eni y = 0) a
tedy mdme intervaly J; = (—00,0) a J, = (0, c0).

3. krok
Integrujme:
y'(x) 1
3 = J
y(x)
tedy
5 (x)% =x+cC
g =
4. krok

Vidime, Ze bez ohledu na znaménko y musi byt x + ¢ > 0, tedy x € (—c, 00). Je-li
y < 0 (tj. uvazujeme J;), pak y = — (£(x + c))%. Jeliy >0, pak y = (Z(x + c))%.

5. krok

Vidime, Ze v obou pripadech je lim L £ (%(x + c))% = 0, tedy zde mZeme prilepit

x—(-c)
nulové reseni. Celkem dostaneme reseni

{O, x <c

Yiolx) = L (%(x N C))g

, X >cC.

A nesmime zapomenout, Ze navic jesté mame singuldrni feseni yz(x) = 0.

Xy -y (1 + log X) = 0. Vidime, Ze pro x = 0 to neddvd smysl, a tedy ani Z&dné reseni

nemuZe nulou prochdazet. Tedy zadanou rovnici mizeme podélit x. Dostaneme
4 ( y>
== (1+log—). 3
y'=7 9 (3)

Jednd se tedy o homogenni rovnici, a tedy pouzijeme substituci z(x) = @ Pak
v(x) = xz(x), a tedy y'(x) = z(x) + xz'(x). Dosadime do (3):

z+xz =z(1 +logz)

Tedy po Upravé (jiz vime, Ze x mizeme podélit):

’

z—lzlo z

To uz je rovnice se separovanymi promeénnymi, a tedy mizeme postupovat podle
Pozndmky 3.

1. krok
Vidime, Ze pro x = 0 to neni definované, a tedy mdme dva intervaly I} = (—00,0) a
IQ = (O, OO)



2. krok
Nulovy bod funkce zlogz je 1. Tedy mame singuldrni reSeni a dva intervaly J; =
(0,1)aJ, = (1,00). (Pro z < 0 neni zlog z definovédno.)

3. krok
Integrujeme pro x < 0.

tedy pomoci substituce Z = z(x)

1
[k a
zlog z

Dale miizeme provést substituci Z = log(z), tedy Z = log(z(x)). Pak
1
/ La

4

log(|log(z(x))|) = logx + c.

=logx + c.
7=z(x)

=logx + c.

Z=log?, #=z(x)

Tedy dohromady

Zbavime se 1. logaritmu (zatim muzZe byt x a ¢ € R libovolné):

c—logx _ e

|log(z)| = e e‘x.

4. krok
Proze ], tj.0 <z <1 mdme logz < 0, a tedy

Tedy pro d = e, dostaneme najednou reseni

z(x) = e®, decR.
(Interval J; vyhodi vysledek pro d < O, interval J, vyhodi vysledek pro d > 0 a
pripad d = 0 odpovidd singuldrnimu reseni.

Pro interval I; = (—oco0,0) bychom obdobnym postupem dostali stejné fedeni. Lepit
zde nemusime, nebot e9* se prod # 0 a x # 0 se singuldrnim reSenim nikde
nepotka.

Nakonec se jesté nesmime zapomenout vratit k y. Vime, Ze y(x) = xz(x), tedy

y(x) = xe™, decR.
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log(k |x]) > log 4, neboli x € (%, 00). Pro tato x pak plati

(y—2)7?

= kx,
y—3

coz vede na rovnici
y2 + y(—4 —kx) + (4 + 3kx) = 0.
Ta ma fe$eni

Vi = % <4+kx + \/(4+kx)2—4(4+3kx)) = 2+ s \/kx(kx—

Jelikoz plati = kx > 2ay(x) € (3,4), zajima nas feseni

y(x) =2+ k—— —\/kx(kx— 4).

2
Pozadavek y(1) = % implikuje k = %, coz davé teseni

9 1 /9 9 8
(x)—2+4x 3 Ex(zx—4), xe(g,oo).

(6) Zkoumejme chovani feseni pro x — §+. Pak y(x) — 4, avSak v bodé
2 4] nenf rovnice splnéna, nebot se leva strana rovnice
9

8 8
~Z.0-y/(=
5 y(9)

nemuZe rovnat pravé strané, totiz 2.

13.7.3. Priklad. Naleznéte viechna maximaln{ fesenf rovnice

y = YoafY
x x
Reseni. Uvazujme substituci y = zx. Pak y’ = z’x +z, a tedy zadana rovnice piejde
na tvar

Ix+z=z=J7+1,

.
I a
X
Dostavame tak rovnici se separovanymi proménnymi.
(1) Zjevné x € (—00,0) ax € (0, 00).
(2) Stacionarni feseni je z = —1 na (—00,0) a (0, 00).
(3) Intervaly pro z jsou tvaru (—oo, —1) a (=1, 00).
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4) Jelikoz
1
/ < dx = log|x|

[t ey
Yz+1 = 2¢ '

existuje k > 0 takové, Ze plati
3
S (VZH 1) = log(k [x).

(5) Naintervalu J; = (—o0, —1) plati, ze ho funkce —%(\B/Z + 1)? zobrazuje
na (—oo, 0). Tedy log(k |x]) < 0, coz znamena x € (0, %) nebo x € (—%, 0).
Miéme tak reseni

3
z2(x) = —1— (ﬂ—%log(k |x|)) . x € (0, %), xe(—%,O).

Pro interval ((—1, o0) plati, Ze ho funkce —2(3/z + 1)? téZ zobrazuje
na (—o00,0). Jako vyse tak dostavame feseni

3
Z(x) = -1+ (W—%log(k |x|)) . x € (0, %), x € (—%,0).

(6) Eventualni lepeni nelze provést v 0, nebot zde rovnice nema smysl. V
bodech :I:% vsak z(x) konverguje k —1, a tedy lze lepit na stacionarni
feSeni. Dostdvame tak maximalni resen{

3
2(x) = -1+ (2 —Zlog(k |x|)) . x €0, 3),
-t x € [.00).
respektive
3
= 1 E (z/_%log(k |x|)) ., xe(-1,0),
-1, x € (—oo,—]%].

Ptechodem k pivodni rovnici tak mame reSeni

3
—x+x ( v/—2%log(k |x|)) . x€(0, ).

—X, X € [%,OO),

y(x) =

respektive

3
Z(x) — —x*x (2\/ _§1Og(k |X|)) , X € (_%’0)7

—X, X € (_OO,_%].
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(Konstanta k je kladna.) Navic pak jest¢ mame reseni

y(x) =—x, x€(—00,0), x €(0,00).

13.7.4. Priklad. Naleznéte vSechna maximaln{ feSenf rovnice
,_ 307+ D
2x(x 4+ 3)

Resent. Jedna se o rovnici se separovanymi proménnymi, kde (x) = ﬁ ag(y) =
102+ 1).

(1) Intervaly pro funkci ki jsou (—oo, —3), (—3,0) a (0, c0).

(2) Stacionarni feseni zadna nejsou.

(3) Funkce g je nenulovanaR, tj. J =R.

4) Jelikoz

2 d
1,2 y = 2arctgy

3 1 1 X
/x(x+3)dx_[()_c_x+3) dx =log x +

existuje ¢ € R takové, ze

3

2arctg y = log T3
X

X
= e

Tedy

1
y(x) = tg (Elog x% + g) (13.20)

na intervalech, které ur¢ime v nasledujicim kroku.
(5) Necht I = (0, 00). Funkce 2 arctg y zobrazuje R na (-, 7) a }XLH|
na (0, 00). Tedy fesime nerovnici
X

X
x+3

1ng+3 +c € (—m, m).
Nerovnost
Y e
x+3
neni nikdy splnéna, pokud ¢ < —, a pro ¢ > —n vede na nerovnost
3e—ﬂ—C
X > m
Druh4 nerovnost
< e ¢
x+3
je pro ¢ < m splnéna vzdy, zatimco pro ¢ > 7 implikuje nerovnost
367[7()
x <

] —e ¢’
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Odtud dostavame

C C
xelo2” Keive X € [—2%2 0
, , respektive — 0.
V3 P V3

Ze vztahu mezi Z a X mame
Z2—Z+1-eX2 =0,
neboli
Z= %(11 4eCx2-3).
Dosazenim do substituce dostavame

Y(X) = %(X + X V4eC x—2 —3) - % (X + V/4eC —3X2).

Vidime, ze toto feSeni lze dodefinovat v 0 a bude zde vyhovovat nasi rovnici.
Dale pak mame

y(x)=Y(x+A)—B=%(x+1j:\/4ec—3(x+%)2)

2e¢5 1 2% 1
V333 3

Tento interval je maximalni, nebot v jeho krajnich bodech plati y = %(x +1)a
prava strana rovnice neni definovana.
Nyni si rozmyslime, ze jsme obdrzeli véechna feseni. Uvazujme vyraz

xo +1)\? 1\2
()’0_ 02 ) +3(X0+§) )
ktery je kladny vsude mimo bod [—%, %] Existuje tak C > 0, ze

xo +1)? 1\?
4ec=(yo— > ) +3(x0+§) .

Pokud yo # %(xo + 1), dostavame z posledni rovnice feseni prochazejici bodem
[xo, yo)- s

na intervalu

13.7.17. Priklad. Naleznéte viechna maximalni feSenf rovnice
3 —x2

Y —xy=-—y’e

Reseni. Jedna se o Bernoulliovu rovnici , a tedy pouzijeme substituci z = y% Pak

z > 0a plati
Z/ — —2)7_3)7/-
Po vydéleni dané rovnice y* dostavame
1 3 -2 —x?2

—EZ’—xz=y’y_ —xy P =—e",
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tj. rovnici
2
'+ xz=2e"".
Metodfou integra¢niho faktoru mame

i
(") =2

42
zZ(x) = 2x +¢).
Zajimaji nas pouze kladna reseni z, takze dostavame feseni

neboli

y::l:(e_xz(Zx—i—c))_, x>—%, c €R,

N—

a stacionarni reSeni
y =0.
Z tvaru feseni je patrné, ze lepeni neptichazi do tvahy.



ResSeni:
1.y = Y +x. Nejprve si vSimneme, Ze pro x = 0 to neni definovéno, a tedy nulou Zadné
X
reSeni prochdzet nemutize. Hleddme tedy reSeni na intervalech (—o0,0) a (0, co).
1

Postupujeme podle algoritmu z pozndmky 3. Nejprve ozna¢me a(x) := + a b(x) := x.

Nésledné najdeme (libovolnou) primitivni funkci k a, tedy A(x) = log |x|. (Vskutku
A’(x) = a(x).) Tedy mazeme dosadit do vzorecku pro reseni homogenni rovnice:

vy = Ke? = Ke'o9ltl = K|x|

Néasledné hleddme jedno partikuldrni reSeni, a postupujeme metodou variace kon-
stanty, tedy reSeni hleddme ve tvaru y, = K(x)|x|. Bud toto zderivujeme (y, =

K'|x| + K signx, nebot derivaci absolutni hodnoty je mimo nulu signum) a dosa-
dime do rovnice, nebo prosté dosadime do vysledku z algoritmu z Pozndmky 3.
Tedy

1
K'(x) = e *"b(x) = e *9Flx = et sign x.
Z &eho? lze rovnou vidét feseni K(x) = |x|. Dohromady y, = K(x)|x| = |x|* = x2.
A vSechna reseni jsou tedy ve tvaru

y(x) =x*+clx

7

kde ¢ € R, a feSeni mdme na intervalech (—oo, 0), (0, 00). Toto Feseni si jesté mizeme
napsat ve tvaru
y(x) = x? + ¢x,

kde se ndm znaménko z absolutni hodnoty schovalo do konstanty, tedy ¢ = ¢ sign x.
Tato konstanta na kazdém z interval® v defini¢nim oboru na x nezavisi.

2. xy%y’ = x% + y°. Na levé strané chceme samotné y’, tedy predpoklddejme Ze x + 0.
Pak navic y # 0 (kdyby y = 0, pak by muselo platit Ze 0 = x?). Mizeme tedy podé&lit

vyrazem xy?, dostaneme
v =5+ (3)
Y% x
Toto neni linedrni rovnice 1. rddu, nicméné mdme Pozndmku 2. Vidime, Ze a =
—2, a tedy pomuzZe substituce z = y'~* = y°. Nyni to bud zderivujeme rovnou
(z/ = 3y®y’), nebo z toho nejprve vyjaddrime y, tj. ¥ = /z a ndsledné zderivujeme:
v = %z“%z. Nésledné dosadime do rovnice (3), a po Gpravé dostaneme

3z

2=?+3I.

Nésledné jiz pokra¢ujeme podle algoritmu z Pozndmky 3. Oznaéme a(x) :=
b(x) := 3x. Ddle spoétéme primitivni funkci k a, coz je A(x) = 3logx = log(x?®
Reseni homogenni rovnice jsou tedy

zo = Ke'°9®") = K3,

Dale pomoci variace konstanty hleddme partikuldrni Feseni ve tvaru z,(x) = K(x)x>.
Zderivujeme a dosadime, nebo rovnou piseme
1 3

1 _ a—Alx) _ _
K =e b(x)—-;?)x—-?.



Tedy K(x) = —%. Po dosazeni dostaneme vSechny feSeni pro z ve tvaru

z(x) = —3x? + Cx3,

kde C € R je libovolna konstanta.
Zbyva vyjadrit y, a sice
y(x) = V-3x2 + Cx5. (4)

Zbyva si uvédomit, kde je toto reSenim. Problémové jsou body, kde z(x) = O (protoze
tieti odmocnina nemé v nule vlastni derivaci). Tedy problémové jsou body 0 a %
V téchto bodech nemd y z (4) vlastni derivaci.

Tedy resenim je (4) na intervalech

pro C >0,
3 3
< oo,c>, <60> a (0, o)
pro C<0a
(—00,0) a (0, c0)
pro C = 0.

3.y +2xy = 2xy°. Opét je tieba pouzit Pozndmku 2 s a = 3. Tedy pouZijeme substituci

<>

z(x) = y'=® = y=2. Abychom to mohli provést, predpoklddejme nejprve, e y + 0.
Navic si vSimneme, Ze je-li y reseni, je reSenim i —y. Tedy mizZeme bez Gjmy na
obecnosti predpoklddat, Ze y > 0. (Zménou znaménka pak dostaneme v$echna
reSeni kterd nejsou nikde nulovd). Navic si v§imneme, Ze y = 0 je singuldrnim
resenim.

Zde je vghodnéjsi nejprve vyjadrit y, tedy y = \/g = z 2. (Predpokladdme, ze y > 0.)

. y 3 . oo . ..
Pak derivaci dostaneme, Ze y’ = —%z 2z'. Celkoveé po substituci dostaneme rovnici

_3
2

1
—Ez z =2%2xz

coZ muZeme upravit na
7' = 4xz — 4x.

A na tuto rovnici jiz mizeme pouzit algoritmus z Pozndmky 3. Volme a(x) := 4x a
b(x) := —4x. Pak primitivni funkce k a je A(x) = 2x?. Tedy reSenim homogenni
rovnice je z, = Ke>’.

s s . s Y s s . 2
Dale hleddme partikuldrni FeSeni pomoci variace konstanty ve tvaru z, = K(x)e*,

a vime Ze pak
2
K' = —e™ 4x.

Pro integraci vyrazu —e 4 pouzijeme metodu ,vidim derivaci®, tedy substituci
t = —x2. Pak dt = —2xdx, a tedy

/—e“xzéx dx = 2/etdt — 2ef = %",

4



Celkem mdme partikuldrni fedeni z, = 1, a vechna reseni ve tvaru z(x) = 1+C e,
Potrebujeme z > 0 (budeme to chtit odmocriovat). Tedy odsud dostaneme podminku

pro C.
1
=V e

Zjevné y > 0. Jiz vime, Ze pak mdme i reseni s opanym znaménkem a reSeni
nulové. Lepit zde nemZeme, nebot tato Feseni na sebe nikde nenavazuji.

Dostaneme zpét

Zbyva si ujasnit, kde jsou tato teseni definovdna. Reseni y(x) = 0 je definovdno

na R. A reSeni
R
e + Ce2*’

jsou pro C > 0 definovdna na R, a pro —1 < C < 0 jsou definovdna na intervalu
<—\/% log 2, \/% log %) (Pro C < —1 neméme 74dné tedeni.)

Pro feSeni zbylych priklada viz pristi cviceni.



