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[f(z) = 47% + 4 (cosx + fcos2x + -+ ) — 4w (sinw + L sinz + -+ )]

SRS S
—a, v (t,2t).

[f(x): ‘;—“(sin%x—k%sin?’%x—l—%Sin%x_F...)]

Piiklad 10.2. Rozvinte danou funkci v intervalu (0, 7) ve Fourierovu fadu sinovou a

kosinovou
a)f(z) = z.

Reseni. Nejprve provedeme rozvoj ve Fourierovu fadu sinovou. Pro pomocnou funkci

F(x) plati

T, z € (0,m),
—(—x)=2z, =€ (—m,0). E
(Tor &

Vypoctem dostavame Fourierovy koeficienty

2 [T . 2 x ~ 1 [T
b, = — rsinnrdr = — [——COS nx} + — cosnrdx | =
T Jo T n o nJ

2 x 1 . T2 T
= — |——cosnz+ — sinne :—<——cosn7r—|—0—|—0—0>:
T n n o T n
2
= —(=1".
=(-1)

p
bi=2b=—1b=7, ...

Rozvoj v sinovou fadu je tedy

2
f(z) =2sinx — sin 2z + gsin3x+--- ,pro z € (0, ).
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—4n -3 L2

Obr. 5. Liché periodické rozsifeni funkce z,z € (0, )

Nyni provedeme rozvoj ve Fourierovu fadu koginovou. Pomocnéa funkce je ve tvaru

Pro Fourierovy koeficienty plati

2 ™
aoz—/ rdr =
™ Jo

2 (7 2 T . ~ 1 [T
a, = -— rcosnrdr = — [—smnx} - — sinnxdx | =
7 Jo T \Ln o nJ

Y
| — |
1\9| )
_ 1
3

I
S 1
w|>10

I

5‘

2z . 1 T 9 1 1
= — |—sinnx+ —Jcosnr| = — O+—2008n7r—0——2 =
T |n n o T n n
2 n
= g (D"
4 4
ay = ——, (LQZO, as = ——, ...
T 97

Po dosazeni dostavame Fourierovu radu kosinovou

4 4
f(x) :g—;cosx——ﬂcos?m—i---- ,pro z € (0, ).

—4n -3 -2 - n 2m 3n 4n

Obr. 6. Sudé periodické rozsiteni funkce z,z € (0, )
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Priklad 5.1.4. Urcete Fourierovu tadu sudého pokracovani funkce f(x) = e”
definované na intervalu [0, 7).
Reseni: Tato tloha se tyka poznamky 4.1.5, podle které je ziejmé, Ze hledame

rozvoj funkce f v kosinovou fadu. Jedna se o sudou funkci, tudiz

b, =0 pron € N,

2 [T 2
aoz—/ e’ dr=—(e" — 1),
T Jo T
2 T —
an:—/ e’ cosnx dr pron € N.
™ Jo

Dvoji aplikaci metody per partes u vyrazu a,, obdrzime

21 21 [T
an = —— (" (=1)"—=1) = —=— [ ¢e"cosnx dx.
m™n m™n 0
Nyni mtizeme fesit nasledujici rovnici

2 [T 1 21
—/ e’ cosnr dr(l+ =) = ——
7 Jo n ™n

(e"(=1)" = 1).

. e . 2 ”
Rovnici vydélime vyrazem ”n—J{l a obdrzime

2 [T 1 2
a 77/0 e” cosnx dx 7T712_#1(6 (—1) ) pron

Tedy pro x z intervalu [0, 7] a jeho sudé pokracovani plati

-1 2aer(-1)"—1
e’ = + — — - cosn.
T F; n?+1

osds e = IRV QZED\?/SZB
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20

Obr.ba: Graf f(z) = e” na int. [0, 7] a jejiho sudého pokracovani, pro n=2

Obr.5b: Graf f(z) = e” na int. [0,7] a jejiho sudého pokracovani, pro n=10
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880 16. FOURIEROVY RADY

soucet ¢iselné rady

[eS) .
n=1 n

Reseni. Polozme é\h\LZ VA I N

g(x) =|sinx|, xe€eR.

Pak dle Véty 16.4.3 konverguje Fourierova rada funkce g ke g stejnomérné na R.
Spoctéme koeficienty této Fourieorovy rady. Jelikoz je g suda, jsou ¢leny b, =0,
n € N. Déile mame

T
2 .
a, = — sin x cosnx dx
T Jo

2. . - 2 [T .
— [sinx sinnx]y — — cosx sinnx dx
/4 nm Jo

2 cosnxw 2 (T . cosnx
—— [—cosx +

— sin x
o nmJy n

dx

n

2 (=" 1 1
=—-— + = |+ <an
n n n

Odtud plyne
{ 0, n liché,
a, =

4 ,
ey B sudé.

Tedy

(o]

2 4 1
glx) = ;—;Z4k2_1c052kx, x € R.

Pro x = 7 pak dostavame

2 4N (—DkH
1:_+_ZL7
Tow 4k2 —1

a tedy

16.7.5. Piiklad. Pro a > 0 rozvinte funkci

f(x) =cosax, x€][0,n],
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do Fourierovy fady na R, ktera obsahuje pouze ¢leny se sinnx. Rozhodnéte, zda
rada konverguje na R a pokud ano, uréete jeji soucet. Pomoci této fady pak uréete
soucet ¢iselné fady

> ke +1) D@2k + 1)

L L1V 4
= 2k +1)2 —
Reseni. Polozme
cosax, x € (0,7) + 2km,
g(x) =<0, x =k, k €Z.

—cosax, x € (—m,0)+ 2km,

Pak g je licha funkce s kone¢nou variaci, a tedy jeji Fourierova fada konverguje ke
g.

Pti vypoctu jejich koeficentd mame a, = 0 diky lichosti g a

2 T
b, = —/ cosax sinnx dx
T Jo

271 . . T2 (Tn .
= — | —sinnxsinax| —— — cosnx sinax dx
wla 7 Jo a
0
2n .
= —— cosnx sinax
Ta Jo
—2n -1 T 2n
= — | —cosnxcosax| + — - sm nx cosax dx
ma | a o waly a
2n 2

=—3 [(=1)" cos(am) — 1] + %bn-

Piedpokladejme nejprve, ze a ¢ N. Pak z predchoziho plyne

by = ﬁ [(=1)" cos(an) = 1], n eN.

Pokud a = k pro n¢jaké k € N, pak

2 (" 1 [*
by = —/ sinkx coskx dx = —/ sin2kx = 0.
T Jo T Jo

Tedy Fourierova fada g ma tvar

Z ——— [(=1)" cos(am) — 1] sinnx.
n=1,n
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Nyni uvazujmea = 2 a x = Z, pak mame
y 2

—l =cosm = % Z [(=D)" — l]sinn%
n=1,n#2
_ (= 2)( ¥k + 1)
B Z — 2k + 1)2

(=% 2k + 1)
Z (2k +1)2—4"

Tedy

D@k +1) =«
Z(2k+1)2 4

16.7.6. Priklad. Rozvirte funkci
f(x) =sign(sin3x), x €0, ],

=2

do Fourierovy rady na R, ktera obsahuje pouze ¢leny s cosnx. Rozhodnéte, zda
rada konverguje na R a pokud ano, uréete jeji soucet. Pomoci této fady pak uréete
soucet ¢iselné fady

1
k;) Bk + DBk +2)
Reseni. Uvazujme sudé 2-periodické rozéiteni f na R, tj. funkci
I, xe((-m-3m)U((=Z.0U(0.2)U G )+ 2k k €L,
gx) =40, x=ZkkeZ,
—1, xe(-3r-2%)U(Z.2n)) +2kn.k € Z.
Dle Véty 16.4.3 konverguje Fourierova fada g k funkci

7

1, x=kn, k €2,
g(x), jinak.

=D h(x) = {

Spoctéme koeficienty této fady. Jelikoz je g suda, plati b, = 0 pro kazdén € N.

Jinak mame
2 (" 2
a == [ stodr=3
T Jo 3

2 (7 2( (%3
a, = —/ g(x)cosnxdx = — / cosnx dx —/
T Jo 7T \Jo

= 4 (sm(—)—sm(zn—n))
n

o

(2

Wiy

T

Sl

2

37

cosnx dx + / cosnx dx)
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Tedy
0. n € {6k, 6k + 1,6k + 3,6k + 5}k € N U {0},
an=1{*3 5 =6k+2keNUI{0}
43— 6k + 4,k e NU{O}.

wn ’

Proto ma Fourierova rada funkce g tvar

Q" 1 43
§+Zancosnx=§+ - Z(6k+2

n=1 k=0

1 43 1 1
1= h(x) = - + Y2 N
D=3+ ;(6k+2 6k+4)

cos(6k + 2)x —

1
6k + 4 .
k14 cos(6k + )x)

Pro x = 0 mame

1 23 1
3 o= Bk + 1)(3k +2)
Odtud plyne
i 1 o
= Bk +1DH(Bk+2) 33

16.7.7. Priklad. Pro o € [0, 7] seététe fady Y00 | Sine 5 30 co® na

n2 n2

Resent. Uvazujme funkci f(x) = x[—a,0] € 1([=7, 7]) a rozvinme ji do Fourierovy
fady. Mame

1 [T 2
do = — fx)dx = “
TJ) . p
' o
1 kg 1 i > sinna
n = — f(x)cosnxdx:_[sm j| _ 2sin Caen.
R T h —a nrw

Diky sudosti funkce f* jsou pak vSechny koeficienty b, nulové.
Podle Véty ?? plati

/ | f(0)]? dx = gag + Zn(a,% + b2).
- n=1

Tedy dostavame

z ¢ehoz plyne

i sin? na o —a)
> — = .
= n 2



ReSeni: Na intervalu (—,0) jsou ¢ésti integralfi pro koeficienty a,, b, nu-

lové.
1 [T 1 _
aoz—/ sin xdx = — [—cos ], = —
7 Jo m m
I L[, .
a,=— [ sinxcosnrdr=— [ sin(l+n)r—sin(l —n)rdr=
T Jo 2r J
1 [—cos(l+mn)x cos(l—n)x]™ 1 /(=1 1
[ — J— e +
2m I1+n 1—n o T\l-n 1+n
Pro n > 1 plati:
1 T . . 1 T
b,=— [ sinxsinnrdr=— | cos(l—n)r—cos(l+n)rdr=
T Jo 2r Jo
1 [sin(I—n)x sin(l+n)z W_O
27 1—n I+n 0

Koeficient b; musime spoditat oddélené: :

1 . 1 ks 1 1
Y P [ TR
7 J or Jo 2r 2

Fourierova fada mé tvar:

1 1 1o~ [ (=1)" 1
f(x>:—+§sinx+;;<(l_>n+1+n>cosnx:

T
1 1 . 2 X Cos 2nx
Bk Dy

Podle Dirichletovy véty je soucet této fady roven f(x) pro kazdé x € (—m, 7).
Priklad 6. RozloZte v kosinovou Fourierovu fadu funkci:
28

v
) = 07_>
COosS ¥ X < 5

1= — oS T, $€<%,7T>.

Reseni:

Protoze rozkladdme v kosinovou tradu, jsou vechny koeficienty b,, nulové.

2 5 2 T 2 Ed 4
aoz—/ cos xdx——/ cos xdxz—([sin x]¢ — [sin x]%) =
0

™ ™ % ™ ™

16

ShaRome & by (Corx 1)



N’

“2 w-
< z 2 L
- 2 _ —- - =

R, = o~ g my“——;% OQDAAS(—U 7 =0
= ®
(W)
kig z
an:g/2cosxcosnxdx—g/ COSl’COSTLl’dl’:l/2COS(1+TL>$+

™ Jo ™ % ™ Jo

1 i
+cos(1—n)xdx——/ cos (1 +n)x + cos (1 — n)rdr =
T J=

1 [sin(l+mz  sin(L-m)x)?  [sm(+n)r | sin(l-n)z)") _
([ ] e ] )

14+n 1—n 14+n 1—n

s

0

(
0, pron liché
4 1
=q -1 pro n = 4k + 2
7l—n
4 1
| Fiop POnEH

Tento zapis lze sjednotit do jediného:

= 21 (1) 4 )

Pak tedy, protoze funkce je spojita, plati podle Dirichletovy véty na celém

intervalu (—7, 7) :

f@) =2+ 23D (1" 4 )

™

0
COs nx

1 —n?

,, COS NI
1 —n?

(=1)

2 4
=4 =
T 7

n=1

Piiklad 7. RozloZte v sinovou Fourierovu fadu funkci f(x) = cos 2z na
intervalu (0, 7).

Reseni:

Protoze rozkladdme v sinovu fadu, vSechny koeficienty a,, jsou nulové.

2 [T 1 [7
bn:_/ oS 2xsinnxdx:—/ sin (24 n)x +sin(n — 2)xdr =
T Jo T Jo
L f=cos(n+2)x cos(n—2)x]" 1 /(=1)""+1 .\ (—1)"*+ 41
o n+ 2 n—2 0_7r n+ 2 n—2
1 n+2+n—2 2n(-1)"t14+1
= (0 -2y
T n?—4 T n*P-—4

Protoze funkce je spojita, podle Dirichletovy véty plati na celém

intervalu (—7, 7) :

17

£ Q2 é‘/o\qa:{ e =0 ( 2oy 2/"2)



1 = 20 ((—1)"+ 4 1) sin na = 2n+1
f(x):;; o = ; 201 1) s1n(2n+1)x

Ptiklad 8. Rozvitite ve Fourierovu fadu na intervalu (—m, ) funkci

—%(W—i-x) € (—m,0)
f($): 1
5(%—3:) x e (0,m).

Reseni:
Jde o lichou funkci, tedy vSechny jeji koeficienty a,, jsou nulové. Spocteme

koeficienty b,

2 ("1 1 i "
bn:—/ —(r —x)sin nxdr = — <[—7TCOS nx} —/ 2 sin nxdx) =
T Jo 2 s n 0 0

= pouZiji metodu per partes =

1 [ COs nx} g [ COs TLZL’ / COs TLZL’
= — —7r —_ =
™ n 0

1 [ cos nx} w [ cos nx sin nx 1 i 1
= — —7r — — —_— = —
T n 0 n? Tn on

Podle Dirichletovy véty fada konverguje pro v8echna x € (—m,7)

kromé x = 0 k zadané funkci:

O
Z sin nx

n=1

Ptiklad 9. Funkei f(z) = 72 — 2? rozlozte ve Fourierovu fadu na intervalu

(=7, ). Najdéte soucty fad:

2.

1

© (_1>k+1 © 1
DI
— k=1
Reseni:
Jde o sudou funkci, tedy vSechny jeji koeficienty b,, jsou rovny nule. Spoctu

koeficienty a,,:

2 [T 2 T2 3 4
QOZ;/O (7* — 27) dx:;{xwz—%L:;(Wg—%) :§7r2
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1, ze(0,m),
d)f(z) =40, z¢€(x,2m)

1 —
99 $—0,7T,27T.

Reseni. Pro jednotlivé koeficienty Fourierovy fady plati

1 ™ 27 1 ™
aoz—(/ d.r—l—/ de):—[x] =1,
m 0 - m 0

™

1 T 27 1 1 ‘
ap = — cosnz dr + Ocosnxdr | = — |—sinnx| =0,
7™ \Jo - T |n 0
L/ [, o 1 " 1
b, = — sin nx dx + Osinnxdr | = — |—cosnz| = —— (cosnm — cos0) =
T \Jo . nm 0 nm
N G
B nw
2 2 2
bi=—,b0=0,b3=-—,0,=0, b5=—,
T 3m o

Fouriertiv rozvoj zadané periodické funkce je

= 1 2 2 2
f(z) = % —l—nz::l(ancosnqubnSinnx) =5 + %Sina:—i— 3—7TSin3x—|— 5—7Tsin5x+--~

C@ e)f(x) =sinz, x¢€(0,7). = B\/CC_O I Svg

Reseni. Pro Fourierovy koeficienty plati

Y

(EREES

1 (" 2 T2
ao—;/ sinxdx——{—cosaj} = —(—cosm+ cos0) =
3 Jo ™ o T

N nmw A
ap = — sinx cos —ax dv = — sin x cos 2nx dx
™ Jo 5 ™ Jo

Pro vypocet pouzijeme vzorec sina cos § = 1 [sin(a — 3) + sin(a + §)]
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a, = gl/ [sin(1 — 2n)z + sin(1 + 2n)z]dz =
T 2 )
= l[ cos(1—2n)x— cos(1+2n)xr—
T 1— 1+2n 0
B _1[0081—2% +cos(1—|—2n)7r_ 11 }_
T 1—-2n 14+ 2n 1-2n 1+2n
1 1-1 —-1-1 2 1 1 B
B _%{1—% 1+2n]_ (1—2n+1+2n)_
- (1—4n2)
4 44
a1=—3—ﬂ, 2= 50 BT T35
2 (.
bn:—/ sin z sin 2nx dx
T Jo

Pouzijeme vzorec sinasin 3 = 1 [cos(a — 3) — cos(a + ()] a dostaneme

. 1/O7r [cos(l —2n)x — cos(1 + ZN)I}dI =

by =
2

SHESEERIY

1 1 "
[1 5 sin(1 —2n)z — T on sin(1 + 2n)z ) = 0.

Fourieriv rozvoj dané funkce je

- 2 4 4 4
flx) = %—FZ(% cos 2nx+b,, sin 2nx) = ;—gcos%:—ﬁcos@c—ﬁcos(ix—{—

n=1
y
/\W\IV\/\/—\/_\
X

—4 =37 -2r -n b 2n 3n 4n

Obr. 4. Periodické rozsiteni funkce sinz,z € (0, )

i) =2 ze(-tt). & \B\Z_‘tﬁ;@

2
Resend. Dan4 funkce je lich4 na intervalu (—t,t), a proto jeji koeficienty jsou

ap =0, a,=0,
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1 /[t v =sin™r u=—-Ltcosy
b, = —/ L oin X pde = t ) n t =
tJ ;2 v=u v =1
1 xt nr 1 t
= — —— oS —xX + — cos—zxdr | =
2t nmw . nm oy
1 T nmw n 2 t
= — |——cos—=x sin —x =
2t | nm t n2m? i
1 12 +t2' t2<>t2.()
= — | ——cosnm sinnm — — cos(—nm) — sin(—nm) | =
2t nw n2m? nw n2m2
1 t? L1 . (=)™ [ 22 (=)™t
= (- ) = () =
2t nmw nmw 2t nmw nmw
t t t
by =—, by = ——, b3 = —,
T 2 2 3 3T

Cviceni 10.1. Rozvinte ve Fourierovu fadu v daném zakladnim intervalu periodicity

funkci
a)f(z) =z v (=mm)
[f(z) =2 (sinz — {sin2z + 3 sin3z — fsinds +--- )]
—m, v (—m,0),
b)f(x) =
x, v (0,m)
[f(z) = =% — 2 (cosz — §cos3x + 5= cosbx + -+ ) + 3sinz — §sin2z — 3sin3z + -+ ]
sinz, v (0,7),
c)f(x) =

0, v (m, 2m).

[£(0) = £+ duina = 2 (58 4 ot ot )]



&>

by, = f(#)sin(kwt)dt, k> 1.

Nl
o\H

Typicka tuloha, ktera se v souvislosti s Fourierovymi fadami vyskytuje, je nalézt pro néjakou funkci f na
intervalu (0,7) jeji Fourierovu fadu a urcit, jaky je jeji skuteény soucet (tj. jak moc dobfe fada ptivodni
funkci reprezentuje). Protoze Fourierova fada je definovdna pro periodické funkce miizeme tuto tlohu
vytesit tfemi riznymi zplsoby:

1. prodlouzit funkci f na T-periodickou. Potom dostaneme Fourierovu fadu, které mutze obsahovat jak
¢leny se sinem tak i kosinem.

2. prodlouzit funkci f na lichou 27-periodickou. Potom dostaneme tzv. sinovou Fourierovu radu, ktera
obsahuje jen ¢leny se sinem.

3. prodlouzit funkci f na sudou 27 -periodickou. Potom dostaneme tzv. kosinovou Fourierovu fadu,
ktera obsahuje jen ¢leny s kosinem.

Pokud bychom v bodech 2 a 3 pfimo pocitali koeficienty aj a by pomoci definice Fourierovy fady, museli
bychom integrovat pres interval dlouhy 27". Nicméné diky jisté symetrii, kterou liché a sudé funkce spliuji,
lze ukazat, Ze koeficienty lze v téchto pripadech spocitat jednoduseji. Konkrétné pro sinovou radu plati
ar=0a

by, = f(¢) sin(kwt)dt

Nl
o\)ﬂ

kde tentokrat w = 7. Pro kosinovou mdme naopak by = 0 a

*ﬂ\w

T
™
/f cos(kwt)dt, kde w = T
0
Ukazeme si nyni na konkrétnich prikladech, jak se tato tloha fesi. V kazdém piikladu ukdzeme vsechny
t¥i mozné feseni z vyse uvedenych bodi.

Priklad 3 Pro ndsledujici funkci (tj. ptislusné periodické prodlouzent) najdéte jeji Fourierovou tadu,
sinovou Fourierovu Tadu a kosinovou Fourierovu Tadu. Pro kaZdou Tadu urcete jeji soucet.

£t) = {O’ tiéo’i;f LV Crae LO LU\

Fourierova rada:

Perioda funkce f(t) je tedy T' = 4. To znamen4, Ze w = 2% = 3. Spocteme koeficienty aj. Pro k = 0

mame:
T
— 2 [t
0

4

—; [2ai=2.

2

H\M
l\D\»—l

Pro k > 1 dostaneme:

T 4
2/f coskt 1/2coskt [1s(kt)}4 0
= w == = |-—sin =0.
T 2 k3 2712
0 2 .
Posledni rovnost plyne z faktu, ze sin(2k7) = sin(km) = 0 pro vSechny k.
Dale spocitame koeficienty by, & > 1:
T 4
2 /f sin (kwt) d 1/2sm (k= t) dt = [ 2 cos(k= t)r 2 (cos(2km) — cos(km))
= = —— =—— ) — ).
T 2 km 2 km
0 2



Protoze cos(2km) = 1 a cos(km) = (—1)*, dostaneme nakonec

2 0, k& sudé;
by =——[1— (-1 = ’ ’
b= gt (21 {_,;;, k liché.

Fourierova fada pro danou funkci tedy je:
2 N[0 cos(kR0) + 2 (1) — Usin(k0)) = 145 2 (1) — 1]sin (k™
f 2—1—’;(0 COS(th)+k7r[( 1) 1]51n(k2t)> _1+’;kﬂ[( 1) 1]s1n(k:2t)

Jelikoz vSechny sudé ¢leny vyskytujici se v posledni fad€ jsou nulové, lze posledni vyraz jesté upravit tak,
7e sCitaci index k nahradime vyrazem 2k + 1 a za b dosadime jeho hodnoty pro liché k:

1-— Z ﬁ sin((2k + 1)gt)

k=0

Déle mame uréit soucet nalezené Fourierovy fady. Nakreslime si periodické prodlouzeni f (vlevo), a
pak si vzpomeneme na Jordanovo kritérium. Tam, kde je f spojitd, je soucet fady roven f. Tam, kde je
bod nespojitosti, konverguje fada k primeéru 1[f (t*) + f(t7)] (soucet vpravo).

f

39 O O &=

— o o
-2 0/ 2 4 6 8 10

Formuli 1ze soucet vyjadrit takto:
0, te(4k,4k+2);
F(t)=1<2, te(4k+2,4k+4); prok€eZ.
1, t=2k
Vsiméte si nasledujici véci: ,normdalni“ Fourierka je ,skoro sinovd®“, pro¢? Protoze podle obrazku

vidime, Ze periodické prodluzeni f je vlastné ve tvaru 1+ ,lichd funkce“, proto také odpovidajici fada
je ve tvaru 1+, sinova“.

sinova Fourierova:

V tomto pfipadé mame opét T = 4. Nicméné w = 7 = 7. ProtoZe budeme pocitat sinovou fady vime, Ze
koeficienty u kosint aj = 0. Spoc¢téme nyni koeficienty by:
4 4 y
2 1 4 T 4 ™
— sm k:wt 2s1n k t = [f—cos k—t } = ——|cos(km) — cos(k—=)|.
b= [ 10 5/ o cos670)], = = eosr) —cos (1)
0 2

Jelikoz cos(krm) = (—1)* a
1 pro k =4n,
cos(kg): 0 prok=4n+1l,nez,
—1 prok=4n+2,

muzeme prepsat posledni vyraz pro by takto:

0,

k=
T
bk:_ﬁ[(_l)k_cos(ki)]: %7 k= n:l:l nez,

k=4n+2.

Posledni vyraz neni pfilis hezky, takze ho vysledného zapisu fady radéji nepouzijeme. Dostavame tedy:
(o ]
4 T
— COS 1)*] sin(k—t) .
3 eleos) = 1 ni )

Déle ur¢ime soucet sinové fady. Nejprve nakreslime liché periodické prodlouzeni f se zékladni periodou
(—4,4) (vlevo), pak nakreslime soucet dle Jordanova kritéria.



&0 2 &0 &0
—6 -4 -2 04 2 4 6 8 10 T
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kosinova Fourierova:
—_— O

Nakonec najdeme kosinovou fadu. Mame tedy T' = 4, w = % = 7. Koeficienty u sinti b, = 0. Pro
koeficienty u kosinti mame:

’ﬂ\w

4 4
1 ™ 4 w1t 4 . LT
/f cos kwt dt = 5 /QCOS(th) dt = [E sm(kzt)}2 = k—[sm(lm) — sm(kg)} .
2

0
Jelikoz sin(km) = 0 dostavame:

0, k=4dn, k=4n+2,

4 . m 4
ak:—asnl(kg) = —ﬁ, k=4n+1, n ez,
7= k=4n+3.

Proto

~ 1+Z—sm cos(k; t)

Vsiméte si, ze koeficienty aj, se rovnaji 0 pro suda k a H nebo —% pro licha. Pokud tedy nahradime
sCitaci index ve vysledné fadé vyrazem 2k + 1, Ize vysledek napsat takto:

N k+1 E
1+ Z 1)71_ cos((2k + 1) 4t) :

Nakonec uréime soucet kosinové fady. Nejprve nakreslime sudé periodické prodlouzeni f se zdkladni
periodou (—4,4) (vlevo), pak nakreslime soucet dle Jordanova kritéria.

f®

o ) G—() G—()

6 -4-20 2 4 6 8 10

Pr¥iklad 4 Pro ndsledujici funkci (tj. prislusné periodické prodlouzeni) najdéte jeji Fourierovou fadu,
sinovou Fourierovu Tadu a kosinovou Fourierovu radu. Pro kaZdou Tadu urcete jeji soucet.

f)=1-t, te(0,2).

Fourierova rada:

Pro funkci f mame T'= 2, w = 2% = 7. Spocitame koeficienty ay a by.

2
5 Ja-na-
0

Nésledujici integraly budeme pocitat pomoci metody per partes.

l\J\M

2 2
—1— = 1 S|
/ (1—t) cos(kmt) dt = u=1l-t v co§(k7rt)) ‘ {(1 - t)k— sin(kmt) } /sm (kmt) d
0

W' =-1 v=Lsin(knt kr
0

l\D\l\D



Pisemka z 23.1.2006 — reSeni 4

4. [8b] Méjme f(z) = |cos §| na R.

1. Rozvinte tuto funkci do 27-periodické Fourierovy fady. Urcete, k jaké funkci konverguje vysledna
fada a proc.

2. Dosazenim x = 7 sectéte prislusnou c¢iselnou radu.

>§. Napiste Parsevalovu rovnost pro funkci f a vypoctem urcitého integralu v ni sectéte prisluSnou
¢iselnou tradu.

Reseni: Funkce je sudé a na intervalu (—, ) se rovna funkci cos 5. Proto
=LA R R

2 & 2 T 4
bn:(), (LOZ—/ COSEdiL':*I:QSiIIE} =,
0 2 m 2

s 0 ™

a (v prvni rovnosti vyuZijeme 2 cos «a cos 8 = cos(a + ) + cos(a — §)):

2 [T x 1 [7 1 1
a, = - cos —cosnrdr = — cosx(n+7)+cos.’r(n—7)dx:
T Jo 2 T Jo 2 2

1 2 i ( —|—1)—+— 2 sin:ﬂ(n 1) i
— |———sinz(n + = - = =
T |2n+1 2 2n—1 2/,

1 2 sin (n + 1) + 2 sin (n 1)
= — T = wln— 5 =
m\2n+1 2 o2n —1 2
N————’ N —

=(-1r =(-1)r+t
oo m+1 2n—-1) « 4n? —1 mwdn2—-1"
Fourierova rada mé proto tvar
2 4 2 (=1t
Fi(z) ==+ =
r(z - 7r z:: coSnT ,

a protoze zadand funkce po ¢stech C' s vlastnimi jednostrannymi limitami hodnot funkce i derivaci ve
vSech ,hrotech®, a navic je spojitd na celém R, konverguje Fourierova rada bodové pro vSechna z € R a
plati Fy(z) = f(z) pro viechna z € R.

Dosazeni bodu x = 7 dava

tedy po upravé

tedy po upravé



Pisemka z 16.1.2006 — reSeni 4

Z )b 4. [8b] Funkee f spliije f(z) = sinhaz na (0,7), a > 0.

1. Dodefinujte ji na celé R tak, aby ji bylo mozno rozvinout do 27-periodické Fourierovy rady, obsahujici
pouze siny.

2. Spoctéte tuto fadu. Urcete, k jaké funkci konverguje vysledna fada a proc.

>&Napiéte Parsevalovu rovnost pro funkci f a vypoctem urcitého integralu v ni se¢téte prislusnou
¢iselnou radu.

Reseni: Funkce je sama o sobé lichd na (—, 7), neni proto nutno ji nijak modifikovat. Z lichosti dostavéame

—azr

2 [T 2 T et —¢ ,
ag =a, =0, b, = — sinh az sinnx de = —Im — " dzr,
T Jo T 0 2

s vyuzitim vlastnosti komplexni exponenciely. Spoc¢téme nejprve

)_ a—1in
T a?+n2

4 . 1 .
/ % pINT (0 — . (emr e _ (eaﬂ' (_1)n _ 1) ,
0 a+n
tedy

Im/ eaz einac dl‘ — (1 + (_1)n+1ea7r) .
0

a? +n?

Pouhou zadménou (—a) za a dostaneme

Im/ efaz eina; d.TJ — (1 + (_1)”*‘1’167(1#) ,
0

a? + n?
a tedy
2 T gl _ AT 2 1 n 2 (=1)"*+in
b, = =Im —edr == ——— [1-14(=1)"" (e —e™)| = Zsinhar~———
"o /0 2 ) a2+n2[ + =D ) 7T e 2
Fourierova rada méa proto tvar
2 = (=)t
F = — S. h — B S. 9
() —sin aﬂ'nzz:l gy Snne

a protoze zperiodizovand sinhaz (oznaéme ji f) je funkce po é&astech C' s vlastnimi jednostrannymi
limitami hodnot funkce i derivaci ve v8ech bodech nespojitosti, konverguje Fourierova rada bodové pro

vSechna x € R a plati Fy(z) = % pro viechna z € R.
Parsevalova rovnost (v nasem piipadé = [ |f(z)[>dz = Y ,° | b2) dava:

2

1 T ' ) B D) ) 2 o0 n
; Slnh ar d.’E = ; Slnh aTm nZ::l m . (2)

—T

Protoze (spoctéte si) L [T sinh? az dz = (5“‘21‘% —1), (a # 0!) dostaneme kone¢né:?
X
> n? w2 sinh 2am
Z 21 202 g2 -1}, a#0. (3)
(a? +n?) 4sinh? an 2am

n=1

2Pro a = 0 d4va Parsevalova rovnost (2) trividlni identitu 0 = 0, ale zkuste si ve vztahu (3) spo&itat na obou stranich

lin%. Co dostanete? Je to spravng? A uméli byste odtivodnit, Ze limitni pFechod uvnitf¥ nekone¢ného souttu je korektni? :-)
a—r
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Pisemka z 10.2.2006 — reSeni 4

4. [7b] Méjme f(z) = cos3z na (- ¢, ), f(z) = 0na (-7, —F) a (§,m) a dile periodicky s periodou 2.

1. Rozvinte tuto funkci do 27-periodické Fourierovy fady. Urcete, k jaké funkci konverguje vysledna
fada a proc.

2. Napiste Parsevalovu rovnost a vypoc¢tem urcitého integralu v ni sectéte prislusnou ciselnou fadu.

Reseni: Funkce je sudé, tedy:

2 (¥ 2 &2
aozf/ cos 3z dxr = [sin?)m] =—,
T Jo 3m 0 3

a dale

™

& &
Ta, = 2/ cos 3z cos nx dx = / (cos(3+n)x + cos(3—n)z) dx .
0 0

Je vidét, ze vypocet bude vypadat jinak pro n = 3 a jinak pro n # 3. Pro n = 3 mame

™

© 1r . T T T
ﬂ'ag—/o (cosﬁm—l—l)d:v—g[smﬁx]o +8_E’
zatimco pro n # 3 je
1 P 5 '
Ty = m[sin(?ﬂ-n)w]o6 + ﬂ[sin@—n)w]; =
1 1 1
= T sm(3+n)% + 3, sm(3—n)% = 3 cos ng + 3., cos ng =

Fourierova rada mé proto tvar

i cos M cosnx

1 1 6
Ff(:c):—-l-fcos?)x-l-; 92

3m 6 n=1,n#3

a protoze zadana funkce je po ¢astech C' s vlastnimi jednostrannymi limitami hodnot funkce i derivaci ve
vSech ,hrotech®, a navic je spojitd na celém R, konverguje Fourierova rada bodové pro vSechna z € R a
plati Fy(z) = f(x) pro viechna z € R.

o0

-« v <« 2 5 2 _ al 9 ‘oz,
Parsevalova rovnost (v naSem piipadé 2 [® cos? 3z dr = % + ) " a2) dava:

12 1 36 = cos®Zt
R D DY RS

pripadné:
i cos® BT 52 1
_2\2 BET-O N
Lt (9 — n?) 1296 162
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Pisemka z 11.1.2006 — reSeni 4

4. [7b] Funkee f spliwje: f(z) = Ona (—m,—7/2), f(z) = z na (0,7/2), navic je suda a 27-periodickd na R.
Rozvinte ji do Fourierovy fady, urcete, jakym zptsobem tato rada konverguje a k jaké funkci. Dosazenim
x = § do Fourierovy fady sectéte pfisluSnou ¢iselnou fadu.

Reseni: Ze sudosti dostavame

2 ™
b, =0, ao—f/ rdr = —,
T Jo
a dale
2 [T 1 ™ . TN
ap = — mcosnmda::---:—z(200s—+7ms1n——2).
T Jo ™ 2 2

Fourierova rada mé proto tvar

Fy(z) =

ool

>
1 ™ ™
E — (2cos — si ——2)cos ,
+n:1 2 ( 9 + 7n sin 5 nT

a protoze zadané funkce (ozna¢me ji f) je funkce po ¢éstech C' s vlastnimi jednostrannymi limitami
hodnot funkce i derivaci ve vSech bodech nespojitosti, konverguje Fourierova rfada bodové pro vSechna
x € R a plati

flz+) + f(z—)

Fy(z) = 5

pro viechna z € R. (3)

P1i dosazeni bodu z = Z do (3) tedy na pravé strané rovnosti dostaneme I, nacez dostaneme
2 4

=1
gﬂ—nz:lmﬂ(2c08?+ﬂnsin?—2)cos?zz.

Protoze sin 75* cos 73t = %sin mn = 0 pro vSechna n € N, mame odtud

i cos? T —cos I 2
n2 T 16’
n=1

coz je jedna z moznych forem vysledku. Je viak mozno si je§té uvédomit, ze vyraz cos? 5t —cos I je

nenulovy pouze pro n = 4k + 2, a pak mé hodnotu 2, tedy

oo < o0 5
2 2 1 2

St ¢ Yamr

= (4k + 2) 16 — (2k+1) 8

coZ je jednodussi a prehlednéjsi forma vysledku.



1
:—isinx—i-isin bx

V tomto pripadée b; = —%, bs = % a ostani koeficienty jsou nulové.

(b)

4 st 2 1+ cos 2« 1+ cos 2z >
cos” x = | pouZiji vztah cos” a = — )= 7] =
1
4
1
4

= (1 + 2cos 2% + cos® Qx) = (pouéiji stejny vztah pro cos® 23:) =
1+ cosdxr 3

1
+ icos 2x —i—T:é + 5005 2x + gcosélx

,a; = + a ostatni koeficienty jsou nulové.

V tomto pfipadé ag = %, ag = 3

1
2

U tohoto ptikladu vidime, Ze ne vzdy je tfeba pocitat Fourierovy koefici-
enty pres integraly. Pokud mam soucet, souc¢in ¢ mocninu goniometrickych
funkci, je nékdy mozné pouzitim vztahtl, které pro né plati, prevést funkci
na linearni kombinaci funkci cos nx, sin nx. Ziskame tak vlastné Fourierovu

fadu dané funkce s kone¢nym poctem nenulovych koeficienti.

Priklad 2. Pomoci koeficientt a,, b, Fourierovy fady 2m-periodické funkce

y = f(x) vyjadiete koeficienty a/,, b/, posunuté funkee y = g(x) = f(x + h),

n’Un

kde h > 0 je kladné konstanta.

Reseni:

Ptvodni funkce je y = f(z), jejl koeficienty jsou

a, = l/ f(x) cos nxdx,
L

b, = l/ f(z) sin nx dz.
™ J-=m

11



Funkce y = f(x + h) ma koeficienty

1 m
a, = —/ f(x + h) cos nxdx = (pouziji substituci t = x + h) =
m —T

1 wt+h
= — / f(t) cos(nt — nh) dt = (pouZiji vzorec pro kosinus rozdilu)
T J—ntn

= {l /WHL f(t) cos nt dt} cos nh + {l /Hh f(t) sin nt dt} sin nh =

T J_n4h T J—n+h
T

w+h w+h —7+h —7
(nyni vyuziji toho, Ze plati: = +/ —/ = / ,
—7+h ks ks -7 -7

protoze z toho divodu, Ze funkce ma periodu 27, maji druhy

a tieti ¢len opacnou velikost, takze se odectou)
1 (7 1 7

= {_/ f(t) cos nt dt} cos nh + {—/ f(t) sin nt dt} sin nh =
T J_x T™J_x

= a,, cos nh + b, sin nh

1 m
b, =— / f(xz+ h) sin nx dx = (pouziji substituci t = x + h) =
T™J_x

1 w+h
= — / f(t) sin(nt — nh) dt = (pouZiji vzorec pro sinus rozdilu)
T J_n+h
1 [Tt 1 [Ttk
— {_/ f(t) sin nt dt} cos nh — {—/ f(t) cos nt dt} sin nh =
T J—mth T J—zm+th

(upravim meze jako u koeficientt a, :)
1 (7 1 7

— {—/ f(t) sin nt dt} cos nh — {—/ f(t) cos nt dt} sin nh =
T J_x T J_n

= b, cos nh — a, sin nh

Piiklad 3. Necht y = f(x) je funkce integrovatelnd na (—m, 7). Dokazte, Ze
pro koeficienty ay, bx Fourierovy rady funkce f plati:
(a) Je-li f periodicka s periodou 7, tj. f(z) = f(x+7) pro kazdé x € R, pak

Qop—1 = bop_1 = 0 pro kazdé k € N.

12



(b) Je-li f tzv. antiperiodicka s antiperiodou =, tj. f(x + 7) = —f(x) pro
kazdé x € R, pak ap = asr = bax = 0 pro kazdé k € N.
Reseni:

(a)
17 1 [°
Aop—1 = —/ f(x)cos (2k — N)axdx = —/ f(x)cos (2k — D)z dx +
T J_x L
! / f(x)cos (2k — 1)x dx = (u prvniho integrélu provedu substituci
0
r=x+m) / flx 4+ m)cos (2k — 1)(x + 7) da +
+ L / f(x)cos (2k — 1)x dx = (pouZiji vztah pro kosinus souctu a
T Jo
vyuziji, ze plati f(x) = f(z +7) / f(x)[cos (2k — 1)x cos (2k — )7
—sin (2k — 1)z sin 2k — 1)x] dz + — / f(x)cos (2k — D dr =
T Jo

- _%/Wf(x)cos (2k — 1)xdx+%/wf(x)cos (2k — Daxdx =0

bog_1 = %/W f(x)sin (2k — D de = %/0 f(x)sin (2k — D dx +
+ % /0 ' f(x)sin (2k — 1)x dx = (u prvniho integralu provedu substituci
r=2x4+m7) / flx+m)sin (2k — )(x +7)de +
+ % /0 f(x)sin (2k — 1)x dx = (pouziji vztah pro sinus souctu a
vyuziji, ze ze plati f(x) = f(x + ) / f(z) [sin (2k — 1)z cos (2k — )7
+ cos (2k — 1)x sin (2k — 1)w] dx + ;/0 f(x)sin (2k — Do de =

- _%/Wf(x)sin(%— 1)xdx+%/wf(x)sin(2k— Dxdxr =0

13



(b)
1 (7 1 [°
Aop = — f(x)cos (2k)xr dr = — f(x)cos (2k)x dx +
T J_r TJ
+ E / f(x) cos (2k)x dx = (u prvniho integralu provedu substituci
T Jo
r=x+m) / f(x+7)cos (2k)(x + 7) dx +
+ E / f(x) cos (2k)x dx = (pouziji vztah pro kosinus souctu a
T Jo
vyuZiji, ze plati — f(x) = f(x + 7) / f(x) [cos (2k)x cos (2k)m
+ sin (2k)x sin (2k) 7] dx + L / f(x)cos (2k)xdx =
T Jo

- _%/W f(x) cos (2k)xdx+%/ﬁf(x) cos (2k)xrdx =0

bop = %/W f(x)sin (2k)zdx = %/0 f(x)sin (2k)x dz +
+ % /0 ' f(x)sin (2k)z dz = (u prvniho integralu provedu substituci
r=x+m) / f(x 4 m)sin (2k)(z + 7) de +
+ % /0 f(x)sin (2k)z dz = (pouziji vztah pro sinus souctu a
vyuziji, ze plati — f(x) = f(x + ) / f(x) [sin (2k)x cos (2k)7
+ cos (2k)x sin (2k)7] dx + % /0 f(x)sin (2k)xrdx =

= _%/W f(x)sin (Qk)xdx’—i—%/w f(zx)sin (2k)xdx =0

Piiklad 4. Naleznéte Fourierovu fadu funkce f(x) = sgn(z) na intervalu

(—m, 7).

Pro kterd x nalezena fada konverguje a jaky je jeji soucet? Pomoci vysledku

urcete soucet nekonecné fady

] 1+1 1+1
3 5 7 9 7
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