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4. cviceni
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/
kytaristka@gmail.com

1. Vypoctéte

ST . r—Yy .
a) Ukazte, ze pro funkci f(z,y) = — plati
(a) p flay) =~ P

z—0 \y— y—0 \xz—0

lim (lirrg)f(x,y)) =1, lim (lim f(:v,y)) =-1

(x,y%ig%O,O) f(x,y) neexistuje.
Reseni:
Nejprve vypocteme obé dvojnasobné limity. Uvédomme si, ze vnitini limitu
pres y (resp. x) ndm staci pocitat pro hodnoty parametru z (resp. y) ruzné
od limitniho bodu, tj. v nasem konkrétnim piipadé pro x # 0 (resp. y # 0).
Plati, ze

lim (lim (x,y)) = lim <lim T

z—0 \ y—0 z—0 \y—0 x + y> -

pro libovolnou hodnotu ,,parametru“z ruznou od nuly je funkce (proménné
y) v bodé nula spojité, a proto po dosazeni y = 0 mame

Obdobné vypocteme

lim (lim f(:c,y)) = lim (lim r- y> —

y—0 \z—0 y—=0 \z—=02 +y

pro libovolnou hodnotu ,,parametru“y ruznou od nuly je funkce (proménné
x) v bodé nula spojitd, a proto po dosazeni x = 0 mame

Protoze dvojnasobné limity existuji a nerovnaji se, nemuze dvojnd limita
existovat (ani vzhledem k defini¢énimu oboru).
w2y?

z?y? + (v — y)

(b) Ukazte, ze pro funkci f(z,y) = 5 Dlati

lim <lir% f(:z,y)) =0 a lim <lim f(x,y)) =0,

z—0 \y— y—0 \z—0

1



ale
lim T neexistuje.
oo’ (#:3) ‘]
Reseni:
Vypoctéme nejprve dvojnasobné limity. Uvédomme si, ze funkce f(z,y) je
jako funkce proménné y pro pevnou hodnotu z # 0 spojitd pro vSechna
y € R, specidlné v bodé nula. Mame tedy, ze pro x # 0 je

Proto

. . . . z?y? .
i (131 f@%w) = lm, (131 2yt (2 y)z) =l (0) =0

Obdobné dostaneme, ze

I (1' ( )) lim ( I 'y I y 0
im ( lim = lim ( lim =lim|—— ] =0.
y—0 \z—0 »Y y—0 \ z—0 x2y2 + (IIZ — y)2 y—0 \ 0 + (O — y)2

Urcéeme nyni limitu po piimce y = = pro x — 0 (potom samoziejmé také

y — 0). Mame, ze
2,2
-
lim =1,
=0 22 - 22 + (x — x)?

a protoze limita po piimce y = x a dvojndsobné limity (tj. limity po svislé a
vodorovné ose) existuji a nejsou shodné, dvojnd limita nemuze existovat (ani
vzhledem k definiénimu oboru).

1 1
Ukazte, ze pro funkei f(z,y) = (z + y) sin — sin — limity
Z Y
lim <lim (:U,y)) a lim (hm f(x,y)) neexistuji,
z—0 \ y—0 y—0 \z—0

ale

lim  f(x,y) vzhledem k defini¢nimu oboru funkce f existuje a je rovna nule.

(z,y)—(0,0)
Resent:
Uvédomme si, ze pro zadné x # ﬂ—lk pro k € Z neexistuje limita
1 1
lim (z 4 y) sin — sin —.
y—0 x Yy

Formélné to lze nahlédnout pomoci Heineho véty. Volme-li y, = 1/27mn,
potom

1 1 1 1
nh_{rolo(x + yp) sin - sin = nh_)rglo(x + %) sin - sin(27n) = 0,



zatimco pro volbu y, = 1/(7/2 + 27n) je

1 1
lim (z+yp)sin —sin — = lim (z+

in Lsin (T 1
n—00 0y meoo m) sin —sin (5 + 27m> = (z+0) sin - £ 0.

Tudiz nemuze existovat ani dvojnasobna limita

lim (Zyg% f(z, y)> ,

protoze vnitini{ limita neni definovana na zadném intervalu hodnot z €
(—e,+e). Ze zcela stejného duvodu neexistuje ani druhd z dvojnésobnych
limit.

Naopak dvojnd limita

lim T
earsion Y

sice neexistuje vzhledem k R? (protoze funkce f nenf definovdna ani na jedné
ze soufadnych os, a proto neni definovana na zadném prstencovém okoli
pocatku), ale vzhledem k definiénimu oboru funkce f je nulova. To proto, ze

lim x+y)=0+0=0,
(z7y)—>(0,0)( v)

nebot polynom (x+y) je spojité funkce, a ddle protoze, Ze funkce sin % sind je

omezena. Tudiz podle lemmatu o sou¢inu funkce s nulovou limitou a funkce
omezené je vyslednd limita opravdu nulova.



Kapitola 3

Metody vypoctu limit funkci

3.1 Vlastni limity

Pii poc¢itani limit funkei vice proménnych si pocéindme podobné jako u funkel jedné
proménné. Nyni si shrneme a ukazeme na piikladech pocetni postupy, které budeme
pouzivat.

¢ Pokud mame funkci spojitou v limitnim bodé, pak lze hodnotu limity ziskat pouhym
dosazenim bodu do funkéntho predpisu.

Priklad 3.1.1. Vypoctéte:
3 3
— 1
I A
(zy)—-(12) (T —y)
Resend: Do lomeného vyrazu dosadime bod (1,2):
Sy—xy* +1 2—-23+1
o, LU L 2P
e U racionalnich lomenych vyrazi nékdy pomuze, kdyz dané polynomy v citateli
a jmenovateli rozlozime a zlomek upravime tak, abychom se zbavili nezadoucich
vyrazu ve zlomku.

—9.

Priklad 3.1.2. Vypoctéte nasledujici limity.

2?2 — o2

I
) (wyy)lir(lm) x? — 3y + 3 — xy

Resend: Danou limitu vypoéteme rozlozenim polynomu v étateli a vytykénim ve jmeno-
vateli:

(x—y)lety vty 4

2 .2
lim 5 x y = lim = = —.
(=22 22 =3y +3x—ay (@y-xx—y) +3x—y) @y-22r+3 5

24



KAPITOLA 3. METODY VYPOCTU LIMIT FUNKCI 25

2 4
b) lim zty)” —4
<m7y)_)<_17_1) Z + y + 2

Resent: K vypociténi limity je t¥eba rozlozit polynom v &itateli:

(x+y?—4 P G ) G )

lim —_—
(@y)—(-1-1) x+y+2 (zy)=(-1-1) rt+y+2

= lim x+y—2)=—4.
(m,y)—>(—17—1)( Y )

e U lomenych funkci, které obsahuji soucet nebo rozdil s odmocninami, vhodné
rozsitime.

Priklad 3.1.3. Vypoctéte:

, £\ x? 4 y? +1—1
lim

(2,4)—(0,0) x? + 92

Resend: Platf:

. vVeityr+1-1 , Vet +l—1y/x?+y?+1+1
lim 5 = lim 5 5 =
(z,1)—(0,0) 2?4y (z,)—(0,0) *+y a2+ y2 +1+41

%+ P !

lim = hm —.
(@)—=00) (22 + y2) (/22 + 2 + 1+ 1)  (y)—=(00) «/x2+y 141 2

e U nékterych funkef si muzeme danou limitu zjednodusit zavedenim vhodné substituce
(viz nésledujici priklad). Timto krokem prevedeme vypocet na urcéeni limity funkce
jedné proménné.

Pii dikazech o existenci ¢i neexistenci limity funkce pouzivame substituce

y=kr, kdyz z—0,y—0,

y=k(x —xo) +yo, pokud =z — o,y — Yo

nebo jiné. Tato metoda vypoctu byla pouzita pfi rozhodovani o existenci limity (napf.
u prikladu 2.2.4).

Priklad 3.1.4. Vypoctéte:

Vit —20+2-1
a) hm
(20)=(10) /22 4 y2 — 20 +2— 1

Resent: Ze zadan{ je vidét, 7e k odstranéni odmocnin nés piivede substituce & = 2% + 3> —
20+ 2. Ziemeé 22 + P —2x +2 = (x — 1)’ +y*+la(x—1)+y*+1 # 1 pro (z,y)
z ryziho okoli bodu (1,0). Po dosazen{ limitntho bodu zjistime, ze budeme pocitat limitu
pro t — 1. Pti tomto vypoctu je pouzita véta 2.2.4, kterd ndm umoznuje ziskat vysledek
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(nemusime zde ovérovat existenci limity jako napft. pii pouziti poldrnich soutadnic a véty
2.2.13):

, Vit =22 +2-1 -1 (=D +t+1)
lim = lim = lim =
@n)=00) Y22 p 2 —2r 21 =121 =1 (E=1)(+1)
. P4t +1 3
:hmii—.

t—1 t~|»1 2

2 +y(y — 1)?

b
) (@y)—(0,1) 22+ (y — 1)?

Resend: Tento typ pifkladu zkusime vypoécitat pomocf substituce y = kx + 1

?+yly—-172 | 4 (kx+ Dkx+1-1)% . 2%+ (kx + 1)k*z?
lim = = lim =
@y—-01 2+ (y—1)2  =-0 22+ (kx+1—1)2 20 2 + k2x?
(kDK 1+ K2
= lim = =1
z—0 1+ k2 1+ k2

V tomto ptipadé nelze pouzit véty o limité slozené funkce a z vysledku muzeme vyvodit
jen to, ze dand limita muZe existovat a rovnat se 1. Priklad tedy dopocitame zavedenim
polarnich souradnic x = pcosp,y =1+ psiny:

>+ yly —1)2 . pPeos? o+ p?sin p(psing + 1) PP pisiny
im 5 > — lim 3 SR = lim —————=
(zy)—(0,1) 22+ (y— 1) p—0T P cos? Y 4 pesin® ¢ p—0+ p
= lim (1 4 psin® ) = 1.
p—0T

Déale musime dokazat podminku véty 2.2.13, aby dana limita existovala:
|f(pcosp, 1+ psinp) — 1| = |psin® | < 2p, protoze |sing| < 1.

Pritom lim,_o+ 2p = 0. Dand limita existuje a je rovna 1. Z tohoto prikladu je vidét, ze
substituce typu y = kx bez vhodné dodatecné podminky dokazuji pouze neexistenci limity
(i prestoze se nyni vysledek shoduje, viz text na strané 21).

ellzlHw=2)ly _ |

lim
(zy)—(0,2) |x| + (y — 2)?

c)

Resent: Plati:

ellzlHw=2% _ 1 ellelHw=2)ly _ |
lim — =limy lim T
(@u)—=02) |x[+(y—2)2 =27 @u-02 [|lz[+ (v — 2)?ly

Priklad rozdélime na dvé ¢asti. Prvni limita je po dosazeni rovna 2. Druh4 limita se vypocita
pomoci substituce ¢t = [|z] + (y — 2)?]y a pouzitim L'Hospitalova pravidla. Je zfejmé, ze
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||+ (y — 2)? # 0 v ryzim okoli bodu (0, 2). Tato druh4 limita je podobn4 limité z prikladu
a), zde je vyuzita také znalost véty 2.2.4:

0

lim = lim ~lim— — 1.
(w)—-02) [[z] + (y—2)y =0 ¢ -0 1

el =2y _ ef—1 ‘O‘ el

Pokud oba vysledky sjednotime, dostaneme hodnotu poéitané limity:
ellel =2y _ 1

lim
(@y)—(02) |x|+ (y — 2)?

=2-1=2

e V jinych ptipadech je vyhodné provést transformaci do polarnich soutadnic, kde
vyuzivame véty 2.2.13 (viz priklad 2.2.4). U téchto piikladi se snazime zjednodusovat
funkce pomoci goniometrickych vzorci. Nejdulezitéjsi jsou tyto vzorce:

cos? w+ sin? p =1,
sin 2 = 2sin ¢ cos @,

cos 2¢p = cos? p — sin” .

Poznamka 3.1.1. Pokud podcitame limitu funkce tif proménnych, miuzeme vyuzit trans-
formaci do sférickych souradnic (stejné jako transformaci do poldrnich souradnic u li-
mity funkce dvou proménnych). Vztahy pro transformaci do sférickych souradnic jsou
nasledujici:

xr=1x9+ pcospsint, y=1yo+ psinpsind, 2=z + pcosv,

kde p udavé vzdalenost bodu (xg,v0,20) a (x,y,z) (sféricky polomér), ¢ je thel, ktery
svird pramét pruvodice (spojnice bodl) do podstavné roviny xy s kladnym smérem osy x
(azimutarni thel), ¢ je thel, ktery svira pruvodic s kladnym smérem osy z (sféricky thel).
Tuto transformaci lze vyuzit zejména pii dikazu neexistence limity, tj. kdyz ndm limita
vyjde zavisla na ¢ nebo 9.

Nyni uvedeme vétu pro existenci limity funkce po zavedeni sférickych souradnic, kterd
je obdobna veéte 2.2.13.

Véta 3.1.1. Je-li L € R a ezistuje-li nezdpornd funkce g(p) takovd, Ze

lim g(p) =0 a |f(xo+ pcospsindd,yo+ psinpsind, zo + pcosd) — L| < g(p)

p—0t
pro kazdé p z néjakého pravého ryziho okoli bodu 0 a kazdé ¢ € (0,27),9 € (0,7), pak

lim flx,y,2) = L.

(m,y,Z)—><$0,y0 720)
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oy B
A T
i ln(l +f(X)) .
X—Xp f(X) Y
i () - 7)) =0,

. ) X — ok
Xh_)rr)l(o[lJrk f(X)]T® =¢e" ke R

Priklad 3.1.6. Vypocitejte:

. tg (l’ — 4)2 — y2
a) lim
(m,y)—>(470) $2 (:C _ 4)2 _ y2

Resend: Budeme chtit vyuzit zminénych typovych limit:

Sl — 4)2 _ 12 —A)2 _ 2
lim tgviz ) vy _ lim tg v{z ) v lim

)~ (40) 224/ (2 — )2 — 12 @—(40) Sz — A2 — 2 (ww)—(40) 22
y y

Nyni rozlozime priklad na dvé ¢asti. U prvniho vztahu vyuzijeme typovou limitu
z predchoziho bodu. Protoze plati, ze

tg /(x — A2 _ 2
lim (x —4)2—9y?2=0, pak lim VA il =1

(2,9)—(4,0) (2)—(40) /(x — 4)% — 12

Ted zbyva vypoditat posledni ¢ast soucinu:

lim — =—.
(z,)—(4,0) 22 16

7 téchto diléich vypodctu jiz vyplyva vysledek nasi limity:
. tg/(x—4)2—y2 1
lim = —.
e =(40) 22\ /( — 42 — 32 16

4
b) lim (1—-y+z)=v
) (w,y)—>(575)( Y )

Resent: Piiklad vyfesime na zdkladé poznatkii uvedenych v minulém bodé:
lim (1+x—y)z%y: lim (1+x—y)z%y4
(z,y)—(5,5) (z,y)—(5,5)
Protoze plati

1
lim (r—y)=0, pak lim (I1+x—y)=v =e.
(m,y)—>(575)( v) P (l"yy)—>(575)( v)
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Pozndmka
Ndsledujict dlohy, a to piedevsim dlohy k samostatnému fedend a tlohy obsazené

v kontrolnim testu, jsou mceny predevsim pro zajemcr’ o tuto problematzku Pod-

statné je, aby jste si u’uedomzlt zakladm rozdil mezi lzmatou funkce Jedne a limitou

funkce vice pro mennych.

e

Reseni: Dosadime limitni bod, tedy
wx+2y 2+2-4 10 5

lim —=Z
[,u]—~[24]21,—€—g 2. 2—|—4 8 4

Reseni: Postupnym upravovanim dostaneme

y+2r+y+2 : z(y+2)+(y+2)
im —— =,5 = _lim
yl--L0 2y? + ¥+ -1 [eal—-10 ¥ (z + 1) + (x + 1)
(y+2)=+1) y+2

= 2.

= i - = lim ‘
eal—(-1.0 (z + 1} (12 + 1} wal--L0 92 +1

Resenf: K bodu [0,0] se budeme blizit po pifmkéch, tj. cestu volime po piim-

kéch obsahujicich bod [0,0]. Takové piimky maji rovnice y = kz, kde k € R je
parametr. Bude-li feSenf zdviset na parametru k, limita neexistuje. Dosadime a

dostaviame
2y . 2ka? 2k 2k

lim —— = lim ——— = lim = .
[zi—i00] T2 + y? b 12 + k22 0 T + k2 14k2

L
-




Matematika li 4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

<4¢> Limita zdvisi na parametru £. Pro rizné hodnoty k dostdvdme riznou hodnotn
limity. Limita proto neexistuje. Pokud limita nebude zdviset na parametru &,
pak o existenci limity nemiiZzeme nic Fici. Nevime, jestli existuje nebo neexistuje.
Difivod je ten, Ze pfimky tvoH pouze &ist moznosti, jak se k limitnimu bodu

muZeme blizit.

W)

Reseni: K vypoéitani této limity pouzijeme ndsledujici vétu o dvojnésobné

limité.

Véta 4.3.1,

Jestlize existuji limity

lim (lim f(a:,y)) %-ql, lim.:( lim.f(:p,.i_):); =02, . lim ']. Flo,y) = a_,.'

T—5g '\ ¥—H0 Yy—o \ x—Tq ziyl—{z0,p0

pak a = a; =az. .

Prakticky postupujeme tak, Ze si vybereme jednu proménnou, napf. proménnou
y, drubou pak povazujeme za konstantu. Poéftdme limitu funkce jedné proménné,
funkce zdvisejici pouze na y. Dostaneme vyraz, ktery jiz nebude obsahovat pro-
ménnou y, ale pouze z. Nyni = budeme chdpat jako proménnou a vypocitdme
limitu z funkce jedné proménné, funkce zdvisejic! pouze na x, ziskdme hodnotu

a1,

ay = lim (lim =

2?4 ) 4zt —4
a—1 \g—2 24 4yt - 17

= lim e
A1 16— 17
4{z? - 1) ) 4

AL e ATl L R Py

Totéz udeldme pro obé proménné v opaéném pofadi a dostdvdme hodnotu s,

2y —4 ) y?—4 ) 1 1

as = lim [ lim 11_{% T4V — 4 =,1;1_I,n§ 214 ]
(u y y

y—2 \2—1 gt 4y — 17

Vidime, 7e a1 # as, limita neexistiije. Pozor, jestlize a; = ag, pak o existenci

Ef _252_
o ol




Matematika [}

4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

< A o{) limity se opét ned4d nic fici. Mize,

ale také nemusi existovat.

Na zavér kapitoly si nadefinujeme spojitost funkce dvou proménnych.

Hm
[:l: )y}""["'l:ﬁ]

. Vypottéte limitu

lim
[y)—

. Vypoététe limitu

x T
4212

. Vypoététe limitu  lim

. UkaZte, Ze neexistuje limita

. UkaZte, Ze neexistuje limita
. UkaZte, %e neexistuje limita
. UkaZte, Ze neexistuje limita
. UkaZte, Ze neexistuje limita

9. UkaZte, Ze neexistuje limita

10. Ukazte, Ze neexistuje Limita

lead-i-14] y(z + 1)

Tt —y

sin(z +y) - cos{z — ).

22+ 1

. z(y + 1)
m ———
[zy]—10.0] 27 -+ 3y
)

lim .
lzyl—(L4] ¥ — 4

2% — 2

lim —.
[zy]—[00] ZY — Y

2yt — 2%+ 26
zty+4
. 2r+1
lim —_—,
wal—i-3-4 ¥ Ty +1
, 24z
lim .
[y —(00] TY + Y
(2 +y+ 1}z —y+1)—1

lim
[m,‘y]—»[—l,—a]

lim
[z.3]—[0,0)

¥

- 263 -




3 LIMITA FUNKCE VICE REALNYCH PROMENNYCH

sinxyz

Priklad ¢. 22 Vypoctéte Li_r)r(l)
y—0
z—0

X

Y ’ . vy ’ 4 . . 2 v
Reseni: Celou funkci rozsitfim vyrazem ;’—Z a vzniklou funkci rozdélim podle véty 3.2.4.

Zvolim si substituci t = xyz. Nasledn¢ Ize u funkce opét najit podobnost se vzorcem pro

vypocet limity funkce jedné realné promeénné (llmx_,o Snx - = 1). Po slozeni jednotlivych
funkci dostanu limitu rovnou 0.
. sinxyz . sinxyz yz . sinxyz . Sinxyz
lim = lim -— = lim -yz = lim -limyz =
x—0 X x—0 X yz x—0 Xyz x—0 Xyz x—0
y—0 y—0 y—-0 y—0 y—0
z-0 z-0 z—0 z—-0 z-0
(1: sin xyz t=xyz| .. sint
lim | = lim— =
x~0 xyz t—0 t-0 t
y—-0
= z—0 = 1 . 0 = 0
}Cl_r}%yz = }CI_I)I(IJ}/ }CILHZ =0-0=0
y—-0 y—=0 y-0
z—0 z—-0 z—-0
Pfiklad ¢&. 23 Rozhodnéte o existenci limity lim,-. tg%, a pokud existuje,
y-0
vypocitejte ji.

Rozlozim novou

X 1

Reseni: Celou funkci rozsifim takzvanou chytrou jednickou, tj.
funkci na dvé funkce f(x,y) = ti% a g(x) = x, podle véty tykajici se algebry limit. Pfi

vypoétu limity funkce f(x,y) vyuZiji substituci a funkci tangens si vyjadifim pomoci
funkcei sinus a kosinus. Po dosazeni dostavam limitu funkce f(x,y) rovnou jedné a limitu

funkce g(x) rovnou 2. Tudiz je vysledna limita v bod¢ (2, 0) rovna dvéma.

te x texy x te x tg x
lim & y=lim & y-—=lim & y-x=lim & y-limx=
x—2 y x—2 y X x—2 xy x—2 xy x—2
y—0 y—0 y—0 y—0 y-0
tg x = tet sint 1
limgy £ == im-2- = limo .~ —1.1=1
x—>2 xy t—>0 t—>0 t t-0 t cost
— =1:-2=2.
I }}Lr%x: 2
k y—-0

32
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Pfiklad ¢. 24 Urcete limitu limx sin
x—0 x—-y+z

y—0

z—-0

Reseni: Limitu budu fesit pomoci odhadu. Mohu totiz tvrdit, Ze pokud vyndsobim
proménnou x funkci sinus v absolutni hodnoté, vzdy dostanu ¢islo mensi nebo rovné
absolutni hodnoté z x, protoze absolutni hodnota funkce sinus je vzdy mensi nebo rovna 1.

Vyuziji zde také znalosti véty uvedené v kapitole 3.2.10. Proto se tato limita rovna nule.

x sin—— | < x|
x—y+z
. . . 1
lim|x| =0 - limxsin——— =
x—0 x—0 X—y + z
y—-0 y—0
z-0 z—-0
2
Piiklad ¢&. 25 Dokazte, ze plati lim,_, 2+yy >=0.
y=0

Reseni: K dokazani tohoto tvrzeni opét pouziji odhad hodnot funkci v okoli bodu (0,

0). Nejprve si funkci rozlozim na dvé funkce podle kapitoly 3.2.4. Dostanu limity:

Xy
x24y? _]e omezena na

yoo 0" y=0

mnoziné E, \ {[0,0]}, protoze pro v8echna (x, y) z definiéniho oboru plati —% < 2x+y < %

Pokud ovéfim tuto nerovnost, bude ziejmé, ze opravdu plati pro vSechna (x,y) # (0,0).

Kone¢né plati, Ze soucin funkce majici limitu rovnou nule a funkce omezené je roven nule.

limx =0
x—0
y—0
1 Xy 1
2~ x2+y 2
- —2xy<x?+y? 50<x2+2xy+y*>0< (x+y)?
x2+y
1
x2+y2_§ »2xy<x?+y2 50<x?-2xy+y?->0< (x—y)?
- f(x, y)——yzjeomezené.

— lim x - omezena funkce = 0.
x—0
y-0
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Limita a spojitost - Tefené piiklady 12

Ty 0,0
26. Pfiklad Vyfetiete, zda je funkce f{z,9) ={ 22 4¢2 L (2,9 # 0,01 opoiita v bods [0, 0].
0 pro [z, y] = {0,0].

ReZeni  Aby byla funkee f spojitd v bodé [0, 0], mus{ mit v tomto bod& limitu rovnu nule. DokaZme,
e tomu tak je. PonZijeme vitu, ktera tvrdi, Ze limita soudinu funkce jejiZ limita je nula a ohraniZené
funkce je rovna rovné? nula. Zfejmé plati

2
Ty lim = 1 7Y

1m —_= - 1 PR S—
[m,y]—#[0,0] 32 + 92 [z,y]—*[U,U] ley!ﬂovol :r2 + y2

Pritom lim =z = 0. Uka?me nyni Ze funkce ;ﬁ%’ je ohranifend. Plati

[z.%1—[0,0]
2 2 2 2 2 |2y 1 Ty 1
Tedy funkce E‘-‘%ﬁ je ohraniZend.
P
27. P¥iklad Vydetfete, zda je funkce f(z,y) = ¢ 28 4 44 profa, ] # [0,0] spojitéd v bodé [0, 0]
0 pro [z, y] = [0,0]

ReSeni  Aby byla funkee f spojitd v bod& [0, 0], musi mit v tomto bod& limitu rovou nule. Metoda
postupnych limit, metoda svazku p¥imek i metoda polarnich soufadnic davaji vysledek nula. Metodou
svazku parabol ukaZme, 7e limita nula neni a tedy zkoumana funkce je v daném bod& nespojita.

-'134'9‘2 ] 74 (k.m2 }2 . k258 k2
im —/=— =lim =
c—by=ka? T8+ yt  z—0 28 + (ka?)t

L*:« —

=i TR I

Limita L** zdvisi na parametru k. Odtud podle vty o jednoznafnosti limity plyne, Ze funkee f je
v [0, 0] nespojita.

2 2 _
28. Priklad Spodtéte limitu  Lm -——\M’J’Qll
[,y ~[0,0] T +y

Hedeni Do funkce nelze bezprostfednd dosadit. Provedeme proto vhodnou algebraickou Gpravu.
Viraz rozdifime.

VaT+y2+1-1 lim (VR +2 41 -1(/22 +32+1+1)

lim A———— =
(2,41 —[0,0] z?+y (2,41 —10,0] (22 +y2)(/z2 +y2 + 1+ 1)

= lim ety +1-1) I S
[0 —0,0] (22 +y2) (/22 +42 +1+1) Bu=00 /22 +y2+1+1

[N

ms _ y3
29, Piiklad Spodtste limitu lim ——=.
[eyl—[2.2) 24 —

Regeni Provedeme algebraickou tipravu funkce. RozloZime fitatele 1 jmenovatele vyrazu a prove-
deme pokriceni.

x —qP . (x —y)(z? + 2y + 97) #ray+y? 4+4+4 3

lim = m = lm = = —.
a2z T — 1 a2 (& — 9 (E ) +12) mol—22 (@ +y)(=t+yE) 4d4+4) 8

2 2
30. Piklad Spoctdte limitu  lim _ S 4y)
fe] =00 2?4y +4—12

RNDr. Jifi Klagka, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006



KAPITOLA 3. METODY VYPOGTU LIMIT FUNKCI 30

Na zékladé uvedenych skutetnosti je zfejmé, Ze

4
lim (I —y+x)75 = et
(m,y)—*(5,5)( Y )

s P#i vypoétech se snazime funkce rizné algebraicky upravovat, abychom napft. dostali
soudin dvou limit, kde jedna je limitou funkece jedné proménné a druhé zjednoduSend
limita funkee vice proménnych. Souéin dostaneme nésledujici ipravou:

o - L0

="_1 .

9(X)

f(X)-g

U limity funkce jedné proménné si miZeme vypomoci L’Hospitalovym pravidlem
nebo jinymi dpravami, které u funkef vice proménnych pouZit nemiZeme.

Priklad 3.1.7. Vypodéitejte:
(A /{;\ yp A

9 ]+ y}+ 2]
lim (1 + ———) .
(,812)—(0,0,0) 2| + Tyl + =]

Resend: Zavedeme substituci t = |z + |y| + || a pouZijeme vétu 2.2.4. Zfejmsé je |z| I |y| +
|z] # 0 v ryzim okoli bodu (0,0, 0):

9 ) []-+- |l -+

2 t
lim (1 R — = lim (1 + —) = |10l = lim 6“"(14"%).
(@.4,2)—=(0.0,0) |2} + [} + | 2] t t—=0

t—0

Zde musime vypoéftat limitu vjrazu v exponentu, a poté dosadime vysledek zpét.
Ve vypoctu této dfléf limity pouzijeme L'Hospitalovo pravidlo:

0.

2 In(1+2 2 2t
lim [tln(l-{-—)] =|0-oo|=Iim-r—l(,—F*):‘E‘:lim = lim
t—0 t t—0 T o0

0142 0f+2
Pokud dosadime tento dil&f vysledek do predeslé limity, dostdvame:

9 [ +y |-+ 2|
lim (H"—ﬂ—m—) —0 =1,
(#,4,2)—(0,0,0) lz| + |y] + {2

e U tloh, u kterych potfebujeme ovéfit neexistenci limity funkee, vyuzZivime zna-
losti postupnych limit z pozndmky 2.2.2. Dile miZeme pouzit i substituce typu:
y = k(z — 20) + yo nebo y = kz?, o kterych jiz byla Tet.

Piiklad 3.1.8. Presvédéte se o existenci nebo neexistenci nasledujicl limity:

x — 2y

lim )
(z)—(0,0) 3z + Y



3 LIMITA FUNKCE VICE REALNYCH PROMENNYCH

2x3 3
— lim ———— neexistuje.

y—-0

3
- ma v poc¢atku neobvykly priibéh, ktery znaci, ze limita v tomto

2x3y

Obr. 6. Funkce f(x,y) =

x%+y

bod¢ neexistuje.

V daném piipadé graf funkce f(x, y) naznacuje, Ze by bylo tieba prozkoumat parcialni
funkce f(x,x) a f(x,0).Je f(x,x) =1 prox #0, f(x,x) =0 pro x # 0. V sebemensim

okoli pocatku se tedy vyskytuji funkéni hodnoty 11 0 a dvojna limita nemiiZe existovat.

5 ) o o x% sini+ y?
Piiklad ¢. 17 Zjistéte, zda existuje limx—o T
y-0

Reseni: Pokud vypoétu dvojnasobné limity této funkce, zjistim, Ze jedna z téchto limit

x2 sin>+ y2 L.
neexistuje. Proto limita funkce f(x,y) = x2+"y >— v bod¢ (0, 0) neexistuje.
. .1
x? sm%+ y? x? sinZ+ 0 1
lim| lim —————— [ = lim——=——— = lim sin — = neexistuje.
x-0\ y-0 x*“+ _’y2 =0 x2+4 0 x—0 X
. 1
x251n%+ y? 0-sing+ y? 2
lim [ lim——2*—="— | = lim—————— = lim— = lim1 = 1.
y=0\x-0 x“+ 7y y-0 0+ y y=0 Yy y-0
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3 LIMITA FUNKCE VICE REALNYCH PROMENNYCH

. . .1 . e e . .,
Zavér: Je llrréx2 sin— = 0. Fakt, Ze prvni €initel ma limitu nula, je zcela jasny a funkce
xX—

1. .
h(x) = sin— je omezena. Proto

neexistuje.

Priklad ¢. 18 Vypocitejte limitu v bodu [0, 0] funkce xziyz.

Reseni: Dana funkce ma defini¢ni obor D(f) = E, \ {[0,0]}, proto nelze postupovat
stejné jako v ptikladech, kde jen dosadim za proménné. Pfi feSeni této limity pouZziji
pfevod z kartézskych soufadnic do soufadnic polarnich. Po této transformaci se ve
jmenovateli objevi zndmy vzorec pro po&itani s goniometrickymi funkcemi sin?x +

cos? x = 1. Po uvedené uvaze je jiz zfejmé, Ze limita této funkce v daném bodé& je rovna

nekonecnu.
X =pcosg 1 1
Ll—%m - yp_;ino(p - plLrng p?cos?g + p2sin?@ - pll»rglJf p?(cos?p + sin?g)
y—0 ’ @—0 »—-0
) 1
= Jmp=g=

1

Obr. 7. V okoli bodu (0, 0) funkce f(x,y) = roste nade vSechny meze, to znamena, ze limita

x2+y?

je v tomto bod¢ rovna nekone¢nu.
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3 LIMITA FUNKCE VICE REALNYCH PROMENNYCH

g) Daéle je mozné vyuzit odhadu pomoci funkei (posloupnosti), o jejichz priabehu
v daném bod¢ mam predstavu a lisi se jen malo od puvodni funkce.

(Priklad ¢. 24, Priklad ¢. 25, Priklad €. 26, Priklad €. 27)

Piiklad &. 4 Uréete limx—o e~ V.

y-0

Reseni: Tuto limitu lze jednoduse vyfesit tim, Ze za nezndmé x, y dosadim hromadny

bod (0, 0), protoze dané funkce je spojita v celém prostoru E,.

2 .2 o
lime ™ V" = 070=p0=1,
x-0

y-0

T xy)

Obr. 3. Graf funkce f(x,y) = e **=¥* ze kterého je patrné, ze v bodé (0, 0) ma limitu rovnou
hodnoté 1.

o N . . xX+6
Pfiklad ¢. 5 Urcete limx—2 .
3x—y+5

y-1

Reseni: Funkce je vbodé (2, 1) definovana a spojitd, proto mohu za nezndmé x, y
dosadit tento hromadny bod a limitu nalézt.

*23x—y+5 3-2—-1+5 10
y-1

x+6 2+6 8 4
5
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3 LIMITA FUNKCE VICE REALNYCH PROMENNYCH

Priklad ¢. 6 Stanovte limitu funkce f(x,y,z) = x3y2z v bodé (1, 2, 1).
Reseni: Funkci lze pomoci algebry limit rozdélit na soudin spojitych funkci

g(x,y,2z) = x3,h(x,y,2z) = y%,i(x,y,z) = z. Poté lze dosadit limitni bod a limitu

vypocitat.
lim x3y%z = limx3 - limy?-limz=1-4-1=4.
x-1 x-1 x-1 x-1
y-2 y-2 y-2 y-2
z-1 z-1 z-1 z—-1
Piiklad ¢. 7 Piesvédite se, ze lim Y =4
’ > ;:gwlxy+4—2 o

Xy

Reseni: Funkce f(x,y) = Ttz neni definovana v bodé (0, 0) a podle ,uzké*

xy

Jxy+4-2

v bod¢ (0, 0) neexistuje, protoze v kazdém redukovaném okoli bodu (0, 0) existuje

definice limity je$té na osach x, y. Podle této definice limita funkce f(x,y) =

nekonecné mnoho bodi, ve kterych neexistuje funkéni hodnota. Funkéni hodnoty by se ale
bez vyjimek mély blizit k hodnoté limity. Nyni pfistoupim k prozkoumani chovani limity
na mnoziné E, \ {(0,0)}. Nejjednodussi moznost, jak dojit k vysledku, je rozsitit cely
vyraz ,.chytrou® jedniCkou. Poté uz snadnymi algebraickymi Gpravami vypocitdm limitu

funkce f(x,y).

Vxy+4+2

X
lim 4

Xy
——— =lim
;:g\/m—z ;:g\/m—z xy +4+2

Coxy (Jxy+4+2)  xy-(Yxy+4+2)

_}C1_r% Yy +4—4 —}Cl_r% Xy —Ll_r)r(l)(,/xy+4+2)
y—-0 y—0 y—0

=V0-0+4+2=4.
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3 LIMITA FUNKCE VICE REALNYCH PROMENNYCH

Ptiklad ¢. 11 Rozhodnéte, zda existuje limx—o %
y—0

Reseni: Bod (0, 0) je bodem nespojitosti funkce zt—z Opét se budu snazit dokazat, Ze
existuje takova ktivka, ze pokud se po ni budu blizit k bodu (0, 0), tak dostanu jinou
hodnotu nez pfi ptiblizovani po jiné kfivce. Tim dospéji k tomu, ze funkce J:—z nema
v bodé€ (0, 0) limitu. Nejdiive substituuji rovnici paraboly (y = kx?). Po dosazeni dostanu

hodnotu 1. Limita proto muze existovat, ale jiz pfi dosazeni rovnice piimky (y = kx) se ve

vysledku vyskytuje parametr k, takze je tato limita pro rizné hodnoty smérnice rizna.

. x+ . .
Proto limy—o —> neexistuje.
y-0 "

- Substituce y = ko
limﬂ _ imx(l + kx) ~ lim 1+ kx _
x-0x —kx? x-0x(1—kx) x-01—kx

- Substituce y = kx

I x+kx  x(1+k)  1+k 14k
Po0x —kx  xo0x(1—k) x201—-k 1-k

,prok # 1.

: x+ o
Slimyoo — neexistuje.
y-0 "

Obr. 5. Grafické znazornéni funkce f(x,y) = % Zde je patrné, ze limita v bodé (0, 0) nemiize

existovat.
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3 LIMITA FUNKCE VICE REALNYCH PROMENNYCH

2 2

+y

Priklad &. 12 Vypodtste limx—o -
y—0
Reseni: Funkce f(x,¥) neni definovana nejen v bodé (0, 0), ale ani na pfimce o rovnici

x%+y? .. s 1 e . ..
neexistuje podle ,,uzké* definice limity.

y = —x. Z toho je jasné, ze limx-o
y—0

Pokusim se zjistit, co se déje v tésném okoli pfimky o rovnici y = kx, a také v tésném
okoli paraboly o rovnici y = kx?. V obou piipadech vyjde limita rovna nule, to znamena,
7e limita mlZe existovat. VySetfim funkéni hodnoty vbodech (x,—x + x?2),
(x,—x —x%),x # 0. Tyto body volim proto, Z¢ se k piimce y = —x piiblizuji velmi
blizko, protoze pro malé¢ hodnoty x, je druhd mocnina tohoto Cisla velmi mald. Pro bod

(x, —x + x?%) jsou pro x — 0 v kazdém okoli bodu (0, 0) funkéni hodnoty blizké ¢islu dva.

Pokud se pfiblizuji k pfimce y = —x ,,zezdola“ (bod (x, —x — x2)), je vidét, Ze se funkéni
2 2
hodnoty v okoli bodu (0, 0) blizi k hodnoté -2. To znamend, zZe limx—o 2= pocitana
y—0
vzhledem k defini¢énimu oboru této funkce neexistuje.
- Substituce y = kx
. x4+ k2 x*(1+k%)  x(1+k?) 0
0 x+kx xo0 x(1+k)  xs0 14k
- Substituce y = ko’
r x*+k2xt (A + k%) x(T+k%x%)
o0 x4 kx? x50 x(1+kx) x50 1+kx

- Substituce y = —x + x?

Xt (—x+xH)? x4 x? -2+t 5
lim = lim =lim(2-2x+x*)=2-2-0+0
x=0 x+ (—x+x2)  x-0 x? X0
= 2.
- Substituce y = —x — x?
X+ (—x—x»)? x4+ xt+2x3+xt 5
lim = =lim(-2—-2x—-x*)=-2-2-0—-0
x>0 X + (—x — x?2) x—0 —x2 x—0
= —2.
_xPtyr o
- lim neexistuje.
x-0 x +
y-0
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2
v v v . X
Priklad ¢. 13 Uréete limx—o 5>—.
Y0 x“+y

Reseni: Opét nejprve prostuduji, co se dé&je, kdybychom se piiblizovali do po&atku po
pfimkach a paraboldch. Ob¢ tyto limity vyjdou rovny nule. Kdyz ale studuji kiivku

y=Vx = x% (pro x > 0), po algebraickych upravach zjistim, ze kdyz postupuji do bodu
(0, 0) po této kiivce, nachazi se na ni body s funkénimi hodnotami rostoucimi
k nekone¢nu. Dvojna limita proto existovat nebude.

- Substituce y = kx
limﬂ = limL = limkz—x = 9 = 0.
x-0x2 + k6x® x-0x?(1+ k®x*) x-01+k6x* 1
- Substituce y = ko’

xk?x* k?x5 . k2 x3 0

}cl—r}g X2 + kox12 }cl—r}?) x%(1 + k6x10) - chl_r)% 1+ k6x® 1 0.

1
- Substituce y = Yx = x3

W[ =

- xx 3 -
lim ——— = lim — = lim — = - = oo,

x>0t (1)6 x-0+ 2x2%  x-0+ Zx% 0
x2% + | x3

. xy o
- lim ——— neexistuje.
y—-0

s v v . x—5
Piiklad &. 14 Uréete limyx-o —2.
y—>0 7x+y

Reseni: Defini¢ni obor funkce je E,\ {[0,0]}. V tomto piikladu vyuZiji okolnosti, Ze
pokud se dvojndsobné limity nerovnaji, tak limita dané funkce neexistuje. Vypocitam proto

dvojnéasobné limity, a protoze jsou navzajem ruzné, mohu fici, ze dana limita neexistuje.

., x—05y X 11
lim (hm )—hm =11m—=7.

-0 \y=07x +y/) ¥507x %07
x—5 -5 -5
lim (lim y) = lim—2 = lim— = -5
y=0 \x>07x +y y=0 y y-0 1
. X—5y L
- lim neexistuje.
x>0 7x +

y—-0
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2 2

+7y

o y Yk . L 2 R
Ptiklad ¢. 15 PresvédCte se, Zze pokud limita limx-o ;C existuje, je rovna

y—-0
nule.
Reseni: Nejprve uréim dvojnasobné limity. Tyto limity se rovnaji, limita proto muze

existovat. O existenci se piesvéd¢im substituci y = kx. Limita po upravach opét vyjde rovna

2 2
nule. Proto limx—o = J_r7 existuje a je rovna 0.
y—0
. 2x* +7y%\ 2x2_1_ 2x_2-0_O
xlir(l) yl—I;% 5x—8y —x_%g—xlilé?— 5 S
_ o 2x% + 7y? o 7y: =7y =7-0
lim( lim———~—| = lim =lim——=——=0
y-0\x-0 5x — 8y y-0—8y y-0 8 8
2x? +7y% ly = kx| 1 2x? + 7k*x* " x*(2+7k%) i 2+7k*
ﬁ%Sx—mr_y_ 0 5x —8kx x50 x(5—8k) xo0. 5—8k
y—)
2 2
Zavér: Pokud limita limy—o 22— existuje, plati
Y0 5x—-8y
2x? + 7y?
lim ———=0.
X0 5x — 8y
y—-0

w o . . 2x3y3
Priklad €. 16 Urcete limx—o0 ——.
x6+y®
y—-0
SR . . , o c w1 2x3y3 o
ReSeni: Po vypoctu dvojnasobnych limit mohu tvrdit, Ze limita limx—o o1 g6 muZe

y-0
existovat, protoze se tyto dvojnasobné limity rovnaji, respektive obé& jsou rovné 0. Dale

zkusim do limity dosadit za proménnou y svazek ptfimek (y = kx). Po algebraickych

34,3
upravach ale vyjde tato limita zavisla na smérnici k. Proto limita funkce f(x,y) = j::;G
v bod¢ (0, 0) neexistuje.
. o 2x3y3 o 2x3-0
lim| lim ————] = lim =
x>0 \y-0x6 + y6/) x-0x6+4+0
. °y® . 2:0-y°
lim( lim——— | = lim ——— =
y-0 \x-0x° + y© y-0 0+ y®
. 23y ly = x| = i 2x°k°x° . 2k3x® " 2k3
w00 x6 4 y6 0 T T IO X6 F k6x6 T xo0x6(1+ k6)  x-01 + ko
y—0
B 2k3
1+ k¢
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(as)

Matematika 2 9

kdy bod [z4, yo] nazgvime pélem. Vyhodou tohoto popisu je, Ze potom limitni pfechod
[z, 4] = %o, w] 17e nahradit limitnim pfechodem p — 0. Uvedeny postup ilustruje nasle-
dujici ukdzka.

Piiklad 5 Vypodtéte limite  lim 1ocos™(s?447)

(zp)=(00) @)

Protoge v tomto piipadé funkéni hodnota neezistuje (po dosazeni je ve jmenovateli 0),
poudijeme transformact do poldrmich soufadnic. Po nahrazens proménnych z, y md funkce
toar:

1 —cos’(z® +4%) _ 1-—cos®(p”)

(@ +37)° o
proto vipedet wvedend limity nohradime vipoclem limity funkce jedné proménnd o pri
vipocty muierne pouil aperdt funkce jedné proménné, v temio p¥padé L’Hospitalono

1

pravidio.
. 1—-cos?(z? +y* . 1=cost(p? i 4psin(a*) cos{¥)
im —(—g—l=llmﬁ—(~l-——hm q
(ix,¥}—{0.0) (=2+1%) el p =0 40
1] Y 2 *
= lim #2)  lim eos(p?) = 1
=0 4 p—0

Poznamenejme, Ze v pfipadé kdy vysledek zévisi na ¢ limita neexistuje viz. ukazka 2.2.
Dile je nutné uvédomit si, Ze limitni pfechod pro p — 0 musf checné zohlednit i moZnou
zévislost @(p), viz ukazka 2.3. Analogicky lze postupovat i u limity funkce 3 proménnych
s vyuZitim sférickfch soufaduic.

1.4 Parcialni derivace, derivace ve sméru

Pro funkce vice proménnych se zavadi pojem parcidln{ derivace, ktery vyufiva pojem
derivace funkce jedné proménné.

Definice 4 Parcidini derivect funkce y = f(zy,Z2, ... %) v bodé A = (o, ...,an) podle
proménné x; rezumime derivaci funkce jedné proménné y(z) = fla1, .., 01,2, @i | 1, -, G2)
v bodé a;. Tuto derivaci zapisujeme dvéma moingymi zpisoby:

J2.(A) nebo -gxii(A).

Tedy viechny proménné kromé prom&nné z; ,zafixujeme® tj. nazirame na né p¥i derivovéni
jako na konstanty a derivujeme pouze podle proménné x;. Pro grafické vyjadfen! pojmu
parciiln derivace se omezime pouze na funkce dvou proménnych v bodg [z, y]. V tomto
pfipadé ,zafixovéni® proménné x, resp. y zna®i omezit se na rovinu z = zy, Tesp. ¥ = yo.
Potomn ve shodg s geometrickym vyznamern derivace funkce jedné proménné je derivace
f+(Zo, o) Tovna smérnici teZny v bods [z, yo] k prisednici funkee f(z,y) s rovinou z = xy.
Analogické ivahy plati i pro f(zo, o). Situace je zndzornéna na nésledujicim obrézku

Jestlife funkee y = f(X) ma definovanou parcidlnd derivaci podle proménné x; v ka#-
dém bod& mnoZiny M je funkece pfifazujici kaZdému bodu této mnofiny hodnotu této
parcidlni derivace nazjvina parcidlni derivaci funkee y = f(X) podle promé&nné x;, co
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EVALUATING LIMITS WITH POLAR COORDINATES

PAOLO MASULLI

Tet f Le o funchion f: D CR? — R, such that (0,0) is » Yimit point of D, We want to evaluate its limit for
(r,9) = (0,0). One method is to use polar coardinates centered ut the origin, via the substitution

|w=rcos€ y=rsinB.|

This wuy we pet a new function {r8) — F(r,8) snd cvaluste its limit for r — 0%, In fact this corre-
sponds to (riy) — 0 in f. But thora is some extra condition to verily, to be able to conclude that the limit
lim gz 40,0 F(# ) I8 the same of lim_p1 F{r, ).

Theorem 1. We have

lim z,y) =1,
(1.1,-)—4(0&)” v

(for 1 finite or Loo) if and only if
lim F(r,8) =1
r—0F (1, }
uniformly in 0, for 0 € |0, 2%).
“Uniformly” here means that F(r,#) has to spproach ! us r approaches 0, independently of the value of
# € [0, 2n).
Example 2. limg, 0,0 I-f—:‘fy—; After passing to polar coordinates, we get

litn 7 cos® fsind.
r=0!

By the nsnal inequalitics —1 < cos@,sin#? < 1, we get that -1 < cos® 0sind < 1, and so
—r < reostfsing € '
Of course lim,r = lim, 4 —r = 0, therefore, by the Squeeze Theorem, we have that

lim vcos® @sind = 0,
r—0+

and this holds independently of 6. Hence the wanted limit is also 0: limz, gy _4(0,0) ;g'%%}' =0.

Example 3. lim y)0,0) ;?—;_%z We do the usual substitution and get

li cos? @sin

ra0t r2eos? f + sinf)’
Iu this case, the limit for v — O clearly depends on . This leads us to suspect that the wanted limit of f does
nat exist. To check this, we take two different. paths through (0,0). If we consider the path o = % we got

li ___'Tgﬂ:g =1 ot - 1 1
e T SR T ima
If we take another path, y = a:
2y a

lim = lim ——— = Hin ——— =0
el 38 433 T S50z (x2+1)  e—sbzi4l

o2 .
We have obtained different values, therefore the initlal imit limz )00y ;_‘{'.—'_%f does not exist.

Goud to kuow:
o If, after the substitution, all r simplify, and we are left with an expression in @, then the limit does not
exist.
» As u rule of thumb, if we are left with @ only in the denominator, we suspect that the limit does not
exist (see Fxample 3). '
o If 8§ only oceurs in the numerator, then we cun often use incqualitics to show that the linit r = O is
tndependent of # (as in Example 2) and so compute lim e, y)— v,0) f{=: 1)
E-maoil addregs: masullifqam. au . dk

Data: September 15, 2011.



Polar Coordinates and Limits

Consider .
@ lien at 4y
@n=(0.0) 22 + 42

You try different paths (such as all lines through the arigin, y = mz, a parabola or two, etc.)
and you notice you keep gotting 0. This leads you to believe the limit exists and is 0. So
you decide to try polar coordinates: z = rcos(#), y = rsin(4), and take the limit as v — 0%.
So for this one, you get.

rt cos?(#) + rtsin’(8) *(cos?(d) + sin'(8))

= i
rm0t 72 cos?(8) + 72 sin®(8) o 72
= lim r?(cos*(f) + sin(9)).
T 1 (cos®(?) + sin®(#))

You want, to say this limit is 0, and it is. But remember that we want o be 0 independent
of 4. Implicitly, what you're using is that

0 < |r*(cos*(8) + sin*(6))] < r¥| cost(8) +sin(B) < r¥ -2 = 2r°.

Now as r = 0%, 2r% — 0, and so0 by squecze theorem, %(cos?(8) + sin?(8)) — 0 as well. So
the limit is 0. The key is that the limit was of r* times something bounded.

Here's another one for you:
2
@ lim  —.
(za-(0,0) 2% y2

Again, you try some different paths, like lines and such, and you keep getting 0. So you
want, to prove this limit is 0. Well, you go to polar coordinates and you get

rdcos®(f)sin(d) .
r=0+ 2(sin? (6) -+ cos?(9)) rl—]H;l 7 cos” () sin(6).

We want to say this goes to 0. Can we do this? Yes, because we have r times something
bounded. Indeed,

| cos®(8) sin()] < 1

since each of cos?(f) and sin(f) is bounded by 1. Therefore
{rcos®(68) sin(8)| < |r| = 0

as r — 0%, Therefore the whole limit is 0.

Now look at the limit we had today:

: T
111 —_—
(=) —0,0) 22 + 48
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By = e d 4 Ysin?e

= 1 (cos® 6+ sin §)

Also, suying (z.y) — (0,0} is equivalent to saying r — 0F, Hence, we have:

) 4yt . 1 (cos’ 0 +sim*0)
litm g5 = lim ———
(ea)—(0,0) ¢ + 3¢ P T
= limr (co“ & + sin® 0)
r=()F
= 0

There is also an equivalent of the squeeze theorem. Suppose we are trying

to find ; l)in}: " F iz y) given f(2,y) and we suspect the limit might be L.
) —{u, |

Theorem 208 Suppose that [f (z,y) — L| £ g(z,y) for every (z.y) inside a
disk centered at (a,b),ezcept maybe ot {(a,b). If lim >_q(:l:,y) = 0 then

(z,0)—=(a,b
lm z.y) = L.
B ()

The difficulty with this theorem is that we must suspect what the limit is
going to be. This is not too much of a problem. If you have tried a table of
values and found that along all the paths the table allows you to investigate,
the limit i3 the same, or if you have tried to compute the limit slong different
paths und have found the same value every time. Then, you might suspect the
limit exists and is the common value you have found. It is this value you would
try in the squeeza theorem, The second difficulty is finding the function g. This
is done using approximation of the initial funetion f. How it is done depends
on f. We illustrate how to do it with a few examples.

Example 209 Find( %in}o u)f{m,y) for f(z,4) = ;%
)= {0

The reader will check that computing this limit along various paths such asx =0,
Yy =0,y =z gives 0. So, you might siart suspecting the limit exists and is 0. We
now use the squecze theorem to iry to prove it. In other words, we need to find

a function g(x.y) sueh that |f (z,4)— 0| £ y(z,¥) and( %hrku u)g(a:,y) = (.
g, )= (U,



