Piiklad 5.6. Uvazujme funkci z = z%y5cos(z® + ¢3). Navrhnéte, jak by
mohly vypadat jeji vnitin{ slozky a vngjs{ slozka, pokud bychom tuto funkci
chtéli chapat jako slozenou funkci.
Regeni. Ve svétle tivah provadénych v predchdzejicim piikladé miizeme napt.
polozit
u=g(zy) =2%’  v=nhzy) =2+~

Odtud dostdvame, Ze vnéjsf slozkou je funkce 2z = f(u,v) = ucoswv.

Miuzeme ale také zvolit

= Gl ai= e s U=k ) =

Pak by vngjsf slozka slozené funkce méla tvar z = f(u,v) = u? cosv.
Jaké dalsi moznosti vds napadaji?

Priklad 5.7. Vypoctéte derivaci slozené funkce z = u+/1 + v2, kde u = 22,
U=,

ReSeni. V tomto pifpadé je proménnd z funkci proménné z. Mdme tedy
vypocitat obytejnou derivaci funkce jedné proménné pomoci pravidla pro
derivovani slozené funkce. VyuZijeme vztahu

dz  Ozdu e 0z dv
dr  Odudz ' Hvdz’
ktery v naSem piipadé dava

dz UV
L TR oy (o) =
e e =eii)

_ (14e)2e* — 1 2e?® + 1

ValeNes V1+e 2

Priklad 5.8. Vypoctéte derivaci slozené funkce z = uv?w?, kde v = sin x,
v=—cosz, w = e%.

Reseni. Opét se jednd o vypocet obycejné derivace funkce jedné proménné
pomoci pravidla pro derivovani slozené funkce. Vyuzijeme vztahu

dz N ng_i_azdv_i_ 0z dw
dz  Oudz  Ovdr ' Owdz’
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(1)

ktery nyni dava

dz
dx

3 3

= v?w? . cosz + 2uvw?® - sinz + Suv?w? - e* =

3

= ¢*® cos z(cos® z—2 sin® z+3sin z cos z) = €

3
® cos z(cos® x—2sin? Tty sin 2z).

Priklad 5.9. Vypoctéte parcidlni derivace slozené funkce z = sinu cosw,
kde u = (z — y)?, v = z? — y? podle proménnych z a y.
Reseni. Pro vypocet vyuZijeme vztahl ve vété 5.3, podle kterjch méme
nejdiive

0z 0z0u  0z0v

9z uds  Buds
a odtud

22 — cosucosw - 2(x —y) + (—sinusinv) - 2z =

ozr

= 2z cos(u + v) — 2y cos u cos v.

Parcidlni derivaci podle y vypocteme podle vtahu

0: _ 0:0u 0300
Oy Oudy vy
Dostavame

i cosucosv - (=2)(z — y) + (—sinusinv) - (—2y) =

Ox

= 2y cos(u — v) — 2T COsS U COS V.

3

)

Priklad 5.10. Vypoctéte parcidlni derivace slozené funkce w = y2z? — z
kde z = ¢" %, y = In(r + 2s + 3t) a 2z = /s + £ podle proménnych r, s a t.

Reseni. Pro vypocet vyuzijeme vztahi ve véts 5.4, kdy m = n = 3. Mdme

a_lﬁ—a_wé_x_+a_w§y.+a_w%—_3x2 eT_t—f— 2 1
or Bz or  oyor  9zor i ey
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< s ) 3(r—t) rs+4t
R Y SRRyt S
2\/rs +1t T+ 25+ 3t
oot | (o O OO Ozt e +
ds Oz ds  Oyds  Oz0s r 4+ 2s 4+ 3t
i < r 2(rs +1)
Z- =
V\ovrsti)  T+os ot
Ow Owldr Owdy Owiz 5 ik 5 3
Erll ey duly sl e e
_ 36300 4 3(rs+1t)

d
IS, L) e ey
e <2\/rs+t> r+ 25+ 3t

+2yz - + sln(r + 2s + 3t).

+rln(r + 2s + 3t).

+In(r + 2s + 3t).

Piiklad 5.11. Je déno g(z,y) = f(z? — y?,y? — 2?), piicemz o funkci f
prfedpoklddame, Ze je diferencovatelnd. Ukazte, Ze funkce g vyhovuje rovnici
dg ,  Og

et i S
y@x +m8y

Reseni. Polozme u = 22 — y? a v = y? — 2%. Potom na zékladé pravidla pro
derivovani slozené funkce obdrzime
of

g _ 0f Ou 8]‘81}_8]‘
Oz 5u8:1:+(%8x ou 20 +8 (=22),

09 L 0f0u_0fov _of . Of,
T o e el )
Odtud vyplyvé

ag 99 of of of iy
8:1: S 59 (2:1:3/—5; 2mya 2xy% + 2zy o1 0.

Priklad 5.12. Je-li dan tlak v kilopascalech, objem v litrech a teplota ve
stupnich Kelvina jednoho molu idedlnfho plynu, pak jsou tyto tii veli¢iny
svazany vztahem PV = 8,317 Urcete, jak rychle se mén{ v daném okamziku
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je podle véty o derivaci soudinu a véty o derivaci sloZzené funkce

oF oOf Ou  Of Ov 22 9
Vi 1f+x"<a—£% a‘f%)znm” -
OF . (8f du f v\ a"1df anzof

By " (ﬁa_y 555&): a Ou  by? v

OF . (8f Bu 8f Bu\ a" Of

i (&za— a“a_):@a—

Po dosazeni do dané rovnice dostaneme

n—2 n—1 n n
8F+ya_F+z6_F:I nw"‘lf_&(?_ i x gf—_g_za_f mz?i
Oz a Ou

Yoz Oy
=nz" f(u,v) = nF(z,y,z2).

Ukazte, Ze funkce F(z,y,2) = % Inz +zf (%, i—), kde f je spojité diferencovatelna funkce, vy-
hovuje vztahu
m@F_}_ 3F+28F _F
Oz y@y 8z z
Regend: Oznatme u = 2 a V= % Pak je podle v&ty o derivaci slozené funkce
z
3f(uv“)__£@f__iﬁ Of(w,v) _10f Of(w,v) _19f
0z ~  x2 Ou z2 Ov’ oy  z Ou’ 8z  z O
Z toho dostaneme
oF UL oiiie Wi L a0k
or = 2z z z Ou x Ov
OF zlnz i of
Oy~ z Ou
or _azylnz " of
0z 22 v’
KdyZ dosadime tyto derivace do dané rovnice, dostaneme
oF oF orF ylnz y y Of =z Of zlnz 9Of zylnz 9f
ma—!—y@—i—zaz—m( z +z+f zOu T Ov Ty z +$ = 22 +%
_zy  zylhhz _my
il 2 & 2 +.’Ef(u,’l})— 2 +F($,y72)

Napiste Taylorv rozvoj funkce
f(z,y) = e"In(1 +y)

v bodé (0, 0).

k,z

Reseni: Protoze je e e® a pro £ > 1 plati (dokéZe se indukci)

d‘In(14+y) (1)1 —1)
TR S e
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Derivovani slozenych funkci 11.

11. Derivovani slozenych funkci

V tomto oddile si ukdzeme zdkladni metody pouziti véty o derivaci sloZené funkce
vice proménnych. Za¢néme tim, Ze pfipomeneme znéni této véty (viz [D2, Véta

189)).

Necht @1, ..., ¢, jsou funkce s proménnyjch, které maji v bodé a € R® totdlni
diferencidl. PoloZme b = (p1(a),..., o (a)). Je-li f funkce r proménnych, kterd md
totdlni diferencidl v bodé b, potom funkce (s proménngjch) definovand predpisem
Fla) =ifeile ) .-, pr(x)) md totdint diferencidl v bodé a a pro j =1,...,s plati

T

555 (@) = X 55, () - 324(a).

§73.  Nejjednodussim pouzitim je p¥im4 aplikace na vypodet parcidlnich deri-
vaci slozené funkee (pfipadné téz derivaci ve sméru & totalntho diferencialu).

Priklad Necht funkce f mé vlastni derivaci v kazdém bodé R. Polozme
g(z,y) = f(z® +y?), (z,y) € R2. Vyjadrete parcidlni derivace prvniho ¥adu funkce
g pomoci derivace funkce f.

Reseni. ProtoZe f mé vlastni derivaci, mé i totélni diferencidl v kazdém bodé& R.
Navic funkce z2+y? ma ziejmé spojité parcidlni derivace prvniho Fadu (uvédomte si,
Ze funkce (v, y) — 2z a (z,y) — 2y jsou spojité na R?), a tedy m4 totaln{ diferencil
v kazdém bodé (viz §54). Proto m4 g totalni diferenciél a plati gﬂ% = f/(z?+y?) -2z,

g% f'(z% + y?) - 2y na celém R2. H

Priklad Nechtfunkee f = f(u,v) je tfidy C? na okoli bodu (a+b,a— b).
Polozme g(z,y) = f(z + v,z — y). Vyjadiete 88728%(&, b) pomoci derivaci funkce f.

ReSeni. Funkce z +y i z — y jsou t¥idy C! na R2, majf tedy totalni diferencial
v kazdém bodé. Funkce f m4 totélni diferenciél na okoli bodu (a + b,a — b), plati
tedy

9g e
6w(x’y) ~ Ou
of of

5;(:!:+y,:c—y)+—a—v(m+y,m—y)

8
(w+y,m~y)'1+5—£(w+y,m—y)~1=

na okoli bodu (a, b). Déale funkce g a gf mayji totalni diferencidl v bodé (a+b, a—b)

(protoZe maji spojité parcilni derivace prvniho ¥4du na okoli tohoto bodu), a tedy
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Metody FeSeni vybranych tloh z matematické analyzy

@ 8%g 2 f 82 f

et Gl e Ul R RS
G- R it
+ 6Uau(a—l-b,a—b)—w(a—i—b,a—b)—
8 f 0% f
= W(a'f‘b,a*b)—g;?(a—f—b,a—b).

Priklad Necht f = f(t,u) mé totélni diferenciél v bodé (1,1) a spliiuje
7,1} =1. Spoétste %%(1, 1) pomoci derivaci funkce f, je-li

g@t,uw) = f(f&w) @Y, f(u, 1)/ EW),

Redend. Funkce (t,u) — f(t,u) mé totalni diferencidl v bods (1,1) podle zadéni,
funkce (t,u) — f(u,t) ma totalni diferencidl v bod& (1,1) podle vyse uvedené véty
(aplikované pro ¢1(t,u) = u a @a(t,u) = t). Tedy i funkee f(t,u)? 1) a f(u,t)f )
maji totalni diferencial v bodé (1,1) (uzivdme definici obecné mocniny, podle niz
&, u) D = exp(f(u,t)log f(¢, u)) a podobné v druhém p¥ipads). Protoze navic
F(1, 170D = 1, m4 podle viSe uvedené véty totalni diferencial v bods AR
funkce g. Navic plati:

3o1,1) = (L7600, £, 7). 56 0.
: (—gg(u,t) log £ (t, u) + ;E:g : %(t,’lﬁ))-i-
oL (76,0, pa, 1709,
S, 070 (G e utog )+ HED By
=
a7+ & a2

Znaceni pouzité v tomto vypocétu mutiZe byt pondkud matouci. Uvidime ho proto,
ze se s takovym znacenim Ctendf muZe setkat i jinde, a je tedy uZitené mu ro-
zumeét. Nejasnosti mohou vzniknout z toho, Ze pismena t,u se pouzivaji ve dvou
raznych vyznamech. Jednak ozna&uji prvni a druhou proménnou funkce f (a také
g), tedy %%i znamend derivace funkce f podle prvni proménné, % derivaci funkce
J podle druhé proménné. A potom oznaluji &isla, kters do vyrazu dosazujeme.
Takze %g(u, t) oznaduje derivaci funkce f podle druhé proménné v bodé (u,t) (¢ili
02.f(u,t)), nikoli derivaci vjrazu f(u,t) podle u (tu bychom znagili 2 (f(u,t)) a

118



Functions of two variables, f : D c R2 - R

The chain rule for change of coordinates in a plane.

Theorem

If the functions f : R? — R and the change of coordinate functions
x,y : R® — R are differentiable, with x(t,s) and y(t,s), then the
function  : R? — R given by the composition

F(t,s) = f(x(t,s),y(t,s)) is differentiable and holds

Remark: We denote by f(x, y) the function values in the
coordinates (x, y), while we denote by f(t,s) are the function
values in the coordinates (t, s).

Functions of two variables, f : D C R? = R

The chain rule for change of coordinates in a plane.

Example

Given the function f(x, y) = x? + 3y?, in Cartesian coordinates
(x,y), find the derivatives of f in polar coordinates (r, 6).

Solution: The relation between Cartesian and polar coordinates is
x(r,0) = rcos(0), y(r,0) = rsin().

The function f in polar coordinates is f(r,6) = f(x(r, 6),y(r,0)).
The chain rule says i?r = fx Xy + f, yr and 7?9 = fx xp + f, yp, hence

fr = 2xcos(6) + by sin(6) = 7, = 2rcos(6) + brsin’(9).

fg = —2xrsin(0) + 6yr cos(6),
== e OV SO

fy = —2r% cos(8) sin() 4 62 cos(8) sin(6). <

—




3.2. REWRITING THE FUNCTION AND FINDING THE DERIVATIVES 3/7

& Example #1
Q: The elevation of a hill is described by

@ Zi=Z(0e V) = exp {—(x? +y3)} . (3.20)

By deriving the function in plane polars, find 8z/8r and 8z/8¢ and comment on their
values. Determine the value of r where the hill is steepest.

A: Plane polars are (r, ¢) where x = rcos ¢, y = rsin ¢.

This is old in terms of new, and we know the function, =CASE 1A.

The hill is therefore

z=-exp{-r’} . (3.21)
So

0z 5 gzl

5, = ~2rexp {-r’} land Er e o) (3.22)

__\——q

The change of height is all in the radial direction. 8z/8¢ = 0 means that if you move
at constant r (that is, "round” the hill) you will not change height at all.

The gradient is a function of r alone, so we can find the total derivative

d d

aSlope = a;(—Qr exp{—r’}) = (—2+4r) exp {-r?} (3.23)
This is zero when r = 1/+/2 and Slope = —v/2 exp {—1/2}.
& Example #2.

Here is one that can be solved using all approaches.
Q: Find the partial derivatives 8f /Ou and 8f /Ov when

F=f(x,y)=x2—y% land u=(x+y) v=(x—y) . (3.24)

A: Transformation is new in terms of old. =CASE 2.

Try CASE 2A: Can we invert the transformation? Yes! Adding then substracting
we find

X:%(U—i— V) y:%(u— Vi (3. 25

Now goto CASE 1. We know the function, =CASE 1A.

f=Fluv)=x*—y’==((u+v)2—(u—v)?) =uv (3.26)

A=
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85 a5y ) G )
ak(xy)—eln(l—i—y) W(m,y)—e W pro £>0.
Z toho dostanu
Foaandd (0,0) = {O pro £=0,
dxkdyt (=1)*"1(¢~1)! pro £>0.

Tedy n—ty diferencial funkce f(z,y) v bodé& [0;0] je

n - n anf n—¢, L - n! n—£, ¢
d f(o,O;m,y)=Z<g>W(0 0) 2"y 225.(71_@)!5” .

£=0 =1

A Tayloriv rozvoj funkce f(z,y) v bodg [0;0] je podle definice
= n o i RS S e T
Tf(%y):;)n‘—df(oowil}:;_lé —7i° yzgg T

Necht funkce f a g maji spojité derivace druhého ¥4du. Dokaite, ze funkce F(z,y) = zf (x+y)+

yg(z + y) vyhovuje rovnici
F SOl RN

Oz2 2 Oxdy i 8_y2_

Reseni: Médme najit druhé derivace funkce F(z, y) =z f(u) + yg(u), kde u = z + 7. Protoze

6_u_6u

3m_5§:1’

jsou podle véty o derivaci sloZzené funkce prvni derivace rovny

oF oF
a—=f+wf’+yg’, a—=wf’+g+yg’
z Y

a pro druhé derivace snadno dostaneme
£:2f,+xf//+yg” aF :fl+xfll+gl+ygll ﬁszll+2g/+ygl/
dz? " Ozdy T y?

A po dosazeni do dané rovnice ziskdme

O*°F 0*F | 0°F

37 2agay T aE = el tud =2 +af + g +yg") +af" + 2 +yg" =0.

Laplacetiv operator

o? o°f o f % f
A =l
= o2 + 5z 02 o 0x2
v R™ vyjadiete pro funkei, kterd zavisi pouze na vzdalenosti bodu z = (1, ... ,2n) od podatku
soufadnicové soustavy, tj.
flzy,)... zn) = F(r), r=q/zt+zZ, ... +a22.




Resend: Jedn4 se o derivaci slozené funkce. Protoze prokazdé k =1,2,... ,n je

or Ty Ty

Oz VEiai+.. 32 T

plati

dzy  dr Bz
Pro druhou derivaci dostanu (po¢itdm ji jako soudin t¥{ funkci)

2f 8 ([ 1 F o2 22
s = \z=F)|=——-kF 4 kpr
0z2 Oy (mk s ) P

Bf_dF 87“_:ka,'

Tedy hledany Laplacetv operator je

[ F' m% ’ mi " Y / 7 7 n, n—1_,
Af_kzﬂ<7—r—3F +;2-F>_ i L Bl e

Vyraz
0% f 8 f
T ox? X y@w@y
pretransformujte pro funkci F(u,v) = f(z,y), kde

U=y, vzg.

Reseni: Musime najit druhé parcidlni derivace slofené funkce. Podle véty o derivovani sloZenych
funkei plati

Of OF Ou OF vy OF

5w~ Gudz v w2 dw

Of OF Ou OF dv OF  10F

oy udy By ulzow

Podobné zjistime, %e druhé derivace jsou

Of _2yO0F y 0 (0f\_2yOF ¢ &
022 23 v 228z \dv/ 23 Ov | xt B2

02 f a(ap 18_F>_ y OF -y 0°F 1 OF

Oz dy ~ Oz

ou |z Ov

22 Oudv 23 Jv? 22 Hu
Kdyz tyto derivace dosadime do dané rovnice, dostaneme

o2 f 0% f (2y§£ y? 62f>+ ( y O*F y 8*F 1 6F>_

T oa? +y8a:8y ST\B 82 22 Qudv  z® Ov?  z2 Hu

Ze vztahlu =y av = % plyne z = % a y = u. jestlize dosadime dostaneme vysledek

GRS, G R O 62

TR T e
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Derivovani slozenych funkci 11.

podle véty z pocdatku tohoto oddilu by se rovnala %?(u t) = 81 f(u,t)). Pro lepsi

ozfejmeni vypoltu ho uvedeme jesté jednou s jinym znadenim. Pi$me g(z,y) =
F(f(z, )7 @) f(y, )T @) a poditejme

o= @f(f(w y) @, £y, z) D) - f(z,y)f 0.

f(y,z) of
flz,y) 6t

: (a—i(y,w) log f(z,y) + T, Y+
0
+E§(f(x, y) W) f(y, z)f @),

z,y ﬁ f(m,y) zf_
S, - (G o8 f0,0) + ZED U, )

O o O §
=(5 (L) + (5 (L D)

§74.  Dalsi moznosti je tzv. nepfima aplikace. Spoéivéa v tom, Ze zndmé hodnoty
vyjadiime pomoci nezndmyjch, a tyto nezndmé pak vypoditdme jako feSeni vzniklé
rovnice pfipadné soustavy rovnic.

Piiklad Nechtu=u(z,y)je funkce t¥idy C! na R? splitujici u(z, z2) = 1

a 3(z,z?) = z pro ka#dé z € R. Spodtste Ju oo (z, ).

Reseni. Opét si uvédomme, Ze g“ (z,2?) znamené parcidlni derivaci funkce u
podle prvni proménné v bodé (z,z?), tudiZ uvedend rovnost znamen4 toté#, jako
gz (a,a?) = a pro kazdé a € R.

Protoze funkce (z,y) — = i (z,y) — 2 maji viude totalni diferencial, lze
derivaci funkce (,p( ) = u(z,z?) poditat podle vy¥e uvedené véty, tedy ¢'(z) =
g“( 2. + (@, T 2) . 2z. Zéroven vak vime ze funkce ¢ je konstantné rovna

jedné, a tedy ¢ (:c) = 0. Plati tedy 2%(z,z?) + ay Y(z,z?) - 22 = 0. Po dosazeni za
ou

24 (x,z?) dostavame ‘g“ (= ——1/2 pro z € R\ {0}. Protoze viak u je t¥idy C?,

je g—;—‘ spojita, a tedy i aZ (0.0)= =1/2 /]

2

Priklad Necht funkce f mé totdlni d1ferenc1al v bodé (1, O) funkce g je
definovéna predpisem g(u,v) = f(e"coswv,e"sinv) a (O 0)=7,2 52(0,0) = —-1.
Spoctéte parcialni derivace funkce f v bodé (1,0).

Redeni. Podle véty z po¢atku oddilu (aplikované pro bod a = (0,0) a zobrazeni
o, v) = (e cosv, e¥sin v)) plati

( ,0) = (81 f(e" cosv, e*sinv) - e cosv 4 Oz f (e* cos v, e*sinv) - e¥sinv),,_,_, a
0,0) =

(01 (e* cosv, e¥sinv) - (—e*sinv) + Ja f (e* cos v, ¥ sinv) - € cOS V), _o-
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