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Q 370 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

Ptiklad 3.5.9.

Urcete lokdIni extrémy funkce

f(x,y,2) = x>+ y* + 22 + 12xy + 2z

Regeni. Nejdifve vypotteme staciondrni body funkce f, tj. vyfesime soustavu
felx,y,z) =32 +12y =0 & f,(xyz)=2y+12x=0 & f.(x,y,z)=2z+2=0.

Z posledni rovnice dostdvdme z = —1, zatimco odectenim Sestindsobku druhé rovnice
od prvni rovnice obdrZime x? — 24x = x(x — 24) = 0. TakZe mame dva stacionarni body
[0,0, —1] a [24, —144, —1]. ProtoZe parcidlni derivace f.(x,y,z), f,(x,y,2z) a fz(x,y,z) exis-
tuji pro vSechny body [x,y,z] € R?, jsou nalezené body jedinymi kandidaty na lokalni ex-
trémy. Nyni pomoci Hessovy matice rozhodneme, zda v nékterém z nich nastédvéa lokalni
extrém (a pfipadné urc¢ime jeho druh). Parcidlni derivace druhého fadu jsou

fax(x,y,2) =6x,  fo(x,y,2) =12, fr(x,y,2) =0,
fyy(X,y,Z) =2, fyZ(xzy/Z) =0, fazlxyz) =2

V bodé [0,0, —1] mame tedy Hessovu matici

0 12 0
V2£(0,0,-1)= |12 2 0],
0 0 2

kterd je indefinitni (vyzkousejte nap¥. vektory (1,1, 0)"a(1,-1,0)"), {j. v bodé [0,0, —1]
nenastava extrém.
V bodé [24, —144, —1] médme Hessovu matici

‘L"\“\’\\A"\‘\)\ 144 12 0

ViiGe—=|12 2 0],
0 0 2

kterd je pozitivné definitni. TakZe funkce f ma v bodé [24, —144, —1] lokdIni minimum
s hodnotou f(24, —144, —1) = —6913. A

(© Petr Hasil & Petr Zeméanek 30. prosince 2016
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Resenim této rovnice jsou hodnoty z; = 0 a x5 = 2. Dosadime-li ziskané
hodnoty do rovnice 2 — 2y = 0, abychom vypocetli y-ové souiadnice sta-
cionarnich bodu, dostdvame y; = 0,y = 2. Zkoumana funkce ma tedy dva
stacionarni body By = [0, 0], By = [2,2].

Nyni pristoupime ke zkoumani charakteru bodu Bi, By a k tomu je za-
potiebi vypocitat parcidlni derivace druhého fadu. Obdrzime

f:m:6x7 fmy:_G a fyy:6y-

Protoze f.2(0,0) - f,,(0.0) — [fy(0,0)]> = =36 < 0, vidime, ze bod B; je
sedlovym bodem funkce f(z,y).

Analogickym postupem ze vztaht f,.(2,2)- f,,(2,2)—[fzy(2,2)]* = 108 >
0 a f(2,2) = 12 > 0 dostavame, ze bod Bs je bodem lokélntho minima
funkce f(z,vy).

Priklad 8.11. Najdéte lokalni extrémy funkce tii proménnych dané vztahem
flz,y,2) = 2° +y° +2° = 3(ay + 22).

Reseni. Vyjdeme opét z parcidlnich derivaci finkce f(z,y, 2), které majf tvar
fo = 32* — 3y — 32, fy=3y* =3z a f.=32%— 3z

Polozime-li obdrzené parcialni derivace rovny nule, dostavame soustavu rov-
nic
2 —
*—y—2=0
v —x=0
22— =0.

Déle lze dosadit y? za = do prvni a tiet{ rovnice, coz dava vztahy

y'—y—2=0
22 —y?=0.
Z rovnosti 22 = y? mame z = y nebo z = —y.

Uvazujme nejprve pifpad z = y. Dosadime-li za z do rovnice y*—y—z = 0,
dostavame
y(y’ —2)=0.

7 obdrzeného vztahu vyplyva, ze y; = 0 nebo y, = /2. Déle ihned vidime ze
téemto hodnotdm odpovidaji hodnoty proménné z ve tvaru z; = 0, 20 = v/2.

1)



7 rovnosti = 22 pak vypotteme 1 = 0 a x5 = v/4. Obdrzeli jsme tedy dva
stacionarni body

By =1[0,0,0] a B,=[V4,V2,2.

Vysetiime-li nyni piipad z = —y, dostavame po dosazeni za proménnou
2 do rovnice y* —y — z = 0 rovnost y* = 0, coz ndm d4v4 koten y3 = 0. Pak
ale také z3 = 0 a z3 = 0. V tomto pripadé jsme tedy neobdrzeli zadny dalsi
stacionarni bod, ktery by byl ruzny od bodu By a Bs.

Pro parcialni derivace druhého fadu dostaneme

Jow = 6x7fyy = 0y, f.. = Gvazy = =3, fur = _37fyz =0.

Chceme-li nyni vysettit kvadratickou formu, kterou predstavuje diferencial
druhého tadu, pracujeme vlastné s determinantem

6x —3 —3
D=|-3 6y 0
-3 0 62

Uvazujeme-li bod B; = [0, 0, 0], dostaneme

0 -3 -3
D=|-3 0 0
-3 0 0
. . .o 0 =3|. | L .
Thned vidime, ze hlavni minor Dy = |~ 3 |I¢zaporny, coz znamend, ze

prislusnda kvadraticka forma je indefinitni a pocatek je tedy sedlovym bodem
funkce f(z,y, 2).
V bodé By = [V/4, V/2, v/2] mame

674 -3 =3
D=| =3 62 0
3 0 692

a vidime, 7e D; = 6v/4 > 0,D5 =36-2—9 > 0, D3 = 216/16 — 108+/2 > 0.

Kvadraticka forma je tedy pozitivné definitni a bod Bs je v dusledku toho
bodem lokalntho minima funkce f(x,y, 2).
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fxy(x7y):fyr(may):ye%7 Z‘,yER,

nsc20- (00 2030) - (5 )

e

a tedy

Pripomenme, Ze vlastnimi ¢isly diagonalni matice jsou pravé hodnoty na
diagondle a Ze pozitivni definitnost matice znamend, %e vSechna jeji vlastni
¢isla jsou kladna. Odtud jiz plyne, Ze v bodé [—2, 0] je ostré lokalni minimum.
0

8.3. Naleznéte lokdlni extrémy funkce
flzy,2) =23+ 9y + % —3xz—2y+2z, =x,y,z€R.
Reseni. Funkce f je polynomem (mnohoélenem), a tudiz o ni vime, ze ma
parcidlni derivace vSech fada. Hledejme proto stacionarni body (jinde extrém

byt nemuze) tak, ze zderivujeme f postupné podle z, y, z a tyto derivace
polozime rovny nule. Takto dostaneme

302 —32=0, tj. z=2a?
20—2=0, tj. y=1,
a (s vyuzitim prvni rovnice)
z—3x+4+2=0, tj. ze{l,2}.
Existuji tedy dva stacionarni body [1,1, 1], [2,1, 4]. Vypoétéme nyni vSechny
parcialni derivace druhého radu

Jra = b, f:ty:fyxzoa foz = foz = =3,
fyy:2, fyZ:ny:07 szZI.
S jejich pomoci ve staciondrnich bodech snadno uréime Hessovu matici

6 0 -3 12 0 -3
Hf(1,1,)=(0 2 o], Hf1L4H)=[0 2 0
-3 0 1 -3 0 1

Potfebujeme zjistit, zda jsou tyto matice pozitivné definitni, negativné
definitni, pfip. indefinitni, abychom mohli rozhodnout, jestli a jaké jsou v nich
extrémy. V piipadé prvni z matic (pro bod [1,1,1]) ihned vidime vlastni
¢islo A = 2. Nebot je jeji determinant roven —6 a jedné se o symetrickou ma-
tici (vSechna vlastni ¢isla jsou redlnd), matice musi mit také zaporné vlastni
¢islo (determinant je soucinem vlastnich ¢isel). Matice Hf (1,1,1) je tedy
indefinitni — v bodé [1,1, 1] extrém neni.

Pro matici H f (2,1,4) pouzijeme tzv. Sylvestrovo kritérium. Podle to-
hoto kritéria je redlnd symetrickd matice

aip a2 aiz - Aaip
a12 Az G233 - A2p
A= | a3 a3 asz -+ 0azp

ain A2n A3n - Adpp



pozitivné definitni, pravé kdyz vSechny hlavni minory A, tj. determinanty
air a2 a3

, dz=|a12 ax ay|, ... dy=][Al
a13 az3 az3

aip a2

di = |an|, dy= 41y g

jsou kladné, a je negativné definitni tehdy a jenom tehdy, kdyz je

di <0, dy>0, d3<0, ..., (—1)ndn > 0.
Nebot
12 0 -3
12| =12 >0, '102 g’:24>0, 0 2 0[=6>0,
-3 0 1

matice Hf(2,1,4) je pozitivné definitni — v bodé [2,1,4] je ostré lokalni
minimum. [J

8.4. Stanovte lokalni extrémy funkce
z= (x2—1) (1—x4—y2), xz,y € R.

Reseni. Opét spocitame parcialni derivace z, a 2z, a polozime je rovny nule.
Takto obdrzime rovnice
—62° + 423 + 20 — 220y =0, (2 —1)(—2y) =0
s FeSenimi [z, y] = [0,0], [z,y] = [1, 0], [z, y] = [—1,0]. Dopliime, Ze k nalezeni
feSeni stacilo uréit realné koteny 1, —1 polynomu —6z* 4 422 + 2 pomoci
substituce u = x2. Nyni vypoéitame druhé parcidlni derivace
Zpr = —302% + 1222 + 2 — 292, Zpy = Zye = —4xY, 2Zyy = —2 (a:2 — 1)

a ve stacionarnich bodech vy¢islime Hessovu matici se ziskem

Hz(o,o)—@ g) Hz(l,o)—(36 8) Hz(—l,o)—<g6 8).

Vidime, Ze prvni z matic je pozitivné definitivni, a tudiz je v pocatku ostré
lokalni minimum.

Zbyvajici dvé matice jsou ale negativné semidefinitni. Nelze tedy na za-
kladé druhych parcidlnich derivaci s urcitosti fici, zda je v bodech [1,0],
[—1,0] extrém. Zkoumejme proto funkéni hodnoty v okolich téchto bod.
Plati

2(1,0) = z(—1,0) =0, z2(x,0) <0 proze (—1,1).
Uvazujme déle y v zavislosti na x € (—1,1) dané predpisem y = /2 (1 — z4)
splnujicim, ze y — 0 pro z — +1. Pro tuto volbu je vsak

z <sc, V2 (1 —x4)) =(2*-1)(2*-1) >0, ze€(-1,1).

Ukézali jsme, Zze v libovolné malych okolich bodu [1,0], [-1,0] nabyvéa z
hodnot vétsich i mensich, nez je funkéni hodnota v téchto bodech. Nejedna
se tak o extrémy. [



3o

c)

e)

Celkem tedy mdme 6 podezielych bodu: [0, 0], [1,0], [i\i@ i%@} Dosazenim
do funkce f dostaneme, ze

i)

flx,y) = (x2+y2)e ") S = R2 Ziejmé f(x,y) = g(x®+y?), kde g(t) = te".

Obor hodnot funkce x? + y? je [0,00). Tedy potfebujeme vysetrit pribéh

funkce g na tomto intervalu — zajimaji nds minima a maxima. Jednoduchym

zderivovdnim dostaneme, Ze minimum md funkce g v nule (g(0) = 0) a maxi-
1

mum md v bodé¢ 1 (g(1) = 2).

Zbyva si rozmyslet, kdy je x? + y? rovno 0 a 1. CoZ je trividlni, dostaneme
tedy, Z¢ minimum funkce f na R? je 0, které se nabyva pouze v nule, a
maximem je % a nabyva se ho ve viech bodech kde x? + y? = 1, to jest na
jednotkové kruzZnici se sttedem v pocatku.

f(x:y):=%+% _{xz‘l‘yz— 1}

M=f<[%,2\/§}> \/7§+%
et o) -3 ol

K teSeni se dd dorazit tteba vysetfenim pomocné ulohy f(X,y) = X + ¥ na
mnozing S = {x? + 3y? < 1}. Zpétky se pak da vrétit substituci x = L a y =

X

Hranice mnozZiny S je elipsa, a Ize ji parametrizovat napriklad takto:

X = cost,

y = —sint,
V3

t € [0, 2r).

flx,y,z) = (x +y + z)e 2432 S = [x >0, y > 0, z > 0}. Zde mnozina
neni kompaktni, a tedy maxima ani minima se nabyvat nemusi. A vskutku se
ho ani nenabyva — stacdi si funkci zderivovat a vyuzit Véty 4.

Mtizeme vysetrit, kde se nabyva infima a suprema. Abychom s tlohou mohli
néjak pracovat, tak je tfeba se omezit na néjaky kompakt - mnozinu tedy uza-
vPeme a omezime. Zjistime, Ze uvnitt zddné podezrelé body nejsou. Nejsou
dokonce ani na hrani¢nich ¢tvrtrovindch. Zbyvaji hrani¢ni primky, kde nalez-

neme podezielé body [0,0,0], [1,0,0], [0, é,O] a[0,0,1].

Infimum je 0 = £([0,0,0]) a supremum je 1 = £([1,0,0]).



Hledani extrému funkce na mnoziné 10.

coz je ovSem ve sporu s prvni rovnici z vysSe uvedené soustavy. Proto u # 0, a tedy
y = z. Protoze (z,y,2) € My, dostavame 22 + 2y? = 1 a 2® + 2y3 = 0. To spliuji
Y2 1 1 al — 2 1 1

24 V2 o+ ¥a 2+ ¥a Vo+¥a oy ¥a oy ¥ )

Nalezli jsme tedy sedm podezielych bodi, mezi nimiz jsou body, v nichz se

jediné body ( 7

;. /o v s . . 1 2 e L,
nabyva extrémi. Funkéni hodnoty v nich jsou 0, + 75 @ + T Snadno zjistime,

ze \/2\?—% < %, a tudiz maximum je 1/v/2 (nabyva se v bodech (1/v/2, —1//2,0)

a (1/v/2,0,—1/4/2)) a minimum je —1/v/2 (nabyva se v bodech (—1/v/2,1/v/2,0)
a (—1/v2,0,1/v/2)). |

Vsimnéte si, ze jsme uvedené soustavy rovnic netesili ,,az do konce“. Nasim cilem
nebylo totiz najit pravé vSechna feSeni (coz je potfebné pii vySetfovani lokélnich
extrémi), ale jen co nejjednoduseji najit co nejmensi mnozinu obsahujici vSechna
feSeni. Nevadilo by nam, kdyby obsahovala nékolik malo bodt navic.

§69. V pripadé, Zze nas zajimaji extrémy spojité funkce na nekompaktni mnoziné,
1ze nékdy mnozinu redukovat na kompaktni pomoci vysetfeni ,limitniho chovani v
nekonecnu®.

Piiklad Najdéte extrémy funkce f(z,y) = (2% + 7y2)e_5$2_2y2 na R2.

Reseni. Zatimco funkce f je ziejmé spojitd, mnozina R? neni kompaktni. Nicméné
tvar funkce f umoznuje provést nekteré tivahy. Jednak je funkce f zfejmé nezéa-
porné a nulové hodnoty nabyva jen v pocatku. Proto mé minimum 0. Dale mtizeme
usoudit, ze pro body ,hodné vzdalené“ od pocatku budou funkéni hodnoty ,,hodné
malé“, protoze ,,exponenciala prevazi polynom“. Tyto tvahy lze zformulovat presné.
Vyuzijme faktu, ze lim te™* = 0 (coz ovéfime napiiklad ’'Hospitalovym pravi-

t——+oo
dlem).

Je totiz f(z,y) < 7(52% + 2y2)e~ (52" +20°) na celém R2. Protoze lim te~! =0,

t—+00

existuje R > 0 takové, Ze pro ¢ > R plati te~* < - f(1,1). Uvazme mnozinu
M = {(z,y) € R%: 522 + 2y < R}. Tato mnoZina je uzaviena a omezené (jde o
néjakou elipsu se stfedem v pocatku), je tedy kompaktni. Funkce f na M tudiz
nabyva svého maxima v néjakém bodé (xg,yp). Pokud je bod (x,y) mimo M, je
flx,y) < %f(l, 1) (to plyne z volby R). Proto bod (1,1) patii do mnoziny M, a
tedy f(zo,y0) > f(1,1). TudiZ pro (z,y) € R?\ M plati f(xo,y0) > f(z,y). Proto
funkce f ma v bodé (zg,yo) maximum na R2.

Tim jsme ukézali, ze f nabyva svého maxima na R?. Protoze mnozina R? je
oteviena, staci najit body, v nichz ma f nulové parcialni derivace prvniho fadu a z
nich vybrat ten, v némz je nejvétsi funkéni hodnota.

Jest % = (20 — 10 (2% + Ty2))e 5" ~2" 4 g—ch = (14y — dy(x2 + Ty2))e 52" ~2v"
Obé jsou nulové, pravé kdyz 2z — 10x(z? + 7y?) = 0 a 14y — 4y(z? + 7y?) = 0. Jsou
¢tyfi moznosti:
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Metody Feseni vybranych Gloh z matematické analyzy

(i) x =0 a y = 0 — tim dostaneme jiz zndmy bod minima (0, 0).

(ii) 2 = 0 a 14 — 4(2® + Ty?) = 0 — odtud dostaneme dva body (0,1/v/2) a
(0,—1/v/2). V obou je hodnota f rovna .

(iii) 2 — 10(z? + 7y?) = 0 a y = 0 — odtud dostaneme dva body (1/1/5,0) a
(—=1/v/5,0). V obou je hodnota f rovna =.

(iv) 2 — 10(2? + 7y?) = 0 a 14 — 4(z* 4+ 7y?) = 0 — tento piipad vsak nemize
nastat, protoze vyraz x? + 7y? nemtize byt zaroven 1/5 i 7/2.

Nyni porovnanim vysledkt dostaneme, ze funkce f nabyva maxima 2—76 v bodech

(0,1/4/2) a (0, —1/v/2). |

870. Pokud funkce extrémt nenabyva, nebo alespon nevime predem, zda na-
byva, hleddme supremum a infimum. Pfitom nam nékdy mize pomoci nasledujici
pozorovani.

Necht funkce f je spojitd na M. Pak sup f(M) = sup f(M) a inf f(M) =
inf f(M).

Toto se hodi napriklad v pripad€, ze mnozina M je omezend. Pak totiz jeji
uzavér je kompaktni, a je-li f na M spojitd, pak mizeme na M najit extrémy, a
tim uré¢ime supremum a infimum na M.

Piiklad Najdéte supremum a infimum funkce f(x,y) = sinz + siny na
mnozing M = {(z,y) € R?: 2?2 +y? < 7?/4}. Existuje minimum a maximum funkce
f na M?

Reseni. Mnozina M je oteviend a f ma vsude na M parciadlni derivace. Pokud
tedy ma f extrém v néjakém bodé M, musi v ném byt parcialni derivace prvniho
faddu nulové, tj. cosz = 0 a cosy = 0. To spliuji body tvaru (5 + kn, § + In),
k,l € 7. Z4dny z téchto bodt oviem v M nelezi. Proto f na M extrémi nenabyva.

Nicméné funkce f je spojitd na celém R? a M je kompaktni (M je otevieny
kruh o stiedu 0 a poloméru 7/2, M je piislusny uzavieny kruh). Proto f nabyva
extrémt na M. Protoze v M extrémy nemé, nabjva jich na hranici, tj. na mnoziné
OM = {(x,y) € R?: 22 + 4% = 7n%/4}. (Jelikoz M je oteviend, je OM = M \ M.)
To je kruznice, a tedy bychom ji mohli parametrizovat jako v §67. Tento postup
nechavame na ¢tenafi, zde pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikatort z §68.

Funkce g(z,y) = 22 + y* — 72 /4 je t¥idy C* na R2, jeji parcialni derivace jsou
% =2xa g—g = 2y. ODbé jsou nulové pouze v bodé (0,0), ktery nelezi v OM. Proto,
ma-li funkce f v néjakém bodé OM lokélni extrém (vzhledem k OM), existuje A € R,
pro které plati:

cosz + A2z =0,
cosy+ -2y =0,
2 +y? —7%/4=0.

Z prvnich dvou rovnic dostavame, ze y cosz — x cosy = 0. VSimnéme si, Zze nemtiize
byt x = 0 ani y = 0. Jinak by totiz nebyla splnéna prvni nebo druha rovnice. Proto
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vechna (z,y,2) riznd od bodu (39) je | f(z,y,2)| < U), stadi najit kompaktni
mnozinu K C R3, kters obsahuje viech 15 stacionarnich bodf uvnit#, pficemz

(43) (z,y,2) e 0K U (R* = K) = | f(2,y,2)| < U.

Funkce g(r) je kladnd v R, a méa derivaci g'(r) = 372 (3—2r?2) exp (—r?) zdpornou
v8ude v intervalu (4/3/2,400), takZe tam klesa. Z nerovnosti | f(z,y,2)| < g(r),
e2 > 20 plyne, ze

3* 100 1

== <= =—=0012 ;
9(3) 2 <505 = %0 0.0125 < U;

za K tedy stadi zvolit uzavienou kouli U((0,0,0), 3).
Priklad 17.8. Funkce f t¥idy C. definovana rovnosti
4y 27
(44) f(z,y) ::3x+x—2—|—$ v X =R
je nezaporné a shora neomezend. Jedinym spole¢nym feSenim rovnic

of 8y of 4 81
45 —=3-—==0, —=———=0
(45) ox 3 oy x2 oyt
v X je bod (x,y) = (2,3), pficemz f(2,3) = 10. Tvrdime, ze f md v bodé (2,3)
minimum.

Abychom to dokézali, sta¢i najit kompaktni mnozinu K C X obsahujici bod
(2,3) uvniti a splitujici podminku

(46) (,y) e X —int K = f(x,y) > 10.

UvaZme pFedevsim, ze vSechny tfi s¢itance na pravé strané (44) jsou v X kladné,
takze f(x,y) je vétsi nez kterykoli z nich. Uvazme konkrétnéji, ze

1) f(x,y) > 3z > 10, je-li @ > 4;°)

2)0<z<4= flr,y) >4dy/a®>> iy > 10 pro vSechna y > 40;

3) f(z,y) > 27/y> > 10, je-li y* < 2.7, tedy jisté pro vSechna y € (0,1);

) y>1= f(z,y) >4dy/z? > 4/2% > 10, je-li 2 < 2, tedy jisté pro z € (0, 2)

(protoze (%)2 <2).

Z 1)—4) je patrné, ze stac¢i polozit

(47) K = (2,4) x (1,40).

* ok Xk

5) Misto ,4“ bychom samoziejmé mohli napsat ,,10/3%, ale pro jednoduchost dalsich vypoctii
i zapisu se vyhybame zbytecnym zlomktm. Je zfejmé, Ze pfi hleddni mnoziny K mame zna¢nou
volnost, a to nejen v tomto konkrétnim ptipadé. Je-li (v obecném piipadé) a € X jediny bod,
pro né&jz je A := min f(X) = f(a), spliiuje kaZdd kompaktni mnozina K C X, obsahujici bod a
uvnitf, podminku z € X —int K = f(x) > A. Hlavnim kritériem pro vybér mnoziny K je proto
jednoduchost ovérent této podminky za situace, kdy existenci minima teprve dokazujeme.
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678 11. FUNKCE VICE PROMENNYCH

Tedy pokud g’(x) = 0, pakx = & %ﬂ)z. Mame tedy podezrelé body [+ ﬁ, ﬁ].

Zahrneme jest¢ do uvahy krajni body [1,0] a [-1,0].

Pfi vySetfovani f na M, nam vyjdou body [+ «/a2b+b2 , _Ja2[l+b2]' Porovnanim
hodnot ve vSech podezielych bodem zjistime, ze
/2 2
minf(M)=f(— b ¢ )=— i
Vaz +b2 a2+ b? ab
2 2
maxf(M):f( b 7 a )ZVa +b.
Va2 + b2 Ja? + b2 ab
&

11.8.40. Priklad. Zjistéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M, pokud

f,y,2)=x2+y2 + 722 +2x +4y -6z, M =R>
Reseni. Mno%ina M neni omezena. Vzhledem k tomu, e

[y )=+ 1)+ +2°+@—-3)>—-14, [x.y.z] €R>,
nabyva f svého minima min f(M) = —14 v bod¢ [-1, -2, 3]. Jelikoz
nli)rgo f(n,—2,3) = oo,
supremum f na M je rovno oo. -
11.8.41. Priklad. Zjistéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M, pokud
f(x,y.2) = (x +y+z)e” &3 pp — {[x,y,z] eR¥x>0,y>0,z> O} .

Reseni. Funkee f je tifdy C*naR*>a M = {[x,y.z] € R3x >0,y >0,z > 0}. Ze
spojitosti f na R? plyne rovnost sup /(M) = sup f(M) ainf f(M) = inf f(M).
Vysetiime nejprve body podezielé z extrému, které lezi v IntM = M.V Téchto
bodech musi byt V f(x, y,z) = o, tj.

e O (x4 y+2)1-2(x+y+2).1-3x+y+2)]=o.

Tato soustava vSak nema fesent, a tedy v M zadny bod podeziely z extrému nelezi.
Uvazujme nyni jednu ze ,,stén” tvotici dM, naptiklad

M; ={[x,y,0]; x>0,y >0}.

Pak mame funkci g(x,y) = f(x,,0) = (x + y)e"*T2) na N = {[x, y] e R?; x >
0,y > 0}. Jako vyse dostaneme, ze g nema v Int N podeziely bod. Musime tedy
uvazovat ON = N; U N, kde

le{[XvO];XZO}7 sz{[ov)’],J’EO}

Funkce i(x) = g(x,0) = xe™, x € [0,00), ma bod podezfely z extrému vO0av
bod¢, kde A'(x) = e™*(1 —x) =0, tj. v x = 1. Dostavame tak body

[0,0,0],[1,0,0].



11.8. POCETNI PRIKLADY K FUNKCIM VICE PROMENNYCH 679

V mnoziné N, dostavame dalsi podezrely bod [0, % 0]. Tim mame vyresenu otazku
mnoziny N.
Zbyvajici stény tvorici IM poskytnou bod [0, 0, %]
Funkce f je zjevné nezaporna na M, tedy
€ f(M) =min f(M) = £(0,0,0) = 0.
Zbyva dokazat, ze
sup f(M) = max f(M) = £(1,0,0) = e~ L.

K tomuto uéelu uvazujme odhad
X+y+z
fx,y,2) S ——

xiyiz 0 XyleM. (11.35)
elikoz lim, oo == = 0, existuje r > 1 takové, ze == < e~!. Uvazujme mnozinu
e g, e J

K={xyzleM:x+y+z=r}.
Pak K je omezena a uzavrena, tedy kompaktni. Funkce f tedy nabyva na K svého
maxima, pfic¢emz z vypocti vyse a (11.35) plyne, ze max f(K) = f(1,0,0). Diky
(11.35) dale mame, ze max f(K) = max f(A). Tim je ditkaz dokonéen. *

11.8.42. Priklad. Urcete supremum a infimum funkce f na mnoziné M, kde
fxy.2) =+ +@x—-y)2?4+z. M=[-11]x[-11]x[-1,1].

Reseni. Mnozina M je zjevné kompaktni a f je tfidy C*® na R3. Proto nabyva
na M svych extrémut. Pokud x,y,z1,22 € R splnuji z; < z2, pak f(x,y,z21) <
f(x,y,z2). Tedy f nabyva své maximum na M; = [-1,1] x [-1,1] x {1} a mini-
mum na M, = [-1,1] x [-1,1] x {—1}.

K uréen{ maxima tak vySetfujeme maximum funkce g(x,y) = (x + y)? +
(x = )2+ 1 = 2x2 + 2y? + 1 na mnoziné [—1, 1] x [-1,1]. Jelikoz g(x,y) =
2dist([x, y],0)* + 1, vidime, Ze body v [~1,1] x [~1, 1] nejvzdalenéjsi od pocitku
jsou [1, 1], [—1, 1], [-1, —1], [1, —1].

Podobné postupujeme pii hledani minima a dospéjeme k bodu [0, 0]. Tedy

min f(M) = £(0,0,—1) = —1,

max f(M) = f(1,1,1) = f(1,-1,1) = f(-1,-1,1) = f(—=1,1,1) = 5.

11.8.43. Priklad. Urcete supremum a infimum funkce f na mnoziné M, kde
fx.y)=x+y, M={xyleR* x>+y>—2xy =0,x >0,y >0}.

Reseni. Mno%ina M je zfejm¢ uzavrena. Diky Ptikladu 11.8.29 vime, ze M je ome-
zena a tedy je kompaktni. Funkce f je spojita, a tedy nabyva na M svych extréma.
Pouzijeme Vétu 11.5.8 pro G = R%, m = l a g(x,y) = x> + y3 — 2xy. Plati

Vg(x,y) = (3)62 -2y, 3y2 —2x),
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Priklad 17.1°. Vysetiujme extrémy funkce
(1) flz,y) :=a% =222y + 3y v X :=(-1,1)%

Protoze f je tfidy Co v celé roviné, najdeme nejdiive vSechny jeji stacionarni
body. Snadno zjistime, ze funkce

of 9 of 9 5
2 I _ 3274 SLRNE P .
(2) e 3z xy, Dy % + 9y

maji jediny spoleény kofen, a to bod (0,0). Protoze f v ném nabyva hodnoty 0
a protoze f je v nékterych bodech z X kladnd, v jinych zapornd (f(£1,0) = £1),
nemd f v bodé (0,0) Zadny extrém.

Protoze f v int X ani maxima, ani minima nenabyva, lezi oba extrémy na hranici
X. Vzhledem k tomu, ze 0X je sjednocenim ¢&ty¥ tseéek, vySetiime funkce

(3)  qi(2) = f(z,-1) =2 +22° -3, go(x) = f(z,1) =2® — 22° + 3,
(4)  hi(y):=f(-Ly) =3y>—2y—1, ha(y) = f(l,y) =3y> —2y+1.

Derivace 322 + 42 a 322 — 4x funkci (3)!) jsou rovny nule po fadé v bodech 0,
7% a v bodech 0, %. Protoze body :i:(%, 1) nelezi v X, pocitdme pouze hodnoty

() f-1L,-1)=-2, f(0,-1)=-3, f(1,-1)=0,
(5//) f(—ljl):(), f(()?]-):'?)v f(]-vl)zz

Derivace h}(y) = hh(y) = 9y* — 2 funkei (4) maji kofeny +c, kde ¢ = 1/2;
protoze hodnoty funkce f ve vrcholech ¢tverce X jsou jiz uvedeny v (5') a v (5”),
pocitame jen
(6") f(=1,—c) =3V2—-1=-037, f(-1,c)=—-3vV2—-1=-1.63,

(6") fl,—c)=1+34V2=163, f(l,c) =1— £/2=0.37.

Porovndme-li hodnoty z (5") — (6”), vidime, ze
(7) M :=max f(X) = f(0,1) =3, m:=min f(X)= f(0,-1) =-3.

Pro v8echny body (z,y) € X, pro néz je (0,1) # (z,y) # (0, —1), plati pfitom ostré
nerovnosti m < f(z,y) < M.
Priklad 17.2°. Najdéme extrémy funkce

(8) flzy) =42 =30 — 4y + 9y v X :={(z,y); 2* +y*> <1}

f je opét tiidy Coe v R? a rovnice

Of o2 a_qo OF 0 o o_
(9) g 1207320, 50 =127 59 =0

jednodussi) dosadime do prvni rovnosti v (2) po fadé y = -1 ay = 1.
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Hledani extrémua funkce na mnoziné 10.

10. Hledani extrému funkce na mnoziné

Ukazeme si zakladni metody hledani nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce vice re-
alnych proménnych na mnoziné (a bodd, ve kterych se téchto hodnot nabyva).
V pripadé, ze funkce nejvétsi a nejmensi hodnoty nenabyva, budeme hledat supre-
mum a infimum. Jak jsme se jiz zminili, budou nas zajimat predevsim funkce vice
proménnych. Presto bude uzitecné umét vysettovat funkce jedné proménné, jejichz
extrémy hleddme napriklad pomoci vysetfeni monotonie. Hlavni metody jsou po-
psany v [Z, oddil 2.9].

Extrémum ve smyslu predchoziho odstavce se ¢asto fiké globdlni extrémy (nékdy
absolutni extrémy, viz [Z]), aby se odlisily od lokalnich extrému. My budeme fikat
prosté extrémy, coz je jednak kratsi a jednak dostatecné urcujici.

§66. Asi nejdilezitéjsim prostfedkem hledani extrémt je kombinace existenc¢ni
véty a ruznych nutnych podminek pro (lokélni) extrém (tzv. ,metoda podezie-
lych bodu*). Zakladni existenéni vétou je véta nasledujici.

Readlna funkce spojitd na neprazdnéeé kompaktni mnozine M C R"™ nabyvd na M
svého maxima © minima.

Nejjednodussi nutna podminka vychéazi z pozorovani, ze nabyva-li se extrém v
néjakém vnitinim bodé mnoziny, pak je v tomto bodé i lokdlni extrém, a z nasle-
dujici véty.

Necht G je podmnoZina R™ a funkce f: G — R necht mda v bodé a € G°

lokalni extrém. Pokud pro néjake i = 1,...,n parcialnt derivace %(a) eristuje,

pak g—gfi(a) = 0.

Metoda spociva v tom, ze vyloucime body, které nespliuji nami uvazované
nutné podminky. Zbylym bodim se rika ,,podezielé body*“. Mezi nimi dale hledame
ty, v nichz je funkéni hodnota nejvétsi nebo nejmensi. V nésledujicim prikladu
ukazeme, jak uvedeny postup pouzijeme s pouzitim uvedené nutné podminky.

Pr¥iklad Najdéte minimum a maximum funkce f(z,y) = 22 — 3y? + 2y
na mnoziné M = {(z,y) € R?: |z| < 1,|y| < 1}.

Reseni. Funkce f je polynom v proménnych x a v, je tedy spojita na celém R2.
Mnozina M je uzaviend (lze vyjadfit napf. jako prunik dvou mnozin, které jsou
vzorem uzavienych intervali pfi spojité funkci) a omezena (je totiz rovna uzavte-
nému c¢tverci o strané 2, se sttedem v pocatku a se stranami rovnobéznymi s osami,
je tedy obsaZena v kruhu o poloméru /2 se stiedem v pocatku), je tudiz kompaktni.
Navic je M zfejmé neprazdnd, a tak f nabyva na M svych extrém.

Nyni jiz vime, ze f nabyva na M extrémi, zbyva tyto hodnoty urcit. Vyloucime
tedy body, kde extrém byt nemutze, pomoci uvedené nutné podminky. Mnozina M
vsak neni oteviena, musime proto rozlisit dva pripady.

a) Funkce f nabyva nékterého extrému v néjakém bodé vnittku M. Protoze
f ma parcialni derivace prvniho fadu, musi byt v tomto bodé nulové. Plati tedy
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9

Metody Feseni vybranych Gloh z matematické analyzy

20 +y =0, —6y + x = 0, coz je splnéno pouze pro x = y = 0. Jediny bod vnittku
M, kde f muZe nabyvat extrému, je tedy bod (0,0), kde f(0,0) = 0.

b) Funkce f nabyva nékterého extrému na hranici M. Protoze M je uzaviend, je
jeji hranice rovna M\ M°, je tedy tvofena ¢tyFmi tiseCkami. Probereme je postupné.

i)x =1,y € [-1,1]. Na této tsecce ma funkce f tvar f(1,y) = 1 +y — 3y
M4-li f extrém v bodé& (1,yo), pak funkce (jedné proménné) y — 1 + y — 3y?
mé extrém (stejného druhu) v bodé yo. To se mize stit bud v piipadé, ze yo je
krajnim bodem intervalu [—1, 1], nebo v pfipadé, Ze uvedena funkce jedné proménné
ma v yo nulovou derivaci (protoze derivace existuje). Prvni moznost dava body
(1,—1) a (1,1), pficemz f(1,—1) = =3 a f(1,1) = —1. Druh4 moznost dava rovnici
1 — 6y = 0, tedy bod (1,1/6), pricem f(1,1/6) = 13/12.

ii) x = —1, y € [-1,1]. Na této tisecce ma funkce f tvar f(—1,y) = 1 —y — 3y°.
Podobné jako v pfedchozim bodu dostdvame jednak krajni body (—1,1) a (—1, —1),
pficemz f(—1,1) = =3 a f(—1,—1) = —1; a pak body, v nichz plati —1 — 6y = 0,
neboli bod (—1,—-1/6). V ném mame f(—1,—1/6) = 13/12.

iii) y = 1, x € (—1,1). Zde krajni body vySetfovat nemusime, nebot jsme je
zahrnuli jiz v bodech i) a ii). Funkce f m4 zde tvar f(z,1) = 22+ — 3. Je-li v
néjakém bodé extrém, plati v ném 2x+ 1 = 0, coz spliuje jen bod (—1/2,1). V ném
mame f(—1/2,1) = —13/4.

iv) y = —1, * € (—1,1). Funkce f méa zde tvar f(x,1) = 22 — 2 — 3. Je-li v
néjakém bodé€ extrém, plati v ném 2x — 1 = 0, coz spliuje jen bod (1/2, —1). V ném
mame f(1/2,—-1) = —13/4.

Zbyva ucinit zavér. Vime, ze funkce f svych extrémt na M nabyva a ze jich
nemize nabyvat mimo nalezenych devét bodt. Porovnanim hodnot ve zminénych
bodech zjistime, Zze maximum je rovno 13/12 a nabyva se ve dvou bodech (1,1/6)
a (—1,—1/6); a minimum je —13/4 a nabyva se v bodech (—1/2,1) a (1/2,—1). ®

Poznamenejme, Ze pii vysetfovani funkce f na hranici mnoziny M v predchozim
prikladé jsme mohli vyuzit symetrie této funkce, konkrétné toho, ze f(—x,—y) =
f(z,y) pro (z,y) € R2. Pak vysledek piipadu (ii) Ize odvodit z piipadu (i) a vysledek
pfipadu (iv) lze odvodit z p¥ipadu (iii).

867. Z teseni prikladu v predchozim paragrafu je ziejmé, ze potiebujeme znat
nutné podminky pro extrém na hranici mnoziny. Ve zminéném prikladu bylo mozné
analyzu hranice jednoduse prevést na analyzu funkce jedné proménné. To je mozné i

v dalsich ptipadech pomoci parametrizace hranice, naptiklad, je-li hranici kruz-
nice ¢i elipsa.

Piiklad Naleznéte extrémy funkce f(x,y) = = + y na mnoziné

M = {(z,y) € R?*: 42® +* < 1}.

Reseni. Mnozina M je uzavienéa (lze ji vyjadfit jako vzor uzavieného intervalu
pri spojitém zobrazeni) a omezend (z definujici nerovnosti je ziejmé, ze kazdy bod
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(r,y) € M spliuje |x| < 1/2 a |y| < 1), je tedy kompaktni. Funkce f je spojitad na
celém R?, a tedy nabyva na mnoziné M svych extrémi.

Protoze g—i = % = 1 ve vSech bodech R?, parcialni derivace nejsou nikde nulové

(a vSude existuji), a tudiz f nema ve vnittku M zadny lokalni extrém. Proto nabyva
svych extrémii na hranici.

Hranici mnoziny M je mnozina {(z,y) € R?: 42? + y?> = 1} (mnoZina M
je elipsa véetné svého vnittku, hranici je jeji obvod). Tu muiZeme parametrizo-
vat pomoci modifikace polarnich soufadnic: x = %cost, y = sint, t € R. Tato
parametrizovana ktivka obvod elipsy probéhne nekonecnékrat, kdybychom chtéli
kazdy bod probéhnout pravé jednou, museli bychom se omezit na mensi inter-
val, naptiklad na ¢t € [0,27). To my vSak nepotfebujeme Nyni pouzijeme pozoro-
véani, ze ma-li f extrém v néjakém bodé (z,y) = (3 costo,sintp), pak mé funkce
t— f ( cost,sint) = 5 cost + sint extrém v bode to. Tato funkce je diferenco-

vatelnou funkci jedné proménné, a tedy v bodech extrému musi mit nulovou deri-

vaci. Odtud dostavame rovnici —% sint + cost = 0, neboli sint = 2cost. Protoze

sin®t + cos?t = 1, musi platit sint = 2/4/5 a cost = 1/v/5 nebo sint = —2/v/5 a
cost = —1/+/5. Mohli bychom nyni mozné hodnoty t vyjadrit pomoci cyklometric-

kych funkci. To vsak neni tfeba, protoze zajimaji body ( cost,sint) a nikoli
1 2 2
hodnota ¢t. Dostavame tedy dva body (— 7) a (— 2\/3, —ﬁ).
Je f(2f \/_) = T a f(—m,—%) —%, v prvinim z bodi je tedy maxi-

mum a ve druhém minimum. [ ]

Podobné muzeme postupovat vzdy, kdyz hranici umime vhodné parametrizovat
— af jiz celou nebo po ¢astech. Pro kruznici mtizeme pouzit polarni souradnice, pro
povrch koule v R? sférické souradnice atp.

8§68. Dalsi metodou uzitecnou pfi vysSetfovani funkci na nékterych mnozinach bez
vnitfnich bodd (napf. na hranicich nékterych mnozin) je metoda Lagrangeovych
multiplikatoru. Je zalozena na pouziti Véty 217 v [D2, kapitola X, §3|, konkrétné
jejl prvni casti, kterd obsahuje nutnou podminku pro lokalni extrém funkce na
mnoziné urcené nékolika rovnostmi. Znéni této véty je pripomenuto v §64. Nize
uvedené odkazy pouzivaji tam uvedené znaceni.

Priklad Najdéte extrémy funkce f(zx,y,2) = x na mnoziné
M= {(x,y,2) e R¥: 2® + 92+ 22 < 1,2 + 4> + 2° = 0}.
Reseni. Mnozina M je ziejmé uzaviend, omezena a neprazdna, funkce f spojita
dokonce na celém R3, a tedy f na M svych extrémi nabyva.
P1i jejich hledani vyuzijeme vétu o Lagrangeovych multiplikatorech. Aby ji bylo
mozno pouzit, rozdélime si mnozinu M na dvé casti

My ={(z,y,2) ER*: 2® + 9> + 22 < 1,23 +¢® + 2% = 0}
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372 III. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych

Ptiklad 3.5.11.

Urcete nejveétsi a nejmensi hodnotu funkce
flx,y) =x*—3y* —x+18y +4

na mnoZiné na mnoZiné M, kterd je ur¢ena nerovnostmi 0 < x <y < 4.

Reseni. ProtoZze mnoZina M je kompaktni a funkce f je na této mnoZziné spojita, hledané
body existuji. Nejdiive uréime staciondrni body funkce f, tj. vyfesime soustavu

fr(x,y) =2x—-1=0 & fy(x,y) =—6y+18=0.

Regenim je bod [1/2,3] s funkéni hodnotou f(1/2,3) = 123/4. Protoze [1/2,3] € M, je
tento bod jednim z kandidét(i na hledany globdlni extrém (nicméné neni potfeba urcovat
jeho lokdlni charakter).

Obrézek 3.5.37: Mnozina M z P¥ikladu 3.5.11.

Nyni se zaméfime na hranici mnoZziny M (viz Obrézek 3.5.37), kterou tvofi tfi tisecky:

(i) Usetku spojujici body A a B lze vyjadfit jako x = 0 pro 0 < y < 4, takZe z funkce
f(x,y) dostaneme funkci g(y) = —3y? + 18y + 4. Uréime staciondrni body funkce g,
tj. ¢'(y) = —6y+ 18 = 0. Odtud mame y = 3, coZ vyhovuje omezeni pro y. Proto [0, 3]
je dalsim kandidatem na globalni extrém s hodnotou £ (0, 3) = 31. Dal$imi kandidaty
jsou také krajni body této tsecky, takZe jesté vypocteme piislusné funkéni hodnoty,

§. £(A) = £(0,0) = 4a f(B) = £(0,4) = 28.

(i) Usetku spojujici body B a C Ize vyjadtit jakoy = 4 pro 0 < x < 4, takZe z funkce

2

f(x,y) dostaneme funkci h(x) = x= — x + 28. Uréime stacionarni body funkce 4, tj.

W (x) = 2x —1 = 0. Odtud mdme x = 1/2, coz vyhovuje omezeni pro x. Proto

(© Petr Hasil & Petr Zeméanek 30. prosince 2016



III. 5. Lok&lni a globalni extrémy funkci vice proménnych 373

[1/2,4] je dalsim kandidatem na globalni extrém s hodnotou f(1/2,4) = 111/4.
Dalsimi kandidaty jsou také krajni body této tisecky, takZe jesté vypocteme prislusné
funkéni hodnoty, tj. f(B) = f(0,4) =28a f(C) = f(4,4) = 40.

(ii) Usetku spojujici body C a A lze vyjad¥it jako y = x pro 0 < x < 4, takZe z funkce
f(x,y) dostaneme funkci m(x) = —2x? + 17x + 4. Ur¢ime stacionarni body funkce
m, §. m'(x) = —4x 4+ 17 = 0. Odtud mame x = 17/4, coZ nevyhovuje omezeni pro
x, . [17/4,17/4] ¢ M. Takze v tomto ptipadé jsou kandidaty pouze krajni body
této tsecky, v nichZ vypocteme piislusné funkéni hodnoty, tj. f(C) = f(4,4) =40 a

f(A) = f(0,0) = 4.

Celkem jsme nalezli 6 kandidatti na globalni extrém, ze kterych sta¢i vybrat ten s nejmens{
funkéni hodnotou a ten s nejvétsi funkéni hodnotou, tj. globalni minimum nastdvé v bodé
[0,0] s hodnotou finin = 4 a globalni maximum v bodé [4,4] s hodnotou fmax = 40. A
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Ptiklad 3.5.13.

Urcete nejveétsi a nejmensi hodnotu funkce

flxy) = (x—y) 4+

na ¢tverci s vrcholy A = [2,0], B=1[0,2],C=[-2,0]aD = [0, —2].

Regeni. ProtoZze mnoZina M je kompakin{ a funkce f je na této mnoZiné spojitd, hledané
body existuji. Nejdfive ur¢ime staciondrni body funkce f, tj. vyfeSime soustavu

fr(x,y) =4x—-2y=0 & fy(x,y) = —2x+2y =0.

Resenim je pouze bod [0,0] s funkéni hodnotou £(0,0) = 0. ProtoZe [0,0] € M, je tento
bod jednim z kandidatti na hledany globdlni extrém (nicméné neni potteba urcovat jeho
lokélni charakter).

Obrazek 3.5.39: Mnozina M z Pfikladu 3.5.13.

Nyni se zaméfime na hranici mnoZziny M (viz Obrézek 3.5.39), kterou tvofi ¢tyfi tisecky:

(i) Usetku spojujici body A a B lze vyjadfitjakoy =2 — x pro 0 < x < 2, takZe z funkce
f(x,y) dostaneme funkci g(x) = (2x — 2)? + x2. Uréime staciondrni body funkce g,
tj. ¢'(x) = 10x — 8 = 0. Odtud mame x = 4/5, coZ vyhovuje omezeni pro x. Proto
[4/5,6/5] je dalsim kandiddtem na globalni extrém s hodnotou f(4/5,6/5) = 4/5.
Dalsimi kandidaty jsou také krajni body této tisecky, takZe jesté vypocteme piislusné
funkeni hodnoty, tj. f(A) = f(2,0) =8a f(B) = f(0,2) = 4.

(ii) Usetku spojujici body B a C lze vyjadfit jako y = x +2 pro —2 < x < 0, takZe
z funkce f(x,y) dostaneme funkci /(x) = 4 + x%. Ur¢ime stacionarni body funkce g,
tj. ¢'(x) = 2x = 0. Odtud mdme x = 0, coZ vyhovuje omezeni pro x. Proto [0,2] je
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Petr Hasil & Petr Zeméanek 30. prosi 2016



III. 5. Lokalni a globalni extrémy funkci vice proménnych 377

(iii)

(iv)

dal3im kandiddtem na globalni extrém, ktery je ale totoZny s bodem B, jehoz funkéni
hodnotu jsme vypocitali v pfedchozi ¢asti. Jesté zbyva urcit funkéni hodnotu ve dru-
hém krajnim bodé tsetky, tj. f(C) = f(—2,0) = 8.

Usecku spojujici body C a D lze vyjadiit jako y = —x — 2 pro —2 < x < 0, takZe
z funkce f(x,y) dostaneme funkci m(x) = (2x + 2)? + x2. Uréime stacionarni body
funkce m, . m'(x) = 10x + 8 = 0. Odtud mame x = —4/5, coZ vyhovuje ome-
zeni pro x. Proto [—4/5, —6/5] je dal$im kandiddtem na globélni extrém s hodnotou
f(—4/5,—6/5) = 4/5. Jesté vypocteme funkéni hodnotu ve druhém krajnim bodé
usecky, tj. f(D) = (0, —2) = 4.

Usecku spojujici body D a A lze vyjadtit jako y = x —2 pro 0 < x < 2, takZe
z funkce f(x,y) dostaneme funkci 7(x) = 4 + x?. Uréime stacionarni body funkce 7,
tj. n’(x) = 2x = 0. Odtud méme x = 0, coZ vyhovuje omezeni pro x. Proto [0, —2] je
dalsim kandid4tem na globdlni extrém, ktery je ale totozny s bodem D, jehoZ funkéni
hodnotu jsme vypocitali v pfedchozi ¢asti stejné jako funkéni hodnotu ve druhém
krajnim bodé tisecky.

Celkem jsme nalezli 7 kandidat(i na globalni extrém. Nyni sta¢i vybrat ten s nejmensi funk-

¢ni hodnotou a ten s nejvétsi funkéni hodnotou, tj. globalni minimum nastdva v bodé [0, 0]

s hodnotou fimin = 0 a globalni maximum v bodech [2,0] a [—2,0] s hodnotou fmax = 8. A
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e Nésledné je treba uvazovat hranici mnoziny S. Ta je tvorena tremi ¢dstmi
(GseCkami):

-x=0,y€][0,1], f = -2y — 3. Do seznamu podezrelych bodli musime
pridat kraje této tsecky — tj. body [0,1] a [0,1]. Funkce f nyni zavisi jen
na y a jde o linedrni funkci, takZe zfejmé nemd pro y € (0,1) extrém
(o ¢emz bychom se mohli presvédeit snadnym derivovdnim).

-y =0 x¢€][0,1] f =x — 3. Stejné jako predtim, priddme kraje — bod
[0, 0] uz mezi podezrelymi body je, tedy pouze bod [1,0]. A opét jelikoz
jde (v zdvislosti na x) o linedrni funkci, tak pro x € (0,1) nemame
extrém.

— A konec¢né tseCka y € [0,1], x =1 -y, f =1 — 3y — 3. Oba kraje
mezi podezrelymi body uz jsou, a opét neni Zadny podezrely bod pro
vy € (0,1).

Dohromady tedy mdme t#i podezrelé body, a sice [0, 0], [0,1] a [1, 0]. Spocita-
nim funkénich hodnot dostaneme, Ze maximum je M = -2 a nabyva se ho
v bodé [1,0]. Minimum je m=-5 a nabyva se ho v bodé [0,1].

b) flx,y) := x?2 —xy + y2, S := {x? + y? < 1}. Opét jde o spojitou funkci na
kompaktni mnozinég, tedy Véta 4 zarucuje existenci minima i maxima. Zase
tedy hleddme podezrelé body:

e Vnittkem mnoziny S je oteviend jednotkova koule (kruh). Potfebujeme
parcialni derivace:
of of
—(x,y) =2x -y, —(x,y) =2y — x.
3 V) y ay( y) =2y
Se vzpominkou na Vétu 4 resime soustavu rovnic 2x —y = 0a 2y —x =0,
kterd ma jediné reseni x = y = 0. A jelikoz [0, 0] je ve vnitrku S, mdme
prvni podezrely bod: [0,0].
e Hranici je jednotkova kruznice, kterou si parametrizujeme pomoci

X = cost,
y = sint,

f(t) =1 —sintcost, kde
t € [0, 27].

Do seznamu musime pridat krajni body, to jest body odpovidajici t = 0 a
t = 271. To je ale jen jeden bod, a sice [1,0].
Déle tesime body na hranici pro t € (0,2s). Funkce f zdvisi jen na ft,
derivujeme:

f'(t) = sin’(t) — cos?(t) = — cos(2t)

Ma-li mit funkce v bodé odpovidajici néjakému t extrém, musi tam byt de-
rivace nulova. Tedy pro t dostdvdme moznosti 7, ¥, > a . To dopovidd
\/%. i%} (P¥ipadné jsme mohli v rovnici sin?(t) — cos(t)
dosadit zp4tky za x a y, dostali bychom x? = y?, kde [x,y] leZi na jednot-
kové kruznici.)

Stvetici bodt [i



c)

e)

Celkem tedy mdme 6 podezielych bodu: [0, 0], [1,0], [i\i@ i%@} Dosazenim
do funkce f dostaneme, ze

i)

flx,y) = (x2+y2)e-E"+", § = R2 Ziejmeé f(x,y) = glx2+y?), kde g(t) = te~".

Obor hodnot funkce x? + y? je [0,00). Tedy potfebujeme vysetrit pribéh

funkce g na tomto intervalu — zajimaji nds minima a maxima. Jednoduchym

zderivovdnim dostaneme, Ze minimum md funkce g v nule (g(0) = 0) a maxi-
1

mum md v bodé¢ 1 (g(1) = 2).

Zbyva si rozmyslet, kdy je x? + y? rovno 0 a 1. CoZ je trividlni, dostaneme
tedy, Z¢ minimum funkce f na R? je 0, které se nabyva pouze v nule, a
maximem je % a nabyva se ho ve viech bodech kde x? + y? = 1, to jest na
jednotkové kruzZnici se sttedem v pocatku.

f(x:y):=%+% _{xz‘l‘yz— 1}

M=f<[%,2\/§}> \/73+%
et o) -3 ol

K teSeni se dd dorazit tteba vysetfenim pomocné ulohy f(X,y) = X + ¥ na
mnozing S = {x? + 3y? < 1}. Zpétky se pak da vrétit substituci x = L a y =

X

Hranice mnozZiny S je elipsa, a Ize ji parametrizovat napriklad takto:

X = cost,

y = —sint,
V3

t € [0, 2r).

flx,y,z) = (x +y + z)e 2432 S = [x >0, y > 0, z > 0}. Zde mnozina
neni kompaktni, a tedy maxima ani minima se nabyvat nemusi. A vskutku se
ho ani nenabyva — stacdi si funkci zderivovat a vyuzit Véty 4.

Mtizeme vysetrit, kde se nabyva infima a suprema. Abychom s tlohou mohli
néjak pracovat, tak je tfeba se omezit na néjaky kompakt - mnozinu tedy uza-
vPeme a omezime. Zjistime, Ze uvnitt zddné podezrelé body nejsou. Nejsou
dokonce ani na hrani¢nich ¢tvrtrovindch. Zbyvaji hrani¢ni primky, kde nalez-

neme podezielé body [0,0,0], [1,0,0], [0, é,O] a[0,0,1].

Infimum je 0 = £([0,0,0]) a supremum je 1 = £([1,0,0]).



