
Celkem tedy máme 6 podezřelých bodů: [0, 0], [1, 0],
[
± 1√2 , ± 1√2

]
. Dosazením

do funkce f dostaneme, že

M = f
([ 1√2 , − 1√2

])
= f

([
− 1√2 , 1√2

])
= 3

2 ,
m = f([0, 0]) = 0.

c) f (x, y) := (x2 +y2)e−(x2+y2), S = R2. Zřejmě f (x, y) = g(x2 +y2), kde g(t) = te−t .
Obor hodnot funkce x2 + y2 je [0, ∞). Tedy potřebujeme vyšetřit průběh
funkce g na tomto intervalu – zajímají nás minima a maxima. Jednoduchým
zderivováním dostaneme, že minimum má funkce g v nule (g(0) = 0) a maxi-
mum má v bodě 1 (g(1) = 1

e ).
Zbývá si rozmyslet, kdy je x2 + y2 rovno 0 a 1. Což je triviální, dostaneme
tedy, že minimum funkce f na R2 je 0, které se nabývá pouze v nule, a
maximem je 1

e a nabývá se ho ve všech bodech kde x2 + y2 = 1, to jest na
jednotkové kružnici se středem v počátku.

d) f (x, y) := 1
x + 1

y , S = { 1
x2 + 3

y2 = 1}.

M = f
([ 2√3 , 2√3

])
=

√3
2 + 1

2√3 ,

m = f
([

− 2√3 , −2√3
])

= −
√3
2 − 1

2√3 .

K řešení se dá dorazit třeba vyšetřením pomocné úlohy f (x̃, ỹ) = x̃ + ỹ na
množině S̃ = {x̃2 + 3ỹ2 ≤ 1}. Zpátky se pak dá vrátit substitucí x̃ = 1

x a ỹ = 1
y .

Hranice množiny S̃ je elipsa, a lze ji parametrizovat například takto:
x = cos t,
y = 1√3 sin t,
t ∈ [0, 2π).

e) f (x, y, z) := (x + y + z)e−(x+2y+3z), S = {x > 0, y > 0, z > 0}. Zde množina
není kompaktní, a tedy maxima ani minima se nabývat nemusí. A vskutku se
ho ani nenabývá – stačí si funkci zderivovat a využít Věty 4.
Můžeme vyšetřit, kde se nabývá infima a suprema. Abychom s úlohou mohli
nějak pracovat, tak je třeba se omezit na nějaký kompakt – množinu tedy uza-
vřeme a omezíme. Zjistíme, že uvnitř žádné podezřelé body nejsou. Nejsou
dokonce ani na hraničních čtvrtrovinách. Zbývají hraniční přímky, kde nalez-
neme podezřelé body [0, 0, 0], [1, 0, 0], [0, 1

2 , 0] a [0, 0, 1
3 ].

Infimum je 0 = f ([0, 0, 0]) a supremum je 1
e = f ([1, 0, 0]).
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Hledání extrémů funkce na množině 10.

což je ovšem ve sporu s první rovnicí z výše uvedené soustavy. Proto μ 
= 0, a tedy
y = z. Protože (x, y, z) ∈ M2, dostáváme x2 + 2y2 = 1 a x3 + 2y3 = 0. To splňují

jedině body

�
3√2√
2+ 3√4

,− 1√
2+ 3√4

,− 1√
2+ 3√4

�
a

�
− 3√2√

2+ 3√4
, 1√
2+ 3√4

, 1√
2+ 3√4

�
.

Nalezli jsme tedy sedm podezřelých bodů, mezi nimiž jsou body, v nichž se
nabývá extrémů. Funkční hodnoty v nich jsou 0, ± 1√

2
a ± 3√2√

2+ 3√4
. Snadno zjistíme,

že
3√2√
2+ 3√4

< 1√
2
, a tudíž maximum je 1/

√
2 (nabývá se v bodech (1/

√
2,−1/

√
2, 0)

a (1/
√
2, 0,−1/

√
2)) a minimum je −1/

√
2 (nabývá se v bodech (−1/

√
2, 1/

√
2, 0)

a (−1/
√
2, 0, 1/

√
2)). �

Všimněte si, že jsme uvedené soustavy rovnic neřešili „až do konce�. Naším cílem
nebylo totiž najít právě všechna řešení (což je potřebné při vyšetřování lokálních
extrémů), ale jen co nejjednodušeji najít co nejmenší množinu obsahující všechna
řešení. Nevadilo by nám, kdyby obsahovala několik málo bodů navíc.

§69. V případě, že nás zajímají extrémy spojité funkce na nekompaktní množině,
lze někdy množinu redukovat na kompaktní pomocí vyšetření „limitního chování v
nekonečnu�.

P ř í k l a d Najděte extrémy funkce f(x, y) = (x2 + 7y2)e−5x
2−2y2 na R2.

Řešení. Zatímco funkce f je zřejmě spojitá, množina R2 není kompaktní. Nicméně
tvar funkce f umožňuje provést některé úvahy. Jednak je funkce f zřejmě nezá-
porná a nulové hodnoty nabývá jen v počátku. Proto má minimum 0. Dále můžeme
usoudit, že pro body „hodně vzdálené� od počátku budou funkční hodnoty „hodně
malé�, protože „exponenciála převáží polynom�. Tyto úvahy lze zformulovat přesně.
Využijme faktu, že lim

t→+∞
te−t = 0 (což ověříme například l’Hospitalovým pravi-

dlem).

Je totiž f(x, y) ≤ 7(5x2+2y2)e−(5x2+2y2) na celém R2. Protože lim
t→+∞

te−t = 0,

existuje R > 0 takové, že pro t ≥ R platí te−t < 1
14f(1, 1). Uvažme množinu

M = {(x, y) ∈ R2 : 5x2 + 2y2 ≤ R}. Tato množina je uzavřená a omezená (jde o
nějakou elipsu se středem v počátku), je tedy kompaktní. Funkce f na M tudíž
nabývá svého maxima v nějakém bodě (x0, y0). Pokud je bod (x, y) mimo M , je
f(x, y) < 1

2f(1, 1) (to plyne z volby R). Proto bod (1, 1) patří do množiny M , a
tedy f(x0, y0) ≥ f(1, 1). Tudíž pro (x, y) ∈ R2 \ M platí f(x0, y0) > f(x, y). Proto
funkce f má v bodě (x0, y0) maximum na R2.
Tím jsme ukázali, že f nabývá svého maxima na R2. Protože množina R2 je

otevřená, stačí najít body, v nichž má f nulové parciální derivace prvního řádu a z
nich vybrat ten, v němž je největší funkční hodnota.
Jest ∂f

∂x = (2x− 10x(x2+7y2))e−5x
2−2y2 a ∂f

∂y = (14y−4y(x2+7y2))e−5x
2−2y2 .

Obě jsou nulové, právě když 2x− 10x(x2+7y2) = 0 a 14y− 4y(x2+7y2) = 0. Jsou
čtyři možnosti:
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Metody řešení vybraných úloh z matematické analýzy

(i) x = 0 a y = 0 – tím dostaneme již známý bod minima (0, 0).
(ii) x = 0 a 14 − 4(x2 + 7y2) = 0 – odtud dostaneme dva body (0, 1/

√
2) a

(0,−1/
√
2). V obou je hodnota f rovna 7

2e .
(iii) 2 − 10(x2 + 7y2) = 0 a y = 0 – odtud dostaneme dva body (1/

√
5, 0) a

(−1/
√
5, 0). V obou je hodnota f rovna 1

5e .
(iv) 2 − 10(x2 + 7y2) = 0 a 14 − 4(x2 + 7y2) = 0 – tento případ však nemůže

nastat, protože výraz x2 + 7y2 nemůže být zároveň 1/5 i 7/2.
Nyní porovnáním výsledků dostaneme, že funkce f nabývá maxima 7

2e v bodech
(0, 1/

√
2) a (0,−1/

√
2). �

§70. Pokud funkce extrémů nenabývá, nebo alespoň nevíme předem, zda na-
bývá, hledáme supremum a infimum. Přitom nám někdy může pomoci následující
pozorování.
Nechť funkce f je spojitá na M . Pak sup f(M) = sup f(M) a inf f(M) =

inf f(M).
Toto se hodí například v případě, že množina M je omezená. Pak totiž její

uzávěr je kompaktní, a je-li f na M spojitá, pak můžeme na M najít extrémy, a
tím určíme supremum a infimum na M .

P ř í k l a d Najděte supremum a infimum funkce f(x, y) = sinx + sin y na
množiněM = {(x, y) ∈ R2 : x2+y2 < π2/4}. Existuje minimum a maximum funkce
f na M?

Řešení. Množina M je otevřená a f má všude na M parciální derivace. Pokud
tedy má f extrém v nějakém bodě M , musí v něm být parciální derivace prvního
řádu nulové, tj. cosx = 0 a cos y = 0. To splňují body tvaru ( π

2 + kπ, π
2 + lπ),

k, l ∈ Z. Žádný z těchto bodů ovšem v M neleží. Proto f na M extrémů nenabývá.
Nicméně funkce f je spojitá na celém R2 a M je kompaktní (M je otevřený

kruh o středu 0 a poloměru π/2, M je příslušný uzavřený kruh). Proto f nabývá
extrémů na M . Protože v M extrémy nemá, nabývá jich na hranici, tj. na množině
∂M = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = π2/4}. (Jelikož M je otevřená, je ∂M = M \ M .)
To je kružnice, a tedy bychom ji mohli parametrizovat jako v §67. Tento postup
necháváme na čtenáři, zde použijeme metodu Lagrangeových multiplikátorů z §68.
Funkce g(x, y) = x2 + y2 − π2/4 je třídy C1 na R2, její parciální derivace jsou

∂g
∂x = 2x a

∂g
∂y = 2y. Obě jsou nulové pouze v bodě (0, 0), který neleží v ∂M . Proto,

má-li funkce f v nějakém bodě ∂M lokální extrém (vzhledem k ∂M), existuje λ ∈ R,
pro které platí:

cosx+ λ · 2x = 0,
cos y + λ · 2y = 0,

x2 + y2 − π2/4 = 0.

Z prvních dvou rovnic dostáváme, že y cosx− x cos y = 0. Všimněme si, že nemůže
být x = 0 ani y = 0. Jinak by totiž nebyla splněna první nebo druhá rovnice. Proto
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všechna (x, y, z) různá od bodů (39) je |f(x, y, z) | < U), stačí najít kompaktní
množinu K ⊂ R

3, která obsahuje všech 15 stacionárních bodů uvnitř, přičemž

(43) (x, y, z) ∈ ∂K ∪ (R3 −K) ⇒ |f(x, y, z) | < U .

Funkce g(r) je kladná v R+ a má derivaci g′(r) = 3r2 (3−2r2) exp(−r2) zápornou
všude v intervalu (

�
3/2 ,+∞), takže tam klesá. Z nerovností |f(x, y, z) | ≤ g(r),

e3 > 20 plyne, že

g(3) =
34

e9
<
100
203
=
1
80
= 0.0125 < U ;

za K tedy stačí zvolit uzavřenou kouli U((0, 0, 0), 3).

Příklad 17.8. Funkce f třídy C∞ definovaná rovností

(44) f(x, y) := 3x+
4y
x2
+
27
y3
v X := R

2

+

je nezáporná a shora neomezená. Jediným společným řešením rovnic

(45)
∂f

∂x
= 3−

8y
x3
= 0 ,

∂f

∂y
=
4
x2

−
81
y4
= 0

v X je bod (x, y) = (2, 3), přičemž f(2, 3) = 10. Tvrdíme, že f má v bodě (2, 3)
minimum .
Abychom to dokázali, stačí najít kompaktní množinu K ⊂ X obsahující bod

(2, 3) uvnitř a splňující podmínku

(46) (x, y) ∈ X − intK ⇒ f(x, y) > 10 .

Uvažme především, že všechny tři sčítance na pravé straně (44) jsou v X kladné,
takže f(x, y) je větší než kterýkoli z nich. Uvažme konkrétněji, že
1) f(x, y) > 3x ≥ 10, je-li x ≥ 4; 5)
2) 0 < x ≤ 4 ⇒ f(x, y) > 4y/x2 ≥ 1

4
y ≥ 10 pro všechna y ≥ 40;

3) f(x, y) > 27/y3 ≥ 10, je-li y3 ≤ 2.7, tedy jistě pro všechna y ∈ (0, 1i ;
4) y ≥ 1 ⇒ f(x, y) > 4y/x2 ≥ 4/x2 ≥ 10, je-li x2 < 2

5
, tedy jistě pro x ∈ (0, 3

5
i

(protože
�
3

5

�2
< 2

5
).

Z 1)−4) je patrné, že stačí položit

(47) K := h 3
5
, 4i × h1, 40i .

* * *

5) Místo „4ÿ bychom samozřejmě mohli napsat „10/3ÿ, ale pro jednoduchost dalších výpočtů
i zápisu se vyhýbáme zbytečným zlomkům. Je zřejmé, že při hledání množiny K máme značnou

volnost, a to nejen v tomto konkrétním případě. Je-li (v obecném případě) a ∈ X jediný bod,
pro nějž je A := min f(X) = f(a), splňuje každá kompaktní množina K ⊂ X, obsahující bod a

uvnitř, podmínku x ∈ X − intK ⇒ f(x) > A. Hlavním kritériem pro výběr množiny K je proto
jednoduchost ověření této podmínky za situace, kdy existenci minima teprve dokazujeme .
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678 11. FUNKCE VÍCE PROMĚNNÝCH

Tedy pokud g0.x/ D 0, pak x D ˙ bp
a2Cb2

.Máme tedy podezřelé body Œ˙ bp
a2Cb2

; ap
a2Cb2

�.
Zahrneme ještě do úvahy krajní body Œ1; 0� a Œ�1; 0�.

Při vyšetřování f naM2 nám vyjdou body Œ˙ bp
a2Cb2

; � ap
a2Cb2

�. Porovnáním
hodnot ve všech podezřelých bodem zjistíme, že

min f .M/ D f

�
� bp

a2 C b2
; � ap

a2 C b2

�
D �

p
a2 C b2

ab
;

max f .M/ D f

�
bp

a2 C b2
;

ap
a2 C b2

�
D

p
a2 C b2

ab
:

|

11.8.40. Příklad. Zjistěte supremum a infimum funkce f na množiněM , pokud

f .x; y; ´/ D x2 C y2 C ´2 C 2x C 4y � 6´; M D R3:

Řešení. MnožinaM není omezená. Vzhledem k tomu, že

f .x; y; ´/ D .x C 1/2 C .y C 2/2 C .´ � 3/2 � 14; Œx; y; ´� 2 R3;

nabývá f svého minima min f .M/ D �14 v bodě Œ�1; �2; 3�. Jelikož

lim
n!1 f .n; �2; 3/ D 1;

supremum f naM je rovno1. |

11.8.41. Příklad. Zjistěte supremum a infimum funkce f na množiněM , pokud

f .x; y; ´/ D .x C y C ´/e�.xC2yC3´/; M D ˚
Œx; y; ´� 2 R3x > 0; y > 0; ´ > 0

�
:

Řešení. Funkce f je třídy C 1 na R3 a M D ˚
Œx; y; ´� 2 R3x � 0; y � 0; ´ � 0

�
. Ze

spojitosti f na R3 plyne rovnost sup f .M/ D sup f .M/ a inf f .M/ D inf f .M/.
Vyšetříme nejprve body podezřelé z extrému, které leží v IntM D M . V Těchto
bodech musí být rf .x; y; ´/ D o, tj.

e�.xC2yC3´/ Œ1 � .x C y C ´/; 1 � 2.x C y C ´/; 1 � 3.x C y C ´/� D o:

Tato soustava však nemá řešení, a tedy vM žádný bod podezřelý z extrému neleží.
Uvažujme nyní jednu ze „stěn“ tvořící @M , například

M1 D fŒx; y; 0�I x � 0; y � 0g :

Pak máme funkci g.x; y/ D f .x; y; 0/ D .x C y/e�.xC2y/ na N D fŒx; y� 2 R2I x �
0; y � 0g. Jako výše dostaneme, že g nemá v IntN podezřelý bod. Musíme tedy
uvažovat @N D N1 [ N2, kde

N1 D fŒx; 0�I x � 0g ; N2 D fŒ0; y�I y � 0g :

Funkce h.x/ D g.x; 0/ D xe�x , x 2 Œ0; 1/, má bod podezřelý z extrému v 0 a v
bodě, kde h0.x/ D e�x.1 � x/ D 0, tj. v x D 1. Dostáváme tak body

Œ0; 0; 0�; Œ1; 0; 0�:



11.8. POČETNÍ PŘÍKLADY K FUNKCÍM VÍCE PROMĚNNÝCH 679

V množiněN2 dostáváme další podezřelý bod Œ0; 1
2
; 0�. Tímmáme vyřešenu otázku

množiny N .
Zbývající stěny tvořící @M poskytnou bod Œ0; 0; 1

3
�.

Funkce f je zjevně nezáporná naM , tedy

2 f .M/ D min f .M/ D f .0; 0; 0/ D 0:

Zbývá dokázat, že

sup f .M/ D max f .M/ D f .1; 0; 0/ D e�1:

K tomuto účelu uvažujme odhad

f .x; y; ´/ � x C y C ´

exCyC´
; Œx; y; ´� 2 M: (11.35)

Jelikož limr!1 r
er D 0, existuje r > 1 takové, že r

er < e�1. Uvažujme množinu

K D ˚
Œx; y; ´� 2 M I x C y C ´ � r

�
:

Pak K je omezená a uzavřená, tedy kompaktní. Funkce f tedy nabývá na K svého
maxima, přičemž z výpočtů výše a (11.35) plyne, že max f .K/ D f .1; 0; 0/. Díky
(11.35) dále máme, že max f .K/ D max f .A/. Tím je důkaz dokončen. |

11.8.42. Příklad. Určete supremum a infimum funkce f na množiněM , kde

f .x; y; ´/ D .x C y/2 C .x � y/2 C ´; M D Œ�1; 1� � Œ�1; 1� � Œ�1; 1�:

Řešení. Množina M je zjevně kompaktní a f je třídy C 1 na R3. Proto nabývá
na M svých extrémů. Pokud x; y; ´1; ´2 2 R splňují ´1 < ´2, pak f .x; y; ´1/ <

f .x; y; ´2/. Tedy f nabývá své maximum na M1 D Œ�1; 1� � Œ�1; 1� � f1g a mini-
mum naM2 D Œ�1; 1� � Œ�1; 1� � f�1g.

K určení maxima tak vyšetřujeme maximum funkce g.x; y/ D .x C y/2 C
.x � y/2 C 1 D 2x2 C 2y2 C 1 na množině Œ�1; 1� � Œ�1; 1�. Jelikož g.x; y/ D
2dist.Œx; y�; 0/2 C 1, vidíme, že body v Œ�1; 1� � Œ�1; 1� nejvzdálenější od počátku
jsou Œ1; 1�; Œ�1; 1�; Œ�1; �1�; Œ1; �1�.

Podobně postupujeme při hledání minima a dospějeme k bodu Œ0; 0�. Tedy

min f .M/ D f .0; 0; �1/ D �1;

max f .M/ D f .1; 1; 1/ D f .1; �1; 1/ D f .�1; �1; 1/ D f .�1; 1; 1/ D 5:

|

11.8.43. Příklad. Určete supremum a infimum funkce f na množiněM , kde

f .x; y/ D x C y; M D ˚
Œx; y� 2 R2I x3 C y3 � 2xy D 0; x � 0; y � 0

�
:

Řešení. MnožinaM je zřejmě uzavřená. Díky Příkladu 11.8.29 víme, žeM je ome-
zená a tedy je kompaktní. Funkce f je spojitá, a tedy nabývá naM svých extrémů.
Použijeme Větu 11.5.8 pro G D R2, m D 1 a g.x; y/ D x3 C y3 � 2xy. Platí

rg.x; y/ D .3x2 � 2y; 3y2 � 2x/;









pro hodnotu λ = λ3 = λ4 = −1.
Sestav́ıme matici druhých parciálńıch derivaćı Lagrangeovy funkce L:

L�� =

�
Lxx Lxy

Lyx Lyy

�
=

�
2 + 2λ 0
0 2λ

�
.

Dosad́ıme do L�� stacionárńı body a př́ıslušné hodnoty λ:

λ1 = −1

2
, L��(x∗

1) =

�
1 0
0 −1

�
, λ2 =

1

2
, L��(x∗

2) =

�
3 0
0 1

�
,

λ3 = λ4 = −1, L��(x∗
3) = L��(x∗

4) =

�
0 0
0 −2

�
.

Nyńı urč́ıme h = (h1, h2) splňuj́ıćı podmı́nku (9.3). Nejdř́ıve vyšetř́ıme body
x∗1 = [0, 1] a x∗

2 = [0,−1]. Dostáváme G(x∗
1) = (0, 2) = −G(x∗

2) a

�G(x∗
1), h� = 2h2 = 0 ⇒ h2 = 0, tj. h = (t, 0), t ∈ R.

Pro x∗
2 má h splňuj́ıćı podmı́nku (9.3) stejný tvar. Tedy

�L��(x∗
1)h, h� = (t, 0)

�
1 0
0 −1

� �
t

0

�
= t2 > 0 pro t �= 0.

V bodě x∗
1 je podle věty 9.3 lokálńı minimum.

Podobně pro bod x∗
2.

�L��(x∗
2)h, h� = (t, 0)

�
3 0
0 1

� �
t

0

�
= 3t2 > 0 pro t �= 0.

V bodě x∗
2 je podle věty 9.3 lokálńı minimum.

Dále vyšetř́ıme bod x∗
3 = [

√
3

2
, 1

2
]. Dostáváme G(x∗

3) = (
√

3, 1) a

�G(x∗
3), h� =

√
3h1 + h2 = 0 ⇒ h2 = −

√
3h1, tj. h =

�
t,−

√
3t

�
, t ∈ R.

Tedy

�L��(x∗
3)h, h� =

�
t,−

√
3t

� �
0 0
0 −2

� �
t

−
√

3t

�
= −6t2 < 0 pro t �= 0.

V bodě x∗
3 je podle věty 9.3 lokálńı maximum.

Podobně pro bod x∗
4 = [−

√
3

2
, 1

2
]. G(x∗

4) = (−
√

3, 1) a

�G(x∗
4), h� =

√
3h1 + h2 = 0 ⇒ h2 =

√
3h1, tj. h =

�
t,
√

3t
�
, t ∈ R.
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Tedy

�L��(x∗
4)h, h� =

�
t,
√

3t
� �

0 0
0 −2

� �
t√
3t

�
= −6t2 < 0 pro t �= 0.

V bodě x∗
4 je podle věty 9.3 lokálńı maximum.

2) Jiný zp̊usob řešeńı úlohy spoč́ıvá v jednoznačném vyjádřeńı proměnné y
z vazby g(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0, tj. y = ±

√
1− x2. Úloha se tedy rozpadá

na dvě části.
(1) Budeme uvažovat y =

√
1− x2. Tento vztah dosad́ıme do zadané funkce

f(x, y) = x2 + y a dostaneme funkci jedné proměnné

F (x) = f(x,
√

1− x2) = x2 +
√

1− x2.

Nyńı hledáme extrém funkce jedné proměnné F (x):

F �(x) = 2x− x√
1− x2

= 0 ⇒ x1 = 0, x2 =

√
3

2
, x3 = −

√
3

2
.

Do druhé derivace

F ��(x) = 2− 1√
1− x2

− x2

�
(1− x2)3

= 2− 1�
(1− x2)3

postupně dosad́ıme stacionárńı body. Tedy dostáváme

x1 = 0 ⇒ F ��(0) = 1 > 0 ⇒ lokálńı minimum,

→ dopočteme y = 1 ⇒ [0, 1] vázané lokálńı minimum,

x2 =

√
3

2
⇒ F ��(

√
3

2
) = −6 < 0 ⇒ lokálńı maximum,

→ dopočteme y = 1
2
⇒ [

√
3

2
, 1

2
] vázané lokálńı maximum,

x3 = −
√

3

2
⇒ F ��(−

√
3

2
) = −6 < 0 ⇒ lokálńı maximum,

→ dopočteme y = 1
2
⇒ [−

√
3

2
, 1

2
] vázané lokálńı maximum.

(2) Budeme uvažovat y = −
√

1− x2. Vztah dosad́ıme do zadané funkce
f(x, y) = x2 + y a dostaneme funkci jedné proměnné

F (x) = f(x,−
√

1− x2) = x2 −
√

1− x2.
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Hledáme extrém funkce jedné proměnné F (x):

F �(x) = 2x +
x√

1− x2
= 0 ⇒ x

�
2 +

1√
1− x2

�
= 0 ⇒ x4 = 0.

Do druhé derivace

F ��(x) = 2 +
1√

1− x2
+

x2

�
(1− x2)3

= 2 +
1�

(1− x2)3

dosad́ıme za x bod x4 = 0. Dostáváme F ��(0) = 1 > 0, tedy jedná se o lokálńı
minimum. Dopočteme y = −1. Odtud zadaná funkce f má v bodě [0,−1]
vázané lokálńı minimum.

3) Daľśı možnost́ı jak úlohu řešit je pomoćı parametrizace. Vazba je jednot-
ková kružnice, tud́ıž můžeme pro parametrizaci použ́ıt polárńı souřadnice s
poloměrem r = 1, pak x = cos t, y = sin t pro t ∈ (0, 2π]. Polárńı souřadnice
dosad́ıme do zadané funkce f a dostaneme funkci jedné proměnné

F (t) = f(cos t, sin t) = cos2 t + sin t.

Ve výpočtu pokračujeme dál jako při hledáńı extrémů funkce jedné proměnné.

F � = −2 cos t sin t + cos t = 0 ⇒ cos t = 0 ∨ sin t =
1

2
.

Z prvńı rovnosti cos t = 0 dostáváme stacionárńı body t1 = π
2
, t2 = 3π

2
.

Z druhé rovnosti sin t = 1
2

máme stacionárńı body t3 = π
6
, t4 = 5π

6
. Tyto

body nyńı dosad́ıme do druhé derivace

F ��(t) = 2 sin2 t− 2 cos2 t− sin t.

Tedy v bodě

t1 =
π

2
⇒ F ��(t1) = 1 > 0 ⇒ lokálńı minimum,

t2 =
3π

2
⇒ F ��(t2) = 3 > 0 ⇒ lokálńı minimum,

t3 =
π

6
⇒ F ��(t3) = −3

2
< 0 ⇒ lokálńı maximum,

t4 =
5π

6
⇒ F ��(t3) = −3

2
< 0 ⇒ lokálńı maximum.
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Parametrizaćı se vrát́ıme zpět k proměnným x, y a dostáváme

t1 =
π

2
⇒ x = cos t1 = 0, y = sin t1 = 1,

⇒ [0, 1] vázané lokálńı minimum,

t2 =
3π

2
⇒ x = cos t2 = 0, y = sin t2 = −1,

⇒ [0,−1] vázané lokálńı minimum,

t3 =
π

6
⇒ x = cos t3 =

√
3

2
, y = sin t3 =

1

2
,

⇒
�√

3

2
,
1

2

�
vázané lokálńı maximum,

t4 =
5π

6
⇒ x = cos t4 = −

√
3

2
, y = sin t4 =

1

2
,

⇒
�
−
√

3

2
,
1

2

�
vázané lokálńı maximum.

Př́ıklad 9.7. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y, z) = x − y + 3z na
množině určené rovnićı x2 + y2 + 4z2 = 4.

Řešeńı. Př́ıklad budeme řešit metodou Lagrangeových multiplikátor̊u s vaz-
bou g(x, y, z) = x2 + y2 + 4z2 − 4 = 0. Hodnost matice G = ( ∂g

∂x
, ∂g

∂y
, ∂g

∂z
) =

(2x, 2y, 8z) je r̊uzná od 1 pouze v nulovém bodě, který však nevyhovuje va-
zebné podmı́nce. Ṕı̌seme Lagrangeovu funkci

L(x, y, z,λ) = x− y + 3z + λ(x2 + y2 + 4z2 − 4).

Spočteme derivace a polož́ıme je rovny nule,

Lx = 1 + 2xλ = 0 ⇒ x = − 1

2λ

Ly = −1 + 2yλ = 0 ⇒ y =
1

2λ

Lz = 3 + 8zλ = 0 ⇒ z = − 3

8λ
.

Vyjádřené x, y, z dosad́ıme do rovnice vazby x2 + y2 + 4z2 = 4 a dostáváme
λ = ±

√
17
8

, tj. λ1 =
√

17
8

, λ2 = −
√

17
8

. Tomu odpov́ıdaj́ı stacionárńı body
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Bonusové př́ıklady

6. Farmář a fařmářka maj́ı 100 m pletiva a rádi by oplotili pozemek pro ovce tak, aby
měl co největš́ı plochu. Trvaj́ı na tom, že pozemek bude mı́t tvar obdélńıku. Ježto
je u řeky, stač́ı jej oplotit ze 3 stran. Jaké bude zadáńı za pomoci Lagrangeových
multiplikátor̊u?

(a) f(x, y) = xy, g(x, y) = 2x+ y − 100

(b) f(x, y) = 2x+ 2y − 100, g(x, y) = xy

(c) f(x, y) = xy, g(x, y) = x+ y − 100

(d) f(x, y) = x+ y, g(x, y) = xy − 100

Figure 1: https://www.cbr.com/shaun-the-sheep-best-worst-episodes-imdb/

7. Ve kterém z bod̊u A, B, C, D se nacháźı
minimum funkce f(x, y) = y vzhledem
ke křivce na obrázku?

Zdroj: https://www.cpp.edu/conceptests/question-library/mat214.shtml
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