Metody resSeni vybranych Gloh z matematické analyzy

@ Priklad  VysSetfete konvergenci posloupnosti funkci

n2a?

1+n2zx2’

fn(x) =

Reseni. Nejprve vysetfime bodovou konvergenci, tj. konvergenci posloupnosti re-
alnych ¢isel f,(x) pro vSechny hodnoty realného parametru x. Pro pevné zvo-

lené x € R nenulové je lim 1173532 = lim z—— = z. Zéaroven plati zfejmé
n—oo ~TN°T n—00 321

lim f,(0) = 0, a tedy posloupnost funkeci f, konverguje bodové k funkci f, kde

n—oo

f(z) =z na R.

Dale vysetiime, zda je tato konvergence dokonce stejnomérna. Chceme zjistit,
¢emu se rovnad sup{|fn(z) — f(x)|: z € R}. Zkoumejme za tim tcelem extrémy

funkce f, — f. Plati, ze (f, — )( ) = (15 mQ) = % Tato derivace

je tedy nulova, pravé kdyz x = E nebo r = _E a pro z blizici se k plus nebo k
minus nekone¢nu ma f, — f limitu nula. Z toho plyne, ze f, — f nabyvé v bodé
l své maximalni hodnoty s— a v bodé —% své minimalni hodnoty —s-. Je tedy

hm sup{|fn(x) — f(z)]: = e ]R} = hm 5 = 0 a dostavéme, Ze f, = f naR. ®

Piikl oty k i 1 i funkci (;’ a
@ ri ad Vysettete konvergenci posloupnosti funkci wg Qu — > Q_
frn(x) =nx(l —x)"
na intervalu [0, 1].

Reseni. Snadno zjistime, %e posloupnost f,,(x) konverguje k nule pro kazdé x z in-
tervalu [0, 1], a posloupnost tedy konverguje k nulové funkci bodové na intervalu
[0, 1].

Pokud posloupnost f,, konverguje stejnomérné, pak musi konvergovat i posloup-
nost ¢isel sup{|f,(z)|: € [0,1]} k nule. Funkce f,, jsou spojité na kompaktnim in-
tervalu [0, 1], a tedy nabyvaji svého minima i maxima. V krajnich bodech maji hod-
notu nula a pro z € (0,1) je derivace f/ (z) = n(1—x)" —n?x(1—x)" 1. Ta je nulova
pravé pro jediné z € (0,1), a to pro x = n+_1 Plati tedy, ze sup{|fn(x)|' xz € [0,1]}
je rovno (;25)" . Posloupnost téchto suprem (maxim) ma limitu 1, tedy nenulo-
vou a posloupnost f, nekonverguje stejnomérné k nulové funkei na intervalu [0, 1].

i -~ t
“ L09) ph s dlbiahseDag = Gl s g o Lo ra 00,17 -
114,
/ (> Priklad Vysetfete konvergenci posloupnosti funkci

Reseni. Oznacme f,(r) = 2™ — 2" pro 2 € R. Pokud 2 < —1 nebo = > 1,
posloupnost redlnych ¢isel f,(x) nekonverguje.
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Posloupnosti funkci 12.

Pro x € (—1,1] je nlinéo fo(z) = nli_)ngo(l — z)z" = 0 a maximalni mnozinou
M C R, pro kterou plati, ze posloupnost funkci f, konverguje bodové na M, je
interval (—1,1] a funkce f,, na tomto intervalu konverguji bodové k nulové funkci.

VySetiime, zda je tato konvergence stejnomérna. Protoze |f,(—1)| = 2 a f,
je spojitd na intervalu [—1,1], je sup{|fn(z)|: x € (—1,1]} alesponl 2 pro vSechna
n, a tedy funkce f,, nekonverguji stejnomérné na M ani na zaddné podmnoziné
M, ktera obsahuje posloupnost konvergujici k —1, t.j. M ma neprazdny prinik s
kazdym okolim bodu —1. Uvazujme nyni libovolnou mnozinu N C M, jejiz uzavér
neobsahuje —1. Existuje tedy ¢ € (0,2) takové, ze N C (—1 + ¢, 1]. Derivace f/ ()
je nulova, pravé kdyz » = ;2. Supremum mnoziny ¢isel [f,(z)], * € N, je tedy
mensi nebo rovno nejvétsimu z ¢isel [f,(—1+¢)l, [fn(1)] a [fn(557)]- Posloupnosti
¢isel |fn(—1+¢€)]| i ¢isel |f,(1)] konverguji k nule, nebot posloupnost f,, konverguje

bodové k nulové funkei na intervalu (—1,1]. Mame f, (1) = nil (1+ 7 & tedy

lim fn(nLH) =0- % = 0. Proto konverguje k nule i posloupnost maxim z ¢isel
n—00

[fo(=1+ )], [fn(D)] a |fn(;57)] , a tedy i posloupnost suprem funkei f,, na N.
Proto je konvergence posloupnosti f,, na N stejnomérna.

Protoze libovolny bod intervalu (—1,1] je obsaZzen v intervalu (—1 + ¢, 1] pro
dostatecné malé kladné € i se svym okolim, je konvergence posloupnosti funkci f,,
k nulové funkei na intervalu (—1, 1] lokalné stejnomérna. n

@ Priklad VysSetfete konvergenci posloupnosti funkci f,(z) = e —le—%n?
na R.

Reseni. Snadno se piesvédéime, Ze posloupnost funkei f,, konverguje bodové k nu-
lové funkci na R.
Tato konvergence neni stejnomérnd, nebot sup{|fn(z)|: € R} > |fn(2)] = 1.
Z téhoz duvodu tato konvergence neni ani lokalné stejnomérna, nebot pro kazdé
okoli nuly U lezi nekonec¢né z hodnot % v U, a proto ani posloupnost suprem

sup{|fn(z)|: x € U} nekonverguje k nule. u

Na nésledujicim piikladu si ukdZeme, Ze neni vzdy Gcelné (a ani mozné) vysSet-
fovat stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkci f,, k funkci f na mnoziné M
vypoc¢tem hodnot sup{|f,(x) — f(z)|: x € M}.

@ Piiklad Necht fy(z)= (logz)-sin 7Tz pro z > 0. Dokazte, Ze fr, = 0
na intervalu (0, co).

Reseni. Uvédomme si, ze plati sinz < x pro vsechna = > 0, protoze sin0 = 0 a
rozdil x — sinz je neklesajici funkce, nebot (z —sinz)’ =1 — cosx > 0.
Pro z € (0, 1] uzijeme toho, ze

|z log z|

a

3
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Metody FesSeni vybranych tloh z matematické analyzy

kde a = max{|xlogz|: x € (0,1]}. Takto definované realné ¢islo a skuteéné exis-
tuje, protoze funkce |zlogz| je po dodefinovani hodnotou nula v nule spojita na
uzavieném intervalu [0, 1].

Pro z € [1,00) uzijeme toho, ze

[fn(2)] <

<

Y

log x é
nx n

kde b = max{lo%: x € [1,00)}. Tentokrat existuje maximum b proto, ze funkce

1

o
Celkem tedy méame sup{|f,(x)|: z € (0,00)

max{a,b}

je na intervalu [1, 00) spojitd a ma limitu nula v nekoneénu.
b v v/ /7
P < %, a protoze Ciselnd

posloupnost ma limitu nula, konverguje posloupnost funkci f,, stejnomérné
k nule na intervalu (0, o). |

§81. Zaména limit. Povsimnéte si, ze posloupnost funkci v poslednim prikladu
konverguje bodové ke spojité funkci a pfi tom nikoliv lokalné stejnomérné. To je
zpusobeno chovanim funkci f,, v okoli bodu nula. Zkuste si rozmyslet, zda existuje
takova posloupnost f,, spojitych funkci na R, ktera konverguje k nulové funkci bo-
dové a nekonverguje stejnomérné na zadném intervalu. My budeme v dalsim uzivat
nasledujici postac¢ujici podminku pro spojitost limitni funkce. Pfedchozi priklad
ukazuje, ze nejde o podminku nutnou.

Necht posloupnost spojityjch zobrazeni fn: (M, p) — (P,o) konverguje k zobra-
zeni f: M — P lokdlné stejnomérné na M. Pak zobrazeni f je spojité na (M, p).

O néco silnéjsim vysledkem je véta (Moore-Osgoodova) o zaméné limit:

Necht a € M neni izolovany bod prostoru M a mecht posloupnost zobrazeni
frn: (M \ {a},p) — (P,o) konverguje stejnomérné k zobrazeni f z M do P na
néjakém prstencovém okoli a. Predpoklddejme, Ze (P, o) je uplny metricky prostor,
napt. R*. Pak plati, Ze

lim f(z) = lim lim f,(z),
pokud lim f,(z) existuje pro kaZdé n prirozené.
r—a
Pozndmka. Aplikaci predchoziho tvrzeni na metricky prostor (R*, p*), kde R* =

[—00,00] a p* je redukovand metrika, dostavame téz varianty, ve kterych a = 400
éia = —o0.

Priklad Konverguje posloupnost funkci e~ (n2)* stejnomeérné (lokalné stej-
nomérné) na R?

Reseni. Funkce f,(x) = e~ (na)® jsou spojité na R a konverguji bodové k charak-
teristické funkci f jednoprvkové mnoziny {0}. Ta neni spojitd, a podle pfedchoziho

tvrzeni nemuize jit o konvergenci lokalné stejnomérnou, a tedy ani stejnomérnou na
R.
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Posloupnosti funkci 12.

Nepatrné jinym argumentem je, ze 0 = lim0 f(x) # lim lir% fn(z) =1 atvrzeni

o zaméné limit rika, Zze nemize jit o lokalné stejnomérnou konvergenci. [ |

:EQ
@ Piiklad Konverguje posloupnost funkci f,(z) = e~ » stejnomérné na R?

Reseni. Je lim f,(x) = f(z) = 1 pro x € R a lim f,(z) = 0. Kdyby po-
sloupnost f, konvergovala stejnomérné k f, tak by podle poznamky platilo, ze
1 = lim f(z) = lim lim f,(x) = 0, coz neni mozné. Tedy dana posloupnost
funkeci nekonverguje na R stejnomérné.

Metodami predchoziho paragrafu ovérte, ze posloupnost restrikci f,, na interval
[—k, k] konverguje stejnomérné pro kazdé k > 0 a posloupnost f, tedy konverguje
k f lokalné stejnomérné. [ ]

Piiklad VysSetfete konvergenci posloupnosti funkci f,(z) = arc;%.

Reseni. Vsechny funkce f,, jsou definovany na R\ {0} a konverguji bodové k funkci
f(x) = 0 na této mnoziné, nebot funkce arctgnx je omezena a funkce n—lx konverguji
k nulové funkci bodove.

Tato konvergence neni stejnomérna na zadné mnoziné, ktera obsahuje posloup-
nost rr # 0, k € N, konvergujici k nule, nebot lim hm falzy) =1 #£0 =

n—oo k—

lim lim f,(x). Kdyby totiz konvergovala stejnomérné na {a:k k € N}, pak by

k—o00 n—00
se podle vyse uvedené véty o zaméné limit aplikované na metricky prostor M =

{0} U {zk: k € N} musely obé dvojnasobné limity rovnat. n

§82. Omezenost limity. Pokud posloupnost omezenych funkci f,: M — R
konverguje stejnomeérne k funkci f: M — R, pak je © f omezend funkce na M.

1

Priklad Konverguje posloupnost funkci fn(SC) = 3T

(0,00)?

stejnomerné na

Reseni. Funkce f,, jsou omezené na (0, co). Konverguji bodové k funkci % Protoze
ta neni na intervalu (0,00) omezend, nekonverguje posloupnost funkei f,, stejno-
meérné. [ |

§83. Zaména limity a derivace. Je-li I omezeny otevieny interval v R, kon-

verguje-li posloupnost funkci F): I — R (lokdlné) stejnomérné k f: I — R na I

a existuje-li vlastni lim F,(a) pro néjaké a € I, pak posloupnost F,, konverquje
n—oo

(lokdlné) stejnomérné k néjaké funkci F' na I. Navic plati, Ze F' = f na I.

Piiklad Necht F,(z) = [, (1 )Y*dy proz € R a F(x foeydy
pro x € R. Dokazte, Ze lim F (x) F (33) pro v8echna = € R. (Urc1tym integralem
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714 12. STEJNOMERNA KONVERGENCE POSLOUPNOSTI A RAD FUNKCT

Vzhledem k tomu, Ze p( fsn,0) — 0, fen — 0dle naseho predpokladu. Vezmeme-
li viak posloupnost intervalt {I,x}, pak se jedn4 a monoténni posloupnost kom-
paktnich mnozin v [0, 1]. Jejich prinik tedy obsahuje n¢jaky bod (vizte Vétu ??).
V tomto bod¢ jsou ale vsechny funkce f¢» rovny 1, coz je spor s jejich bodovou
konvergenci k 0. ¥

12.5. Pocetni priklady ke stejnomérné konvergenci posloupnosti
a rad funkci

12.5.1. Priklad. Vysetiete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou kon-
vergenci posloupnosti funkci
fu(x) =x"—x"T g, (x) =x*"—x¥, xe€(0,1).
Reent, Zjevné plati f, — 0a g, — Ona (0,1). Jelikoz
flx)=x"""n—@m+Dx), xe(,1),

nabyvé f, maxima v bod¢ x = ;%5 o hodnoté

n n \" 1
fn(n+1):(n+l) n+1

Tedy
n
n = n = n 0
max 10l = max £ = £ () >
Proto f, =2 Ona (0,1).
// - ) Naproti tomu {g,} neckonverguje stejnomérné na (0, 1). Spocitame-li totiz
.7

g (x) =nx*"1(2-3x"), xe(0,1),
dostaneme, ze
2\ (2> (2)\}
max, lgn(x)| = xrg(gﬁ)gn(X) = gn (3) = (3) - (5) - 0. téu ;é ®)
Plati vsak, ze g, = 0 na kazdé mnoziné tvaru (0,g), kde g € (0,1),a tedy g, = 0
lokalné stejnomérné na (0, 1). Méjme totiz g € (0, 1) libovolné. Zvolime ng € N

1
takové, ze (3)" > g pron > no. Pak

max gn(x) = gn(q), n > no,
x€(0,9)

a tedy maxye(o,q) &n(x) = 0. s

12.5.2. Priklad. Vysetfete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou kon-
vergenci posloupnosti funkci

/ 1
Ja(x) = X2+n—2, xeR



potfebujeme spoéitat limitu v m— a m+ funkce log(tg* £ +2tg £+3)+ % arctg tg\%“ —log(tg* 2+

14+tg 2
R
z x 1 tg 2 T 1+tg2
i log (167 £+ 2667 +8) + L arerg BETL g (12 1) - LR
L log | tg 2+ g2+ +\/§arcg NG og | tg 2+ tg2%+1
tg?Z +2tgZ+3 1 tgZ+1 1+tg2
= lim logg2mg2 +—arctgg2 - 2$g2: T_.
ToT— tg §+1 \/5 \/5 tg §+1 2\/§

Limita zprava v bodé 7 vyjde analogicky Dostavame tedy:

—_T
22"

.2
/ e dz = F(z) + C na R,
sinz + cosx + 2

tg? Z42tg 243 tg 241 1+tg 2 '
Flo) = { log% + % arctg g\% — %gf1 +k ze ((2k = )7, (2k + 1)7),

z =2k + 1)7.

i T Fe
Priklad 2. Nejprve vySetiime bodovou konvergenci. Pro kazdé x € R\ {0} plati

) T . arctg =
lim narctg— = lim z- ——" =2
n— 00 n n— 00 pos

(Pouzivame fakt, Ze lim,_,o &;gy = arctg’ 0 = 1, Heineho vétu a vétu o aritmetice limit.) Pro
z =0 je
lim narctgE = lim 0=0=uz,
n—> 00 n n— 00
je tedy
fn — x na R.

Déle zkoumejme, na kterych intervalech je tato konvergence stejnomérna.
Protoze pro kazdé n € N plati

xgﬂr-loo fo(x) — 2 =—00 a zkr_noo fu(z) — 2 = 400,

neni konvergence stejnomérnd na zadném neomezeném intervalu (tj. na intervalu (—oo,c) ani
na (¢, +00) pro ¢ € R). Abychom prozkoumali povahu konvergence na omezenych intervalech,
vySetfeme prubéh funkce f,(z) — z, konkrétné jeji monotonii. Jeji derivace je pro kazdé z € R

rovina ) ) X 2
(@) —2) = fo@) —1=n-— Lo 1 s

'1+(%)2'n n2+z2 0 n2+a?

funkce f,(xz) — x je tedy klesajici na R. ProtoZe je zaroven licha, je zfejmé pro kazdé ¢ > 0

sup{|fn(2) — 2| = € (=¢,0)} = |fu(c) — ¢|.

Protoze lim |f,(c)—c| = 0 pro kazdé c, je konvergence stejnomérnd na intervalu (—c, ¢) pro kazdé
n— 00

¢ > 0, tedu i na vSech omezenych intervalech.
Zaver: Posloupnost f,, konverguje bodové k x na R. Konvergence je stejnomérnd na omezenych
intervalech, neni stejnomérnd na neomezenych intervalech.
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