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MATEMATICKA INDUKCE

ALES NEKVINDA

1. PRINCIP MATEMATICKE INDUKCE

Necht V(n) je né&jaka vlastnost pfirozenych é&fsel, napt. ” n? + n je délitelné
dvéma ” ¢i 7 n < 2™ 7 atd. Mame dokéazat tvrzeni typu "Pro kazdé n € N plati
V(n)”. Jedna moznost jak to dokdzat je tato: Dokdzeme platnost V(1) a potom
dokdzeme pro kazdé n € N platnost implikace V(n) = V(n + 1). Pokud jsme toto
udeélali, vime ovsem , ze plati V(1). Protoze plati V(1) = V(2), plati V(2). Protoze
plati V(2) = V(3), plati V(3). Protoze plati V(3) = V(4), plati V(4) atd. Pak
tedy vidime, ze plati V(n) pro kazdé n. Symbolicky bychom mohli vyslovit vétu:

Véta 1.1. Bud M C N takovd, e plati:

(i) 1€ M;
(ii) pro kazdé n € N plati implikacen € M = n+1 € M.

Pak M = N.

2. JEDNODUCHE PRIKLADY

Priklad 2.1. Dokazte, Ze pro kazZdé prirozené n plati
1
1+2434 - +n= §n(n+1).

Reseni. Oznatme L(n) =1+2+3+---+mn, P(n) = in(n+1).
1. Pro n =1 je to evidentné pravda a plati L(1) = P(1).
2. Predpoklddejme, ze jsme to dokazali pro n. Dokazme to pro n + 1.

L(TL+1) — 1+2+3++TL+(7’L+1) :L(TL)+(TL+1) :indukénf piredpoklad
1 1 1
:in(n—l—l)—&—n—l—l:i(n(n—l—l)—l—Q(n—i—l)):§(n+l)(n+2):P(n+1).

Tim je ptiklad vyfeSen.
Priklad 2.2. Dokazte, Ze pro kazZdé prirozené n plati
1
12422432 4. 402 = 6n(n+1)(2n+1).
Reseni. Oznatme L(n) =12 422 +3%+ .-+ n? P(n) = in(n+1)(2n+1).

1. Pro n =1 je to evidentné pravda a plati L(1) = P(1).
1
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2. Predpokladejme, ze jsme to dokazali pro n. Dokazme to pro n + 1.
L(n 4 1) — 12 + 22 4 32 4. +TL2 4 (TL + 1)2 — L(n) + (TL+ 1) :indukénf predpoklad

= %n(n—i— D2n+1)+ (n+1)° = %(n(n—l— (2n+ 1)+ 6(n+1)?)
1

1
= é(n—I— 1) (2n* +n+6n+6) = é(n—i— 1)(2n% + Tn + 6)

é(n +1)(n+2)(2n+3) = é(n +1)((n+1)+1)(2(n+1)+1) = P(n+1).

Tim je piiklad vyfesen.

Priklad 2.3. Dokazte, Ze pro kazdé prirozené n plati
P22 434+ 4n=(1+2+43+-- +n)
Reseni. Oznac¢me L(n) =1 +22 433+ ... 403 P(n) = (14+24+3+---+n)2
1. Pro n =1 je to evidentné pravda a plat{ L(1) = P(1).
2. Predpoklddejme, ze jsme to dokazali pro n. Dokazme to pro n + 1.
L(TL+ 1) — 13 + 23 4 33 R n3 + (n 4 1)3 — L(Tl) 4 (n + 1)3 :indukénf predpoklad

o 1 2
— (1+2+3+...+n)2+(n+1)3 __dle piikladu 2.1 __ (in(n_’_l)) +(n+1)3

- i(”%” 1) +4(n+1)°) = i(nJr 1)%(n? + 4n + 4) = (%(7” 1)(n +2))*

__dle piikladu 2.1__ (1 42434 4+n+ (n + 1))2 _ P(?’L + 1).
Tim je priklad vyfeSen.
O

Pi#iklad 2.4. Dokazte, ze pro kazdé prirozené n neni éislo 23" + 34 délitelné 73.

Reseni. 1. Pro n =1 je to evidentné pravda nebof 2% + 3* = 89 skuteéné neni
délitelné 73.
2. Predpokladejme, ze jsme to dokazali pro n. Jak je to pro n + 17 Ziejmé

23(TL+1) + 34(n+1) — 8 2371 + 8]. 347l — 8 (2371 + 34n) + 73 34n'

Protoé 8 (23" + 3%") nenf délitelné 73 podle indukéniho piedpokladu a 73 34" je
delitelné 73, jejich soucet 8 (23" + 3%") 4 73 3%" nenf délitelny 73. Tim je piiklad
vyTeSen.

O

Poznamenejme k predchozimu ptikladu, ze pokud bychom se spletli a dokazali,
ze pro n = 1 je dané cislo délitelné 73, pak jsme dokézali presny opak. Je tedy
vidét, ze 1. indukéni krok nelze vynechat.

Priklad 2.5. Je ddno n primek v roviné. Tim se vytvori nékolik oblast ’i. Dokazte,
Ze kadou oblast lze obarvit bud cervené mebo modre tak, Ze Zddné dvve oblasti se
spoleé¢nou hranou nejsou obarveny stejnou barvou.

Reseni. 1. Pro n = 1 je to evidentné pravda nebot 1 pifmka rozdéli oblast na
dvé poloroviny a kazdou z nich obarvim jednou ze dvou barev.
2. Necht to umime pro n pifmek a v roviné jich mam zadano n + 1. Pak si jednu
odmyslime, nazvéme ji p, a dle indukéniho predpokladu obarvim ty oblasti, které
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50 1. LOGIKA, MNOZINY A ZAKLADNI CISELNE OBORY

Sumu v zavorkach na pravé strané ale umime secist podle indukéniho predpokla-
du. Provedenim algebraickych tprav pak dostaneme

n+1

> (@i +b)
i=1

(Z(ai + b)) + (a(n + 1) +b)
i=1

- ((n 4+ Da +2b)n+(a(n + 1) + b)

((n +2)a +2b)(n +1).

N = N

Tim je dtikaz proveden. ry
1.8.6. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati 2" > n.

Reseni. Pron = 1 je nerovnost splnéna, nebot 2! = 2 > 1. Predpoklddejme, Ze
nerovnost plati pro n € N, tj. plati 2" > n. Potom také plati
2 =2 2" > on=n+n>n+1.

Tim je nerovnost ovétena pro n+1 a tvrzeni je podle principu matematické indukce
dokazano. -

1.8.7. Piiklad. Dokazte, ze pro kazdé n € N, n > 3, plati 2n? > (n + 1)%.
Reseni. Tvrzeni plati pro n = 3, nebot
2-32=18>16= 3+ 1)%

Predpokladejme nyni platnost nerovnosti pro néjakén € N,n > 3. Pfredpokladame
tedy 2n% > (n + 1)%. Potom

2n+1D)? =202 4+4n+2>n+1)>+4n +2
=n’4+6n+3=mn>+4n+4)+Q2n-1)
=n+22+@2n—-1)>(n+2)>

Tim je dokonéen indukéni krok. Z principu matematické indukce nyni vyplyva
pozadované tvrzeni. ry

1.8.8. Priklad. Dokazte, ze pro véechnan € N, n > 4, plati 2" > n2.

Resend. Opét pouzijeme princip matematické indukce popsany v paragrafu 1.2.7,
pricemz v prvnim kroku dokazeme vyrok pro n = 4. Tvrzeni pro n = 4 plati, nebot
2* = 16 > 16 = 4. Nyn{ ué¢inime indukéni predpoklad, Ze pro néjaké n € N,
n > 4, plati 2" > n? a budeme se snazit dokazat 2"*! > (n + 1)2. Z indukéniho

predpokladu a Piikladu 1.8.7 plyne
2L =2.2" > 2502 > (n + 1)%

Podle (modifikovaného) principu matematické indukee tedy tvrzeni plati pro vech-
nan > 4. rs
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