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Řešení. Definiční obor funkce

f .x/ D arctg x C arctg
1

x

je D.f / D .�1; 0/ [ .0; 1/. Na každém z těchto dvou intervalů platí

f 0.x/ D
�
arctg x C arctg

1

x

�0
D 1

1 C x2
C 1

1 C . 1
x

/2

�
1

x

�0

D 1

1 C x2
C 1

1 C . 1
x

/2

�1

x2
D 1

1 C x2
� 1

1 C x2
D 0 :

Zadaná funkce je tedy na intervalu .0; 1/ konstantní podle Věty 5.2.9 a dosazením
bodu x D 1 dostaneme

f .1/ D arctg 1 C arctg 1 D �

2
:

Funkce f je tedy rovna �
2
na celém intervalu .0; 1/. Analogicky dosazením bodu

x D �1 dostaneme, že f je rovna � �
2
na intervalu .�1; 0/. |

5.6.41. Příklad. Nechť funkce f je definována na R předpisem

f .x/ D
(

e�1=x2
; x ¤ 0;

0; x D 0:

Dokažte, že potom pro každé n 2 N platí f .n/.0/ D 0.

Řešení. Dokážeme, že pro každé n 2 N [ f0g existuje polynom Pn takový, že

f .n/.x/ D
(

e
� 1

x2 Pn. 1
x

/ pokud x ¤ 0;

0 pokud x D 0

(zde využíváme úmluvu f .0/ D f ). Toto tvrzení zřejmě platí pro n D 0. Předpo-
kládejme nyní, že platí pro nějaké n 2 N [ f0g. Pak pro x ¤ 0 máme

f .nC1/.x/ D
�

� 1

x2
P 0

n.
1

x
/ C 2

x3
Pn.

1

x
/

�
e

� 1

x2 :

Označme pro y 2 R

PnC1.y/ D �y2P 0
n.y/ C 2y3Pn.y/:

Pak PnC1 je polynom a platí

f .nC1/.x/ D PnC1.
1

x
/e

� 1

x2 ; x 2 R n f0g:

Pišme nyní polynom Pn jako Pn.y/ D Pm
kD0 akyk , kde m 2 N [ f0g a a0; : : : ; am 2

R.
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Řešení. Obdobně jako v Příkladu 5.5.1 dokážeme (5.42).
Položíme-li

an D 1p
2�n

; n 2 N;

máme lim an D 0 a

lim
n!1 f 0.an/ D lim

n!1

�
�2

p
2�n cos .2�n/

�
D �1;

a tedy f 0 není omezená zdola na žádném okolí 0. Podobně, položíme-li

bn D 1p
.2n C 1/�

; n 2 N;

máme lim bn D 0 a

lim
n!1 f 0.bn/ D lim

n!1

�
�2

p
.2n C 1/� cos ..2n C 1/�/

�
D 1;

a tedy f 0 není omezená shora na žádném okolí 0. |

5.5.3. Příklad. Nechť f je reálná funkce s definičním oborem D.f /, pro který
platí, že �x 2 D.f /, kdykoliv x 2 D.f /. Nechť a 2 D.f / a existuje f 0C.a/. Pak
existuje f 0�.�a/ a platí

f 0
�.�a/ D

(
�f 0C.a/; f je sudá;

f 0C.a/; f je lichá:

Řešení. Nechť ı 2 .0; 1/ je takové, že Œa; a C ı/ � D.f /, a předpokládejme, že f je
sudá. Pak platí .a � ı; a� � D.f /. Položme

g.x/ D f .x/ � f .a/

x � a
; x 2 .a; a C ı/:

Pak g.x/ D f .�x/�f .�a/
x�a

, x 2 .a; a C ı/, a použitím Věty 4.2.20 dostáváme

f 0
C.a/ D lim

x!aC
g.x/ D lim

y!a�
g.�y/ D lim

y!a�
f .y/ � f .�a/

�y � a

D � lim
y!a�

f .y/ � f .�a/

a � .�a/
D f 0

�.�a/:

Tvrzení pro případ liché funkce se ověří obdobně. |

5.5.4. Příklad. Nechť

f .x/ D
(

x C x2 sin
�

1
x

�
; x 2 R n f0g;

0; x D 0;

Ukažte, že f je rostoucí v bodě 0, má vlastní derivaci pro každé x 2 R, ale není
rostoucí na žádném okolí bodu 0.
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existuje právě tehdy, když a > 0. V tom případě pak derivace funkce fa v bodě
0 zprava existuje a je rovna 0. Dodefinujeme-li tedy fa hodnotou 0 na intervalu
.�1; 0�, dostaneme funkci s vlastní derivací na R. |

Následující příklad je zobecněnímBernoulliovy nerovnosti na intervalu .�1; 1/

(vizte Příklad 1.8.10).

5.5.17. Příklad. Dokažte, že pro každé ˛ 2 Œ1; 1/ a x 2 .�1; 1/ platí

.1 C x/˛ � 1 C ˛x:

Řešení. Definujme pomocnou funkci f W .�1; 1/ ! R předpisem

f .x/ D .1 C x/˛ � 1 � ˛x:

Pak je f spojitá a platí

f 0.x/ D ˛
�
.1 C x/˛�1 � 1

�
; x 2 .�1; 1/;

což znamená, že f 0.x/ � 0 pro x 2 .�1; 0/ a f 0.x/ � 0 pro x 2 .0; 1/. Tedy f je
nerostoucí na intervalu .�1; 0� a neklesající na intervalu Œ0; 1/ (vizte Větu 5.4.7).
Tudíž f nabývá svého minima v bodě 0. Protože f .0/ D 0, je f nezáporná na
.�1; 1/. Odtud plyne dokazovaná nerovnost. |

5.5.18. Příklad. Ukažte, že pro každé kladné a; b 2 R, a ¤ b, platí
p

ab <
b � a

log b � log a
<

a C b

2
:

Řešení. Předpokládejme, že a < b. Podělíme zadané nerovnosti číslem a a položíme
b
a

D x. Tím dostáváme ekvivalentní nerovnosti
p

x <
x � 1

log x
<

1 C x

2
; x 2 .1; 1/ (5.46)

První nerovnost je ekvivalentní s nerovností

x log2
x < .x � 1/2; x 2 .1; 1/;

která plyne z nerovnosti

log.1 C x/ <
xp

1 C x
; x 2 .0; 1/; (5.47)

dosazením x � 1 za x.
Dokažme tedy (5.47). K tomuto účelu položme

f .x/ D log.1 C x/ � xp
1 C x

; x 2 Œ0; 1/:

Pak f .0/ D 0 a

f 0.x/ D 1

1 C x
� 1

1 C x

�p
1 C x � x

2
p

1 C x

�
D 2

p
1 C x � 2 � x

2.1 C x/
p

1 C x

D 2
�p

1 C x � .1 C x
2
/
�

2.1 C x/
p

1 C x
< 0; x 2 .0; 1/;


