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Matematika I

Teénd rovina 7 je P

oF
T: _‘0_:5(‘4)(:5

|Véta 5.3.6.
Necht z = f(z,y)

A = [0, Yo, 20)- Tetn4 rovina ke grafu implicitni funkee z = f(z,y) v bodé A

bude urcena rovnici

T %{:-(A)(:L

Pozndmka

5.3. Implicitnf funkce a jeji derivace

ak ddna rovnici

g+ ()~ )+ G A = 20) =
y <

je implicitni funkce urcend rovnict F (z,y,2) = 0 a bodem

) + (A ) + 9L Az —20) =0

Vsimnéte si, e na levé strane rounice teéné roviny vystupuje diferencidl funkce

F v bodé A.

Re%ené tlohy

Piiklad 5.3.1. Vypocitejte y, y" implicitn{ funkee dané rovnici

(a® +9°)° -3

v bode [0, 1].

Reseni:

gty -y =10

1. Nejdfive pii urceni y' vyjdeme 2z vety 5.3.2.

F(z,y) = (2?

vypocitame jednotli

[0,1],
oF
—_6—3:(0, 1) = (2

oOF
o=

£

+y?)? - 3%y — ¢,

vé parcidlni derivace funkee F podle proménnych zayv bodé

(z? + y°)2z — G:I:y)\ =,
[0,1]

(3:2 +yH)2y — 3z? — 3y2)l =1.
[0,1]
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Matematika Il 5.3. Implicitnf funkce a jeji derivace

Dosadime do vzorce pro derivaci implicitn{ funkece a dostdvame

: 42® + day® — bzy 0
f(o):__rz 1.3 2 2. :_‘_20
4a2y + 4y® — 3 — 3y 1.1 1

y'(0) =
2. Jiny zplsob jak najit y'. V rovnici (22 +92)? — 32y — y® = 0 prohlasime y
za funkci proménné x a rovnici derivujeme podle z. Necht y = y(z), pak
2(z% + v*)(2x + 2yy') — 3(2zy + 2%y) - 3%y = 0.

Aby bylo zcela jasné, jak jsme k piedchézejici rovnici dospéli, rozeberme si po-
drobné, jak se derivuji funkce v této rovnici, konkrétné —3z%y a —y3. Znovu
zdiraznéme, 7e jsme predpoklddali zévislost y na x, tedy y = y(z). Derivujeme

—3z2y podle pravidla o soucinu dvou funkei proménné z,
(=3a%y) = —3(z?y) = -3y +2° ()] = —3(2zy + z?y).

Zde derivace y podle z neni nula, protoze jsme predpoklddali, Ze y zé4visi na .
Derivace y podle z se bude znacit standardné, y'.

Derivujeme —y* podle pravidla o derivaci slozené funkce,
3y/ 3\/ 2
(—y%) = -(") = -3y
Reknéme, Ze si pro lepSi nazornost zvolime néjakou konkrétni zévislost y na z,
napf. necht y = sinz. Tedy —y3 = sin®z. Jak bude vypadat derivace v tomto
konkrétnim piipadé?
(__y:})! = __(y3)r y:iru: —(si113 .’E)r — _3 Sin2m005$
— —3sin® z(sinz)’ SISV _34%(y) = -3y
Vrafme se k pivodn{ tloze. Poté co jsme rovnici derivovali podle z, staéf nyni
vyjadiit z této derivované rovnice y',
A28 + dyy’ + 4oy + 2%y — 6ay — 32y — 3yty' = 0,

(4a?y + 4y° — 32" — 3y )y = _4z® — 4ay® + 6zy,
oo ax3 + 4xy? — 6y
T T 4z?y + 4y — 3x? — 3y*

[ el
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

dosadfme bod [0, 1] a dostaneme vysledek

| —

Pitklad 5.3.2. Vypoditejte v, y’, implicitni funkce y = f(x) uréené rovnict
Yy

B 4+ay+y —3=0

@ v bodé [1,1].

Reseni:

1. Vyuzijeme vétu 5.3.2. Ze zadan{ dostdvame F(z, y) =at+zy+y’—3.

oF
1 Oz 26 +y 3
1l)=— =% == = ——=-—1
y(1) oF T+ 2yina 3
oy [1,1]

Pro uréeni druhé derivace vyuzijeme vztah uvedeny za vétou 5.3.2. Vypoéitame
jednotlivé hodnoty parcidlnich derivaci a determinant matice vytvorené z téchto

hodnot. Tedy,

0 Ca+y)| @+29)| |
0 =70 = mxmpha] @y o
(e Zy)Ll,l] 11[1,1] 2‘,’1,11
0 3 3
zﬂnzé 32 1 =%&mp~%
3 1 2

9. Totés muzeme ziskat i jinym zpisobem. Budeme predpoklddat v rovnici
implicitn{ funkece zdvislost y na , rovnici derivujeme podle = a vyjadifne y'

2z+y j 3
= /(1) = —= =-1
T+ 2y y(1) 3

K ziskéni druhé derivace implicitni funkce y” musime rovnici implicitn{ funkce

wHy+ay +2yy =0 =y =-

derivovat dvakrat podle z a vyjddfit y”. Rovnici implicitn{ funkee jsme jiz jednou
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Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

derivovali, sta¢i ji derivovat jesté jednou podle z,

Qr+y+ay +20 =0 = 2+ +y +ay’ + 20y + 299" = 0,

! " I 2+23+2 Pk
242 +2(/)° + (z+20)y" =0 = y' = - 34_2;‘1})

el (=1 420 1) 2
e o o ()_( )T_ﬂ
142-.1 3

-

Piiklad 5.3.3. Naleznéte derivaci funkce y = f(x) dané implicitné rovnict
xsiny + cos 2y = cosy.
Reseni:

1. S vyuzitim véty 5.3.2. a pro F(x,y) = @siny — cosy + cos 2y dostavdmne

or

g _ 0 _ _ siny i — Dl
G_F_ P rcosy +siny sin 2y # 0.
dy

2. Predpoklddejme v rovnici implicitni funkce zavislost y na x, derivujme
rovnici podle z a vyjiddieme y'. Tedy

siny

siny +xcosyy +sinyy —2sin2yy’ =0 = ¢y = — : _ ;
Y o 4 . d xcosy +siny — 2sin 2y’
pricem?z

zecosy +siny — 2sin 2y # 0.

Piiklad 5.3.4. Naleznéte parcidlni derivace prvého fadu funkce z = f(z,y) dané

implicitné rovnici
A2 + 2% — 322 +ay —yz+z—-4=0

v bodé [1,1,1].
Reseni:

1. Vyuzijeme vétu 5.3.5. Pro F(z,y,2) = 4z> + 24> - 32 + ay —yz + = — 4

mE -
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dosadime bod [0, 7] a dostdvame

P T
VO =~y

] Piiklad 7.10. Ovéite, ze rovnice 22 + zy — ¢yt =1 zaddvé v bodé [—2,1]
‘ implicitné jedinou funkei y = f (z). Vypocitejte jeji prvni a druhou derivaci
|| I'a napiste Taylortiv polynom Ty (z) se sttedem v bodé —2.

Reseni. Oznaéme F(z,y) = a* +ay° — y? —1, [0, yo] = [—2,1]. Ovefime, ze
jsou splnény piedpoklady véty 79 Funkce F' mé spojité parcidlni derivace
v R2. Jelikoz F(—2,1)=(-2)*-2-1-1=0a

Fyz,y)=22zy—2y = F (-2,1) =—-6#0,

jsou predpoklady véty 7.2 splnény. Rovnici 22 + zy? — y*> — 1 = 0 je v okoli
bodu [—2,1] uréena implicitné funkce y = f(x) majici derivace vsech fada,
pro niz plati, ze f(—2) = 1. Protoze

Fy(z,y)=22+y" = F(=21)=-3
je podle (7.1)

Fy(z,y) _ 2z+y’ 1

y(z) = fl(x)=— F,(z,y) T 2y —2y

Druhou derivaci y” () spotteme podle véty 7.4 derivovénim prvni derivace a
dostaneme

1" aYy 2$+y2 /
y' = ) =( ———) =

C2zy — 2y
_ _(@+2yy)(2ay—2) — 2o+ )2y + 25y - 2) _
(2zy — 2y)?
z+y? r+y* x
_ (2= 2y 255 2y — 2y) — (22 +y7)(2y — 22 Zenf g 9 e
(2zy — 2y)?

—4q? — 3yt + 4a?
y(2zy — 2)?
Hodnota druhé derivace y”(z) v bodé —2 je

" i = _4—‘3+4(—2)2 - g . 1
V(D)= =)= -~ o~ %4
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Jelikoz jsme spocetli prvni i druhou derivaci, muzeme funkei y = f(z) na-
hradit Taylorovym polynomem druhého Fadu se stfedem v bodé xyp = —2.
Taylorav polynom T3(x) ma tvar

Ty(o) = (=2) + F(2)(+ D) + 50D + 27,

tudiz 1 1

Tg('l)) =1- 5(33—1‘ 2) - E_i(l ~+ 2)2
Piiklad 7.11. Ovéite, ze rovnice y — 3siny = x zaddvd v bodé [, ]
implicitné jedinou funkei y = f(z), a najdéte rovnice teény a normaly ke
grafu této funkce v bodeé [, ].
Reseni. Ovéifme, ze jsou splnény piedpoklady vety 7.2 pro funkei F(z,y) =
y — 1siny — x a pro [zo, yo] = [, 7). Funkce F mé spojité parcidlni derivace
v RZ Plat{ F(m,7)=m—ssinm—m=n—-0-7m=0a

1
Fy(xayjzl-*gcosy = Fy(ﬂ-:ﬂ):%%o.

Predpoklady véty 7.2 jsou splnény, takze rovnici y — %siny —z = 0 je
v okoli bodu [r, 7] uréena implicitné prave jedna funkce y = f(z) pro niz
plati f(7) = 7. Hleddme tecnu k implicitné dané funkci. Budeme vychézet
2 rovnice tetny t ke grafu funkce y = f(z) v bodé [zo,y0 = f(20)], ti-
y—yo = f'(x0)(x — wp). Dosadime do rovnice za f" vzorec (7.1) a dostdvame

Fm("q"ﬂ: y{)) (

ot T — o).
Fy(x():yo) 0)

I =H0=

Parcilni derivaci F, jiz spottenou mame, dopocteme parcidlni derivaci F}
Fy(z,y)=-1 = F(mm)=-1

Derivace f’ v bodé = = 7 je

: Fy(mym) -1 2
fo)="fwn-"T 3
Rovnice te¢ny t je
2 2 1
y—'n‘=§(5’}—?r) = gm—y+§7r:0.
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Normala n je pfimka kolma k tecné, vyuzijeme faktu, Ze smérovy vektor tecny
je stejny jako normélovy vektor normdly. V nasem piipadé je normalovy
vektor tetny n; = (éj—l), smérovy vektor tetny s; = (1,%) je totozny
s normélovym vektorem normaly n. Tudiz rovnice normaly n je dana rovnici

z+2y—3r=0.

Poznamka 7.12. Hodnota —%?r se dopoéte dosazenim normélového vektoru

normaly n, = (1, %) a bodu [, 7] do obecné rovnice pifmky v roviné.

” Piiklad 7.13. Ovéite, ze rovnice y — Ssiny = & zadéva v bode (=52, 3]

implicitné jedinou funkci y = f(). Rozhodnéte, zda graf této funkce dané
implicitné lezi v okoli bodu (251, 2] pod tecnou nebo nad tecnou.

Reseni. Ovéiime, Ze jsou splnény pfedpoklady véty 7.2 pro funkei F(z,y) =
y— % siny—x a pro [To, Yo] = [22‘-3-, Z]. Funkce F° mé spojité parcidlni derivace

vRE Plati F(75),5) = F— fsinj - P =§ -} - %' =0a

1 T—1m
Fy(;r,y) =1- acosy = Fy (—2'——,5) =1 3'50

Piedpoklady véty 7.2 jsou splnény, takze rovnice y — isiny—x=0v okoli
bodu “—;1, 2] urcuje implicitné pravé jednu funkei y = f(z) majici derivace
viech fadi takovou, ze f(*5) = 5. K tomu, abychom uréili, zda bod (3, 3]
lezi pod nebo nad te¢nou, musime spoéist druhou derivaci podle . Budeme
uréovat, zda implicitné urcenéd funkce je v bodé # = 5+ konvexni nebo
konkavn{. Derivujeme-li rovnici y — 3siny — x = 0 podle = (pfipomenme si,
7e uvazujeme y jako funkci proménné ), dostavame

1 =
y’—iy’cosy—lz() = y’(ﬁz l) =1,

Dalsim derivovanim podle (s vyuZitim véty 7.4) obdrzime
I 1 I 1 N2 .z
Y~ 5y cosy + E(y) siny =0

a odtud i
o — _E(y!) sSmy
1—4cosy
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Dosadime-li do tohoto vztahu bod [Z31, %], dostaneme y'(552) = —3. To
znamena, ze kiivka lezi v okoli bodu | pod tecnou, nebot implicitné

—1
: 5 2 12 ) .
uréens funkee je v bodé x = I3 konkdvni (druhd derivace v daném bodé je

Eé.porné) g

\| Pfiklad 7.14. K rovnici —22 + y® — 2zy +y = 0 najdéte body, v nichz jsou
Y y y

splnény predpoklady véty o implicitni funkei 7.2 a které jsou staciondrnimi
body takto implicitné definovanych funkef jedné proménné. Rozhodnéte, zda
jsou v téchto bodech lokalni extrémy.

Reseni. Oznacme F(z,y) = —z* + y®> — 22y + y. Hleddme body, které vy-
hovuji rovnici F(zo,y0) = 0 a plati pro né F,(zo,y0) # 0. Potom z véty 7.2
vyplyvé, ze v okoli kazdého takového bodu je rovnici F(x,y) = 0 urcena
jedind implicitni funkce y = f(z). Déle pozadujeme, aby zo byl stacionarnim
bodem této funkce, tedy aby

EZott) _o & Fy(zo,0) = 0.

f!(%) N _Fy(RTn;yo) B

Hledané body ziskdme vyfeSenim soustavy rovnic /(z, y) =0a Fy(z,y) =0.
V nasem pripadé tedy

Flz,y)=-2*+y" —2zy+y=0 a Fy(z,y) = -2z —2y=0.

7 druhé rovnice mdme y = —z. Dosazenim y = —a do prvni rovnice dostavame
2(2z—1)=0aodtudz, =0,z = 5,11 = 0,42 = —1. Méme dva staciondrni
body: P = [0,0], Q = [}, —31]. Nyni musime ovéfit, zda v téchto bodech plati
F,(x,y) # 0. Spocteme F,(z,y) =2y —2x+1a dosadime body P, @, tj.

Fy(P)=1#0, Fy(Q)=3#0.

Jak v okolf bodu P, tak v okoli bodu @ je rovnici F(z,y) = 0 uréena impli-
citné funkce jedné proménné fi(x), resp. fa().

Abychom mohli extrémy v nalezenych bodech urcit, musime spocist druhé
derivace implicitné dané funkce. Derivace spocteme pomoci véty 7.4, tj. De-
rivujeme zadanou rovnici podruhé podle z,

(1 -2z +2y)y =22 +2y) = (—2+2y)y + (1 — 2z + 2y); "=2+2y.

Odtud
yu = 2+ 49; = Q(y;)Q

1-2z+4 2y
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Postupné dosadime stacionérni body P, @ do y":

7(0) = 2 > 0 = minimum,

1
3’(5) = —2 < 0 = maximum,

Funkce fi(z) mé v bodé 0 lokdlni minimum a funkce fi(z) md v bodé 3
uokalni maximum.

l [—1,Z,1] implicitné jedinou funkei z = f(x,y). Vypoctéte jeji parcidlni deri-

@ | Piiklad 7.15. Ovéite, ze rovnice Inz?2° = e*°*¥ — 1 zadéva v okolf bodu
vace prvniho fadu a uréete jejich hodnotu v daném bodé [—1, 7, 1].

r Reseni. Pro F(z,y,2) = Inz22% — e*°*¥ 4+ 1 a bod |9, Y0, 20] = [~1,5,1]
ovéiime, zda jsou splnény predpoklady véty 7.6. Plati

F(—l,—g,l):lnl-eo+1=0—1+1:U.

Dile 5
FZ(I’y’z):;_eZCOSyCOSy = Fz(_l'%:l):?)?éo

Rovnici Inz22% — e#¢®¥ 4+ 1 = 0 je v okoli bodu [—1, %, 1] implicitné zadana
funkce z = f(z,y) takovd, ze f(—1, 5) = 1. Parcidlni derivace z,, 2, vypocteme

ze vzorce (7.2), tj.

2

Fy % ™ 2
Zx_far—"'F_zv——%_ezcmycosy = Zy (*‘1,5)—5}

% e*BVzginy T 1
zy:fy:_zz_g—ezm”cosy + & (_115) - B

Totéz miizeme spocist i jinym zpusobem. Budeme hledat z,, z, podle nize
popsaného postupu. Nejdfive spocteme 2., tj. v rovnici F(z,y, z) = 0 budeme
uvazovat y jako konstantu a z bude funkef z, y. Rovnici zderivujeme podle
T a vyjadiime derivaci z,. TentyZ postup plati i pro urceni derivace z, jen
s tim rozdilem, Ze v rovnici F(z,y,z) = 0 budeme uvazovat proménnou x
jako konstantu a rovnici derivujeme podle y.

2cz3  3z222z,

(na?s%), = (¥ — 1), = =5 +

53 = e* V2 cosy.
z2z
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Odtud vyjadiime 2,
2
I
QzCOSY 3
z

Bt

(lna?2?); = (F =)y = = = e*°®¥z, cosy — e*“*Vzsiny.
T2z
Odtud vyjadiime z,, _
~gt RV a giny
2y = = .
L v 3 _ereosucosy

|| Priklad 7.16. Ovéite, 7e rovnice z + ° = a2y + 2 zaddvd v okoli bodu

[~1,1,0] implicitné jedinou funkci z = f(z,y), a vypoéitejte prvni a druhé
parcialni derivace této funkce f v daném bode.

Reseni. Ozna¢me F(z,y, z) = z+e* —zy—2, [zo, Yo, 20] = [~1, 1,0]. Ovéfime,
zda jsou splnény piedpoklady véty 7.6. Je F(—1,1,0) =0+ e®—(-1)—-2=
1+1—2=0. Dale

F,(z,y,2)=1+¢ = F,(-1,1,00=2#0.

Piedpoklady véty 7.6 jsou splnény a rovnice z +e* — xy — 2 v okoli bodu
[-1,1,0] implicitné zadéva préavé jednu funkei z = f(z,y) pro niz plati
f(=1,1) = 0. Protoze funkce F' mé spojité parcialni derivace libovolného
fadu, plati totéz podle véty 7.7 i pro funkci f. Nejdrive budeme pocitat
parcialni derivace prvniho fadu, tj. 2, 2,, podle vzorce (7.2). Tedy

F, —y 1
a:—L]L = ;-:_1:1 = R = 9
Zz( ) = fal ) F, li-1,10 1+e?l-1100 2
F —x 1
z,(-1,1) = f,(-1,1) = -2 == - Ty
y( ’ ) fy( ) ) Fz [-1,1,0] 1+ e®l[-1,1,0] 2

Alternativné mizeme prvni derivaci podle & resp. y spocist derivaci rovnice
F(z,y,z) = 0 podle x resp. y. Pti derivaci rovnice podle & uvazujeme, Ze z
je funkce dvou proménnych z, y a y povazujeme za konstantu, tj.

(z+€)e=(2y+2)s 2+ 2=y = 2= —y—,
1+ e?
dosadime bod [—1,1] a mame z,(—1,1) = 3. Stejny postup plati pro deri-
vaci rovnice podle y s tim rozdilem, Ze nyni za konstantu budeme uvazovat
proménnou , tj.

x

(z+€*), = (zy +2)y Stz =2 = 2z= 1+ e?
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a v bodé [—1,1] dostdvdme hodnotu z,(—1,1) = —1.

Nyni zbyva spocist druhé derivace, tedy 2y, 2y @ 2,y. Podle véty 7.7 k jejich
vypoctu vyuzijeme jiz spoctené prvni derivace a budeme je derivovat jesté
jednou bud podle z nebo podle y. M&me na paméti, ze uvazujeme z jako
funkei dvou proménnych x, y. Pii derivaci podle x vystupuje y jako konstanta
a obriacené. Nejdfive vypocitame derivaci z,,, tj. derivujeme z, podle z,

z 2
e*(zy
(2z +€°2:)s = Y => Zpz +€5(2:)2 + €2, =0 = 2, = — 7 (+ c)z .
Hodnota z,, v bodé [—1,1] je zx(—1,1) = —1.
Déle poc¢itame derivaci z,,, tj. derivujeme 2, podle y,
2 z z 1 — ezzlfz-’ﬂ
(et et )y =Ty ey P82t E 2oy =1 = S
Hodnota z,, v bodé [—1,1] je z,,,(—1,1) = 2.
Zbyva spocist derivaci z,,, tj. derivujeme z, podle y,
z 2
> | 2
(7 Ff)i=my =zt () +efuy=0 =gy =— 1 :_ye)g

Hodnota zy, v bodé [—1,1] je z,(—1,1) = —3.
S ohledem na Schwarzovu vétu neni potfeba pocitat derivaci z,.

Jelikoz jsme spocetli prvni i druhé parcidlni derivace, muzeme funkci z =
f(z,y) nahradit Taylorovym polynomem druhého faddu se stiedem v bodé
[Zo, Yo] = [—1, 1]. Tayloruv polynom T5(z,y) mé tvar

Ty(z,y) = F(-1,1) + fo(-1,1)(z = 1) + f, (-1, 1) (y — 1)+

Fglfes(~1, )&~ 1 4 2y (-1, 1@ — Dy — 1) + f(~1, Dl — 17,

tudiz

Tizy) = E+1) -1+
+ % —%(m+1)2+§($+1)(y—1)—%(3;—1)2 ‘

-

\| Priklad 7.17. Ovéite, Ze rovnice z? + 3% + 22 + ayz = 20 zadava v okoli
bodu [1,2, 3] implicitné jedinou funkei 2 = f(z,y), a najdéte rovnici tecné
roviny ke grafu funkce z v tomto bodé.
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rﬁeéeni. Pro funkei F(z,y, 2) = 2+ y*+ 22+ zyz—20 a [zo, yo, 20) = [1,2, 3]
ovéfime pfedpoklady véty 7.6. Plati F'(1,2,3) = 1+4+9+6 —20 = 0. Déle

Fiz,y,2) =2z +ay = F.(1,2,3)=8+0.

Rovnice z? + y* + 2° + 2yz — 20 = 0 v okol{ bodu [1,2,3] implicitné zad4va
pravé jednu funkei z = f(z,y) takovou, ze f(1,2) = 3. Rovnice te¢né roviny
k funkci z = f(z,y) v bodé [z¢, yo] m4 tvar

2 — 20 = falZo,y0)(z — 20) + fy(-'fogyo)(y — Yo).

Uréime parcidlni derivace funkee 2 derivovdnim funkce F(z,y, z) = 224+ y% +
2% + zyz — 20 podle z, y a podle z pomoci vztahu (7.2), tj.

F, 2 F, 21y + ¢
Zm:fm_;_____:c+yz Iy  2y+zxz

F, 2z2+4ay’ zy:fy:_Fz_ 2z+zy

Hodnoty parcidlnich derivaci v bodé [1,2] tedy jsou

2z + yz
%(1,2) = f:(1,2) = _2z—|—my (1,2,3] ==
2y + xz 7
A SR 22+ aylpeg - E

Vypoctené hodnoty derivaci v bodé [1,2] dosadime do vzorce pro teénou
rovinu a ziskdvame

2=3=-(w-1)-1(y~2)

po tupravé
7 23
s~:+§y+z— Z =(]);
G

70



Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

ReSeni: Pro nalezeni te¢ny vyuzijeme vétu 5.3.3. Vypoéitejme nejdifve obé

parcialni derivace funkce F(z,y) = zy +Iny — 1,

Dosadime,
OF OF
== (%0, ¥0)(x — o) + 5= (%0, %) (¥ —%0) =0 = Uz —1)+2(y — 1) =0,
Oz dy
rovnice teény pak bude mit tvar

t: z4+2y—3=0.

Pro uréenf rovnice normadly dosadime do

oF oF
a—y(ﬁfm yo)(-’f - 330) = g(xu,yo)(y — yo) =0 = Q(f‘? = ]) == 1) =0,

rovnice normaly pak bude mit tvar

n: 2z-—y—1=0.

(— Piiklad 5.3.6. Naleznéte rovnici te¢né roviny v bodé (1, —2, 4] ke grafu implicit-

@ nf funkee z = f(z,y) uréené rovnici

2? +3y% —42° + 22— 12y + 82— 7 =0.

ResSeni: Pro nalezeni rovnice teény vyuzijeme vetu 5.3.6. Nejdifve uréime

hodnoty jednotlivych parcidlnich derivaci funkee
F(z,y,2) =2 +3y* — 42 + 20 — 12y + 82— 7

v bodé [1,-2,4].

OF i

(}—x(l, —2, 4) =2z + 2 b = 4,

oF

—(1,—-2,4) = 6y — 12 = —24,
dy ( ) y (1,-2,4]

oF

ok T ' 1
8.; ( ) 8 + 8 :1,—2,4]

mE -
[ > ok



Matematika Il 5.3. Implicitni funkce a jeji derivace

Dosadime do rovnice tecné roviny

oF oF oF .
%(i‘oa Yo, 20) (T — -’“o)*‘“%(-’fo. Yo, Zu)(y—yU)Jra—z(ﬁ‘fo; Yo, 20)(2—20)=0

= 4(z—1)—24(y+2) —24(z —4) =0 = 4o — 24y — 24z + 44 = 0.
Rovnice te¢né roviny pak bude

T: xz—-0y—62+4+11=0.

Ulohy k samostatnému Feseni

1. Vypoététe derivaci implicitn{ funkce y dané rovnici 22 + y? + y* — zy = 3.

2. Vypoctéte derivaci implicitni funkce y dané rovnici cot(3y) = z%y.

3. Vypoctéte derivaci implicitni funkce y dané rovnici 2*¥ — 3*+¥ = 4 v bodé
A=]1,2]

4. Vypoctéte derivace y', y” implicitni funkce y dané rovnici sin®(zy) = 0

v bodeé [1,7].
T+2y+3%
Ytz
. N— ey " L. VIV 1y
6. Urcete parcidln{ derivace implicitn{ funkece z dané rovnicf e® v +2v 2 +322" _ 4

5. Vypoctéte parcidlni derivace implicitn{ funkce z dané rovnici

. P i ; E i [ -

7. Vypoctéte parcidlni derivace implicitni funkce z v bodé A = [? 5,0] dané
rovnic{ cos v2z + y22°% + 2y = z.

8. Naleznéte tefnou rovinu a normélu ke grafu funkce y zadané implicitné

¥ gy bods A= [5,1].

.,
TOVI1ICl
9. Naleznéte rovnici te¢né roviny ke grafu funkce z zadané implicitné rovnici
VZY — z + In(z® + y?) = 0 v bodé [2,2,7].
10. Naleznéte rovnici teéné roviny ke grafu funkce z zadané implicitné rovnici

In(cos(z? + y* + 22)) = 52 + 3yz + 6z v bodé A = [0,0,0].

Vysledky alohy k samostatnému ¥e$eni

aF __ o, ar. __ 2 = = —2r
1.5‘;—2I—y,—é~§—2y+3y —.’L.,yf—é;_%égg_—m.

mE -




Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (A)

LS 1997-98

Priklad 1 : Najdéte feSeni soustavy rovnic a spoctéte determinant soustavy.

T+2y+3z+4t=1
22—2y+32—-3t=-5
r+ y+ z+ t=5 -
dr+3y—52+2t=3

(10 bodi)

Priklad 2 : Urcete definiéni obor funkee f, spoététe jeji parcialni derivace viude, kde
existuji a napiste rovnici teéné roviny v bodé [0, 1];

flz,y) =y +sinz. (10 bodn)

|| P¥iklad 3 : Ukaite, Ze rovnice

sin(zy) + cos(zy) =1
/MQ\ (zy) + cos(zy)
urcuje v jistém okoli bodu [r, 0] implicitné zadanou funkci (proménné z). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 7. (10 bodn)
Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnozing M.
flz,y) = z%y M = {[z,y] € R? z* +y* < 16,z > -1}
(15 bodi)

Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkci

dz

ResSeni pisemky z matematiky pro FSV (A)

LS 1997-98
Priklad A1 : Gaussovou eliminaci obdr#ime feSeni 2 = —3, y = 13, 2 = 2, t = —7.
Spoc¢téme determinant
1. 2 3 4 1 1 1 1 1 1 1
2 = B =8 2 8 4| o v 2 3
L & 5 ma -2 3 -3 |0 -4 1 -5
4 3 -5 2 3 -5 2 0 -1 -9 -2

== e [ e B o

bt =] QO =



Pfiklad A2 : Funkce f je definovana na mnozing M = {[z,y] € R?; sinz 4y > 0}. V
bodech, kde y + sinz > 0, miZeme pocitat derivaci ,podle vzoreckiu*:

b=

- COS T,

af I I
S (@y) = 5(y+sina)

of . 1, . .
50 (@) = 5(y +sina)

T

V bodech kde y+sinz = 0 nemiZe parcidlni derivace f podle y existovat. Parcialni derivace
podle z miZe existovat jen v bodech tvaru [37/2 + 2kn, 1],k € Z. Zkusme poditat podle
definice

f3m/2 + 2km +¢,1) — f(3n/2 + 2km, 1)

of ;
§(3ﬂ‘/2 + 2km, 1) = EE:%

t
1+ si 2
Y V1 +sin(37/2 + 2kmw + t)
t—0 t
. V1—cost
=& 1

Posledni limita neexistuje protoZe limita zleva (—1/v/2) se nerovna limit& zprava (1/v/2).
Parcialni derivace funkce f existuji pouze na vnitfku mnoziny M a jsou tam spojité. Proto
v bodé [0,1] existuje totalni diferencial, a tedy te¢na rovina, ktera mé tvar

1 1
= ~ x4« fy= 1),
z 1+2 1+2(y )

r Priklad A3 : Polozme
F(z,y) = sin(zy) + cos(zy) — 1.

Funkce F je definovana na R? a pro jeji parcialni derivace plati:

0F
%; (z,y) = cos(zy) - y — sin(zy) - y,
g—i(w, y) = cos(zy) - = — sin(zy) - z.

ODbé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcialni derivace, tj. I €
C?(R?). Déle plati F(7,0) =0a % (m,0) = 7 # 0. Tim jsme oveéfili, Ze nase rovnice uréuje
v jistém okoli bodu [, 0] implicitné zadanou funkci proménné z, ktera sama je t¥idy C2.
Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

sin(zp(z)) + cos(zp(z)) =1,
cos(ap(a)) - (() + 26 (2)) — sin(ze(2)) - (p(z) + 7' (2)) = 0,
—sin(zp(z)) - (¢(z) + 29’ (2))* + cos(zp(2)) - (2¢'(z) + z¢" (z))
—cos(zp(2)) - (¢(z) +2¢'(2))* - sin(zp(z)) - (2¢'(2) + z¢"(x)) = 0.



L Dosadime-li z = 7 a pouzijeme-li ¢(7) = 0, dostaneme ¢'(7) = 0 a " (7) = 0.

Priklad A4 : Mnozina M je omezena a uzaviend, a proto je kompaktni. Funkce f je
spojitd na M, takZe na M nabyva svého maxima i minima. Spo¢téme parcidlni derivace
funkce f a zkoumejme, zda uvnitf mnozin M existuje bod, kde jsou obé& parcidlni derivace
funkce f nulové.

%(ﬁa y) = 4a’y, g—ﬁ(ﬂ y)=a  [z,y]eR%.
Obé parcialni derivace jsou nulové pro [0,y]; y € (—2,2). Hranici mnoziny M si rozdélme
na dvé ¢asti:

Hy={[z,y] eR?* z* +y* =16,z > -1},  Ho={[-1,y] e R% y e (- V15, V15)}.
Pro nalezeni podezrelych bodii na mnoZiné H, pouZijeme metodu Lagrangeovych multipli-

katord. Vazebnd podminka je uréena funkei g(z,y) = 2% + y* — 16, ktera je (stejné jako f)
t¥{dy C'(R?). Pro parcidlni derivace funkce g plati

0 9, :
p@n =4 Fay-u' iR

Pro kazdé [z,y] € H; plati (gg-(:c}y), %g(:}:, y)) # (0,0). Redme nasledujici soustavu

(1) z* + y* =16,
(2) 473y = Max3,
(3) z* = My®.

Z (2) vyplyvé, ze z = 0 nebo y = A. V prvnim p¥ipadé dostaneme z (1), 7e y = +2. V
druhém ptipadé dostaneme z (3), Ze z = /2y nebo z = —/2y. Dosazenim do (1) obdrime
body
5wl F-al [ [l
Posledni dva body ovSem nespliiuji podminku z > —1.

Zkoumejme chovani na mnoziné Hy. Funkce f ma na Hs tvar:

f-Ly) =y, ye(-V1i5,V15).
Dals$imi podezfelymi body tedy jsou
(-1, V18],  [-1,-V18]
Porovnénim funkénich hodnot v podezfelych bodech zjistime, ze f nabjva maxima na

mnoziné M v bodé [22\/%, %] a minima v bodé [%}\/Q, —%]



Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (B)

LS 1997-98

Priklad 1 : Urcete hodnost matice A a rozhodnéte, zda plati det A = 0;

1 -1 0 4 5
2 2 2 0 1

A=|3 -2 1 1 1 (10 bodi)
-1 0 3 -2 -2

0 —-10 -2 7 6
Priklad 2 : Uréete definiéni obor funkce f, spoctéte jeji parcialni derivace viude, kde
existuji a napiste rovnici te¢né roviny v bodé [1, 2];

flz,y) = |z* —¢®. (10 bodi)

|| P¥iklad 3 : UkaZte, Ze rovnice

4’(63 2rty 423 4Py =1

urcuje v jistém okoli bodu [1, 0] implicitné zadanou funkei (proménné z). Spoététe prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 1. (10 bodt)

Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkee f (pokud existuji) na mnoziné M.
fl@y)=22+4y M={z,y)eR?’ Vz+yy<1,z>0, y>0}
(15 bodn)

Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkei

2
/( 2 H3BEE (15 bodf)

z+1)(z24+z+1)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (B)

LS 1997-98

Priklad B1 : Pfevedme matici A pomoci elementarnich ¥adkovych tiprav na schodovitou
matici:



/1 -1 0 4 5 /1 -1 0 4 5

2 2 2 o0 1 0 4 2 -8 -9
5 =& 7 i i 6 1 1 =11 =14,
21 0 B =B =B 6 <1 & % 3
\o -10 -2 7 6 \o0 -10 -2 7 6
/1 -1 0 4 5 (1 -1 0 4

b i 4 =8 =i 0 1 1 —11 -14
o 0 4 -9 -11|,l0 o -2 36 47|,
0 0 -2 36 47 0 0 0 63 83
\o 0 8 -103 -13¢/ \o o o 41 54,

i =1 0 4 B

0 1 1 —11 -14

0 0 -2 36 47
\o 0 0 63 83

0

0 0 0 !

GE

Matice A mé hodnost 5, a je tedy regularni. Proto plati det A # 0.

Pfiklad B2 : Funkce f je definovdna na R%. V bodech, kde y? # 2%, miizeme poéitat
derivaci ,podle vzoreckn“:

o
5z (1Y) = seu(a’® —y?) - 2u,
of .

5y (©Y) = —sgn(z® — y*) - 2y.

V bodech, kde y? = x2, zkusme pocitat parcialni derivaci %_:E podle definice

of . fle+ty) - flzy)
a(m,y) = lim y
2 a
T (Co ) s |
t—0 t
|2zt + 2
= lim ————
t—0

t
= Tii U[?:r + t|.
t—0 ¢

Posledni limita existuje, jen kdyZ x = 0, a je rovna nule. Vzhledem k symetrii funkce f
(f(z,y) = f(y,z)) totéz plati pro %5.

Parcialni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni
diferencial, a tedy i te¢na rovina, kterd ma tvar

2=3-2-(z-1)+4-(y—2).

[_ Priklad B3 : PoloZzme

F(z,y) =2x4y+;r3+y3+3:y——1.



Funkce F' je definovana na R? a pro jeji parcialni derivace plati:

oOF

T (z,y) = 823y + 32% + v,
F

%«T(’ﬂfay) =2z" 4 3y + z.
Y

ODbé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F €
C?(R?). Déle plati F(1,0) =0 a %-(1,0) = 3 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze nase rovnice urcuje
v jistém okoli bodu [1, 0] implicitné zadanou funkci proménné z, ktera sama je tiidy C2.
Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypocéitejme postupnym derivovanim vztahu

2z p(z) + 23 + p(z)® + zp(z) —1 =0,
82°p(z) + 22" ¢/ (2) + 32% + 3p(2)*¢ (2) + ¢(@) + 2¢' () = 0,
242%p(z) + 82°¢' (z) + 82%¢/ () + 229" (z) + 6z + 6ip(z) (¢ (2))? + 3ip(2) 29" ()
+¢'(z) + ¢ (z) + 29" (z) = 0.

LDosadime-li z =1 a pouZijeme-li p(1) = 0, dostaneme ¢’(1) = —1 a ¢"(1) = 4.

Priklad B4 : MnozZina M je omezend a uzaviend, a proto je kompaktni. Funkee f je
spojita na M, takZze na M nabyvi svého maxima i minima. Spoé¢téme parcialni derivace
funkce f a zkoumejme, zda uvnitf mnoziny M existuje bod, kde jsou obé parcialni derivace
funkce f nulové.

e r - = 2
: =5 T oy) = . .
) ( :'9‘) ) 8?;( y) 4, [sc}y] eR

Obé parciélni derivace jsou vZdy nenulové a proto f nabyva extrémit na hranici M. Hranici
mnoziny M si rozdélme na t¥i ¢asti:

H) = {[z,y] €eR%* Yz + yy=1,2>0, y > 0},
Hy ={[0,y] € R?% y € (0,1)},
H; = {[z,0] € R?; z € (0,1)}.

Pro nalezeni podezielych bodii na mnoziné H, pouzijeme metodu Lagrangeovych multipli-
katort. Vazebna podminka je urcena funkci g(z,y) = V/z + Wy — 1, ktera je (stejné jako
f) t¥idy C' na prvnim otevieném kvadrantu. Pro parcialni derivace funkce g plati

dg

1 0 1
35 (@)= 7274, gg(w,y) =3 z>0,y>0

Pro kazdé [z,y] € H, plati (g—i(m, Y), gﬁ(w, y)) # (0,0). Resme nasledujici soustavu

) So+ Yi=1,
2) 2= gz,
(3) i Aoy,

B!



ﬁcw

Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (C)

LS 1997-98

Priklad 1 : Spoététe determinant matice A.

1 2 3 -5

1 _1 2 O o
A= £ 7 & 9 (10 bodn)

0 -1 2 1

Priklad 2 : Urcete defini¢ni obor funkee f, spoctéte Jjeji parcidlni derivace vSude, kde
existuji a napiSte rovnici tetné roviny v bodé [1, 2]

]

f(z,y) = {[log (%) (10 bodt)

[ Priklad 3 : Ukazte, Ze rovnice

log(z® + y* + cos(zy)) + y = 0

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitng zadanou funkci (proménné z). Spoftéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodi)

Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mno#iné M.
Flz 2= e"’z(mg +ay+y®) M={z,y,2] R 22 +y2 =1, |z] <1}

(15 bodi)

Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkci

213 + 422 — 192 + 16
(x—2)2(z2 +z +4)

dx (15 bodi)

ReSeni pisemky z matematiky pro FSV (C)

LS 1997-98

Priklad C1 : Plati

1 2 3 -5 |1 2 3 -5
1 -1 2 0 0—3—15_:?:1229
1 4 8 a 0 < = 817 g (|
0 -1 2 1 0 -1 2 1



Pfiklad C2 : Funkce f je definovéna na mno#ing {[z,y] € R?; z > 0, y >0} U{[z,y] €
R? z <0, y < 0}. V bodech [z,y] € D(f), kde 2 # Y, miZeme pocitat derivaci ,podle

: |

vzorecku“:

of 1 ANA
il == g2 W
3, 24 = 3 (Ogy) ~

af( ) 1(] :.c)—m 1
St e w f [l e
by~ 3\ By Yy

V bodech z defini¢niho oboru, kde y = z, zkusme pocitat parcidlni derivace podle definice

V/log (£1)

; t.x) — 0 23l e
ﬂ(m}z) = lim f(z+t2)—f(z.2) =lim — —~
ox t—0 t t50 +
. oflog(1+2L) L +00  proz >0,
= lim {/ ——=%. £ =
t—0 = t —00 prox < 0;
¢/log (—L)
o By ytt
dy t—+0 t i—0 t
. s| log (1 i é) 5 —oo proy>0,
=lim—y ————=2 . L —
t—0 é £3 +oo  proy < 0.

Parcialni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1,2] existuje totalni
diferencial, a tedy i te¢né rovina, kterd ma tvar

1 1 1 1
z=—+/log2+ = Nz 5 - (y—2).

3 (log 2)%

T Priklad C3 : Polozme
F(z,y) = log(z* + y* + cos(zy)) + y.

Funkce I je definovana na jisté oteviené mnozing G (Ize ukézat, Ze dokonce G = R?)
obsahujici bod [0,0] a pro jeji parcidlni derivace plati:

oF 1

—(z,y) = - (2z —si -y),
3g & Y) P12+ con(ay) (22 —sin(zy) - y),
oF 1 o

Ay (@)= 2 + y2 + cos(zy) Pl S ),

Obé parcidlni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F' €
C*(G). Déle plati F(0,0) =0 a %E(0,0) =1# 0. Tim jsme ovéFili, Ze nase rovnice uréuje



v jistém okoli bodu [0,0] implicitné zadanou funkei proménné z, kterd sama je tiidy C2.
Funkei oznatme ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovinim vztahu

log(a? + p(x)? + cos(zp(2))) + p(x) = 0,

x2 + o(x)? wlL cos(zp(z)) (22 + 20 ()¢’ (z) - sin(z¢(2)) (o(z) + 2¢' (z))) + ¢/ (z) = 0,
(22 + p(z)2 :Llcos(:w(:z:))p - (22 + 20(2) ¢’ (2) — sin(zp(2)) (p(z) + 29’ (z)))?

! ) ' 2 o(x)o" (T
+$2—|—<,0($)2+COS($QO(:L')) (2+2(99( ) + 2¢(x)p" ()

~ cos(zp(2))(p(x) + 2¢'(2))* ~ sin(zp(2)) (26 (z) + 29" (2))) + ¢ (z) = 0.
1th;)sa,dime—}i z = 0 a pouZijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢'(0) = 0 a ¢"(0) = —2.

Ptiklad C4 : Mnozina M je omezena a uzaviend, a proto je kompaktni (jedna se o plast
valce bez podstav). Funkce f je spojita na M, takze na M nabyva svého maxima i minima.
Vnitfek mnoziny M je prazdny. Z tvaru funkce f vyplyva, Ze

F@.9,1) = f(z,y,-1) < f(2,9,2) < f(2,5,0),  [z,y,2] €R®, 2 € (=1,1)\ {0}

Maxima se musi tedy nabyvat na mnoziné M N {[z.y,2] € R3 z = 0} a minima na
mnozingé M N {[z,y,z] € R% z = —1nebo 2 = 1}. Polotme g(z,y) = 22 + zy + 12 a
vySetfujme extrémy g na mnozing H = {[z,y] € R% z°+y% = 1} metodou Lagrangeovych
multiplikdtori. Vazebnd podminka je uréena funkei h(z,y) = 22 + y? — 1. Plati g,h €
C'(R?). Pro parcialni derivace funkce & plati

oh oh
— =2 —(z = 2y,
5 (254) = 2z, By (z,y) =2y

Pro kazdé [z,y] € H mame (Z(a,y), I (x,y)) # (0,0). Resme nésledujici soustayu

(1) z? + y2 =1,
(2) 2z 4y = A2z,
(3) x+ 2y = A2y.

Sectenim (2) a (3) dostaneme
B=2)N)(z+y)=0.

To znamend, %e bud z = —y nebo \ = 3/2. V prvnim pfipadé dostaneme z (1) po-
dezielé body [1/v2,-1/v?2], [-1/v2,1/v?2]. Ve druhém pfipadé s pomoci (2) odvo-
dime z = y a (1) ddva podezielé body (1/v2,1/V/72], [~1/v2,-1/v/2). Funkce ¢ na-
byva minima na mnoziné H v bodech [1/v/2, —-1/v/2], [~1/v/2, 1/v/2] a maxima v bodech
[1/\/§= 1/\/5]1 [_1/\/5: —1/\/5]'

Z vy8e uvedeného vypoctu vyplyva, e funkce f nabyva minima v bodech

[-1/v2,1/v2, 1], [1/v?2,-1/v2,-1], [-1/v2,1/V3, 1], [1/v2,-1/v2,1]



Yl A

Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (E)

LS 1997-98

Priklad 1 : Spoc¢téte determinant matice A.

0 1 -2 0

1 1 2 1 o
E 1 5 -8 (10 bodi)
-1 2 -2 1

Piiklad 2 : Uréete definitni obor funkce [, spoctéte jeji parcidlni derivace viude, kde
existuji, a napiste rovnici te¢né roviny v bodé ;2]

f(z,y) = min{z? + y?,2 — 22 — 4?). (10 bodt)

Priklad 3 : Ukaite, Ze rovnice
.’L‘y e y;r = 29

urcuje v jistém okoli bodu [1,1] implicitné zadanou funkci (proménné z). Spoététe prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 1. (10 bodn)

Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce [ (pokud existuji) na mnozing M.
f@,y,2) =xy+yz M = {[z,y,2] € R®; P+’ +22=1, c+y+z= 1}
(15 bodu)

Priklad 5 : Spoctéte

w/3 :
/ — " ___dz (15 bodu)
0 cosz + cos®

ReSeni pisemky z matematiky pro FSV (E)

LS 1997-98
Priklad E1 : Plati:
0 1 -2 0 11 2 1 I 1 2 1
A=l 1 2 1] _|5 1 2 -3_|o -4 -8 -8
5 1 2 -3 0 1 -2 0 0 1 -2 0
-1 2 -2 1 12 -2 1| o 3 o 2
1 1 2 1 L1 & 4
_ (001 -2 0|__{01 -2 0 __‘—16 —8’__16
0 —4 -8 -8 0 0 -16 -8 6 2|
0 3 0 2 00 6 2



Priklad E2 : Funkce f je definovana na R2. Pro funkei f plati:

fz,y) 2{

V bodech [z, y], kde 2% + y2 # 1, mitzeme potitat derivaci spodle vzoreckn“:
of 2z pro z2 +y? < 1;

- (z,y) = 2 2

Oz —2r  proz“+y* > 1;

Bf( ) {29 pro z? 4 4% < 1;

—(z,y) = ;

Ay -2y proz?+4y?>1;

z? + y? pro z2 +y? < 1;
2—2°—y* proz?+y?>1.

Zbyva vysetfit parcidlni derivace v bodech, kde 22 + y* = 1. Uvazujme bod [z, Yo takovy,
ze 2§ + y§ = 1. Po&itejme

af T f($0 + t3 yU) - f(l'oy?jo)

~ lim min{(zg + )% + vé,2 — (g +1)2 — yg} -1
T 50 t

. min{l + 2xot +¢%,1 — 229t — t2} — 1
= lim

t—0 t

: ot + 12, =270t — $2

— lim min{2zot + t2, -2zt — t2}

t—0 t

0 ro xg = 0
= lim — 2ot + £2|/£ = oy e
t—0 neexistuje pro xg # 0.
Vzhledem k symetrii funkce f lze parcialni derivaci podle y pocitat analogicky.
Z vyse uvedeného vyplyva, ze
0
D(5) =R\ {447 =1, 2 0},
ox
of

D(gy-) =R*\{[z,y]; z°+4y2 =1, y #£0}.

Parcidlni derivace funkce f jsou v bodé [1,2] spojité. Proto v bodé [1,2] existuje totalni
diferencidl, a tedy i teéna rovina, ktera ma tvar

2==-3-2-(z—1)-4-(y-2).

rPl‘iklad E3 : Polozme
F(z,y) =2¥ + y* — 2y.
Funkce F je definovana na oteviené mno#iné G = (0, +00) x (0, +400), kterd obsahuje bod
[1,1]. Pro parcidlni derivace F plati:

OF o
52 (By) =y2¥ " +y"logy,

F
%(ﬂ’:y) =z¥logz + 2y ! — 2.
Y



Obé parcidlni derivace json na G spojité, stejné jako jejich parcilni derivace, tj. F' ¢
C*(G). Déle plati F(1,1) =0 a %(1, 1) = =1 # 0. Tim jsme ovéfili, e naSe rovnice urcuje
v jistém okoli bodu [1, 1] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je tfidy C2.
Funkci oznacme ¢ a jeji derivace vypoéitejme postupnym derivovanim vztahu

2 1 p(z)7 — 2p(z) =0,
Tento vztah si pfepi$me na tvar
erlz)logz | zlogp(x) _ 20(z) = 0.

Nyni postupné obdrzime

ol f
eP(T)logz (Wr(ﬂ:) log z + __cp(:t:)) g loe(z) | (lﬂg p(z) + =2 (:c-)) —2¢(z) =0,

z p(z)

o(z)\ 2 "z T
e?(®)logz ((p’(fs) logx + ﬁ(’g—)) + e¥(@)logz (cp”(z) logz + 2{—'0—55:—) - —{’g)
JeFloEw(z) | (logrp(m) + xj(s))
crloge(@) [ P(2) | (¢'(x) + 29" (2))p(z) — 20 (2)¢' (2) 20 () —
e (so(r) i p(z)? ) 2Py

LDosadime-]i ¢ = 1 a pouzijeme-li p(1) = 1, dostaneme ¢’(1) =1 a ¢"(1) = 4.

Priklad E4 : MnoZina M je omezeni a uzaviens (Jedna se o primik sféry a roviny),
a proto je kompaktni. Funkce f je spojita na M, takse na M nabyva svého maxima i
minima. Hledejme podezielé body metodou Lagrangeovych multiplikdtori. MnoZina M je
urcena pomoci vazebnych funkei

gl(m,y,z):ﬁ:2+y2+z2—l, @zy,2)=c+y+2z-—1.

Obé funkce g1, go jsou tifdy C!'(R?) stejné jako funkce f. Pro parcidlni derivace téchto
funkei plati

8f , _ 891 _ 892 i
B (z.0,2) = ¥, B (8,9, 2) = 2%, D (o) =1
af.. - 991, . 098, o
gfy_(a’?yﬂz)_m_'_“* ay (miyr"-’)_zys 89 (mﬂy?‘“)-lﬂ
of _ A1 - o 092 _
82 ($}y1 Z) =1 82 (:B& y;z) = 2’*? 62 (i‘,y,z) =1

Vektory (2z,2y,2z), (1,1,1) jsou linedrng zavislé, pravé kdy? x = y = 2. Zadny takovy
bod ovSem nelezi v mnoziné M. Nyni budeme fesit nasledujici soustavu

(1) Y= A2z + Ag,
(2) T+ 2= A2y+ Ao,
(3) Y= A2z + Ao,
(4) 4+ +22=1,

(5) zT+y+z=1.



[
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Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (G)

LS 1997-98

Priiklad 1 : Nalezndte matici inverzni k matici

1 2 1 3
-1 0 0 -1 .
A 1 1 e (10 bodu)

1 -3 -2 0
Priklad 2 : Urcéete definicni obor funkce f, spoctéte jeji parcidlni derivace v¥ude, kde

existuji, a napiste rovnici te¢né roviny v bodé [1,2];

f(z,y) = (arctg(Va® T 32))*. (10 bodii)

Priklad 3 : Ukazte, Ze rovnice

2

esinm i esin Ty _ 23} 49

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné ). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodi)

Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
f(z,y,2) = z+e"¥ M={[z,y,2] €eR? 22 + 3> + 22 =1, 22 + 3% = 2?}
(15 bodt)

Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkci

202 + 52 +5 D
-/ D@t k)

ReSeni pisemky z matematiky pro FSV (G)

LS 1997-98

Priklad G1 : Standardnim postupem obdrzime

1 2 1 3 1 0 0 0 1 2 1 3 1 0 0 0
-1 0 0 -1 01 0 O 0 2 1 2 1 1 0 0
1 1 1 -1 0 0 1 0}° 0 -1 0 -4 -1 0101}’
l =3 -2 0 00 0 1 0 -8 -3 -3 -1 0 0 1



1 2 1 3 1 0 0 0 12 1 3 1 0 0 0
o1 0 4 1 0 -10 01 0 4 1 0 -10
(0 2 1 2 I 1 9 9J1° 0o o0 1 -6 -1 1 2 0]’
0 - -3 =3 -1 0 0 1 00 -3 17 4 0 -5 1
121 3 1 0 0 O 121 3 1 0 0 0
(U 1 0 4 1 0 -1 0 oco10 4 1 0 -1 0
0o 01 -6 -1 1 2 0y° 0 01 -6 -1 1 2 0
0o 00 -1 1 3 1 1 o o0 1 -1 -3 -1 -1
I 2 & 0 4 9 3 3 1 200 11 26 7 9
(0 1 0 0 5 12 3 4 01 0 0 5 12 3 4
0010 -7 -17 -4 -6 0 01 0 -7 —-17 -4 -6
o001 -1 -3 -1 -1 o 001 -1 -3 -1 -1
1 9 80 I 2 S S
0100 5 12 3 4
0 010 -7 -17 -4 -6
o001 -1 -3 -1 -1
Plati tedy
1 2 1 1
1. 18 12 3 4
== -7 =17 -4 -6
-1 -3 -1 -1

Priklad G2 :

derivaci ,podle

Funkce f je definovana na R?. V bodech [x,y] # [0.0] miZeme pocitat
vzoreckn“:

of 3 33 x 1
3, (@ y) = 4(arctg(v/2% +4?)) T2 E ol
of y 1

Ay

i "2 233 | . "
(z,y) = 4(arctg(\/z2 + y?2)) 1+2242 21 42

V bodé [0, 0] spocitame parcialni derivace z definice:
t,0) — f(0,0 .
0= /0.0 (
Vzhledem k symetrii funkce f plati také %5(0, 0) =0.
Parciélni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni

= lim
t t—0
diferencial, a tedy i te¢na rovina, kterad ma tvar

t—0

(arctg(vt2))*
t

of e arctg(|¢)\*
Yoo )’

i

1
5

V5

z = (arctg v/5)* + -g(arctg V5)3 . (z—1)+ ;—L(arctg Vv5)3. (y —2).

o

T Priklad G3 : PoloZme

F(.’B, y) = esin x? g esin Ty 2y —9



Funkce [ je definovana na R?. Pro parcidlni derivace F' plati:

or T S
d—(m,y) = "% . cosz? < 2p + SRV, COSTY * Y,
T
or :
6—(1‘3;) = " * . coszy - x — 2.
Y
Obé¢ parcidlni derivace jsou na R? spojité, stejns Jjako jejich parcialni derivace, tj. F' €
C?(R?). Déle plati F(0,0) = 0 a 92(0,0) = —2 # 0. Tim jsme ovéfili, % nafe rovnice

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je tfidy
C?. Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypoditejme postupnym derivovanim vztahu

esin z? e eSil’l zpl(x) _ 299(3:) —2=0.
Postupné obdrZime
e L cos 32 - 2 4 SN TP cog zp(z) - (p(z) + 29 (7)) — 2¢'(2) = 0,
Y (cosz? - 22)% — e . sin 22 - 4g?
+eS 7’ L cosg? - 2 4 eSinae(@) (coszp(z) - ((z) + 29 ()))*
'sinzp(2) - (p(2) + 2/ (2))? + ) cos zp() - (20 (2) + 29" ()
-2¢"(z) = 0.

. Dosadime-li z = 0 a pouzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢'(0) = 0 a " (0) = 1.

_esin zp(z

Priklad G4 : MnoZina M je omezeni a uzaviend, a proto je kompaktni. Funkce f
je spojita na M, takze na M nabyva svého maxima i minima. MnoZina M ma prazdny
vnitiek.

Podezielé body hledejme metodou Lagrangeovych multiplikdtorii. MnoZina M je urcena
pomoci vazebnych funkei

gl($’y52)=$2+92+22—11 92(337112)::1?2—}-92—22.
Funkce f, g1 i g2 jsou t¥idy C'(R?). Pro parcialni derivace téchto funkci plati

of Og1 C

il £ — &% o9 = 992 s
am(m,y,z) ey, D (xiy.2) =22, 9 (@ 30,2) = P,
'@(Iu y,z) = e, %‘(; (z,y,2) = 2y, %—g;(ms Y, z) = 2y,
5,

é_g(m$yrz) = 11 %(ﬂ?,’y,Z) = 229 %("B} y;z) = -2z,

Vektory (2z,2y,2z2), (2z,2y, —22) jsou linearné zavislé, praveé kdyzz =0neboz =y =
0. Zadny takovy bod nelezi v mno¥ing M. Nyni budeme Fesit nasledujici soustavu

(1) ey = A2z + o2z,
)

2 ez = A2y + Aa2y,
(3) 1= 222 — A2z,
(4) P +yt+22=1,
(5) 2 +y?—22=0.



Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (H)
LS 1997-98

Priklad 1 : Urcete hodnost matice A v zavislosti na parametru:
1
A=F 1

i
2 (10 bodu)
1

A~ = B

-2

Priklad 2 : Urcete defini¢ni obor funkce f, urcete kde existuji vlastni parcidlni derivace
a spoctéte je; napiSte rovnici te¢né roviny v bodé [1,2];

sin(x cos y) & =10 (10 bod)

flz,y) = { cos(:rsiny)+2 r<0’

| P¥iklad 3 : Ukaste, 7e rovnice

4{ Q /2 + arcsin(z + yg) = arccos(y + -”-’2)

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné z). Spoététe prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodu)

Pfiklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
flz,y,2) =22 + 222+ 3° + 2
M= {[z,y,2) ER? 22+ 92 +22 =1, 2 = y? + 2%}
(15 bodt)
Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkci

T+1

; _\/ﬁ dx (15 bOdfl)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (H)

LS 1997-98

Piiklad H1 : Pomoci fddkovych elementérnich tiprav, které neméni hodnost matice,

dostaneme:
1 2 = 1. 2 1 2 1
1 2 1], -2 1 4 0 5 6
-2 1 4 1 z =z 0 z—-2 -1



Pokud z = 2, pak h(A)

o O =

3. V pfipadé, Ze x # 2, pak lze ¢islem z — 2 délit.

1
6
?

=N

1 2
0 1
0 0

z—1
2

; Y s 5 T v ]
Posledni fadek je nulovy, pravé kdyz =

- % =0, tj. pravé kdyz = = 7.

Zavér: h(A) =2proxz =17, h(A) =3 proz # 7.

Priklad H2 : Okamzité vidime, Ze D(f)
parcialni derivace ,,podle vzorecki®.

= R?. Pokud z # 0 lze v bodé [z,y] poditat

8f cos(zcosy) - cosy pro z > 0,
( W= { —sin(zsiny) -siny pro xz < 0.

Bf cos(zcosy) - (—zsiny) prox >0,

B_y(:ﬂy) il { —sin(xsiny) - (rcosy) proxz <0.

V bodech tvaru [0, y] budeme pocitat parcidlni derivace ,z definice®:

of
o

0,y

f(t!y)_f(t=0)
t—=0

f(ty)
t

= lim

t—0

)=

Tato limita ovSem neexistuje, protoZe limita zleva (—00) se nerovnd limité zprava (cosy).

(0 y) = lim

£(0, f) f(0,9)

="}

= lim 0

— = 0.
t—;-yt—y

t—ry

V bodé [1,2] jsou ob& parcidlni derivace spojité, a proto v tomto bodé existuje totalni
diferencial, a tedy i teénda rovina. Jeji rovnice vypada takto:

2 = cos(cos2)-cos2- (z — 1) — cos(cos2) -sin2 - (y — 2) + sin(cos 2).

r Priklad H3 : Polozme

F(z,y) = /2 + arcsin(z + y?) — arccos(y + =

2)_

Bod [0,0] je ve vnittku definiéniho oboru funkce F' - mitizeme tedy spocitat parcialni
derivace funkce F' na jistém okoli G bodu [0, 0]:

2 (2,9) = 1 a -
0T I- @+ V1= (y+a)
6F( - 2y n [}
oy T A-@ryr Vi-wraR

Obé parcialni derivace jsou na jistém okoli bodu [0,0] spojité a navic tam jsou jejich

parcialni derivace spojité, tj. f € C?(G). Dale plati

F(0,0) = 0 a 2£(0,0) = 1 # 0. Tim

jsme ovérili, Ze naSe rovnice urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] 1mp11(,1tne zadanou funkci



proménné z, ktera je t¥idy C?. Funkci oznac¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym
derivovanim vztahu

arcsin(z + (¢(x))?) + 7/2 — arccos(p(z) + z2) = 0,
e,
TGt PP Vi@ T 2P

51 @+ (@)D (2o + (@)% - A+ 2p()¢ (@)
+(1 - o+ (@)D} - 2 @) + 20(2)¢" (=)
~5 (= (p(m) + 292 E - (<2p(2) + 2) - (¢'(a) + 20)?

+(1 - (p(@) +2%)%) 72 - (¢"(z) +2) = 0.

;]

LDosadime-li x = 0 a vyuZijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’(0) = —1 a ¢©"”(0) = —4.

Priklad H4 : Poloime

q(z,y,2) =2 +y° + 22— 1, g2z, y,2) =z —9? — 22

Obé funkce jsou spojité a proto je mnozina M uzaviend. Mnozina M je obsaZena v jednot-
kové kouli o stfedu v pocatku - je tedy omezena. Z charakterizace kompaktnich podmnozin
R™ vyplyva, Ze M je kompaktni. Funkce f je spojit4 a proto nabyva na M svého maxima
1 minima. Hledejme podezielé body pomoci Lagrangeovych multiplikatora. Vidime, Ze
f: 91, 92 € Cl(Rg)

of,. < e g2,
am(,c,y) =2z +2z —(I,y) = B (z,y) =1
of B o‘gl - g2 =, |
By (z,y) =2y (rc y) =2y 2y - (@y) = -2y
of _ 391 - 392

5, BY) =22 +1 B9, BY) =22 5, (TY) =

Zkoumejme pro ktera [z,y, z] € M jsou vektory (2z,2y, 2z), (1, —2y, —2z) linedrné zavislé.
Jde tedy o to zjistit, kdy je hodnost néasledujici matice mensi nez 2.

1 -2y -2z
2r 2y 22
T¥eti fadkovou elementarni tipravou dostaneme
1 -2y -2z
2x+1 0 0o /)

Hodnost této matice je mensi nez 2, pravé kdyz = = —% nebo y = z = 0. Neni obtizné
dosazenim zjistit, Ze body spliiujici nékterou z téchto podminek nemohou lezet v M.



Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (I)

LS 1997-98

Priklad 1 : Reste soustavu Az = b, kde

1 -2 1 1
-1 1 0 =1
-1 0 1 1
2 -3 -1 0

A= (10 bodi)

=SB R N

Priklad 2 : Urcete definiéni obor funkce f, spoctéte jeji parcidlni derivace viude kde
existuji a napiste rovnici teéné roviny v bodé [1, 2J;

o)
Flam) =2 Y

A 10 bodr
e (10 bodw)

| Priklad 3 : Ukaste, 7e rovnice

¥ — g
/( arctg(y” +zy) = e coszx +y
urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkei (proménné z). Spoététe prvni

a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodt)
Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
f(z,y) = arctgz + arctgy M = {[z,y] € R 22+ 42 <1, >0,y > 0}

(15 bodti)

Piiklad 5 : Naleznéte primitivni funkei

{413
e 15 bodr
/\/m2+2x+4 & LSl

ReSeni pisemky z matematiky pro FSV (I)

LS 1997-98

Priklad I1 : NapiSme si roz§ifenou matici (Ab) a provedme Gaussovu eliminaci:

1 -2 1 1 2 1 =2 1 1 2
), L 0 -1 2 0 -1 1 0 4
. U 1 1 0}’ 0 -2 2 2 217
2 -3 -1 0 4 01 -3 -2 0



1 -2 1 1 2 1 -2 1 1 2
0 -1 1 0 4 0 -1 1 0 4
0 0 0 2 -6’ 0O 0 -2 -2 4
0 0 -2 -2 4 0 0 0 2 —6
Odtud jiz snadno spocteme: z; = —2, o = —3, 23 = 1, z, = —3.

Priklad 12 : Pro definiéni obor plati: D(f) = R?\ {[z,y] € R* z+y = 1}. Pro parciélni
derivace plati

Of (N _ zy —z —y* n |
ey~ e e U T L L AR L)
of zy—z° —y

oY = T g [l € D)\ (0.0,

V bodé [0, 0] pocitejme parcidlni derivace z definice:

‘.-’t2
of i JG0) - (0,00 7t . sgnt
R R NI - Iyt = Tt

Posledni limita neexistuje, protoZe limita zleva je rovna 1 a zprava je rovna —1. To zna-
mena, Ze parcialni derivace g—%(o, 0) neexistuje. Naprosto stejnym postupem lze ukazat, e
ani %(0, 0) neexistuje.

V bodé [1,2] jsou obé& parcialni derivace spojité a proto v tomto bodé existuje totalni
diferencidl a tedy i tetné rovina. Jeji rovnice vypadé takto:

~3 1 V5
m'(“’—l)—m‘(y—z)‘*?-

==

F Priklad I3 : PoloZme
F(z,y) = arctg(y® + zy) — €Y + cosz — Y.

Funkce F je definovana na R? a pro Jjeji parcialni derivace plati:

oF B Y - 5
a—(m,y) = m € "y —smrxw,

oF 2y+z
—(z,y) = ——y———2 —e¥r —1.

oy 1+ (y% 4+ =zy)

Obé parcidlni derivace jsou na Rgr spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. f €
C*(R?). Déle plati F(0,0) = 0 a %%(0,0) = —1 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze nase rovnice
urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné x, kterd sama je t¥idy



C2. Funkci oznatme ¢ a Jjeji derivace vypoditejme postupnym derivovanim vztahu

arctg((¢(z))? + zp(x)) — e#®) 4 cosz — p(z) = 0.
2(@)¢/(z) + pla) + 24/ (a)
1+ ((p(2))? + zp(z))?
(1 ;2(((;(115;)))2 j;{:}g)))g)z - (20(z)¢" () + (2) + 2’ (z))?
L 2 @)% + 20(2)0" (2) + ¢/ (2) + ¢ (&) + 29" (x)

1+ ((¢())% 4 zp(z))?
—(#'(2) + ¢'(2) + 29" (2))e™@ — (p(a) + 2/ (z)) 260
—cosz — ¢"(z) = 0.

— (p(z) + ¢/ (z))e**®) — sin g — ¢'(z) =0,

LDosa,dime-li z = 0 a pouZijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’(0) = 0 a @"(0) = —1.

Priklad 14 : MnoZina M je uzaviena a omezens (Jedna se o priinik uzavfeného kruhu a
uzavieného prvniho kvadrantu) — Je tedy kompaktni. Funkce f Jje spojita na celém R? a
proto musi nabyvat maxima i minima na mno#iné M. Zkoumejme chovéni funkce f nejprve
na vnitfku mnoziny M.,

of, 1 of, .1
gé(m'ﬁy)_— 1+$2? ay(mﬁy)‘_ 1+y2‘

Uvnitf mnoziny M jsou obé parcialni derivace funkce f nenulové, proto uvniti M neni
zadny podeziely bod. Hranici mnoziny M rozdélme na t¥i ¢asti:

Hy = {[z,0]; z € (0,1)},

Hz ={[0,y); y € (0,1)},

Hy={[z,y]; >0, y >0, 22+ 4* = 1}.
Je-li [z,y] € Hy, plati f(z,y) = arctg . Funkce arctg je rostouci a proto podezieljmi body
jsou [0, 0] a [1,0]. Podobné je tomu na mno#iné Hj. Tam dostédvame podezielé body [0, 0] a

[0,1]. Na Hj3 pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikdtorti. Necht g(z, y) = w2492 1.
Vidime, Ze f, g € C1(R?). Pro parcialni derivace g plati:

Og B o9, .
am(m'ﬁy)‘_gx} 69(1’,9‘)-_29‘

Vektor (2z, 2y) je nulovy, prave kdyz [z,y] = [0,0] - tento bod oviem neles{ v Hjz. Nyni je
tfeba vyTesit nasledujici soustavu
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