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Matice ve vySe uvedeném vzorci se lisi pouze ve vyznaceném k-tém sloupci.

11.4.5. Priklad. Jsou dany vztahy
exp(u/x)cos(v/y) =

&I*

exp(u/x)sin(v/y) = E
Dokazte, ze vztahy definuji na okolibodu [1, 1, 0, ] funkce [x, y] = u(x, y), [x, y] =
v(x, y) tiidy C*. Spoctéte parcialni derivace u a v v bodé [1, 1].

Reseni. Definujme F: R>*2 — R2 jako F = (Fy, F), kde

Fi(x,y,u,v) = exp(u/x)cos(v/y) — %

Fy(x,y,u,v) = exp(u/x)sin(v/y) — %

Pak F je tiidy C* na (0, 00) x (0,00) x R xR a F(1,1,0, §) = [0,0]. Ddle mame
1ty

(83% 33%) _ (% exp(u/x)cos(v/y) —5 exp(u/x)}’s(v/y))
[x,y,u,v]=[1,1,0, %] [x,y,u,v]=[1,1,0,Z]

L Lexp(u/x)sin(v/y)  Lexp(u/x)cos(v/y)

X

1 1
1 1 ’

V2 2
3F1(1’170’ﬂ.’) 8F1(1’1’0 71')
¥ (1,1,0,2) 222(1,1,0,7)
Diky Véte 11.4.3 tedy existuji na néjakém okoli U bodu [1, 1]) funkce u,v: U — R
tiidy C* splnujici

Fi(x,y,u(x,y),v(x,y)) = Fa(x, y,u(x,y),v(x,y)) = 0.

Derivovanim téchto vztahti podle x dostavame

LT

o X —u . 1 dv _
exp(u/x)T cos(v/y) + exp(u/x)(— sm(v/y);g) — E =

a tedy
=1#£0.

o

0x X U : / la_v — 0
exp(u/x)x— sin(v/y) + exp(u/x) cos(v y)y ax) =

Dosazenim x =y = 1, u(1,1) = 0av(l, 1) =  dostaneme soustavu

ou 1 1 dv 1
5(1,1)3—75(171) =5
8”(1 L P,y =o,

ffa
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jejimz fesenim je

ou I v 1
(1.1 = - Z(1.1) = —=. —_—
Bx( D 2’ Bx( D 2 <
‘ Vypocet parcialnich derivaci g—;(l, 1)a g—;(l, 1) by prob¢hl obdobné. *

11.5. Lokalni extrémy funkce vice proménn)'rch

11.5.1. Definice. Necht (P, ) je metricky prostor, M C P,a € M a f je funkce
z P do R splnujici M C D(f). Rekneme, Ze f nabyva v bod¢ a svého maxima
(minima) na M, jestlize plati
VxeM: f(x) = fla) (f(x)= f(a)).
Rekneme, ze f nabyva v bod¢ a svého lokalniho maxima (lokalniho minima) na
M, jestlize existuje takové § > 0, Ze
Vx € Ba,s)NM: f(x) = fla) (f(x)= f(a)).
Rekneme, ze f nabyva v bod¢ a svého ostrého lokalniho maxima (ostrého lokal-
niho minima) na M, jestlize existuje takové § > 0, zZe
Vx € (B(a, )N M)\{a}: f(x) < fla) (f(x)> f(a)).
11.5.2. Poznamka. Nechtn € N, G C R” je oteviend,a € G,h e R”, f: G - R
a f € €%(G). Nalezneme § > 0 spliiujici @ + th € G pro |t| < § a definujeme
funkei g: (=6,8) — R predpisem g(t) = f(a + th). Potom g’(0) = f'(a)(h) a
g"(0) = f"(a)(h. h).
11.5.3. Véta (nutna podminka existence lokalniho extrému). Nechtn € N, G C
R” je oteviena,a € G ai € {1,...,n}. Necht funkce f: G — R mav bodé¢ a lokalni
extrém. Potom bud 8an’_(a) neexistuje nebo g—){;(a) =0.

Dikaz. Polozme g(1) = f(a + te’). Pak ma g v bodé 0 lokéln{ extrém, a tedy g’(0)
bud neexistuje nebo je rovna 0. Odtud plyne tvrzeni. [ ]

11.5.4. Véta (elipticita positivné definitini kvadratické formy). Necht n € N a
0: R" — R je positivné definitni kvadraticka forma. Potom

e >0VheR": Q(h) > ¢|h|>.
Diikaz. Jest

n n
Q(h) = Zzaijhihj, h e R",
i=1j=1
provhodnaa;; e R,i,j e{l,..., n}, a tedy je zobrazeni Q spojité na R"”. Oznac¢me

S ={heR" ||all =1}

e =1nf{Q(h); h € S}.
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Reésend. (a) Necht [x, y, z] spliiuje rovnici z = x + arctg -%+. Pokud y =0,z = x a
pravé strana rovnosti neni definovana. Tedy y # 0. Jelikoz z — x = arctgz2;, je
Z—XE€ (—% %) Proto
=(z—x)tg(z—x)>0
(funkce u tgu je kladna na (—% Z).
Derivujeme-li rovnost z = x + arctg Z%x podle x, dostavame

Y1)
(z2—x)2+y2
Upravou obdrzime
@z =x)+ 92+ ) =@ =2+ >+,
tj. zx = 1 (diky pfedchozim tvahidm vime, ze (z — x)* + y? + y > 0).

(b) Necht [a, b] € R? spliiujici b > 0 je ddno. Uvazujme funkei f(z) = —z+a+
arctg z%a. Pak f je spojita na (a,o0) a spliuje lim; ., f(z) = 3, lim; 0 f(2) =
—oo. Existuje tedy ¢ € (a,00) splnujici f(c) = 0. Uvazujme nyni bod [a, b, c] a
funkci F(x,y,z) = —z + x + arctg ;%;. Pak F(a,b,c) = 0, F je tiidy C* na
néjakém okoli [a, b, c] a

oF b
abehy=—1-—2 <o
az (40 €) c—ap+b2 ~

Dle Véty 11.4.1 existuje pozadované okoli bodu [a, b, c] a piislusna funkce z. &

11.8.32. Priklad. Ukazte, ze existuji funkce v = u(x, y) a v(x,u) definované na
né&jakém okoli U bodu [1, 2], které jsouna U tiidy C*, spliujiu(1,2) = 0,v(1,2) =0
a plati pro né rovnice

xe' TV 4 2uv =1, ye' TV — “ = 2x.
14+v

Dale vypoctéte u'(1,2) av'(1,2).
Resend. Uvazujme bod a = [1, 2,0, 0] a funkci

F:lx,y,u,v]—~ [xe’”” +2uv —2,ye*7V — " —2x] .
1+v

Pak F(a) = 0, F je tfidy C* na n¢jakém okoli a a plati

8F1 (a) BFl (a) xeu+v + 27.) xeu"rU + 2u
8F2 an T u—v 1 oU—Y
Z2(a) Z(a) ye o V¢ + (1+v)2 [x,y.u,v]=[1,2,0,0]
1 1
1 -2

Jsou tak splnény predpoklady Véty 11.4.3. Existuje proto okoli U obsahujici [1, 2]
a V obsahujici [0, 0] takové, ze pro kazdé x € U existuje pravé jedno y = ¢(x) €
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V spliujici F(x,y) = 0. Ozna¢ime-li slozky ¢ jako u(x,y) a v(x,y), dostavaime
pozadované funkce tiidy C*° na U.
Derivujeme-li nyni vztahy

xe® TV 4 2uv—2=0
(11.32)

u
¥=v _ —2x =0
ye 1—|—‘U X

podle x, dostavame
TV 4 xe TV (uy + vy) + 2u v + 2uvy =0

ye' " (ux — vx) (ux(l +v) —uvy) = 0.

 (1+0)?
Po dosazeni [x, y,u,v] = [1,2,0,0] mame systém

Uy + 0y = —1

Uy — 20, = 2,

jehoz fesenim je ux(1,2) = 0avyx(1,2) = —1.
Zderivovanim (11.32) podle y dostaneme

xe" P (uy + vy) + 2uyv + 2uvy = 0

u—v

e’ 4+ ye" U (uy —vy) (uy(1 +v) —uvy) =0.

1
(1+v)?
Po dosazenf mame rovnice
uy + vy, =0

yy —2v, = —1.

Reéenije uy(1,2) = —% avy(1,2) = %
\ Proto u/(1,2) = [0,~3] a v/(1,2) = [-1, 3]. A

11.8.33. Priklad. Dokazte, Ze existuji funkce z(x, y), t(x, y), které jsou t¥idy C*
na néjakém okoli U obsahujicim [1, —1] a splnuji rovnice

1
WPty s? =0 xty+z-1-2=0,

spolu se vztahy z(1,—-1) = 2, ¢(1,—1) = 0.
Spoctéte z(1, —1).

Resend. Uvazujme bod a = [1,—1, 2, 0] a funkeci

1
F: [x,y,z,t]|—>[x2+y2—§z2—t3,x+y+z—t—2i|.



11.8. POCETNI PRIKLADY K FUNKCIM VICE PROMENNYCH 673

Pak F(a) =0, F je tif{dy C* naR* a plati

@) Yl@| |-z -3
AF OF -
@ ) b= aaenm12.0
-2 0
= =2.
1 -1

Jsou tak splnény predpoklady Véty 11.4.3. Existuje proto okoli U obsahujici [1, —1]
a V obsahujici [2, 0] takové, Ze pro kazdé x € U existuje pravé jedno y = ¢(x) €
V splnujici F(x,y) = 0. Oznac¢ime-li slozky ¢ jako z(x,y) a t(x,y), dostavame
pozadované funkce tiidy C* na U.

Derivujeme-li nyni rovnice

1
x2+y2—§zz—t3=0
x+y+z—-1t-2=0
podle x, mame
2x — 225 =311, =0
* * (11.33)
14+ 2zx—t =0.
Po dosazeni [x, y, z,t] = [1,—1, 2, 0] dostavame soustavu
-2z, =0
Zx —Ix = —1,
jejimz feSenim je z,(1,—1) = L atx(1,—1) = 2.
Zderivovanim podle y dostavame
2y — 22y =317, = 0
1 + Zy - ly - 0
Po dosazeni obdrzime z,(1,-1) = -1, #,(1,—-1) = 0.
Obdrzené vztahy znovu zderivujeme podle x, y a (11.33) podle y a dostaneme
2 —(2x)% — 22xx — 61 (1) = 3%t =0

Zxx —Ixx =0,

2 —(2y)* — 22yy — 6L(ty)* — 3t%tyy, = 0

Zyy —lyy =0,

—ZyZx — Z2xy — Ottty — 3%ty =0

Zxy —Ixy = 0.
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Po dosazen{ vyjde zxx(1.—1) = fxx(1,—=1) = 1, 2y, (1, —1) = 1,,(1,—1) = 1 a
Zxy(1,=1) = 1xy(1,=1) = 3. Tedy

1 1
2", =1): [h1, ha] Ehf + hihy + zhg.

11.8.34. Priklad. Ukazte, Ze rovnice

x=u+v2, y=u2—v3

definuji na jistém okoli bodu [3, 3] funkce u(x, y), v(x, y) tiidy C*°, které splnuji
u(3,3) =2,v(3,3) = 1. Spoctét zxy(3,3), pokud z = 2uv.

Reseni. Uvazujme bod a = [3,3,2, 1] a funkci
F:x,y,u,v]—~ [x—y—vz,y—u2+v3].
Pak F(a) =0, F je tf{dy C* naR* a platf

il
Gi@ Fr@| | -1 -2
oF: oF
W@ @ |2 3 s
-1 -2
= = —11.
—4 3

Jsou tak splnény predpoklady Véty 11.4.3. Existuje proto okoli U obsahujici [3, 3]
a V obsahujici [2, 1] takové, Ze pro kazdé x € U existuje pravé jedno y = ¢(x) €
V splnujici F(x,y) = 0. Oznacime-li slozky ¢ jako u(x,y) a v(x,y), dostavaime
pozadované funkce tiidy C* na U.
Vzhledem k tomu, Ze
Zxy = 2 (UxyV + Uy + Uy Vx + UVxy), (11.34)

potfebujeme vypocitat jednotlivé derivace u a v. K tomuto ti¢elu derivujeme rov-
nice
u+v?2=x
W —vd=y
podle x a podle y. Dostaneme tak systémy
Ux +2vv, =1

2uuy — 3v2vx =0

uy +2vvy, =0
2uuy — 3v2vy =1.

Po dosazenf mame

3 4 2
ux(3,3) = H,vx(3,3) = ﬁ,uy(3,3) = vay(3v3) =——.
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Dal$im derivovanim obdrzime soustavu
Uyx + 2050y + 200y, =0
25ty + 2Utlyy — 60UV, — 3070y = 0,
jejimz feSenim po dosazeni je

224 68
uyx(3,3) = m, ny(3,3) = —m.

Diky zaménnosti parcilnich derivaci miizeme dosadit do (11.34) aobdrzet zx,(3,3) =
l 2. Fs
11.8.35. Priklad. Necht C'-funkce u: R? — R spliiuje rovnici
Xuy — yuy = 0.

Zjistéte, jakou rovnici splituje na R? funkce u*(r,a) = u(r cosa,rsina), (r,a) €
R2. Vysledek pouzijte k nalezeni né¢jakého nekonstantniho feseni ptivodni rovnice.
Reseni. Pomoci Véty 11.2.18 mame

Uy = Uy COSU + Uy sina

u

R % N %

= uy(—rsina) + u,(r cosw).
Vyjadiime ux a u, a dostavame
* . *
—FUx = —T COSQU, + SINUU,,
ruy = rsinou, + cosau,,.
Pro r # 0 tak plati

—Uy = —cosau, + —sinau,,
r

s ] *
Uy = SINOQU, + — COSUU,,.
r
Tedy pro r # 0 plati
—_— —_— 1 —_— *
0 = xuy — yuy = rcosquy —rsinau, = ru,.

Tedy u} = 0 naR?\ ({0} x R). Jelikoz je u* tiidy C', plat9 tato rovnost na R?.
Nynf stadf zvolit funkei nezvislou na «, naptiklad u*(r,«) = r2. Pak u(x, y) =
x? + y2, [x, y] € R?, je nekonstantn{ fedeni zadané rovnice.
»

11.8.36. Priklad. Necht C?-funkce u: R? - R splnuje Laplaceovu rovnici
Uxx + Uyy = 0.

Zjistéte, jakou rovnici splnuje funkce u* (r, o) = u(r cos @, r sin @) namnoziné (0, 0o) x
R.



ResSeni:

1.

Oznaéme F(x,y) := x°+y®*—2xy a A := [1,1]. Existence a hladkost zadané funkce
plyne z Véty 1 — podminky ovérime vypoctem.

Prvné si uvédomime, ze F(A) = 0. Nésledné derivujeme:

ax
OF 9
g(x,y) = 3y~ — 2x.

Po dosazeni dostdvdme %(A) =1 # 0, a tedy jsou predpoklady Véty 1 splnény.
Déle Z(A) = 1.

Pro vypocet prvni derivace funkce y mtazeme dosadit do vzorce z véty, tedy

a‘y 6x (x fy(x))
G_(x) = -
X ay (x y( ))
_ 3 -29(x)
© o By%x) -2
Po dosazeni dostaneme y,(1) = y'(1) = —1. Pro vypoclet druhé derivace musime
derivovat:
@(x) _(6x — 29, (x))(3y2(x) — 2x) — (3x? — 2p(x))(6y (x)y.(x) — 2)
ox* (392(x) — 2x)

Po dosazeni

6+ 2)(3—2) —(3—2)(—6—2)

G op = -16.

yxx(l) ==

. Pruni dvé rovnice jiz uréuji funkce x(u, v) a y(u, v) definované na néjakém okoli

bodu [5, —7] — viz Véta 2. Zderivujme prvni dvé rovnice podle v (budeme pséat x
misto x(u, v) a x, misto —(u v), obdobné pro funkci y):

0 = QXIV + nyvl
1 = 2xx, — 2x,¥> — 4xyy,.

Dosadime-li za x a y, dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznamgych:

2 410
-6 -8|1

Resenim je

W =N =



Dobredefinovanost funkce z,, by plynula z Véty 2, kde bychom museli uvazovat
soustavu tri funkci o péti proménnych. Nicméné na to se nds uloha neptd. Deri-
vaci funkce z spoc¢itdme pomoci retizkového pravidla. Necht f(x, y) = log(y? —x?).
Pak z(x,y) = f(x(u,v),y(u,v)) a

Z(uv)_6f6x+6f8y_
VWL x dv - dy Oy
—2x 2y
=y2_ sz+y2_ 2yVI
kam dosadime jiz zndmd ¢isla (x =1,y =2, x, = —; ay‘,:%)
2 -1 41 2
o5, —T) == "2, * 2 _ 2
w0 M= 35 11273

. Zde mdme soustavu dvou funkci o 4 nezndmych, coZ mizeme zapsat treba takhle

(- - (0
Flx,y,2,1) := <x+y+z-t—2 ~\0/°

Chceme (samozrejmé) pouzit Vétu 2. Trividlné F[1, —1,2,0] = 0, a funkce F je
ziejmé hladkd az na padu (tj. F € G®(R*)). Zbyvd podminka s determinantem.
Pocitejmez:

%1(1,-1,2,0) %:(1,-1,2,0)

%22(1,-1,2,0) %2(1,-1,2,0)

-2 0
1 -1

—z —3t?
1 —1

240

z=2, t=0 ‘

Tedy existence vhodnych okoli a funkei z a f je zaruc¢ena Vétou 2. Navic jsou tyto
funkce nekonec¢né hladké.

Pro vypocet druhych derivaci je nejjednodussi zderivovat zadané rovnice. Nej-
prve podle x. Pro jednoduchost zna¢me z = z(x,y) a z, = z.(x,y) = g—i(x,y),
obdobné pro f a jiné parcidlni derivace. Dostaneme

ox — zz, — 3t’t, = 0,
1+2z, -t =0.
To je soustava linedrnich rovnic, vyresenim dostaneme

, _2x—3t2
324 7

T
V zadaném bodé pak (z(1, -1) =2 a t(1, —-1) = 0)
z.(1,-1) =1,
t.(1,-1) = 2.
Nds ale zajimaji druhé derivace, tedy pocditejme:

(2 — 6t1,)(32 + z) — (2 — 3t2)(6tt, + z2)
(3t2 + z)*

Zxx
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