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Uvod

Predmétem bakaldrské prace jsou limity funkel vice proménnych a jejim cilem je shrnuti
teorie o vlastnich limitach funkcl vice proménnych a rozsiteni tohoto pojmu o limity
nevlastni a v nevlastnim bodé. Text byl zpracovdn z ruznych zdroju, zejména ¢erpam
z (1], [4] a [6].

Bakalarska prace je clenéna do c¢tyt ¢asti. V prvni kapitole se zabyvam metrickymi
Podstatné je rozsiteni metrického prostoru o nevlastni body, které jsou duilezité pro limity
v nevlastnich bodech. Naplni druhé kapitoly je definovani pojmu limity a uvedeni vét
pojednavajicich o jejich vlastnostech. Dikazy jsou uvedeny jen k vybranym vétdam, ostatni
je mozné nalézt v uvedené pouzité litaratutre. Tteti kapitola je vénovana vypoctum limit.
V jeji prvnf ¢asti jsou uvedeny postupy pii vypoctech vlastnich limit a v druhé ¢asti jsou
feseny nevlastni limity a limity v nevlastnich bodech. Teorie je doplnéna o konkrétni
priklady, na které se aplikuji uvedené postupy. Posledni kapitola obsahuje tesené priklady,
které zavrsuji problematiku limit funkei vice proménnych.

Bakalarskd préce je vysazena systémem KTEX.



Limity funkci vice proménnych

Na zakladé znalosti limit u funkef jedné proménné jsme schopni vysetfit chovani funkénich
hodnot v pripadé, kdy se nezavisle proménna blizi k néjakému bodu X,. Diky limité
muzeme odhalovat spojitosti nebo nespojitosti funkci v urcitém bodé, definovat derivaci
funkce. Pojem limity funkef vice proménnych je v diferencialnim poctu stejné dilezity jako
limita funkce jedné proménné, ale podstatné komplikovanéjsi. U funkce jedné proménné
jsme se priblizovali k bodu vzdy v jednom smeéru, ale u funkei vice proménnych se lze
blizit k bodu Xy nekoneéné mnoha zpusoby (po primkédch, po paraboldch,...). Tyto a jiné
vlastnosti si ndzorné ukazeme na prikladech.

K definovani pojmu limity funkce n-proménnych potrebujeme s mnozinou R” zachazet
jako s metrickym prostorem. Zavedeme tedy na R™ metriku. Z toho divodu si ptipomeneme
zakladni poznatky z teorie metrickych prostoru.



Kapitola 1

Zaklady metrickych prostoru

Definice 1.0.1. Bud P nepréazdné mnoZina. Uspofddanou dvojici (P, p), kde p: Px P —
(0, 00) je zobrazeni, nazveme metrickym prostorem, jestlize pro véechna XY, Z € P jsou
splnény nésledujici axiomy:

(M1) p(X,)Y)=0& X=Y (axiom totoznosti)
(M2) p(X,Y)=p(Y,X) (axiom symetrie)
(M3)y p(X,Y)+p(Y,Z) > p(X,7) (trojihelnikova nerovnost).

Zobrazeni p nazyvame metrika na P, prvky mnoziny P nazyvame body metrického prostoru
(P, p), cislo p(X,Y) nazyvame vzddlenost bodu X, Y.

Nyni pripomenme nékolik metrik, které pozdéji pouzijeme pti definovani okoli bodu
v R™ Necht je P=R", X = (21, 22,...,2,),Y = (y1,¥2,...,yn) € R™.

Euklidovskd metrika: p2(X,Y) = />p (0 — ;)2
Souctovd metrika: pr(X,Y) =570 o — uil
Maximalni metrika:  poo(X,Y) = max{|z; —y| : i =1,2,...,n}

Pro metricky prostor (R™, ps) je zaveden ndzev euklidovsky prostor. V piipadé n = 2
odpovida vzdalenost po(X,Y) délce tsecky s krajnimi body X,Y v roviné (pro n = 3 je
rovna vzdélenosti dvou bodu v trojrozmérném prostoru).
Metricky prostor (R”, poo) budeme znacit symbolem E”.

Abychom mohli definovat ekvivalentnost dvou metrik, uvedeme nyni definici, kterd se
tykd konvergence posloupnosti bodu.

Definice 1.0.2. Rekneme, ze posloupnost {X,,}2° ; bodi metrického prostoru (P, p) kon-
verguje k bodu Xy € P, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje prirozené ¢islo ng takové, ze pro
kazdé n > no plati p(X,, Xo) < e. Rikdme také, ze posloupnost {X,,}2, je konvergentnf,
a znacime X, 2, Xo nebo X,, — Xg.
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Definice 1.0.3. Bud P mnozina, v niz jsou definovdny dvé metriky p, o tak, Ze mame dva
metrické prostory (P, p), (P, o). Metriky p, o nazyvdme ekvivalentni v mnoziné P, jestlize
pro libovolnou posloupnost bodu {X,,}5°; mnoziny P plati

X, % Xy e P pravé tehdy, kdyz X, > X, € P.

Metriky peo, p1 @ p2 jsou v R™ navzajem ekvivalentni.

Definice 1.0.4. Necht (P, p) je metricky prostor a X, € P. Okoléim bodu X, nazveme
libovolnou otevienou mnozinu O(Xj) takovou, ze Xy € O(Xy).

Ryzim okolim bodu X, rozumime mnozinu O*(Xy) = O(Xp)\{Xo}, kde O(Xjy) je oteviena
mnozina v (P, p) takova, ze Xy € O(Xy).

Definice 1.0.5. Bud (P, p) metricky prostor. Pro X € P,r > 0 definujeme:
uzavienou kouli se stredem Xy a polomérem r — K[ Xy, 7] = {X € P: p(X, Xp) < r},
otevienou kouli se sttedem Xy a polomérem r — K(Xy,7r) = {X € P: p(X, Xy) < r}.

Specidlné rozumime kouli K (X, ), kde € > 0, kulovym okolim O(Xg) bodu Xy metrického
prostoru (P, p). Kulové okoli bodu Xy, kde ¢ > 0, mizeme také nazyvat jako ¢ — okoli
bodu Xy. Ryzim kulovym okolim O*(Xy) bodu Xy budeme rozumét mnozinu

O*(Xo) = {X € R”, p(X, Xo) < e\ {Xo}, kde > 0.

Na zdkladé zvolené metriky ziskdme rizné druhy okolf. Napf. na mnoziné R? obdrzime
kruhové okolf, pouzijeme-li euklidovskou metriku. Ctvercové okolf ziskdme pii pouziti ma-
ximalni metriky. Pokud si vybereme souc¢tovou metriku, bude okoli bodu vypadat jako
¢tverec postaveny na jednom vrcholu.

Zvolime-li maximélni metriku, je okolim bodu Xy kartézsky soucin okoli jednotlivych
souradnic bodu Xg:

O(Xo) = (m1—c,x1te) X (Ta—e, 22+ 8) X+ X (Tn — &, 25 +€).

Uvedme jeste, ze bod Xy € P se nazyva hromadny bod mnoZiny M, jestlize pro kazdé
okoli O(Xy) bodu Xy plati (O(Xy) N M)\{Xo} # 0. Mnozina vSech hromadnych bodu
mnoziny M se nazyva derivace mnoziny M a znaci se M'. Izolovangm bodem mnoZiny M
rozumime bod Xy € P, jestlize existuje okoli O(Xy) bodu X, takové, ze O(Xo)NM = { X, }.

V nasledujicim textu budeme pottebovat spojitost funkce v bodé, proto si uvedeme
definici tohoto pojmu.

Definice 1.0.6. Méjme dva metrické prostory (Py,p), (Fs,0). Zobrazeni f : P, —o— P,
nazveme spojité v bodé Xy € Pp, kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro
viechny body X € Py spliujicf p(X, Xo) < & platf o (f(X), f(Xo)) < e.
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Je-li bod Xj izolovany bod metrického prostoru Py, pak kazdé zobrazeni f definované na
P, je v izolovaném bodé X spojité.
Nésledujici definice o spojitosti funkce je specidlnim piipadem definice 1.0.6.

Definice 1.0.7. Necht P je neprdzdnd mnozina. O funkci f : P —o— R fikdme, ze je
spojgitd v bodé Xy € P, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje & > 0 takové, ze pro vSechny
body X € P splaujici | X — Xy| < 6 plati |f(X) — f(Xo)| < e.

Rozsiteni metrického prostoru o nevlastni body

7. predchoziho textu zname naptiklad maximalni metriku v metrickém prostoru E”.
Nevyhodou je, Ze metricky prostor s touto metrikou neobsahuje nevlastni body, které bu-
deme v nasledujicim textu pottebovat. Proto k R pfidame dva nevlastni body +o0o0 a —oo.
Tim dostaneme mnozinu R*, do niz chceme zavést metriku, abychom dostali metricky pro-
stor.

K tomuto cili sestrojime néjakou konecnou redlnou funkci ¢ jedné realné proménné, ktera
je rostouci, spojitd a omezend v intervalu (—oo, +00). Takovou funkei je

X
X) — .
#(X) 11 [X]

Tato funkce je rostouct, spojitd, licha v intervalu (—oo, +00) alimy_, . ¢(X) = 1. Polozme
e(+oo) = 1, p(—o0) = —1. Nynf funkce ¢ zobrazuje R* na (—1, 1) a mnozinu R na (—1, 1).
Protoze je funkce ¢ prosta, existuje k ni inverzni zobrazeni v:

W) = =

Definujme nyni v R* metriku p* rovnici

p (XY = [p(X) — (V).

Ovérime vlastnosti, které musi podle definice 1.0.1 metrika spliovat. Axiom totoznosti
a symetrie je ziejmy. Trojihelnikova nerovnost také plati, protoze

(X)) = o(2)] = (X)) = o(Z) + oY) = oY) < [p(X) = oY) + oY) — o(Z)].

Nové nadefinovand metrika p* se nazyva redukovand metrika a v R je s metrikami
P1, P2, Poo €kvivalentni. Metricky prostor (R*, p*) budeme znacit E*.

Okoli bodu +oo v metrickém prostoru E* je otevieny interval (d,+oo), kde d € R,
a okolim bodu —oo rozumime interval (—oo, d).

Diky konstrukci rozsifeného metrického prostoru E* muzeme pracovat s me-
trickym prostorem E*" = (R*, p} = max{p*(x1,1), p*(x2,92), .-, p* (0, yn)}), kde
(w1, 20, 20), (Y1, Y2, .., yn) € RY.
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______________________________________ e
p*(X.Y)
PraxXY)
g
X Y
______________________________________ e

Obréazek 1.1: Graf funkce (X) = —X. Je zde zndzornéna vzdélenost bodi X, Y pomoci
THX]|
redukované a maximalni metriky.

Poznamka 1.0.1. Uvazujeme-li n-rozmérné kvddrové okoli nevlastniho bodu
(a, 400, —00) € R*, kde a € R, pak uvedené okoli bodu (a, 400, —o0) vypadd takto:
O((a, too, —00)) = {X € R¥;|v —a| < 61,y > ds, 2 < 03}, kde d; > 0,0, € R,

Druhou cestou, jak dostat metricky prostor rozsiteny o nevlastni body, je pfidani je-

diného nevlastniho bodu oo (nezaménovat s +oo) k mnoziné R™. Takto rozsifenou mnozinu
budeme znacit *R".
Abychom dostali metricky prostor na mnoziné *R”™, musime na této mnoziné zavést me-
triku. Pro jednoduchost nalezneme metriku k mnoziné *R = R U {oo}. Metriku v *R
zkonstruujeme ndsledujicim zptsobem: V prostoru R? (s metrikou py) sestrojime kruznici
k o rovnici o + 3% = 1 (soufadnice bodu v R? budeme znacit «, 3). Kazdému bodu X € R
pritadime bod na kruznici k takto: Spojime bod X € R pfimkou se ’severnim pdélem’
kruznice (0, 1). Tato pifmka protne & v bodé (0, 1) a v jednom bodé se soutadnicemi

a=AX, B=1-X (A£0)

Cislo A nalezneme z podminky (AX)? + (1 — A\)? = 1, kterd ndm dévé pro A kofeny 0 (ten
nds nezajima) a A = g 7 0. Bodu X tedy piiradime pravé tento bod («, 5):

2X X2 )
a*X2+1’ X241 ’

Naopak, je-li dan libovolny bod (a, #) kruznice k, rizny od bodu (0, 1), tzn.

a4+ pr=1, B<l, (1.2)
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Obrazek 1.2: Ukazka pritazeni obraza f(X), f(Y) € k bodim X,Y € *R.

existuje k nému praveé jeden bod X € R, pro ktery plati vztahy (1.1).
Dokazme toto tvrzeni. Necht jsou ddny «, 3 tak, Ze plat{ (1.2). Pak druh4 rovnice (1.1) je
splnéna prave tehdy, kdyz plati
X2qp1— 2 (1.3)
el :
(Tato rovnice vznikla Upravou kvadratické rovnice, z které jsme na zacatku dostali koreny
A, a dosazenim za A.) Déle prvni rovnice z (1.1) je ekvivalentni s rovnic{

(8
-3

Budeme-li tedy volit X podle (1.4), bude platit (1.1), jakmile jesté dokazeme, ze plati (1.3).
Ale z (1.4), (1.2) plyne

X = (1.4)

o +(1-p)% 2

2 _
A (- B

Dokézali jsme tedy platnost tvrzeni.
Sestrojme nynf zobrazen{ f mnoziny *R na kruznici k& v R? takto: Je-li X € R, bud f(X)
pravé bod (a, 8) € k, ktery je dan vztahy:

22X ﬂ7X2—1
X247 X241

o
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Pro nevlastni bod oo klademe f(o0) = (0,1). Tim je dano prosté zobrazeni *R na k. Nyni
definujme metriku *p v *R nasledovné: Pro dva body X,V € *R definujeme

P(XY) = p2(f(X), F(Y)).

Axiomy, které musi metrika *p podle definice 1.0.1 splnovat, plynou z toho, ze funkce f je
prosta a py je metrika. V R jsou metriky *p, p1, p2 a po ekvivalentni.

Metricky prostor (*R,*p) budeme znaéit symbolem *E. Okoli bodu oo v metrice *p je
(—00,—d) U (d, +o0), kde d je nezdporné redlné cislo.

Sestrojili jsme tedy metricky prostor (*R, *p). Analogicky se sestroji metricky prostor
(*Ra, *p2), *Ry = R? U {00}, kde budeme bodu (x,y) € R? prifazovat bod (a,3,7) na
povrchu koule a? + 3% +~? = 1, ktery vznikne prunikem pifmky prochdzejici body (z,y)
a (0,0, 1) s povrchem koule. Nevlastni bod oo zobrazime na bod (0,0, 1). Pro takto uréené
souradnice bodu (a, 3,7) plati:

2 5 2y x4t yr—1
o= ——-— :7’ = -
22 y? 10 2y 41 7 4y 41

Podrobnéjsi sestrojeni metrického prostoru (*Ry, *ps) lze najit v [4]. Podobnou tdvahou
lze sestrojit i metrické prostory (*R,,*p,). Metricky prostor (*R,,,*p,) budeme znacit
symbolem *E,,.

Poznamka 1.0.2. Kulové d-okoli O(o0) bodu oo € *R,, je mnozina O(o0) = {X €
*Ro; *pn(X,0) > 6},6 > 0, kde 0 = (0,...,0), a predstavuje doplnék uzdvéru n-rozmérné
koule K(0,0) v *E,, se stfedem v pocatku 0.

Na zakladé rozsiteni metrického prostoru o nevlastni body, muzeme v nasledujicim
textu pracovat s nejriznéj§mi metrickymi prostory, napr. E¥ = (R* x R* ph),
‘E? = ("R x *R,max{*p(x1,11),*p(x2,12)}), kde (z1,22), (y1,42) € *R?, nebo "E, =
(R? U {00}, *p2). Pokud budeme uvazovat metriku p(X,Y) = max{*p(x1,y1), p*(x2,12)},
muzeme pouzivat i prostor (*R x R*, p).



Kapitola 2

Limita funkce

2.1 Definice limity

Definice 2.1.1. Méjme dva metrické prostory (Py,p), (Fs,0), bod A € P, a zobrazeni
f: P, —o— P definované v ryzim okoli bodu A. Rekneme, 7e zobrazeni f md v bodé A
limitu rovnu L € P, a piSeme

Jim f(X) = L.

kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, ze

X e P,0<p(X,A) <d implikuje o(f(X), L) <e.

Definice 2.1.2. Necht mdme dva metrické prostory (Py, p), (P, 0), M C Py, bod A € P,

zobrazeni f : Pj —o— P, a necht bod A je hromadnym bodem mnoziny M. Rekneme, ze
funkce f md v bodé A limitu vzhledem k mnoZiné M rovnu L € Py, a piSeme

lim f(X) =L,

xMa

kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, ze

X eMO<p(X, A)<é implikuje o(f(X),L) <e.

Limitu funkce definujeme jako specidlni piipad definice 2.1.1 pro (Pp,p) = E*,
(P2, 0) = E*, kdy zobrazeni f je funkel (podobné lze formulovat definici limity v *E,,).

Definice 2.1.3. Rekneme, ze funkce f : R*™ —o— R* definovand v ryzim okoli bodu
A e R" ma v bodé A limitu L € R*, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L existuje ryz{
okoli O*(A) takové, ze pro véechna X € O*(A) plati f(X) € O(L).

Jestlize L € R, nazyvé se limita vlastni. Pokud je L rovna +o00, —o0 nebo oo, jde o neviastni
limitu. Bod A se nazyva limitni bod.

13
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Kromé zépisu limity limy_, 4 f(X) = L se muzeme setkat s nasledujicimi tvary:

nebo

Ty —0n

Priklad 2.1.1. Na zékladé konkrétniho vybéru okoli limitnitho bodu a limity definujte
nasledujici limity:

a lim x,y,z) =1

) (z,y,2)—(3,2,—1) f( y )
Resvem/:vNym’ zformulujeme pomoci konkrétni specifikace okoli bodu tzv. € — & definici
limity. Rekneme, ze funkce f(x,y,z) definovand v ryzim okoli bodu (3,2, —1) mé v bodé
(3,2,—1) limitu 1, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 takové, ze pro kazdy
bod (x,y,z) spliujicd |z — 3| < 4, |y — 2| < 4,z + 1| < 6,(x,y,2) # (3,2,—1) plati
|f($7y7z) - 1| <Eé.

b lim Y, 2) = +00
) (z,y,2)—(—1,0,3) f( y )
Resend: Rekneme, ze funkee f(x,y, 2) definovand v ryzim okolf bodu (—1,0,3) ma v bodé
(—1,0,3) nevlastnf limitu +oo, jestlize ke kazdému K € R existuje § > 0 takové, ze pro
kazdy bod (x,y,z) spliujici |x + 1| < 0,|y] < 0,|z — 3| < §,(x,y,2) # (—1,0,3) plati
[(z,y,2) > K.

Pozndmka 2.1.1. (o nevlastnich bodech) U funkce jedné proménné jsme se se-
tkali s nevlastnimi limitami (o kterych jiz byla fe¢) a s limitami v nevlastnich bodech
—o0 a +oo. Napt. Eulerovo éislo e je limita funkce (1 + %)I v nevlastnim bodé +oco:
lim, o (1 + %)m = e. V predchazejici kapitole jsme zavedli metrické prostory s ne-
vlastnimi body E*"* a *E,, které ndm umoznuji pocitat limity v nevlastnich bodech. Za-
mysleme se nyni nad pojmem nevlastniho bodu.

Nevlastnim bodem rozumime takovy bod, jehoz alespori jedna soutadnice je rovna —oo,
+00 nebo oo. Uvedeme piiklady nevlastnich bodt pro nasledujici prostory:

Rz : oo,

*R*: (00,00, 00), (00,2,0),(1,2,00),

R*:  (+00,0,1,—00), (+00, +00, —00, 1), (=00, 1,2,3),

R* x *R: (400,2),(—00,0),(1,00),

R* x *R* x R* : (+00, 00,2, —00), (0, 00, 00, +00), (—00, 3, 00, —1).
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A

Obréazek 2.1: Na levém obréazku je znazornéno okoli nevlastniho bodu (oo, 00) € *R2. Druhy
obrizek ndm ukazuje okoli nevlastniho bodu (+o0, +-00) € R*?.

V dalsim textu budeme také pouzivat zépis 112m f(z,y) = L a budeme tim myslet
T24y?——too
lim f(z,y) = L.

(,y)—o0

Priklad 2.1.2. Definujte nésledujici nevlastni limitu v nevlastnim bodé:

lim flx,y,2z) = —o0

(x,y,z)—*(+oo,1,—oo)

Reseni: Rekneme, 7e funkce f(z,y,7) ma v nevlastnim bodé (4oc, 1, —00) nevlastni
limitu —oo, jestlize ke kazdému K € R existuji 0 > 0,N € R takova, ze pro kazdé
(x,y,2) e R* kde x > N, |y — 1| < b,z < N ay#1,plati f(z,y,2) < K.

2.2  Véty o limité

Pro limitu funkce vice proménnych plati nékteré véty, které jsou obdobné vétam o limité
funkce jedné proménné. U vybranych vét bude uveden piislusny dukaz, ostatni nechavame
bez dukazu s tim, ze jsou vétsinou podobné jako u limit funkei jedné proménné.

Véta 2.2.1. Zobrazeni [ : (P, p) —o— (Ps,0) md v bodé Xy nejvyse jednu limitu.

Diikaz: Vétu dokdzeme sporem. Necht (P, p), (P, 0) jsou metrické prostory.
Predpokladejme, Ze zobrazeni f md dvé rizné limity L, L. Bud ¢ = %O'(L],LQ) > 0.
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Na zdkladé poznatku, ze limy_.x, f(X) = L;, existuje ryzi okoli Of(Xy) takové, ze
pro vsechna X € O7(Xy) platf o(f(X), L1) < e. Protoze limx_,x, f(X) = La, existuje
ryzi okoli O3(Xy) takové, ze pro vechna X € O3(Xy) plati o(f(X), L2) < . Polozme
O = (0f(Xo) N O3(Xy)). Pak O je také ryzf okolf bodu Xy a pro viechna X € O plati, ze

O'(Ll,LQ) S O'(Ll,f(X)) + O'(f(X),LQ) <gte=22= O'(Ll,LQ),

COZ je spor.

Veéta 2.2.2. Nechl limx_x, f(X) = 0, funkce [ je definovand v ryzém okoli bodu X, a
funkce g je ohranicend v tomto ryzim okoli bodu Xy (1. existuje konstanta K > 0 takovd,
ze |g(X)| < K v tomto ryzim okoli). Pak

iy f(X)g(X) =0.
Ditkaz: Necht ¢ > 0 a V(0) je ¢ — okolf bodu 0. Protoze funkce g je ohranicend, pak
k jistému okoli O(Xy) bodu Xy, existuje ¢islo k € R takové, ze |¢(X)| < k pro kazdy bod
X € O(Xp), X # Xo. Bud &1 = £. K &1 - okoli V;(0) bodu 0 existuje okoli O;(X;) bodu
Xy takové, ze pro kazdy bod X € O1(Xp), X # Xq je f(X) € V1(0), tj. | f(X)| < 1 (coz
plyne z predpokladu, ze limy_,x, f(X) = 0). Necht O5(Xp) = (O(Xo) N O1(Xp)). Potom
01(Xy) je okoli bodu X a pro kazdy bod X € Oy(Xy), X # Xy plati:

£

kk:a

|f(X)] <er, [g(X)| <k, cozimplikuje |f(X)g(X)| <erk =

Tedy f(X)g(X) € V(0) a plati limx_x, f(X)g(X) = 0.

Priklad 2.2.1. Urcete hodnotu limity

%y

lim ——.
(z,y)—(0,0) 2 + 2

Resend: Pokud zkusime do vztahu dosadit limitni bod, zjistime, ze dostaneme neuréity
vyraz %. Zadanou funkci proto rozlozime na soucin zfizz = xmﬁ/yz a polozime f(x,y) =
x, glx,y) = % Budeme se snazit pouzit vétu 2.2.2, ale musime ovérit, zda v tomto
prikladé plati vychozi podminky véty 2.2.2. Ziejmé plati

lim f(.y) = 0

(z,9)—=(0,

a [ je definovédna v ryzim okoli bodu (0,0). Nyni musime dokézat, ze funkce g(x,y) je
ohranicena.
Pro libovolné z,y € R je (Jz| — |y|)? > 0. Z toho plyne:

2 =2zllyl +y* >0 a 2|yl <2 +y>
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Predpokldddme-li nyni, ze (x,y) # 0, dostaneme po Uprave:

oyl 1
2y T 2
Ale
zllyl | xy gy
$2+y2* $2+y2 * g'x)y )
tedy pro vsechny body (z,y) # 0 je
9| <
I\ Y = 5

Funkce ¢ je definovana vsude s vyjimkou bodu 0 a je ohrani¢ena. Podle véty 2.2.2 je tedy

2
lim tY _
(z,)—(0,0) 22 + Y2

0.

Véta 2.2.3. (o limité slozeného zobrazeni) Necht existuje sloZené zobrazeni f o g,
necht plati limx_ 4 g(X) = B a zobrazeni f je v bodé B spojité. Pak

Jim, f(9(X)) = /(B).

Dikaz: Mdme dokdzat, ze ke kazdému okoli O(f(B)) bodu f(B) existuje okoli O(A)
bodu A takové, ze pro kazdé X € O(A)\{A} je f(9(X)) € O(f(B)).

Ze spojitosti zobrazeni f v bodé B vyplyva nasledujici tvrzeni: limx_ g f(X) = f(B).
To znamena, ze ke kazdému okoli O( f(B)) bodu f(B) existuje okoli O(B) bodu B takové,
ze pro kazdé X € O(B) je [(X) € O(f(B)). Dale k okoli O(B) bodu B existuje okoli
O(A) bodu A tak, ze pro kazdé X € O(A)\{A} plati ¢(X) € O(B). Pro X € O(A)\{A4}
je g(X) € O(B), atedy f(g(X)) € O(f(B)).

Nésledujici véta je podobna véteé 2.2.3, ale je v ni uvazovana nespojitost funkce g
v bodé B.

Véta 2.2.4. (druhé o limité slozeného zobrazeni) Necht g je definovdna v ryzim okoli
O*(A) bodu A, limyx_49(X) =B a g(X)# B pro X € O*(A). Je-li [ definovdina v ryzim
okoli bodu B o limr_ g f(T) = C, pak

Jim f(g(X)) = C.
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Véta 2.2.5. (o aritmetickych operacich s limitami funkci) Necht f,g jsou rediné
Junkce definované v ryzim okoli bodu A a ezistugi limity limx_4 f(X) = L; € R,
limyx_ 4 g(X)= Ly € R. Pak plati

Jim |70 = [Lal,

)1(124 <le(X) + ng(X)> =clq+ CQLQ, C1,Co € R,
I (f(X)g(X)) = LLa

J(X) L
lim (— = — e-li Loy £ 0.
Tato tvrzenf plati téZ pro nevlastni limity, maji-li pravé strany rovnosti smysl (tj. nevedou k neuréitym

vyrazim).

Véta 2.2.6. (o limitadch dvou funkci vyhovujicich nerovnosti) Necht existuji limity
limy_ 4 f(X), limx_4g(X), a necht v jistém ryzim okoli O*(A) plati f(X) < g(X). Pak

. <1
Jim (X)) < Jim g(X).

Véta 2.2.7. (o limité funkce seviené dvéma funkcemi)

Jestlize pro kazdy bod X 7z ryziho okoli O*(A) plati f(X) < g(X) < h(X) a zdroven

limyx_ 4 f(X) = limx_4 h(X) = ¢, kde c € R*, pak téz limx_ 4 g(X) = c.

Specidlne, kdyz |g(X)| < h(X) pro X z ryziho okoli O*(A) a limx_, 4 h(X) = 0, pak
limy_, 4 g(X)=0.

Véta 2.2.8. (o limité soutadnic zobrazeni f) Zobrazeni f : R* —— R™ definované
v ryzim okoli bodu A € R" md v daném bodé A limitu, prdvé kdyz v bode A maji limitu
vSechny souradnice zobrazent, a plati pak

(fl(X)7 o 7fm(X)) - ()1(124](1()()7 cee 7)1(124](771()())7

lim
X—A
pokud existuje alespon jedna strana tohoto vzorce.

Véta 2.2.9. (Heinova o limité) Zobrazeni [ : P —— Py definované v ryzim okoli bodu
Xo € Py md v bode Xy limitu rovnu L (tj. limx_, x, f(X) = L) prdvé tehdy, kdyz pro kazZdou
posloupnost { Xi}32,, Xk # Xo, Xi € Py, konvergugici k bodu Xy (tj. limg_oo Xx = Xo),
konverguje prislusnd posloupnost obrazu k bodu L (tj. limy_ f(Xp) = L).

Dukaz: Abychom dokézali tuto vétu, musime dokazat obé implikace.

=: Necht {X;}3°, je posloupnost takova, ze Xp # Xo, Xp € Pp,limy_o Xp = Xo.
Podle predpokladu k libovolnému okoli O(L) existuje okoli O(X,) takové, ze pro
X € O(Xo)\{Xo} plati f(X) € O(L). Déle k okoli O(Xy) existuje ko tak, ze pro k > ko
je X € O(Xyp). Protoze Xy # Xy, je pro k > ko také f(Xg) € O(L).
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<: Necht platf{ podminka a pfipustme, ze neplat{ limy_x, f(X) = L. Pak existuje okol{
O(L) takové, ze pro kazdé O(Xy) mizeme nalézt X € O(Xp)\{Xo} tak, ze f(X) ¢ O(L).
Muzeme tedy vytvorit posloupnost { Xy}, X # Xo, pro kterou Xy — Xo a f(Xg) ¢ O(L).
Coz je spor s tim, ze pro takovou posloupnost musf platit f(Xx) — L.

Poznamka 2.2.1. Posledni dvojice limit ve vété 2.2.9 znamena, ze v prislusném metrickém
prostoru plat{
lim p( Xy, Xo) =0 a lim o(f(Xy), L) =0.

k—oo k—oco

Priklad 2.2.2. Dokazte, ze funkce f(z,y,z2) = ;”;fy_zité ma v bodé A = (1,0,1) limitu
I —

N[ =

Resent: Funkce f(x,y,z) je definovdna v kazdém bodé prostoru R® kromé pocatku.
Piiklad budeme tesit pomoci Heinovy véty 2.2.9.
Necht X = (, Yk, 2k) a necht posloupnost {X}2° | konverguje k bodu A. Pak plati

lim z, =1, klim Y = 0, klim 2 =1,

k—oo

Tty — 21 limpgo e H limps oy — limp o 26 +1

klim f(Xg) = lim

koo 24 yR 22 Mg @7 A+ iMoo Y2 + limy_ oo 22
C140—14+1 1
Colto+1r 2

Véta 2.2.10. Je-li funkce f definovand v ryzim okoli bodu A o limx_ 4 f(X) = L > 0,
pak existuge ryzi okoli bodu A v némz f(X) > L.

Poznémka 2.2.2. (o postupné (dvojnasobné) limité funkce f(z,y) ve vlastnim

VVVVVV

jedné proménné, proto je vitdna kazda vlastnost, ktera nam pomuze ve vypoctech. Pokud
chceme dokazat neexistenci limity, pak ndm ulehéi praci postupné (ndsobné) limity.
Avsak musime dusledné odlisovat dvojndsobné limity od limity dvojné

lim  f(z,y) = L.

(m/y)_)(a’l 70’2)

Dvojnasobné limity maji tvar

a) lim [lim f(x,y)] = Lo, b) lim [lim f(x,y)] = La.

Y—a2 T—aq T—a1 Yy—ag
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Hodnotu postupnych limit funkce zjistime dvojim limitnim ptrechodem. V pripadé a)
vypocitame nejprve limitu funkce jedné proménné pro x — ay, pricemz druhou nezndmou
budeme uvazovat jako konstantu. Poté urcime zbyvajici limitu pro y — as. Z geometrického
hlediska to znamend, ze se bod (x,y) blizi k bodu (a;,as) po rovnobéZzce s osou x az do
bodu (ai,y), a pak po rovnobézce s osou y az do bodu (ay,as). Podobné se postupuje
i v pripadé b).

Nyni uvedeme dulezita tvrzeni tykajici se vztahu mezi dvojndsobnymi a dvojnymi li-
mitami.

e 7 rovnosti postupnych limit Lis a Loy neplyne existence dvojné limity L dané funkce
v bode A.

o [Lxistuje-li limita L (i nevlastni), nemusi existovat ani limita Lyo ani Loy, avsak
existuge-li L a existuje-li nékterd z nich (Liy nebo Loy ), pak se nutné musi obé rovnat.

o Fxistuyi-li vSechny tri limaty, pak nutné L = Lis = Loy.
o Urcovat limitu L funkce v bodé postupnymi limitami Lo, Loy md smysl jen tehdy,
je-li predem zndma existence L. To je vidy mozné, je-li to funkce spojita v okoli

vysettovaného bodu. Existuji-li Lo, Loy, avSak Lis # Lo, pak neexistuje limita
L (tj. rovnost postupnyjch limit je nutnou podminkou ezxistence dvojné limity).

Priklad 2.2.3. Rozhodnéte, zda existuje limita. Pokud ano, urcete jeji hodnotu.
522 — 3y
im @ —
(2.9)—(0,0) T2 + 22
Resent: O existenci limity rozhodneme pomoci postupnych limit:

Ba? — 3y Ba? Ba? — 3y? 32 3
fmlim 22 =Y im 2 5 limlim 2 Y iy Y 2
r—0y—0 2 + 2y2 2—0 2 y—0x—0 12 + 2y2 y—0 2y2 2

7 rozdilnych vysledki postupnych limit vyplyva, ze dvojna limita neexistuje (viz
predchazejici poznamka 2.2.2).

Véta 2.2.11. Necht B C A a Xy je hromadny bod mnoziny B. Existuje-li

lim f(X)=c¢, pakjetaké lim f(X)=c
x4x, xZx,
Véta 2.2.12. Necht A C R™, B C R” a necht Xq je hromadnyj bod A i B. Potom ndsledujici
dvé podminky jsou ekvivalentni:
a) existuje imita  lim  f(X) = ¢,
xPx,

b) existugi limity lim f(X)=c¢ a lim f(X)=rc
x4, xZx,
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Pokud si promyslime obé predchozi véty o limité na podmnoziné, dostaneme nasledujict
dveé kritéria pro neexistenci limity funkce:

e Necht B C A a Xj je hromadny bod mnoziny B. Neexistuje-li

lim f(X), pakneexistujeani lim f(X).
x& x, pES e

e Necht Xj je hromadny bod mnoziny B i C, kde B C A, C' C A. Necht existujf limity

lim f(X)=0b6 a lim f(X)=c aplati b#ec.

xEx, xS x,

Potom limita  lim f(X) neexistuje.
PESE

Necht funkce f je definovand v ryzim okolf bodu Xy = (xg,7s). Existence vlastnf
limity funkce f(x,y) v daném bodé X, znamend podle definice, ze vztah | f(x,y) — L| < ¢
plati pro vSechna (x,y) z ryziho okoli bodu Xy zcela nezavisle na tom, jakym zptsobem
se bod (x,y) priblizuje k bodu Xy. Bod (z,y) se tedy muze priblizovat k bodu Xy po
libovolné krivee y = ¢(x), prochézejici bodem Xy (napf. po poloptimkach vychazejicich
z bodu Xy nebo po paraboldch jdoucich bodem Xjg). Pritom funkce f(x,y) nemusi byt
v bodé Xy definovana. Pokud je limitni priblizovani k bodu Xy vazdno rovnic y = p(x),
pak limitu funkce f(z,y) v tomto bodé vypocteme dosazenim ¢(x) za y. Dale postupujeme
jako u limity funkce jedné proménné pro x — xp.

UvaZujeme-li systém takovyjchto krivek a vypoctend limita L je zdvisld na vybéru
krivky, potom limita v bode Xy neexistuje. Je-li vysledek limity pro ruzné kiivky y = o(x)
totozny, muze limita funkce f(x,y) v bodé Xy existovat. Nesmime zapomenout, ze staci
nalézt dvé ruzné cesty priblizovani k bodu Xy vedouci k riznym hodnotam I, a limita
funkece f(x,y) v bodé Xy neexistuje. Tento vypocet je tedy predevéim vyuzivan pro dikaz
neexistence limity funkce.

Neexistenci limity funkce dvou proménnych ve vlastnim bodé (xg, y) muzeme zjistit
zavedenim polarnich souradnic p, ¢ definovanych vztahy

xr = To+ pcosyp, Y =Yyo + psing,

kde p > 0 znamena vzdalenost bodl (xo,y0) a (x,y), ¢ € (0,27) je thel, ktery svira
spojnice téchto bodu s kladnym smérem osy .

Limita funkce neexistuje, pokud je hodnota limity zavisla na uhlu . Jestlize ale limita
nezavisi na parametru ¢, neznamend to, Ze limita funkce existuje (tzn. je to pouze nutna
podminka pro existenci limity).

Néasledujici véta udava postacujici podminku pro existenci limity po prechodu
k polarnim soutadnicim.
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Véta 2.2.13. Je-li L € R a existuje-li nezdpornd funkce g{(p) takovd, Ze

lim g(p) =0 a |f(xo+ pcose,yo+ psing) — L] < g{p)

p—0t
pro kazdé p z néjakého pravého ryziho okoli bodu 0 a kazdé ¢ € {0, 2x), pak

lim  f(x,y) = L.

(m,y)ﬁ(mo,yo)

Priklad 2.2.4. Rozhodnéte, zda existuje limita. Pokud ano, urcete jeji hodnotu.

) 2zy
a) lim 1 2
(zy)—(00) 2= + Y

Resend: Zavedeme substituci y = kz, k € R (pfiblizujeme se k bodu po pifmkéch s para-
metrem k) a z vysledku uréime, zda limita muZe existovat nebo neexistuje:

Lo 2kat 2k ok
eo0 22(1 k2) om0 11 k2 11 k2

Vysledek je zavisly na parametru k (tzn. priblizovani zavisi na cesté), z toho vyplyva, ze
dand limita neexistuje.

2
(zy)—(00) 2° +y

Resent: Nejprve zavedeme substituci y = kz,k € R, jako v minulém pifpadé. Pokud se

tedy k pocatku blizime po téchto primkach, plati

. kx® , kx

alc%x4+k2x2 :}E)%x?Jrk? =0
Pocétkem ale prochazi jesté piimka x = 0, kterou jsme neovérili. Snadno se zjisti, ze je
pro ni limita také rovna 0. I kdyz je limita spocitana pro vsechny primky prochazejict
pocatkem, ukazuje nam tento vysledek jen to, ze dand limita muze existovat. Zda existuje,
zjistime pti nédsledujici substituci y = k2%, k € R (jdeme po paraboldch). Plati:

. kxt .
I e e 70 pro Vi € RA{0}.

7 naseho vysledku je vidét, ze limita zavisi na zvolené cesté, a proto limita neexistuje.
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C lim (2% + 42 z?y?
) (l"yy)—>(070)( Y )

Reseni: Na zacatku provedeme transformaci do polarnich soutradnic:
. 2,2 . . 4 2 2 . 4 2 2
lim (ZL’2 +y2)z ¥ — lim [p2(COS2g0 s sm2 SO)]'D cos” psin® v _ iy (p2)p cos® psin® ¢
(Iﬁl/)_’(O?O) ,0—>07L p_>0+
2p% cos? psin? plnp
V poslednim kroku jsme vyuzili nésledujictho poznatku:

f=u"=e" =e'™  prokazdé f,u> 0.

Zbyva vypocitat hodnotu limity v exponentu. Vyraz upravime a pouzijeme L’Hospitalovo
pravidlo:

I 9 2 in2 ol — i 1 -
pir&( preos”psin”pln p) pir(% 0_14 pi%l+ (40~

. 2p°cos? psin? @ . pteos?psin? g
= lim = lim =

p—0t —4p p—0t —2

2 2 2 1
2 cos® psin plnp ‘f‘ . 2 cos® psin -
oS

Protoze vyraz | cos? osin® p| < 1 a tudiz
y % %

4

o
<= azaroven lim — =0,
2 p—0t 2

—p* cos? psin? o
2

plati podle véty 2.2.13, ze diléf limita je rovna 0. Po dosazeni do puvodn{ limity dojdeme
k vysledku:

lim (2 +¢° aly? 0
(%y)—>(070)( Y )



Kapitola 3

Metody vypoctu limit funkci

3.1 Vlastni limity

Pii poc¢itani limit funkei vice proménnych si pocéindme podobné jako u funkel jedné
proménné. Nyni si shrneme a ukazeme na piikladech pocetni postupy, které budeme
pouzivat.

¢ Pokud mame funkci spojitou v limitnim bodé, pak lze hodnotu limity ziskat pouhym
dosazenim bodu do funkéntho predpisu.

Priklad 3.1.1. Vypoctéte:
3 3
— 1
I A
(zy)—-(12) (T —y)
Resend: Do lomeného vyrazu dosadime bod (1,2):
Sy—xy* +1 2—-23+1
o, LU L 2P
e U racionalnich lomenych vyrazi nékdy pomuze, kdyz dané polynomy v citateli
a jmenovateli rozlozime a zlomek upravime tak, abychom se zbavili nezadoucich
vyrazu ve zlomku.

—9.

Priklad 3.1.2. Vypoctéte nasledujici limity.

2?2 — o2

I
) (wyy)lir(lm) x? — 3y + 3 — xy

Resend: Danou limitu vypoéteme rozlozenim polynomu v étateli a vytykénim ve jmeno-
vateli:

(x—y)lety vty 4

2 .2
lim 5 x y = lim = = —.
(=22 22 =3y +3x—ay (@y-xx—y) +3x—y) @y-22r+3 5

24
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2 4
b) lim zty)” —4
<m7y)_)<_17_1) Z + y + 2

Resent: K vypociténi limity je t¥eba rozlozit polynom v &itateli:

(x+y?—4 P G ) G )

lim —_—
(@y)—(-1-1) x+y+2 (zy)=(-1-1) rt+y+2

= lim x+y—2)=—4.
(m,y)—>(—17—1)( Y )

e U lomenych funkci, které obsahuji soucet nebo rozdil s odmocninami, vhodné
rozsitime.

Priklad 3.1.3. Vypoctéte:

, £\ x? 4 y? +1—1
lim

(2,4)—(0,0) x? + 92

Resend: Platf:

. vVeityr+1-1 , Vet +l—1y/x?+y?+1+1
lim 5 = lim 5 5 =
(z,1)—(0,0) 2?4y (z,)—(0,0) *+y a2+ y2 +1+41

%+ P !

lim = hm —.
(@)—=00) (22 + y2) (/22 + 2 + 1+ 1)  (y)—=(00) «/x2+y 141 2

e U nékterych funkef si muzeme danou limitu zjednodusit zavedenim vhodné substituce
(viz nésledujici priklad). Timto krokem prevedeme vypocet na urcéeni limity funkce
jedné proménné.

Pii dikazech o existenci ¢i neexistenci limity funkce pouzivame substituce

y=kr, kdyz z—0,y—0,

y=k(x —xo) +yo, pokud =z — o,y — Yo

nebo jiné. Tato metoda vypoctu byla pouzita pfi rozhodovani o existenci limity (napf.
u prikladu 2.2.4).

Priklad 3.1.4. Vypoctéte:

Vit —20+2-1
a) hm
(20)=(10) /22 4 y2 — 20 +2— 1

Resent: Ze zadan{ je vidét, 7e k odstranéni odmocnin nés piivede substituce & = 2% + 3> —
20+ 2. Ziemeé 22 + P —2x +2 = (x — 1)’ +y*+la(x—1)+y*+1 # 1 pro (z,y)
z ryziho okoli bodu (1,0). Po dosazen{ limitntho bodu zjistime, ze budeme pocitat limitu
pro t — 1. Pti tomto vypoctu je pouzita véta 2.2.4, kterd ndm umoznuje ziskat vysledek
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(nemusime zde ovérovat existenci limity jako napft. pii pouziti poldrnich soutadnic a véty
2.2.13):

, Vit =22 +2-1 -1 (=D +t+1)
lim = lim = lim =
@n)=00) Y22 p 2 —2r 21 =121 =1 (E=1)(+1)
. P4t +1 3
:hmii—.

t—1 t~|»1 2

2 +y(y — 1)?

b
) (@y)—(0,1) 22+ (y — 1)?

Resend: Tento typ pifkladu zkusime vypoécitat pomocf substituce y = kx + 1

?+yly—-172 | 4 (kx+ Dkx+1-1)% . 2%+ (kx + 1)k*z?
lim = = lim =
@y—-01 2+ (y—1)2  =-0 22+ (kx+1—1)2 20 2 + k2x?
(kDK 1+ K2
= lim = =1
z—0 1+ k2 1+ k2

V tomto ptipadé nelze pouzit véty o limité slozené funkce a z vysledku muzeme vyvodit
jen to, ze dand limita muZe existovat a rovnat se 1. Priklad tedy dopocitame zavedenim
polarnich souradnic x = pcosp,y =1+ psiny:

>+ yly —1)2 . pPeos? o+ p?sin p(psing + 1) PP pisiny
im 5 > — lim 3 SR = lim —————=
(zy)—(0,1) 22+ (y— 1) p—0T P cos? Y 4 pesin® ¢ p—0+ p
= lim (1 4 psin® ) = 1.
p—0T

Déale musime dokazat podminku véty 2.2.13, aby dana limita existovala:
|f(pcosp, 1+ psinp) — 1| = |psin® | < 2p, protoze |sing| < 1.

Pritom lim,_o+ 2p = 0. Dand limita existuje a je rovna 1. Z tohoto prikladu je vidét, ze
substituce typu y = kx bez vhodné dodatecné podminky dokazuji pouze neexistenci limity
(i prestoze se nyni vysledek shoduje, viz text na strané 21).

ellzlHw=2)ly _ |

lim
(zy)—(0,2) |x| + (y — 2)?

c)

Resent: Plati:

ellzlHw=2% _ 1 ellelHw=2)ly _ |
lim — =limy lim T
(@u)—=02) |x[+(y—2)2 =27 @u-02 [|lz[+ (v — 2)?ly

Priklad rozdélime na dvé ¢asti. Prvni limita je po dosazeni rovna 2. Druh4 limita se vypocita
pomoci substituce ¢t = [|z] + (y — 2)?]y a pouzitim L'Hospitalova pravidla. Je zfejmé, ze
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||+ (y — 2)? # 0 v ryzim okoli bodu (0, 2). Tato druh4 limita je podobn4 limité z prikladu
a), zde je vyuzita také znalost véty 2.2.4:

0

lim = lim ~lim— — 1.
(w)—-02) [[z] + (y—2)y =0 ¢ -0 1

el =2y _ ef—1 ‘O‘ el

Pokud oba vysledky sjednotime, dostaneme hodnotu poéitané limity:
ellel =2y _ 1

lim
(@y)—(02) |x|+ (y — 2)?

=2-1=2

e V jinych ptipadech je vyhodné provést transformaci do polarnich soutadnic, kde
vyuzivame véty 2.2.13 (viz priklad 2.2.4). U téchto piikladi se snazime zjednodusovat
funkce pomoci goniometrickych vzorci. Nejdulezitéjsi jsou tyto vzorce:

cos? w+ sin? p =1,
sin 2 = 2sin ¢ cos @,

cos 2¢p = cos? p — sin” .

Poznamka 3.1.1. Pokud podcitame limitu funkce tif proménnych, miuzeme vyuzit trans-
formaci do sférickych souradnic (stejné jako transformaci do poldrnich souradnic u li-
mity funkce dvou proménnych). Vztahy pro transformaci do sférickych souradnic jsou
nasledujici:

xr=1x9+ pcospsint, y=1yo+ psinpsind, 2=z + pcosv,

kde p udavé vzdalenost bodu (xg,v0,20) a (x,y,z) (sféricky polomér), ¢ je thel, ktery
svird pramét pruvodice (spojnice bodl) do podstavné roviny xy s kladnym smérem osy x
(azimutarni thel), ¢ je thel, ktery svira pruvodic s kladnym smérem osy z (sféricky thel).
Tuto transformaci lze vyuzit zejména pii dikazu neexistence limity, tj. kdyz ndm limita
vyjde zavisla na ¢ nebo 9.

Nyni uvedeme vétu pro existenci limity funkce po zavedeni sférickych souradnic, kterd
je obdobna veéte 2.2.13.

Véta 3.1.1. Je-li L € R a ezistuje-li nezdpornd funkce g(p) takovd, Ze

lim g(p) =0 a |f(xo+ pcospsindd,yo+ psinpsind, zo + pcosd) — L| < g(p)

p—0t
pro kazdé p z néjakého pravého ryziho okoli bodu 0 a kazdé ¢ € (0,27),9 € (0,7), pak

lim flx,y,2) = L.

(m,y,Z)—><$0,y0 720)
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Priklad 3.1.5. Vypocitejte:

ZL’2

li v
2) (z,y,z)lgéo,o,()) 22+ y? + 22

Reseni: Vypocet provedeme pomoci transformace do sférickych soutadnic:

lim x? i 0% cos? psin? ¥ B
(@9,2)—(0,00) T2 + Y2 + 22 p0t p2(cos? psin P + sin? psin? 9 + cos2 V)

cos? @ sin? ¥

= lim ——————— = lim cos? psin? ¥,
p—0* sin“ ¥ 4 cos? ¥ p—ot

Vysledny vyraz zustava zavisly na thlech ¢, 49, a proto dand limita neexistuje.

2 3 5 3
(z.y)—(00) x°+y

Resent: Pii vypoétu pouzijeme transformaci do polarnich souradnic x = pcos p,y = psin
2p% cos® ¢ + 5p?sin®

2 3 5 3
lim 2OV — " = lim p(2cos® p + 5sin® ) = 0.
(zy)—(0,0) 2%+ y? p—0t  p?cos? p + p?sin® p0t

Funkce |2 cos® ¢ + 5sin® | < 7 je ohranicend pro ¢ € (0, 2r). Podle véty 2.2.13 tedy plat,
ze
2 3 5 3
lim oy =

0.
(z,9)—(0,0) 22 + y?

2 .2
o) lim Y
(z.0)—(0,0) 2 + y?

Resend: Piiklad vypoditdme pomoci poldrnich soufadnic & = pcos ¢,y = psin ¢

x? —y? 2(cos? p — sin? @)

: P . ) .
lim = lim = lim (cos® © — sin .
(@y)—(00) 2% + Y2 o0t p2(cos? ¢ + sin® p) p_>o+( ’ 2

Vysledek je zavisly na parametru ¢, a proto dana limita neexistuje.

e Nasledujici typové limity nam mohou v nékterych prikladech znacné zjednodusit
vypocet (tvrzeni plati s predpokladem limyx_x, f(X) = 0 a f(X) # 0 pro X
z vhodného ryzitho okolf bodu Xp):

. osin f(X)
e S R
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oy B
A T
i ln(l +f(X)) .
X—Xp f(X) Y
i () - 7)) =0,

. ) X — ok
Xh_)rr)l(o[lJrk f(X)]T® =¢e" ke R

Priklad 3.1.6. Vypocitejte:

. tg (l’ — 4)2 — y2
a) lim
(m,y)—>(470) $2 (:C _ 4)2 _ y2

Resend: Budeme chtit vyuzit zminénych typovych limit:

Sl — 4)2 _ 12 —A)2 _ 2
lim tgviz ) vy _ lim tg v{z ) v lim

)~ (40) 224/ (2 — )2 — 12 @—(40) Sz — A2 — 2 (ww)—(40) 22
y y

Nyni rozlozime priklad na dvé ¢asti. U prvniho vztahu vyuzijeme typovou limitu
z predchoziho bodu. Protoze plati, ze

tg /(x — A2 _ 2
lim (x —4)2—9y?2=0, pak lim VA il =1

(2,9)—(4,0) (2)—(40) /(x — 4)% — 12

Ted zbyva vypoditat posledni ¢ast soucinu:

lim — =—.
(z,)—(4,0) 22 16

7 téchto diléich vypodctu jiz vyplyva vysledek nasi limity:
. tg/(x—4)2—y2 1
lim = —.
e =(40) 22\ /( — 42 — 32 16

4
b) lim (1—-y+z)=v
) (w,y)—>(575)( Y )

Resent: Piiklad vyfesime na zdkladé poznatkii uvedenych v minulém bodé:
lim (1+x—y)z%y: lim (1+x—y)z%y4
(z,y)—(5,5) (z,y)—(5,5)
Protoze plati

1
lim (r—y)=0, pak lim (I1+x—y)=v =e.
(m,y)—>(575)( v) P (l"yy)—>(575)( v)
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Na zakladé uvedenych skutecnosti je ziejmé, ze

4
lim (1 —y+x)ev = e
(l"yy)—>(575)( Y )
e Pii vypoctech se snazime funkce ruzné algebraicky upravovat, abychom napt. dostali
soucin dvou limit, kde jedna je limitou funkce jedné proménné a druha zjednodusend
limita funkce vice proménnych. Soucin dostaneme nésledujici Wpravou:

9(X)

U limity funkce jedné proménné si muzeme vypomoci L’Hospitalovym pravidlem
nebo jinymi tpravami, které u funkef vice proménnych pouzit nemuzeme.

Priklad 3.1.7. Vypocitejte:

9 |||y |+ 2|
lim <1 4 —> |
(2,5,2)—(0,0,0) 2] + [yl + |2

Resent: Zavedeme substituci ¢t = |x| + |y| + |2| a pouzijeme vétu 2.2.4. Ziejmé je |x| + |y| +
|2| # 0 v ryzim okoli bodu (0,0, 0):

5 el ol 121 ~N
(1 2 (2 e
(2,9,2)—(0,0,0) lz| + |y| + |2 t—0 t -0

7Zde musime vypocitat limitu vyrazu v exponentu, a poté dosadime vysledek zpét.
Ve vypoctu této diléi limity pouzijeme L’Hospitalovo pravidlo:

2 In (142 2 2t
lim {tln <1 +—>} =10 o0 :limw = ‘f‘ = lim

t—0 1 1 % t—0 ¢+ 2
Pokud dosadime tento diléi vysledek do predeslé limity, dostavame:

5 e+l +2]
lim <1+—> =e’ =1
(2,5,2)—(0,0,0) 2] + [yl + |2

0.

e U dloh, u kterych potrebujeme ovérit neexistenci limity funkce, vyuzivame zna-
lost{ postupnych limit z pozndmky 2.2.2. Ddle muzeme pouzit i substituce typu:
y = k{x — 20) + yo nebo y = kx?, o kterych jiz byla fec.

Priklad 3.1.8. Presvédcte se o existenci nebo neexistenci nasledujici limity:

) xr— 2y
lim .
(z,4)—(0,0) 3x + Yy
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Resend: V této tloze vyuzijeme znalosti postupnych limit:

lim {lim T 2‘”} im =2

y—0 |2—0 31 + Y y—0 Yy

. . T — 2y . T 1
lim [lim = lim — = —.
z—0 |y—0 3;[' + Y r—0 31‘ 3

7 nerovnosti vysledku postupnych limit vyplyvéa neexistence dané limity.

3.2 Nevlastni limity a limity v nevlastnich bodech

e V prvni ¢éasti tohoto paragrafu se budeme zabyvat limitami v nevlastnich
bodech. Definice takové limity byla jiz uvedena v diivéjsim textu a nyni se
zamyslime nad jejim vypocétem. U limit v nevlastnim bodé nemuzeme pouzivat
napf. transformaci do polarnich soutradnic, kterd nam u limit ve vlastnim bodé
casto usnadnila vypocet. Vhodnou substituci ale mizeme limitu v nevlastnim bodé
prevést na limitu ve vlastnim bodé, u které muzeme vétu tykajici se poldarnich
soufadnic 2.2.13 pouzit.

Poznamka 3.2.1. Nejprve se dohodneme na oznaceni, které budeme pouzivat.
Limity typu

lim f(—,—), kde M{(u,v) € R?*:u>0,v<0},

(u,v)]\—/{(0,0)
11
lim f <—, —> .
(u)” 2 <%0,0) u v

Tento tvar zdpisu budeme vyuzivat predevsim u limit v nevlastnim bodé. Pti pocitani
prikladi, budeme psdt symboly umisténé nad sipkou jen u prvni limity a dale budeme
pouzivat standardni zapis s tim, ze uvazujeme stdle uvedenou podminku na zacatku.

budeme zapisovat takto:

Nyni ukdzeme na vybranych typech limit funkef dvou proménnych, jak mtzeme obejit
vypocet limity v nevlastnim bodé:

i fey) - hm()f(l 3>,

9
()= hooteo) ()" 2> u' v

1
lim f($7y) — lim f <$7 _> )
a,0) v

(z,y)—(a,+o0) (2,0)"2°(
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lim r,Y) = lim — =,
(2,y)—(+o00,—0) f( y) (u,v)u>0—’§)<0(0,0) f <u U)

1
lim f($7y) — lim f <_7y> )
(0p) \U

(z.)—(0.) ()2

lim  f(z,y) = lim / <l,l> ;

() =(00,00) (u,v)uﬂ)—’i)#O(O,O)

lim  f(z,y)= lim )f <CL, l) :

(ra)=amec) (20) 5 v
u v
li — [
P oo flo) (w)—(00) / (u? + 02" u2 + v2> ’
u v
hm x’ j— hm , .
22423 oo Jew (u,0)"3"(0,0) I <U2 + 02 u? 112)

Pozndmka 3.2.2. Posledni{ dva vztahy si muzeme ovérit tak, ze uvazime rovnost
2 .2 1
e ol

7 uvedenych vztahu pro vypocet limity v nevlastnim bodé dokazeme:

lim  f(x,y)= lim f <x, l) = L.
a,0)

(z,y)—(a,+00) (2,0)"2°(

Dukaz: =: Mé&me lim, ) (at00) f(2,y) = L a necht O(L) je libovolné okoli bodu
L. 7 definice limity existuje 6, > 0,02 € R tak, ze pro 0 < |x —a| < 1,y > é je
f(z,y) € O(L). Z toho y = + > é atedy pro v < dp,v > 0a 0 < |xr —al < 0; je
f(x, %) € O(L). Celkove plati hm(z,v)”io(a,o) Sz, %)=L
<: Necht je lim@’v)gomyo) S (x, %) = L a O(L) je libovolné okolf bodu L. Existuje tedy
01 > 0,02 > 0 tak, ze pro 0 < |z — a| < d1,v < b je f(x,%) € O(L), takze pro % =y > é

a0<|x—al <o je fx,y) € O(L). Tedy limg y)—a,100) f{2,y) = L.

U takto upravenych limit mulzeme pouzivat pocetni postupy, které byly uvedeny
v predchozim textu o vlastnich limitach (jak je vidét v nasledujicim prikladu).

Priklad 3.2.1. Vypocitejte nasledujici limity v nevlastnim bodeé:

a) lim (14 2% T

(2,y)—(00,00)
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Resend: Protoze musime vypoél'tat limitu v nevlastnim bodeé (0o, 00}, prevedeme tento bod

na vlastni pomoci substituce x = ,y = w kde u #£ 0,v #£ 0:
7.L2’U2
lim (1 +a?p)= = | < ! )”“
im z? v = im .
(2,)—(00,00) y () 700,09 uv?

Nynf zavedeme poldrn{ soufadnice: u = pcosp,v = psinp, kde ¢ # k3, k € Z:

2,2 84 cos2 @ sin2 @

. 1\ o252 . 1 (eos? phsin? @) o
lim 14+ > = lim 1+ 3 :‘oo‘:
(u,v)u¢%¢0(070) U“v pwﬂj(ﬁ pPFCos” psin”

02 cos? psin gpln(ler)

= lim e
p—0t

Nyni stacd spocitat limitu exponentu a dosadit do vyrazu. Pri vypoctu pouzijeme
L’Hosptitalovo pravidlo:

1
p2 cos? wsin? @

1 In (1 + p4cosztasin2ga> o0
lim p? cos? psin®¢-In {1+ — = lim — ‘_‘ -
p—0F p* cos? psin® p—0F

2p? cos? p sin® gp

= lim = 0.

p—0t 1+ pt cos? psin?
Aby vysledek platil, musime ovérit podminku véty 2.2.13:
2p? cos? psin® ¢
ptcos? psin® p + 1

‘ < 2p% pricemz lim 2p* = 0.

p—0t

Dilél vysledek uz miuzeme dosadit a dostaneme:

lim (1+xy)2+92*6—1
(z,y)—(00,00)
2, 2
b) lim xlli
(2.9)—(+00,—00) 24 + 14
Resend: Chceme vypoéitat limitu v nevlastnfm bodé, proto pouzijeme substituci
na prevedeni nevlastniho bodu na vlastni: z = i, Y= %, uw>0,v<0:

1 1

lim vy = lim W ! v = lim —U2U2(U2 i U2).
(2,9)—(+00,—00) xt + y <u7v)u>0_,§)<0<070) 1 1 (u,v)—(0,0) vt ud

4 "4

Uu (Y

V dalsim kroku zavedeme polarni souradnice u = pcosp,v = psing :
lim u?v? (v? + u?) — lim p° cos? p sin? p(sin? ¢ + cos? p) :
(u)—(0,0) vt + ul p—0t p*(cost ¢ + sin’ )
p* sin®(2¢)

= lim =0
p—0t 4(sin® ¢ + cost )
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Podle véty 2.2.13 je limitni proces v potadku, protoze

2qin2(2
.p4sm (2¢) < p2 a zdrovenn  lim p2 = 0.
4(sin® ¢ + cos* ) o

e Pokud chceme pocitat nevlastni limity nachédzime podobné problémy, jako u limit
v nevlastnich bodech. Protoze lomeny vyraz ‘ﬁ‘ = 0, muzeme danou limitu upravit
tak, abychom dostali limitu vlastni. Postup upravovani je zfejmy z nasledujici véty.

Véta 3.2.1. Ezxistuje-li okoli O(A) bodu A € R™ takové, Ze pro vSechny body X €
O(A), X # A je f(X) >0, resp. f(X) <0, pak

. . . I
)1(124 f(X) = +oo, resp.— o0, pravée kdyz )1(1_r{1A W =0.

Limita prevracené hodnoty funkce je tedy vlastni a muzeme pocitat podle jiz znamych
vét (napr. véta 2.2.13). Na konci vypoctu se ale musime vratit zpét k nevlastni limité
a dokdzat, zda funkéni hodnoty f(X) jsou v okoli limitntho bodu kladné nebo zdporné.
Na zakladé tohoto rozboru ziskame vysledek +o00 nebo —oo.

Poznamka 3.2.3. K tomu, abychom vysetrili existenci nevlastni limity funkce po zaveden{
polarnich (resp. sférickych) souradnic, musime k vétam 2.2.13 a 3.1.1 pridat nésledujici
dodatek:

Jestlize existuje nezdpornd funkce g(p) takovd, Ze

lim g(p) = +oo0 a f(zo+pcosp,yo+ psing) > g(p) (resp. < —g(p))

p—0t
pro kazdé p z néjakého pravého ryziho okoli bodu 0 a kazdé ¢ € {0, 2x), pak

lim  f(z,y) = +oo (resp. — o0).

(z,y)—(z0,y0)

Obdobna véta plati i pro sférické soutradnice.

Priklad 3.2.2. Vypocitejte tyto nevlastni limity:

1
lim
@—1,1) (x — 1)2 + (y — 1)2

a)
Resend: Vypoéitame limitu pievrdcené hodnoty funkce. Pouzijeme transformaci
do polarnich souradnic x =1+ pcosp,y =1 + psin¢:

lim x— D%+ (y— 1)?] = lim p?(cos® ¢ + sin® ) = lim p? = 0.
o8, [(x—1)% + (y— 1) lim p*(cos® @)= lim p
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Dostatecna podminka pro existenci limity z veéty 2.2.13 je zfejmé splnéna a v ryzim okol{
bodu (1, 1) je funkce kladnd, plati celkem:

1
lim =
(@y)—(11) (x — 1)2+ (y — 1)2

+00.

— 1
b) lim x+yz—xy+
(2.,2)=(0.0.0) \ /22 + 42 + 22 + 1 — 1

Resend: Protoze ze zadéanf pifkladu ocekdvame, ze dand limita je nevlastni, vypocitdme
limitu prevracené hodnoty funkce. U této limity staci dosadit limitni bod:

lim

V2 +yP+2+1-1 [0
(ua)=000) T Hyz—ay+1

7 -0

Protoze lomeny vyraz uvniti limity je v ryzim okoli bodu (0,0,0) kladny, je podle véty
3.2.1 zadand limita rovna +oo.



Kapitola 4
Resené piiklady

Vypocitejte ndsledujici priklady podle postupt uvedenych v predeslé ¢asti textu:
1.
3_ .3
(z0)—(22) 2t — y!
Resend: Tento typ pifkladu vyfesime pomoci rozkladu polynomi v étateli a jmeno-

vateli:
3 .3 _ 2 2
lim x4 y4: lim (x2 yg(x Ty ty) =
-2 2t =yt @w—22) (22 +y?2) (@ —y)(r +y)
(#*+zy+y?) 3

= lim = -

@y)—22 (2?2 +y*)(e+y) 8

I In(x + e¥)
im @ —
(@y)=(10) /22 + y?
Resent: Uvedend funkce je spojitd v bodé (1,0), proto sta¢f limitni bod dosadit
do lomeného vyrazu:
. In(x + e¥)
lim ——= =1n2.
(zy)=(10) /22 + 32
3.
3(x? + y?)

lim
(zy)—00) /2?2 +y2 +4— 2
Resend: Lomeny vyraz usmérnime a po zkridceni vyrazii dosadime limitni bod
do vzniklé funkce:

I 3 +y°) 222
1m . _
w)=00 /22 + 2+ 4 —2 2+ +A+2
\/27 2)
lim Sty Vet A = hm erQle

(2,9)—(0,0) x2 -+ y? (=,

36
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. 20—y +1
lim
(z,9)—(0,0) % + 22y + 2y?

Resent: Polarni transformace x = pcos ¢,y = psin ¢:

20 — 1 2 — psi 1
lim Tyt = lim peos g ps.lngp + —— = to0.
()—(0,0) 2 + 22y + 2y%  p—0t p?(cos? p + 2cos psing + 2sin® )

Protoze je vysledkem +o00, vypoéitame limitu prevracené hodnoty (zde postaci do li-
mity dosadit limitn{ bod):

lim
(zy)—0,0 2x—y+1

x2+2xy+2y2‘9‘0
=7 =0

Funkce uvnitt limity je v okoli bodu (0,0) kladnd, proto podle véty 3.2.1 plati:

) 2v—y+1
lim —
(z,)—(0,0) 22 + 22y + 2y?

+00.

T et
12+y21>0_,§/>0+oo x2+ Ty + y2

Resend: Pro tento typ limity v nevlastnim bodé zndme substituci: = T Y =

——,u > 0,v>0:

u? +1)2 9

Qu—

, 20—y , v (2u — v)(u? + v?)
hm T hm m = hm 5 5 .

12+y21>0_’§’>0+oo =ty ty (u,v)u>0—’§)>0(0,0) (w2 +02)2 (u,0)=(00)  u”+uv+wv

Nyni aplikujeme polarni souradnice u = p cosp,v = psinp, ¢ € (O, g) :

_ 2, 2 o
lim (2u —v)(u® +v°) lim p(2 cos p — sin @)

= =0.
(u)—(0,0) U2 + uv + v? p—0t 1+ cospsin

Vysledek plati, protoze

) L
pl2eoso =Smo)| ) droveri Tim 2p — 0.
1+ cospsinyp e

lim LS
(zy)—(23) x +y—295
Resent: V tomto pifpadé polozime y = k(x — 2) + 3 pro x — 2:
y—3 . k(x — 2) . k k

li 2 ] _ o
<r,y>1£>r<12,3>x+y—5 ml—>r%l’+k(l’—2)—2 ekt 1 kil

Limita ndm vysla zavisld na parametru k, proto neexistuje (limitni priblizovani je
zavislé na vybrané cesté).
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7.
. 23y
lim
(2y)—(0,0) 22 + 2
Resent: Substituce x = pcos ¢,y = psin g
lim ﬁ = lim PP cos” psin” o = lim p* cos® psin® p = 0.
(@y)=(00) 12 +y?  po0+ p2(cos? p +sin® ) p—0t
Protoze plati
‘43.3‘<4 ; A lim ot — 0
pcos” psin® | < p° - azdroven  lim p :
p—0
tak podle véty 2.2.13 je vysledkem:
3,3
lim —Y
(@,9)—(0,0) 2% + 2
8. Proa € R:

1\ =ty
lim 14—
(2,9)—(+00,a) x
Resend: Plati:
%2 o
hm <1 + l) o e hm |:<1 + l) :| i — elim(zyy)ﬁ(jLooya) [ﬁ ln(1+%)z].
(2,y)—(+o0,a) x (z,y)—(+o0,a) x

V poslednim kroku jsme limitu presunuli do exponentu a pouzili nasledujici vztah:
f=u’=e" ="  pro kazdé  f,u > 0.

Zde limitu soucinu rozlozime na soucin dvou limit a spoc¢itame je oddélené. V prvnim
pripadé pouzijeme substituci x = i, u>0:

1
L 1
) lim T lim e =

= lim =1
@)—(+00) T+ Y (0w =+ (=0 1 +uy

Druhou limitu funkce jedné proménné vypocitame po algebraické tprave
L’Hospitalovym pravidlem:

1 x
R ) B e R )
X

r— 400 r—+00
Nyni staci vypocitat limitu vyrazu v exponentu a dosadit zpét:
1 -2
1 m(1+1) o ey (777
an L) o), T
x

p— O- p— 1. p— 1. e —
0 ool = I =7 A

lim zln
r—400

D)
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Po zpétném dosazent se dostaneme k vysledku druhé limitu v soucinu:

In lim emln(H%) —Ine'.

r—400

Celkovy vysledek je

1 — 2 2
lim cos(z? + y*)
(w)—00 (2?24 y?)?

Reseni: Provedeme dpravu lomeného vyrazu:

. 1 — cos(z? + y?)
lim =

(zy)—(00) (2% + y?)?

— lim 1 1 —cos(z® +y°)
(2,9)—(0,0) (2% + y?)? 2+ g2

Nyni vypocitdme dilef limity. Protoze ocekdvame, ze limg, ) (0,0) @ je nevlastni,

spoc¢itame limitu prevracené hodnoty funkce (véta 3.2.1):

lim (2?2 +4%) = 0.
(r,y)—>(070)( v)

Protoze funkéni hodnoty jsou v okoli bodu (0,0) kladné, plati:

1
lim — 5 — 1t a také lim g — 100
() —(0,0) 2 + Yy (z,)—(0,0) (22 + y?)

Pokud vyuzijeme platnosti

1— X
lim cos f(X)

P W ) pokud Xh_{f)l(o J(X) =0,

pak nam vysledna limita vyjde:

1 — 2 2
lim cos(x? + y?) e
(zy)—(00) (22 +y?)3

10.
) sin [(z — 1)2+y2+z2]2
lim
(2w.2)—(100) (@ —1)2 + y? + 22
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Resend: Abychom se zbavili neuréitého vyrazu v limité funkce t¥ proménnych,
vyuzijeme nasledujictho vztahu (viz teorie vypoctl limit):

lim SRS

dm oy b pokud Xh—>n)l(0 f(X)=0.

Protoze [(z — 1)2 + y? + 22]* # 0 v ryzfm okolf bodu (1,0, 0), platf:

) sin[(x — D% + 2 + 22]2
lim =
(@0.2)—(100) (@ —1)2  y? + 22
sin[{(z — 1) +y? + 22]2

=0-1=0.
[((x = 1) + 2 + 227

= lim [(z— 1)+ y* + 27 -

(z,y,2)—(1,0,0)

7 platnosti lim, , 100 [(x — 1)2 + 3* + 22 = 0 plati nami vypocitany vysledek.
11.

lim (3 — /9 — |z| — |y|) sin(32? + 33?)

(z.9)—(0.0) 2| + lyD(® + y?)

sin(322+3y2)

BT 57 1 (viz minuly

Resent: Pii vypoctu vyuzijeme toho, 7ze limz ) —(0,0)
piiklad):

. (3—=+/9 — |z| — |y]) sin(32* + 3y°)
lim
(2,4)—(0,0) 2(|x] + [y (22 + y?)
. 3(3 =9 — x| —|yl) . sin(3z” + 31°)
— hm . hm 3 5 .
(2,9)—(0,0) 2(|x| + |y|) (xy)—(0,0) 322+ 3y

Nynf vypodcitdme prvnf limitu. Zavedeme substituci t = |z| + |y| pro t — 0 (pfi sub-
stituci vyuzivame znalosti véty 2.2.4) a uplatnime L’Hospitalovo pravidlo:

= lim

=040 ¢

lim

33—vI—1) |0 3
t—0 2t B

o]

Plati tedy:

1
(2.0)=(0.0) 2(]x| + |y|) (22 + y2) 4 4

lim (3 — /9 — |z| — |y|) sin(32? + 3?) . I

12. , ,
lim t Y
(@y)—(2,3) (2% + y? — dx — 6y + 13)?
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Resent: Substituce: x = 2+ pcos,y = 3 + psin ¢
lim vy =
(zy)—(2,3) (22 + y? — dx — 6y + 13)?
lim (24 pcos)® — (3 + psin p)? B
p—0t [(2+ peosp)(pcosp —2) + (3 + psing)(psing — 3) + 13)?
(24 peos)® — (34 psing)? ‘—1

= Jim, i =or

— —OQ.

Vzhledem k tomu, ze pracujeme s nevlastni limitou, musime vypocitat limitu
prevracené hodnoty funkce (staci dosadit limitni bod):

lim (22 + y? — 4z — 6y + 13)?
(z.0)—(2.3) x? —y?

0
~|—=|=o.
&

Protoze je funkce v okoli bodu (2, 3) zdpornd, plati podle véty 3.2.1:

li ZL’S _ yg
(coim(za) (@2 1 2 —do—by + 132

13. »
lim Y
(2)—(0.0) 222yt 4 3(x — y?)?

Resent: Zde se budeme snazit dokdzat neexistenci limity funkce. Vybereme dvé rizné
cesty limitntho priblizovani (dvé podmnoziny bodi) a dojdeme k riaznym vysledktim.
Nejdrive budeme pocitat postupnou limitu:

24
lim [lim Yy

= 0.
2—0 |y—0 222y + 3(x — y?)?

7 tohoto vysledki muzeme jen usoudit, ze pokud existuje limita, musi byt rovna 0.
Po druhé uplatnime substituci = %2, tedy uvazujeme mnozinu bodu A = {(z,y) €
Ry: x> 0,2 = y*}:
. %yt ) 2 1
lim o 5 = m —— > = lim .
@b 200yt +3(x —y?)? em0 22t 4 3(w — )2 w02 2

Protoze nam druhy vysledek vysel odlisné, limita dané funkce neexistuje.

14.
lim oty
(2,y)—(00,00) 2 — 2y + Y2

Resend: V tomto piipadé zavedeme substituci: x = %, Y= %, kde u #£ 0,v #£ 0:
x -ty w? + v

lim == lim
(m,y)—>(oo,oo) xrs — 'xy + y (U,U)u¢0—7§)7£0<070) us — uv + v
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K tomuto vypoctu potrebujeme polarni transformaci uw = pcosp,v = psinyp, kde

o £ kT, ke
" w? + vt Y p®(cos psin? p + sin ¢ cos? )
im ——— = lim —
()" P800y WP — uv + V2 R p%(cos? p — cos g sin p + sin® @)
iy PCOS® sin ¢ (cos ¢ + sin @) 0
— 1m — .
p—0F 1— % sin 2¢p
Pritom . .
pcosg081ng01(09sg0+s1ng0) <d4p @ limdp 0.
L — 5sin2¢p p—0F

Protoze jsme ovérili dostatecnou podminku pro existenci limity, plati nas vysledek:

lim __rry Ty —
(z,9)—(00,00) T2 — Y + 12



Seznam oznaceni

R*"

p(X,Y)

mnozina vsech celych ¢fsel

mnozina vsech redlnych ¢isel

rozsitend mnozina vsech redlnych ¢éisel o nevlastni body +o00 a —o0
mnozina uspotradanych n-tic redlnych ¢éisel rozsitenych o +00 a —o0
mnozina uspotradanych n-tic redlnych ¢isel

rozsitend mnozina usporadanych n-tic redlnych ¢isel o nevlastni bod oo
metricky prostor na mnoziné P s metrikou p

metrika na mnoziné, vzdalenost bodi X a Y

souctova metrika

euklidovskd metrika

maximalni metrika

redukovand metrika

metrika na mnoziné *R,,

metrika na mnoziné R*" | p¥ = max{p*(z1,y1), p* (72, y2), - -
metricky prostor (R, ps)

metricky prostor (R*, p*)

metricky prostor (R*", pi = max{p*(x1,y1), p* (22, Y2), - -, p*(T0n, Yn) })
metricky prostor (*R,,,*p,)

okoli bodu X,

= O(Xo)\{Xo}, ryzf okolf bodu X,

oteviend koule se stiedem Xy a polomérem r

uzaviena koule se stredem Xy a polomérem r

derivace mnoziny M

zobrazeni mnoziny do mnoziny, nebo konvergence

P (s Yn) b

konvergence v metrickém prostoru s metrikou p
zobrazeni z mnoziny do mnoziny

podmnozina nebo rovnost

limita funkce f

limita funkce f vzhledem k mnoziné M

definiéni obor funkce f
slozend funkce, f po g
posloupnost
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Zaver

V préci je predlozen souhrn teorie tykajici se limit funkef vice proménnych a uvedené teo-
retické poznatky jsou nazorné ukazany na prislusnych prikladech. Na zacatku bakalarské
prace se zabyvam metrickymi prostory a uvadim konstrukci rozsiteného metrického
prostoru o nevlastni body, ktery je dulezity pro definovani limity v nevlastnim bodé.
Dale zminuji véty o limitach, které nam usnadnuji vypocty limit funkef vice proménnych.
Za nejzajimavéjsi ¢ast povazuji metody vypoctu limit funkel vice proménnych, kde je
vedle vypoétu vlastnich limit uveden i postup pro vypocet limit nevlastnich a limit v
nevlastnim bodé. Préce tedy naplinila zadéni, o kterém jsem se zminil v dvodu.
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