Rany

§ 4. Rady funkei

1. OBOR KONVERGENCE. Mnofinu X téch hodnot x, pro které je fada funkei
u, (x) +ug k) .. ru (x) + . . (0
£ konvergentni, nazveme oborem konvergence této fady a funkdi.
a
()= llmz ufx) (xeX)

freemi=

jejim soudtem.

2. STEJNOMERNA KONVERGENCE. Posloupnost funkci

F16) fole), s f 06D, -
se nazyva steynomérnéd kenvergenini na mnozing X, jestlize:
1} existuje limitni funkee

f(x)=limf”(x) (xcX);

2) ke kaZdému e> 0 existuje fislo N=N{g) takové, Ze
-]
[Fee) £, ()| <=
pro kaidé >N a xeX.V tomto piipadé budeme zapisovat f (x)=f(x).

Rada funkei (1) se nazyvi stejnomémé konvergentni na mno%iné X, jestlize je na této mno¥ing
stejnomérné konvergentn{ posloupnost jejich &asteénych soudod

S,,(x)=i|3u,-(x) n=1,2,..).

3. BOLZANOVO-CAUCHYOVO KRITERIUM STEJNOMERNE KdNVERCENCE' Rada(l) je na mnoZing X
stejnomérné konvergenml pravé tehdy, kdyi ke kazdému e>0 exlstuje cislo N =N{g) takové,
%e pro viechna n>N a #>0 plati nerovnost

15,9 -5, )] = lzf u(x)i(a

=
pro viechna x€X.

4. WEIERSTRASSOVO KRITERIUM. Rada (1) je absolutné a stejnomérné konvergentm na mnoZiné

X, existuje-li konvergentni ¢iselnd fada _
€ HCytun tE o . 2)

takovd, Ze |u_(x)| <c_ pro kaidé xeX (n=1,2,..).

5. ABELOVO KRITERIUM. Rada

Y a@bE 3
n=1
je stejnomérné konvergentm na mnofiné X Jestlize plati: 1) fada Z a,(x) je stejnomérné
acl
konvergentni na mnoZingé X; 2) funkce & (x) (»=1,2,..) jsou viechny stejné omezené a pro
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kaidé x jejich hodnoty tvoii monoténni posloupnost.

D
2716. E_ﬂ
PR n=1 x
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' 5 DIRICELETOVO KRITER]U‘M Rada (3} j je stejnomérné konvergentni na mno¥iné X, jestlize

plat.i' 1) éastedné soudty Z a, {x} jsou viechny stejné omezeng; 2} posloupnost b (x) (n=1,2,...)

je monoténni pro kazde x astejnomérné konverguje na X k nule pro n-e.

';"7', VLASTNOSTI RAD FUNKCI.
Ja) Soudet stejnomérné konvergentni fady spojitfch funkd je spojitd funkce.
b) Je-li fada (1) stejnomé&rné konvergentni na kaidém intervalu [o, B] < (a,b) a existuji-li konedné

' {imity limu (x)=4, (n=1,2,..),

x-a .

-pak 1) je fada ¥y A, konvergentni a 2) plati rovnost

n=1

lim{ Y (x)} -y {lim u, (x)}.

x-a |a=1 a=l [ x-a
¢)Jsouideny konvergentni Fady (1) spojité diferencovatelné pro a < x <& aje-li fada derivad Z
- stejnomérné konvergenini na intervalu (g,b), pak ' mi

.l : ‘5‘{2 u, (x)]=E u:(x) pro x&(a,b).

=) r=1l

d) Jsou-li deny fady (1} spojité a tato Fada stejnomérné konverguje na omezeném uzavieném
intervalu [a,b], pak

b w b
I{Z’ uﬂ{x)}dxaz_:l fu“(x)dx. (4)

: b w
-Obecnéji rovnost (4) plati, je-li f R (x)dx~0 pron-= kde R {x)= E u,(x). Tato podminka

i=n+)

=)'.. - - PN E B - ,a - - o - ] - .
‘je vhodna k vyetfovdni limitnich piechodii v integralnim poéu.

Uréete obory absolutni konvergence a obory konvergence nisledujicich fad
funkci:

oo

772(—1)" 1 -&)"
2717, 2‘!&"‘1 1+x)°

n=1
- N x S 1-3..@n-10)f 2% Y
2718'En+1[2x+1] : 2719'2 2-4...(2n) [mﬂ] '
= n=1 n=1I
G _w .321’1 - F I ]
2720. E 22 x"(1-x) 2721. Em
2 n?
n=1 r=l
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o

(-
2722. E )

n=1

n"’sx nnx
2723. q>0 O<x<m).

= x(x+n)|"
— |

™ o

x" x"
2726. E & 2727, E. Tl o)

- | Wl 1
2728. Y ne ™. 2729. '

n 20, 2"
z 7 1+a™"x
n=1 aol n!

2730. 3 (2-0)2-x )2 -x

E]

2724. E 1x — (Lambertova fada). 2725.

=2
=
—

1) (2 -x ') (c>0).

™ g

+ 43 xn n
2731 M. 2732.2 ny = (x>0;5>0).
nrﬁx . x +y
n=1 n=1
xﬂ : o n
2733. E ~ (y20). 2734. Y, x|
nel n+y n=1
N n(le) ool o2
2735. — (x=20). 2736. ) tg"|(x+=|.
n’ / n
n=1 n=

+o0

2737. Dokaite, e je-li Laurentova fada Y, a_x" konvergentni pro x =x, a pro

f1=~00

x=x, (]x,| <|x,|), pak je tato fada konvergentni také pro jx,| < | < x| -

2738. Urcete obor konvergence Laurentovy fady

n n
oln|

n=-=
a najdéte jeji soucet.
2739. Urete obory konvergence a absolutni konvergence Newtonovych 7ad:

=, [1] = ] k] 7 []
xn! ; u E (ex)'y ,kde Pl =x(x-1)...[x - (n-1)].
= 1

n"
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2740 Dokaite, Ze je-li Dirichletova fada Z— konvergentni pro x = =x,, pak je tato

 fada konvergentni také pro x > x,

2741 DokaiZte, Ze k tomu, aby na mno#iné X dand posloupnost f (x) (n=1,2,...)
- stejnomérné konvergovala ke své limitni funkci f(x), je nutné a staci, aby platila
l-ovnost llm{supr (x)} 0, kde 7, (x)=|f(x)-f (x)].
n-e xeX
2742. Co znameni, Ze je posloupnost [, n=1,2

,---): a) konvergentni na
intervahl (xoy +

«); b} stejnomérné konvergentni na ka?dém omezeném intervalu
(@, b)= (x +=); ) stejnomémé konvergentni na intervalu (s o) ?
- »2:9743. Urcete pro posloupnost
R f@=x"(n=1,2,.)(0<x<l)
' nejmenﬁ index N =N (g, x), pro ktery za¢ind byt odchylka ¢lendi této posloup-
nosti od limitni funkce mensi nez €=0,001, je-li x —l e L

. T
_]e tato posloupnost ste_lnomérne konvergentm na intervalu (0, 1)?

sinnx
2744 Kolik ¢lenti fady E 2mel) musime vzit, aby se jeji ¢iste¢ny soucet S (x)

n=1i
1i3il pro -« <x < += od sou¢tu této Fady o mén¢ ne? & ? Provedte kontrolu vipoc-

tem pro ndsledujici ptipady: a) £=0,1; b)€=0,01; <) £=0,001.
" 9745. Pro Jaka disla n bude zajiiténo splnéni nerovnosti

e*-z’% <0,001 (0<x<10)?
2. i
i=0

Vysetrete stejnomernou konvergenci nasledujl(:mh posloupnosti na zadanych
lntervalech

2746 f)=x" a)Osxs%;b)Osxsl.

| 2747 f,x)=x"-x Ti0<xsl.

2748. f (x)=x"-x""; O<x<l.

nx

l+n+x

2750. f (x)= ; Ol

2749, f.) L
+n

***** 2751 f.x)=

;a) O<x<l-g; b) 1-g<x<l+g;¢) L+esx<+oo,kde £>0.

1+x™®
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2nx : .:;‘_.. n-1
2752. f, (x) = ] +n2x2; a) O<x<1; b) 1 <x<+oo. - g766. Necht [, &) =Eif[x+i] , kde f(x) je funkce spojitd na intervalu
Do b M1 n
1 . : B 1_0
2753. f (x) = x? r—y; T <X < 4o, . (-, *+=). DokaZte, Ze posloupnost f (x) je stejnomérné konvergentni na
n

. ! ) ' - - -libovolném uzavieném intervalu [a, #].
HiHl - 2754. fn(x)zn{ lx+-l-—\[,§]; 0<x < +00, _ T
il n

: Vysetfete charakter konvergence nasledujicich fad:
sinnx

| ' x
1 755. = ; < x<+o; b =sin—; -0 <x <+, - = . .
HEL 2755. 2) , ) n e ) 1, () =sin n * 2767. ) x":a) naintervalu |x| <g, kde g <1; b} na intervalu |x| <1.
i 2756.2) f (x)=arcignx; 0<x< +o; b) f (x) =x arcignx; 0 <x < +e. | ":0
il 2757, f,(x)=e"*D; 0<x <. | --2768. E% na intervalu -1<x<1.
: 2 : s
I 2758. fﬂ(x)=e‘(""‘) ;a) -I<x<!,kde! jelibovolné kladné &fslo; b) ~o <x < +eo, "‘l
2759.]‘;(3&:) =iln£; O<x<l. - 727681 zx_ na intervalu (0, +=).
B R = n!
= i n' dm 1 : i -0, 400 : i
3; 2760. f (x) (1 + n) ; 2) na omezeném intervalu (g, b); b) na intervalu (-, +), 2769. 3 (1 %)% * na intervalu 0 <x<1.
) o n=0
. 2761. f (x) =n(x”_"—1); l<x<a. : v e N
| 2762. fn(x)=n1/1+7x";(}sxs2._ _ _ 2770; n om+l s olsxsd.
[ 1 : I
; nox Ozgxs<—, :
: P s 2771. E x ;0 <x < +oo,
i 9 1 2 - . Hn-Dx+1](nx+1)
! 2763. f (x)=1 n2[——x) pro —<x<-—, : .
! n 7n n ) — 1
2 2772, E ; 0 <x < oo,
0 proxa~ Lin)x+n+1)
na intervalu Q<x<1. __w = " :
2773. E T o 0 ; a) 0<x<e,kde e>0;b) esx < +oo, i
2764. Nechf f(x) je libovoln4 funkce definovand na uzavieném intervalu [a, 5] IS (1 +x)(1+2x)...(1 +nx)
a necht [nf (9] -~ 2774. DokaZte pomoci Weierstrassova kritéria stejnomérnou konvergenci nésle-
: [ )= (n=1,2,000). ~ dujicich fad funkei na zadanych intervalech:
L ' " ¥ n . o w : = n
il Dokaite, Ze fn(x)::f(x) na [a,b]. . : 2) E . oo < 4o b) (-D 9 <x< 4o r
TEN R 2765. Necht md funkce f(x) spojitou derivaci f/(x) na otevfeném intervalu (a, b) oxtin o2
a nechi 1
[, &) =ﬂf[x+;] -f(x)]-
{ Dokaite, ie fn(x)::ff(x) na intervalu a<x<p,kde a<a<p<b.
228
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E—(x s Loje<2;
2

. |x| <a, kde a je libovolné kladné ¢&islo;

x

n

2
_Eiﬁ?_l_x_.' |x|<+00' = COSnx

g VT{ ’ h)E > 5 |x] < oo
/ n X : il n

i Zsinnx »
1 i jx| < Hoog
nﬁ b b

) : 2
J) Eln 1+ 2| |x]| <a;
nln’n

k) E x%e ™ D < 4o 1) Earctg

|x|<+oo.

VySetfete stejnomérnou konvergenci nisledujicich fad funkci na zadanych
intervalech:

sinnx
2775. Z
n

n=1

:a)naintervalu esx <27 -g,kde €>0;b)naintervalu 0 <x<2n.

v S (-1
2776, 22”5111—; 0<x< +oo, 27717. E( ) ;
Iy xX+n
n=1 n=1,
NAvoDp: Odhadnéte zbytek Fady. .
n(n 1)
a77s, § ; 0<xs2m. 2779, E ;x| <10.
) n+sinx’ {_""
n=2
2nm \
COs = )
sinx sinnx
2780. —_—; LX< oo, 2781. ——; O<x < +o0,
mZix? e n+x
n=1
(— )V]
2782, 0<% < 4o

DokaZte, 7e fada E o
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-9783. MiiZe posloupnost nespojitjch funkd stejnomérné konvergovat k spojité
funkcﬁ Uvaiujte piipad funkci
f&)==¥(x) n=1,2,..)),

0 pro x iraciondlni,
1 pro x raciondlnf.

kde ¥ (x) ={
§784. Dokaite, Ze jestliZe je fada E |f, (x)| stejnomérné konvergentni na uzavie-
ném intervalu [a, b], pak je Tada E f,(x) také stejnomérné konvergentni na

[a,b].
2785. Plati nutné, Ze jestliZe fada Z f, (x) konverguje absolutné a stejnomérné

oo

‘.1;......na uzavieném intervalu [a, b], paklrada Z |/, )| konverguje stejnomérné na

"*'[a, b]? UvaZujte pFipad Z (- 1)"(1 -x)x ", kde O<x<1.

2786. Dokazte, ¥e fadu E f, () (0sx<1), kterd je absolutné a stejnomérné
konvergentni, pficemz " !

0 pro 0<sx<27®",
[ 6= lsin?(2“-*111:ac') pro 27 Day <27,
" n .

10 pro 2™<x<1,

nelze majorizovat konvergentni éfselnou fadou s nezapornymi ¢leny.

2787, Dokajte, %e jestlize je fada Y @, (x), jejiz ¢leny jsou monoténni funkce na

[ n=1
uzavieném intervalu [a, 5], absolutné konvergentni v koncovych bodech tohoto

“intervalu, pak je tato fada absolutné a stejnomérné konvergentni na celém
mtervalu [a, b].

_2788. DokalZte, e mocninn4 fada Y e x " absolutné a stejnomérné konverguje
v n=0
na libovolném uzavieném intervalu, ktery leZf uvnitf jejiho oboru konvergence.

2789. Necht je posloupnost a -« zvolena tak, Ze fada E —| konverguje.

n

n=]
absolutné a stejnomérné konverguje na libovolné

omezené a uzaviené mnoziné, kterd neobsahuje body ¢, (=1, 2,...).
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2790. Dokaite, Ze jestlize je fada E a, konvergentni, pak Dirichletova 7adg
a

2 — stejnomérné konverguje pro xz()
n=l n* w0 .
L - v oo™ -nx 1 >
2791. Necht je fada z; a, konvergentni. DokaZte, Ze fada Z:l a e stenomér.
n= n=

né konverguje na mnoZiné xz2 0.

2792. Ukaite, Ze funkce f(x) = E
bodech -® <x < +oe,
2793. Ukaite, 7e funkce

JC spojitd a ma spojitou der1vac1 ve viech

1
o8 -

2= =00

a) je definovani a spojita ve viech bodech s vy_pmkou celych ¢isel 0, =1, £2,.
b) je periodicki s perlodou 1.

2794. Ukaite, 7e fada E [nxe o (n-1xe ™" '}*] konverguje, ale nikoli stejno-
n=1 :
mérné, na uzavieném intervalu 0<x< 1. Ovéite, Ze piesto je jeji souet spojitou

funkci na tomto intervalu.
2795. Urcete defini¢ni obory funkci f(x) a vy3etiete, zda jsou spojité, je-li:

o 1) D x+n (1)
= F o ; b = ———;
2 1) 51[ n] ) fe=Y, o

n=1
2796, Necht 7, k=1,2,..
UkaZte, Ze funkce

.) jJsou raciondlni ¢isla z uzavieného intervalu [0, 1].

s
f(x)=E s
k=1

md ndsledujici vlastnosti: 1) je spojitd; 2) je diferencovatelnd v iraciondlnich
bodech a neni diferencovatelnd v racionilnich bodech tohoto intervalu.
2797. Dokaite, Ze Riemannova zeta-funkce

(=Y 4
n=ln

Je spojitd pro x >1 a mé na této mnoZing spojité derivace viech Fadi.
2798. Dokaite, Ze theta-funkce ‘

(O;xs 1)

B(.’JC) = E é—m‘zzx

1= -ea

je pro x>0 definovana a mé derivace viech #add.
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L .2799 Urcete defini¢ni obor funkce f(x) a vySetiete, zda je diferencovatelni, je-li:

) - E(”ﬂ; b)f()E S

..2800 Ukazte Ze posloupnost

£, (x)——arctgx n=1,2,..)
stejnomérné konverguje na intervalu (-, +e), ale
[— llm f (x

2801 Ukazte ie posloupnost

£, ) =x? +lsinn (x +£)
n 2

n-o

~stejniomémeé konvergujé na intervalu (-, +), ale

';)':.-':;
- N i

2802. Pro jaké hodnoty parametru & posloupnost

ol f@)=nxe™ n=1,2,..)

5)’k0nv'erguje na uzavieném intervalu [0, 11;b) stejnomérné konverguje na uza-
vieném intervalu [0, 1]; ) je moZny limitni piechod v integralu
- L
lim [ f, (xydx?
== 0
2803. UkaZte, %e posloupnost f, () =nxe -nx? (n=1,2,...) konverguje na uzavie-

ném intervalu [0, 1], ale

1 1
i [lim £, (0))dx# lim [ f, (x)dx..

0 A=~ r=0Q
o b —_— —_— n =

2804. Ukaite, Ze posloupnost f, &) =nx{l-x)" (n=1,2,..

stejnomérné, na uzavieném intervalu [0, 1], pfidemi

1 i
lim [ f, (x)dx = lim f, (x)dx.

n=my Qn-e

.} konverguje, ale nikoli

2805. MiZeme provést limitni pfechod pro n~e za integrilem ve vjrazu
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Vypoctéte ndsledujici limity:

= _1y+l »
2806. limE( . x
n

x"+1

2807. lim E (x ’“1).

xs1 n=

2
2808.1 limE——
xmm k] g Py

a

2808. lim
a0 B4 2" ¥

2809. MiZeme derivovat fadu E arctg—xg ¢len po ¢lenu?

n=1 L

2810. MitZeme na uzavieném intervalu [0, 1] &len po ¢lenu integrovat fadu

o | ] .
g
n=1

2811. Necht f(x) (-=<x< +=) mi spojité derivace viech fidi a posloupnost
derivaci f™(x) (n=1,2,..

intervalu (a, b) k funkci ¢(x). Dokaite, Ze @(x)=Ce*, kde C je konstanta.
UvaZujte pfipad f (x)=e o ps1,9,..

2811.1 Necht jsou funkce f (x) (n=1,2,...) definoviny a omezeny na intervalu
(-, +=).a necht déle f (x)=¢(x)nakardém uzavieném intervalu [a, b]. Vyplyvd
odtud, Ze :

.) stejnomérné konverguje na kaidém omezeném

lim sup f(x) = sup px)?

n-e X

§ 5. Mocninné fady

1. INTERVAL KONVERGENCE. Pro kaZdou mocninnou fadu

aora (x-a)+..+a (x-a) +...
existuje uzavieny interval konvergence |x -¢| < R, v jehoZ vnittku dand Fada konverguje a vné kte-
rého diverguje. Pro polomér kenvergence R plati Cauchyito-Hadamardiiv vzorec

——Iunﬂ_[

f®-=

Polomér konvergence R je také moiné spocitat podle vzorce

a
R=lim}-2{,
#o= aﬂ +1

pokud tato limita existuje.

2. ABELOVA VETA. Konverguje-li mocninn fada $(x)= Y, ax" (|x| <R) v krajnim bodé x=R
intervalu konvergence, pak S{R)=hmS$(x). n=0

g xR

. l ve tvaru mocninné fady

§ ztythouy dien 1610 Fady

§ 5. MOCNINNE RADY

<8 TAYLOROVA RADA. Funkdi f{x), kterd je analytickd v bodé a, lze Vy_}adrlt v n&jakém jeho okol{

fin)= ):ﬂ @) (¢ —af.

R_(x)=f(x) - Z’d @ )(x -aft

‘miZeme zapsat v Lagrangeové tvarn:

R (x)—f(—_—m”((“:?)(f D (¢ —ayt 0<B<1)

nebo v Cauchyoud tvary
; [ @8, (x-a)

R, ()= —

(1-8)&-ay" (0<0, <1). -

' Nyni uvedme pét zskladnich rozvojii funkef do mocninnych fad:

X

+ = +_,_(-m<x< +m)_

.{'!'

._ '_:d) flza (- a)"}dx c+z'

x

I e*=1l+x+2—+..,
| n!

3 2a-1

L sinx=x-Za L e(-1pt X
31 @i 1)|

x?
(2n )'
1) 2,

v (moCx < 1),

w(=1Y

x2
,III Cosx = l—2 +, o {re << ),

m(m m(’m—l)...(m—n+l)xn

V. (1+x)"=1+mx+———L
n!

L {(-1<x<]).

2 3 n '
V. In(Eey=x - X o ey e (c1<xs]).
2 3 n

14 OPERACESMOCNINNYMI RADAMI. Uvnitf spoleéného intervalu konvergence |x-a| <R plati:

’a)za (x-a)y' = Eb(x -alt= E(a *b Yx-a); b)za (x - a)"zb (x-a)* = Ec(x—a)”,

n=0

kdec =a, b +a b .+a b ,c)‘i a (x-ayl=), (n+l)a_ {x- a)"
l 20 dJC h = n+l
(x —a)y L.

n=(} n+l

; 5. MOCNINNE RADY ¥ KOMPLEXNIM OBORU. Uvajujme Fadu

PIENCE

: n=0

kde ¢, =a,+ib ,a=a+iP, z=x+iy, i?=-1.

Pro kazdou takovou fadu existuje uzavieny kruh konvergence |z -a| <R, v jehoZ vnitfku dand fada
konverguje (a ziroven absolutné konverguje) a vné kterého diverguje. Polomér konvergence R je
-roven poloméru konvergence mocninné fady

2 e 7
n =0

v redlném oboru.
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Urdete poloméry a intervaly konvergence nasledujicich mocninnych fad a vyge.
tiete jejich chovani v hrani¢nich bodech intervalt konvergence:

[

n n -2
2812. } —. 2813, E—L(ﬂl)".
n‘f’ n
n=1 =1
2814 i:(n—1)2~x 2815 fj e x" (0<a<l)
' - (2n)! ' = '
= ! 1 1'!2 - n! n
2816. 1+_) x". 2817.2 ~x" (@a>1).
n=l" n ﬂ=1an
= .2 - I ~1\n = 7 i 142 b4
2818.2 1'3°5..@n-D)Pf x- 11" ZSIQ.E(—I)" 2 e,
2-4-6...(2n) 2 (2n+1)
=l n=1
3 “D.fm-n+1 " gpn
2820. Em(m Joobmom i 1) 2821.2[“_+f’_]xn (@>0,5>0).
n! n o op?
n=1
n=1
i i 0,6>0 i:x” 0
2822, : T (e>0,b>0). 2823. la‘ﬁ (a=>0).
3Vaxn ok i
2824. 2825, @Lx ",

4 @n+ 1)l

" '\fn2+1‘

(_l)n[f) nx".
n! \e

n=1

2826. 2827.

E[3+(—l)“]” \ [1+2cos_”}
2828, } ———1 1 x" 2829. .
n X
n=1 Inn
n=2
R Wi 5 (WAl
2830. Ex . 2831. E¢x"
- 2 e n
(Pringsheimova fada).

P et

Ty

: 52}'83_9. Rozvirite funkci f(x) =

§ 5. MOCNINNE RADY

v{n)

(1-x)", kde v(n) je pocet cifer &isla .

qiin

" 2832. Urcete obor konvergence hypergeometrické fady
e L a@rDBE-D) b

I

1-2-y(y+1)
“+m(a+1)...(a+n—1)B(B+l)...(|3 +1f.',-l)x,,+
1-2..2y(y+D...(y+n-1)

Najdéte obory konvergence nasledujicich zobecnénych mocninnych fad:

2653 z L [L=x)" 30} Loin ™
Ly 2n+1 1+x) VLA
o 7=0 n=1| )
' ns xn = 1 -n2 .
2835. E — 2836. E(l +“] ¢
.2 sl "

QIR 3n 13
2837. Z—S ) gy

(3n)

n=1

- 2838. Rozvifite funkei f(x)=x* do mocninné Fady s nezdpornymi mocninami

dvojdenu x +1. .
—— (a#0) do mocninnych fad: a) v mocninich x;

a-x

- b)vmocnindch dvojélenu x -5, kde b #a; c) v mocnindch i Najdéte odpovida-
Jicf obory konvergence. -

. 2840. Rozvinte funkci f(x) =lnx do mocninné fady s nezipornymi mocninami
Tozdilu x -1 a najdéte obor konvergence rozvoje.

- Seététe fadu

it z (_1)n+1
: n=1

237
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Rozviiite nasledujici funkce do mocninnych fad s nezdpornymi mocninam;
proménné x a najdéte odpovidajici intervaly konvergence:

2841. f(x)=sinhx. 2842. f(x)=coshx.

2843, f(x)=sin’x. 2844. f(x)=a” (a>0).

2845, f(x)=sin(u arcsinx). 2846. f(x)=cos(u-arcsinx).

2847. Napiste prvni tfi ¢leny rozvoje funkce f(x) =x* v mocninnou fadu s celymj
nezapornymi mocninami dvojélenu x - 1.
2848. Najdéte prvni tfi deny rozvoje funkce f(x)=(1+x)"* (x#0) a f(0)=,
v mocninnou fadu's celymi nezipornymi mocninami proménné x.
2849. Rozviiite funkce sin{x+k) a cos(x+h) do mocninnych Fad s celymj
nezipornymi mocninami proménné .
2850. Najdéte interval konvergence rozvoje funkce

e x2-5x+6
do mocninné fady: a) v proménné x; b) s mocninami dvojélenu x -5, bez
konstrukce tohoto rozvoje.

2n-1
X . .
=sinx na intervalu (-, +<) pro N-?

2850.1 Je pravda, Ze Zl (-1! o’

Rozvirite nasledujici funkce do mocninnych fad v proménné x pomoci zdklad-
nich rozvoji funkci 1. - V

2851. ¢ ", 2852. cos’x. 2863. sin’x.
x !0 1 - X
2854, . 2855, — . 2856. .
1-x (1-x)2 J1-2x
2857, In_ | % 2858, —~
% 1+x-2x2
NAvVOD: RozloZte zadany zlomek na parcidlni zlomky.
2859, —1275% 2860. — %
6-5x-x? (I-x)}(1-x%)
2861, — L 2862 L
l-x-x2 ] +x +x2
2862.1 f(x) = 1 . Cemu se rovna £19(0)?

1+xsx2+x

9863,

§ 5. MOCNINNE RADY

2

X COSO - X X s x sinha

2865.

2864

1-2xcosq +x? 1 -2xcosa +x° 1-2xcosha +x2

2867. In{l +x+x2+x%).  2868. ¢***cos (xsina).

1
C(Q-xHyIat

L ﬁAVOD Pousijte Eulerty vzorec.

~ Rozviiite ndsledujici funkce do mocninnych fad pomoci rozvoji, jejich derivaci

- Zlomku

.- 2878, Rozvitite funkci f(x) =

- c) f(x) arctg 2- ;

—.2875 Rozvitite funkci f(x)=In

_a integrovani téchto rozvoji dlen po ¢lenu:

( l)ﬂ+1

9869. f(x)=arctgx. Najdéte soucet fady E ol
-

2870 f (x) arcsinx.

'Lfizs’n. f(x) =ln(r 1 +x2).

2872, f(x)=In (1 -2xcosa +x2).

-2873. Riiznymi metodami rozvifite nisledujici funkce do mocninngch fad:

| i')"'f(x)=(1+x)1n(1 x);

b) f(x)-=%ln i ii +-;—arctgx;

2x

d) f(x)=arctg 22x

x
e) f(x) =x arctgx - 1nm
g) f{x)=x arcsinx +m;

) f(x)= arccos(l 2x)
h) f(x) xln(x+\fl+x )—\/l+x

[TiateN

2874. Uzgte Jednoznacnost rozvoje f (x +h) -f(x) =hf(x) +
derivac{ #-tého fidu nasledujicich funkei:

a) fx)= ch; b) f(x)ﬁe“’x; <) f(x)=arctgx'.

5 f”(x_) +... kvjpotm

v mocninnou fadu s pfirozenymi

2+ 2 x+x
mocninami dvojclenu x +1.

1
2876 Rozvifite funkci f(x) = —— v mocninnou fadu se zdpornymi mocninami
-X

proménné x.

2877. Rozviiite funkci f(x)=Inx v mocninnou fadu s pmrozenyml mocninami
x-~1

x+1°

v mocninnou fadu s piirozenymi mocninami

zlomku V1+x

1+x
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2879. Necht f(x)= E Z—' Dokaite, 7e z této definice bezprostfedné vyplyva

rovnost f(x)f () =f(x+y).
2880. Definujme

sinx = E(—

Dokaite, Ze plati:

2n+l
—— a2 cosx= E( )n

. 1. .
a) sinx cosx = 3 sin2x; b) sin®x+cos’x=1.

2881. Vypoctéte n€kolik ¢lent rozvoje funkce f(x}=
fadu. n=0

Rozviiite nasledujicf funkce pomoc1 mocninnych fad:
2882. f(x)=(1+x)e™ 2883. f(x)=(1-x) coshf
2884, f(x)=1n?(1 -x). 2885. f(x)=(1+x )arctg_xr

2886. f(x)=e *cosx. 2887. f(x)=¢*sinx.
2888. f(x) =M. 2889. f(x) =(arctgx)2. L
+x
2890. f(x) [arcsmx] '

Vypottéte prvni tfi nenulové cleny rozvoje nasledUJ icich funkci v mocninnou fadu
s kladnymi mocninami proménné x: : |
2891. f(x)=tgx. 2892. f(x)= tgh'x. '2893. f(x) =cotgx - =

2894. Necht je rozvoj funkce secx zapsdn ve tvaru

E,
secx x.
. (2 n)f
Najdete rekurentni vztah, ktery platl pro koeﬁcxenty E (Eulemvy koef ictenty).
2895. Najdéte rozvoj funkce fix)= ! (x| <1y v mocninnou fadu.
1-2tx+x2

2896. Necht f(x} = E a,x" . Najdéte rozvoj funkce F(x) = f (x)

n=0

x n
v mocninnou
n+1

§ 5. MOCNINNE RADY

2397 Necht ma fada Z a x" polomér konvergence R, afada Z b x™ polomér
n=0 n=0

konvergence R,. Jaky polomér konvergence maji rady a) Z (@, b )x";

=0
Eaﬂ n
1;=0
] an
a L=lim .
new |y

splituje nerovnosti [<R<L.

- .
9898. Necht {=lim|—"
R a

Dokaite, Ze polomér konvergence R

Ll et T |

mocninné fady ¥ a x"
o =0

_ 2899. Dokaite, 7e je-li fix)= Z a x", pfitem? |nla | <M (n=1,2,..), kde M je

konstanta pak plati nasledujla tvrzeni: 1) f(x) md derivace viech ¥adi v libovol-
nem bode a; 2) f(x) E ﬂ (a) (x - a)" (|x| < +).

2899.1 Necht fx)eC("’)(a,b )a [f® )] <™ (n=0,1,2,..) pro x€(a,b). DokaZte,

fe funkce f(x} md mocninny rozvoj f(x)= ¥, a, (x-x)" (x,€(a,b)}, ktery konver-
guje na intervalu (a,b). n-0

9899.2 Necht f(x)eC™[-1,1]a f™(x)20 (n=0,1,2,...) pro xe[- 1, 1]. Dokaite,

je na intervalu (- 1,1) lze funkci f{x) rozvinout v mocninnoutadu ¥ a x".
o n=0

NAVOD: Vyufitim monotonie derivaci /™ (x) odvodte pro zbytkovy ¢len R, (x) Taylorovy fady
funkce f(x) odhad |R_(x)| < < |x|" ' f(1).

2900 Dokaite, Zec jestliZe a_ 2 0 ajestlize existuje lim ): ax"=§,pak Z a R"=S§.
x-Rn=0 n=

" Najdéte mocninny rozvoj nasledujicich funkei:

s, [y,

%905, f tds
| In(1 +)
0

201, [oas. 2002. f di

0
x
9904. farctgt

(uréete prvni ¢tyfi cleny).
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Derivovinim ¢len po denu vypo&tete souéty nasledujicich fad:

£® x5 - x3 x5
2906, x +— +— +_,, 2907, x - — +— - ...

3 5 3 5

2 4 2 3
2908, 1+ +% & 9909, ~* _+ % . *

4! i-2 2:3 3-4

2910. 1+lx+£x2+ l.3.5:»&‘:3+..

2 24 2:4-6

NAvVOD: Vyndsobte derivaci fady funkci 1 -x.

Integrovinim ¢len po ¢lenu vypottéte souéty nasledujicich fad:

2911 x +2x%+3x%+ .. 2912, x-4x2+9x7 - 16x*+ ...
2013. 1:2x+2:3x"+34x%+. '

2914, Dokazte Zefada y=

Je feSenim rovnice y ¥ =y.
"o (4 ) -

n

neo (1)

2915. Doka’te, e fada y= 5 Je FeSenim rovnice xy " +y/-y=0"

Vypociéte polomeér a uréete obor konvergence nasledu_]lc:ch mocninnych fad
v komplexnim oboru (z =x +iy):

2916. Z("—l’):
n=1 nzn :

nlz"
2918. ; (1+3)(1+24)...(1 +ni)

2990, Z ._H(u

o n(l _elﬂ)ﬂ.

(142"
017, } LY E
2 @ +1)(n+2)

o

_ z"
2919, Z s

n=1 B

2921. Pomoci vzorce binomické véty vypoététe piiblizné hodnow &sla j/@
a odhadnéte chybu, které se dopustime, jestlize pouZijeme prvni tfi ¢leny rozvoje
odpovidajici funkce.

2922. Vypoltéte prlbhzne nasledujla hodnoty:

a) arctg1,2; b)  ¢1000; d) In1,25

c} ——;
[

a odhadnéte chyby jejich uréent.

§ 5. MOCNINNE RADY

:‘:.'.Pomocf vhodnych rozvoji vypoctéte s danou piesnosti nasledujici hodnoty:
5923 sin18° s pfesnosti na 1075,
2924 cosl®s presnosti na 10}~ 6
2925 tg 9° s piesnosti na 1073,
' 292.6. e s presnosti na 107,
2927 Inl1,2 s pfesnostf na 107%.
(

. . T 1 ‘oo . . -4
2928, Pomoci rovnosti ry =arcsm§ vypoctéte éislo © s piesnosti na 1077,
i,

- ';'5929. Pomocf identity E = arctg-l— + arctg—l— vypoctéte ¢islo m s presnostina 0,001,

-~ ~2930. Pomoci identity Y =4:m:tgl —atrctgL vypoltéte &islo © s piesnosti na

239
10'

2931. Pomoci vztahu In(n+1)=Inn+2

+} vypoctéte In2

+
2n+1 3(2n+1)

 4In3 s pfesnostina 1073,

2932. Pomoci rozvoje funkcl v argumentu 1ntegralu vypodltéte s piesnosti na

0, 001 hodnoty nasleduycnch mtegralu 1

o )
a)f ‘dx; b) e dx; ¢ fsmx fcosxgdx; e) fsmhxdx;
0 o
‘o U3 1 100 12
dx dx dx n(l+x arctgx
f)f 3 g) 2 ; h)f ;) f n( )dx ) xg dx;
p Lex o 1 -x2 o y1+x* 0 0

T N
k) farcsmxdx; ) fx"dx.
x

0 _ :
5933. Vyp_oététe spfesnostina 0,01 délku kiivky jedné polovlny sinusoidy y =sinx
(O<x<m).
2934. Vypoctéte s pfesnosti na 0,01 délku elipsy s poloosami a=1 a b=1/2.
2935. Elektrické vedeni zav&¥ené na dvou sloupech, jejichi vzddlenost je
21=20m, ma tvar paraboly. Vypoététe s pfesnosti na lcm délku vedent, je-li
" hloubka jeho prohybu & =40cm.
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6. Fourierovy rad

1. FOURIEROVA VETA O ROZVOJIL. Jestlife je funkce f{x) po &istech spojitd 2 ma po dstech
spojitou derivaci f’(x) naintervalu (-1,{), pfi¢emZ jsou viechny jeji body nespojitosti & regularni

(. plat f(E)=—;~ lim f{x) +hm f(x)]), pak lze funkei f(x) na tomto intervalu rozvinout ve
xr£ XK

Fourierovu fadu

_""_04_ A™X Lo RTX
flx)= 3 ;(ancos 7 b_sin ; ), (n
kde
2 -——ff(x)cos X dx n=0,1,2,.) &3}
a
——ff(x)sm X dx rn=1,2,...). L ")

Specidlné plati nasledujici vztahy:
a) je-li funkee f{x) sudd, pak

f(x)———+z cosn?x, (3)
n=1
g kde
; ) _
n=~?—f (x)cos dx (n 0,1,2,...);
0
# b) je-li funkce f(x) lichd, pak .
f)= Y b, sin 275, @
n=1

kde

nnox

!
bn=%ff(x)sm dx n=0,1,2.).
Funkd f(x) definovanou na mtcrvalu (0,1), kterd spliiuje vyse uvedené prcdpoklady spojitosti,
lze rozvinout na tomto intervalu jak do tvaru (3}, tak do tvaru (4).

2. PODMINKA UPLNOSTL Pro kaZdou funkei f{x), kterd je spolu se svou druhou mocninou

integrovatelnd na intervalu [-1,{], spliiuje fada (1} s koefictenty (2), (2 ) Parsevalovu rovnost
)

047 @bt Ifz(x)dx

3. INTEGROVANI FOURIEROVYGH RAD. Konvergenini nebo divergentni Fourierovu fadu (1}
funkce f{x), kterd je na intervalu{~1,!) riemannovsky integrovatelnd, lze na tomto intervalu
integrovat ¢len po clenu.

e LA
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59_36. Rozvifite funkei f(x) =sin*x do Fourierovy fady.

o '9987. Jaky tvar ma Fourierova f‘ada trigonometrického polynomu

P (x)= Z (o.cosix +B,sinix) ?
i=0

5 ,.2938 Rozviiite do Fourierovy fady funkci f{x) =sgnx (- <x <n). Sestrojte graf
--fiinkce a grafy nékolika prvnich ¢éstenych soucth Fourierovy fady této funkce.
Pomoc1 tohoto rozvoje vypottéte soucet Leibnizovy Tady

Najdéte Fourierovy fady nisledujicich funkci na danych intervalech:

::2939. f)= A pro 0<x </,

0 pro I <x <2, kde A je konstanta, na intervalu (0,2{).

_ 2940. f(x)=x na intervalu (-m,n).

2941. f(x) = na intervalu (0,2 x).

2942. f(x =|x| na intervalu (-, m).
o, -5 PO S0
2944. f(x)=7"-x? naintervalu (-, ™).
2945. f(x)=cosax na intervalu (- m,n) (a-meni celé &slo).
2946 f(x) =sinax na intervalu (-m,n) (a nenf celé ¢islo).
2947 f(x) =sinhax na intervalu (-, 7). '
2948, f(x)=¢°" na intervalu (-4,h).
2949, f(x)=x na intervalu (a,a +21).

_ 2850, f(x)=xsinx na intervalu (-=,m).
: W

9’ i

” kde a a & jsou konstanty, na intervalu (-, ).

2951 f{x)=xcosx na intervalu

Rozvmte do Fourierovych fad nisledujici periodické funkce:
2952 flx) =sgn(cosx). 2953. f(x)=arcsin(sinx).
2954 [flx) =arcsin(cosx). 2955. f(x)=x-[x].

% 39_56. [flx) =(x) — vzdalenost ¢isla x od nejbliz$iho celého &isla.

. 2957, f(x) = |[sinx|. 2958. f(x)=|cosx|.

;; f(x) Z n sinnx |<1

244

245
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2960. Rozviiite do Fourierovy fady funkci
s s
x)=secx|-—<x<—|.
fx) [ , 4]

NAvop: Najdéte vztah mezi koeficienty @, a a, _,. .

2961. Rozviiite funkci f(x)=x* do Fourierovy fady a) na intervalu (-, 1) pouze

s kosinovymi ¢leny; b) na intervalu (0, 1) pouze se sinovymi ¢leny a ¢) na intervaly

(0,2 m). Sestrojte grafy funkci a grafy odpovidajicich souctovych fad pro pfipady
a), b) a c).

Pomoci téchto rozvoji vypoctete soudty fad:

Plyer.y i

n= 1(2"’ 1)

2962. Pomoci rozvoje

s sinnx
x =22(- 2 (n<x <)
n .
n=1 :
a integrovinim této fady ¢len po d¢lenu rozvifite na intervalu (-7, 1) do
cxtaxt
2963. Napiste Parsevalovu rovnost pro funkci
) = 1 pro [x| <a,
0 pro a< |x| <m.
Pomoci Parsevalovy rovnosti vypottéte souéty fad

Fourierovych fad funkce x?

L) . . Ba

Z sinno a E cos n o
9 n?

n=1 n n=1

2964. Rozviiite ve Fourierovu fadu funkci
x pro O<x<1,
fx)=11 prorl' <x<Z; .
3-xpro2sxsg3.
Pomoci vztahti cosx =%(t +1) a sinx = %(t -F), kde t=¢™ a { =¢ ™, rozvifite do
Fourierovych fad nasledujici funkee:
2965. cos™™x (m je piirozené &islo).

2966. — 1% (|g] <1).

1-2gcosx +¢°

248
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_‘ |:‘4

2967. (lgl <1).
et 1-2gcosx+g* !

1—2qcosx+q

*'“"""2969 In(1-2qcosx +¢%) (gl <1)

; Rozvmte do Fourierovych fad nisledujici neomezené periodické funkce:

2970. f(x)=In 2971. f(x)=In COS%’. 2072. f(x)=ln‘tgg‘.

.x
sin—|.
2

;l"' ’
* 2973, Rozvitite do Fourierovy fady funkci f(x) f In ‘ cotg—-— dt (-m<x<m).

'2974. Rozviiite do Fourierovy fady funkee x x(s) ,9=9(s) (0<s<4a), které
parametricky popisujf obvod dtverce 0<x<a, 0<y<a, kde s je délka této
kfivky od poéateéntho bodu (0, 0) s orientaci proti sméru hodinovych rucicek.
2975. Jak musime prodlouZitintegrovatelnou funkci f(x) deﬁnox;anou na (0,m/2)
. pa interval (-T,T), aby jeji Fourierova fada méla tvar f{(x)= ) a_cos(2n-1)x
(-m<x<m)? nel
-2976. Jak musime prodlouZitintegrovatelnou funkei f(x) definovanouna (0,1/2)
~ na interval (-m,7), aby jeji Fourierova fada méla tvar f(x) = Z b sin(2n-1)x
(-m<x<m)? n-l

~ 2977. Funkci fx) =x[%—x) rozviiite na intervalu (0,7/2): a) do fady pouze

~* skosinovymi lichjmi ¢leny; b) do fady pouze se sinovymi lichymi &leny. Sestrojte
- grafy souctovych funkci Fourierovy fady pro piipady a) a b).
7 2978. Funkce f(x) je antiperiedickd s periodou m, pokud plati f(x+m)=-f(x).
' jﬁk&l vlastnost ma Fourierova fada takové funkce na intervalu (=, m)?
2979. Jakou vlastnost ma Fourierova fada funkce f(x) na intervalu (-, ), je-li
C feeem)=fx)?
- 2980. Jaké vlastnosti maji koeficienty Fourierovy fady a_, b (n=1,2,...) funkce
y=f(x) s periodou 27, jestlie graf této funkce: a) ma stredy soumérnosti v ho-
dech 0,0) a (= =/2,0); b) m4 stfed soumérnosti v poditku soufadnic a osy sou-
mérnosti x =+ m/27?

| 77772981,V jakém vzdjemném vztahu jsou koeficienty Fourierovychfad a , b a o ,
- (n=0,1,2,...

) funkef @(x) a Y(x), je-li (-x) =P (x)?
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2982. V Jakem vzdjemném vztahu jsou koeficienty Fourierovjch’ fad a,b
ao,B (@=0,1,2,.) funkc @(x) a Y(x), je-li p(-x)=-Y(x)?

2983. Pomoci Fourierovych koeficientd a,b (n=0,1,2,.) integrovatelné funkce £ (x)
s periodou 21 vyjidfete Fourierovy koeficienty a,, b (=0,1,2,...) ,,posunute"
funkce f(x +h), kde h je konstanta.

2984. Pomoci Fourierovych koeficientd a, bn (n=0,1,2,..)) integrovaté]né funkce

f(x) s periodou 2m vyjadfete Fourierovy koeficienty 4 ,B, (n=0,1,2,.)

Stéklovovy funkce
fh(x)—-* ffE)dE

2985. Necht f(x) je spojita funkce s perlodou 2naa,b (n=0,1,2,..) jsou jej
Founierovy koeficienty. Vypoctéte Fourierovy koeficienty 4 , B (n=0,1,2,..)
konvoluéni funkce '

Fe)=— [ flfe +ide.

-T
Vysledek uZijte k odvozeni odpovidajici Parsevalovy rovnosti.

§ 7. V¥pocet souctu fady

! 1. PREMY VYPOCET SOUCTU. JestliZe plati :
u =v , -uv (m=12,.})alim v =v_, pak ):u =v_-v,.

+ = U]
=

¥ Specialng, je-li
1
w om—
kL
ana'ﬂ «1* a'n +am

kde disla a, (i =1,2,...) wofi aritmetickou posloupnost s piiristkem 4, pak

2. ABELOVA METODA. Jestlife fada ¥ a, konverguje, pak
n=0

™

Ya=limy¥ax".

n=0 xs1n=0

£ g-rovamm rady den po clenu
=

1 1
[ p—
Pomdaea | .a .,
V nékierych piipadech lze ¥adu vyjidfit ve tvaru linedrni kombinace fad se znimym souctem,
jako jsou: - i - . & L
E.,____('l) =In?2; _1-;“_; CD
n n=l T 2 6 n=1 n z 12

Souet mocninné Fady E aux * lze v jednoduchych ptipadech vypocitat derivovinim nebo inte-

& 7. VYPOCET SOUCTU RADY

5 SOUCET TRIGONOMETRICKYCH RAD. Pro vypocet souctu fady

E a,cosnx nebo ): a, sinnx
n={ r=1

o lze obvykle uvaZovat redlnou nebo komplexni &ist mocninné fady E a z" v komplexnim oboru,
A ‘kde z=¢*
..} ¥V téchto prlpadech byvd uZite¢ny soudet

Y2l (<.
il 1-z

Seététe nasledujm fady:

111 ] 1 1
. 2987. + + *
2986 13 35 57 {93 934 345
' L1 11 |
88. - - + ... 2989.2 ;
288 12793532 15 1) +2)n+3)

o«

2990. Z 1 (m je piirozené &islo).
- i nn+m)

o1, .1 . 1 . 2992.2‘1

1-2-3 345 567 2
2993, E 2n-1 . 2994. Z--l—
‘ oLn (n+1) ‘ ~ n(Zn+1)
-, n
2995 M 2996. 22 (n+1)
i n! . ‘ - ard '

- 2907, Z—-—I— 2998, Z 1 .
ey =+ 12 +2)?
2999, Y -1m 3000, Z—('L
e (2n+ 1! ‘ e nlen-2

73001 Necht P(x) =g, +a x +... +a,x"




RaDy

Vypoététe soulty nasledujicich fad:

. oyt 3
3002. Z” tlon 3003. me
. n=

won 2'n! e (n+1)!

oo

7 2.0
3004. Z( 1'@n2+1) s, 3005. Zﬂ—
2n)! ' (2n + 1)

Pomoc{ derlvovam ¢len po ¢lenu setéte nédsledujici fady:
)n l 2n

o T2 s ¥ L1
n(2n-1)

3009. Z afa ”;)_'é‘gfind" Ddl on @ >0).

NAvOD: Derivaci fady vynésobte funke 1-x.
2
3010. li l 4 x 1 4- 7 .
32 3.6 3 6-9 2

Pomoci integrovani ¢len po dlenu se¢téte nasledujici fady:

4n+1

soos.E x .

. 4n+1]
n=0

n=1

. - Zn
3011. Znﬂx"'l. 3012,7_’-Zn(n+2)x”. © 3013, Zw
=1 o n=1 n=0 "
Abelovou metodou vypoctéte souéty nasledujicich fad:
I 1 1 ' 1 1 1
3014. 1-—+—-——+ ., 3015. | -—+—-—+...
4710 35 7
ETIUHD TR SR 2 PO S VAR WLI DL 20 B
2 2 2-4-6 23 245
Sectéte nasledu;jicf trigonomenické fady:
3018. E sinnx | 3019._2 cosnx 3020. sinnasinnx
nel o nel T n=1 ”

o

3021. Z sin” nosinnx [O<o¢< n]
no 27/

n=1

- "f'VypoEtéte soudty nésledujicich fad:

" 3037,

§ 8. VYPOCET URCITYCH INTEGRALU POMOCT SOUCTU RADY

o

-3022 Zsm(?" Dx. 3023.2(-1)"‘3025“:_ 3024.Zc05(2n—1)x.
. n=2 ne-

2n-1 w1 (@n-1)
5025 Z( 1! SINAX_ g0 Zcos'nx
— nin+1)

3027. Sestrojte kiivku, ktera je definovana rovnosti

Z sinnxsinny_o
i ' 2 '

n=1 n

12
..;3028 Z[(n 1)] (2x)*". s029. ) 20 .
| et ()]
1.‘ 20 31
303 + +
x+1 (x+1)(x+2) (x+1)(x+2)(x +3)
: a a a
. 3031. L 2 +..za podminky, Ze x>0, a >0 (n=1,2,...) atada
Gy tX  Gy*X Gy +X
Z-—— diverguje.
=] 0 .
' 3032. E X L E +..proa)|x|<1;b) [x|>1.
‘ -x% 1-x* 1-x
= xu+1
3933. proa) |x|<1;b) [x|>1.

A (1-x™)(1-x"1)

8 Vypocet uritych integralti pomoci souétu radg

7 'Pornoc1 rozvoje mtegrovane funkce do rady vypoctéte hodnoty nisledujicich

mtegralu 1 ]
o f ]
3034, In—dx. 3035, ]‘de 3036. fmdx.
-X X X
0 0

x? 'n(l-x9dx (p>0,4>0).

|
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KAPITOLA VII

Integraly zavislé na parametru

§ 1. Uréité integraly zivislé na parametru

1. VETA O SPOJITOSTI INTEGRALU. Jestlife je funkce f(x,y) definovand a spojitd na omezepg
A

mnoZiné R={(x,y)|asx<d bs<ysB}, pak je funkce F(y) ff(x,y)dx spojitd na uzavieném
intervalu b<y<B.

2. VETA O ZAMENE DERIVACE A INTEGRALU. Jsou-li spinény pfedpoklady ptedchozi véty a jed
navic parcidlni derivace fy '(x,3) spojitd na mno%in& R, pak pro b <y <B plati Leibniziiv vzorec

IE: A
E;ff(x,y)dx =f];"(x,y)dx.

V obecngj§im ptipadé, jsou-li ¢(y) a Y(y) diferencovatelné funkce parametru y, pfidems
a<t(y) <4, a<{i{y)<A pro b<y<B, pak plad
*(ﬂ ¥
= f Feey)dx=fe)0¥ 0)-fe0NEG)+ [ f&yds.
¢(y) LA

3. VETA O ZAMENE PORADI INTEGRACE. Za stejnych predpokladﬁ jako v prvm vété plati nasle-
dujici rovnost:

f dy ff(x,y)dx - f dx fﬂx,y)dy-
B a b ’

1
3711. DokaZte, 7e integrdl F(y)= f f(x,y)dx nespojité funkce f(x,y) =sgn(x-3) je

spojitou funkci. SeStIOJte graf funkce u =F(y).

3712, VySetfete spojitost funkce F(y) = f o) dx kde f{x) je spoyta a kladna
x +
funkce na vzavieném intervalu [0,1]. ° ’*
3713. Najdéte nasledujici limity:
|+ . 2

a) lim L; b) llmf x2+oldx;
a-0 4 1+x%+0?

) llmfx cosmxdx

d) lim | — %

ol 1+ X "
n

308

§ 1. URCITE INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU

n2

3.1 Vypoltéte lim f e R840,
R-=
0

/14. Necht f(x) je spojita funkce na uzavieném intervalu (4, B). Dokaite, Ze

1imlfw +h) -fO)1dt =f(e) -fla) (A<a<x<B).
r-o b y

:3714.1 Necht jsou splnény nisledujici podminky: 1) ¢ ()20 (n=1,2,...) na
: 1

itervalu [-1,11; 2) ¢ _(x)=0 pro n~« na 0<e<|x|<1; 3) fcpn(x)dx~1 pro
1

kn-'°° Dokaizte, Ze jestliZe f(x)eC[-1, 1], pak lim ff(x)cp (x)dx =f(0).

e
-1

715. Lze provést limiti piechod v argumentu integralu ve vyrazu
P ; E ) . . l - PP
lim [ Ze % dx?
r0p Y
3716 Lze pomoci Leibnizova vzorce derivovat funkc F(y)= f Inyx® +yidx
vbodé y=07? 2

x

3717, Vypodtite F'(x), je-li F(x) = [e'ay.

$718. Vypoctéte derivace F'(a) nasledujicich funkei: e

. cosa b+e . , .1
2) F(w)- f e gy, b).F(a)=f5m“dx; o) F(a)=fde;
x x
.'d) F(d)= flx+a,x-o)dx; e) F(a)=[dx [ sinx®+y%-a®)dy.
f .({ ) xfu

719 Vypoctete F'(e), je-li F(x)= f (x+y)f0)dy, kde f(x) je diferencovatelni
funkce.

8720. Vypoctéte Fx), je-li F(x)=ff('y) |x-y|dy, kde a<b a f(y) je spojitd
funkce na intervalu [a,b]. a

h h

3721 Vypotitte F/(x), jeli F(x) =-‘—2 [4E ff(x+z+n>dn (h>0), kde f(x) je
8 ‘ojit;i funkee. 0 '

2. Vypotiéte F®(x), je-li F(x)= [ft) (e 1" dt.




INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU

3722.1 Dokaite, Ze plati

d” {sinx) 1 . o i o ,
dx'n[ x )—xnﬂfy cos(y+?)dy n=1,2,..). _ (1)

Pomoci vztahu (1) odvodte nisledujici odhad:
| a" ( sinx
Idx

3723. Aproximujte funkci f(x)=x® na intervalu 1<x<3 linedrni funkci tvary
3 .

a+bx tak, aby byl f (a +bx -x )de minimalni.

. .
< €(—m, +o0),
] n+lpr0x ( )

X

3724. Odvodte pfiblizny vztah tvaru y1 +x =a+bx (O<xs1) z podminky, je
stfedn{ kvadraticky rozdil funkci a +bx a \}1 +x” na daném intervalu {0,1] ; je

minimAalni.

3725. Vyjadfete derivace dipinych eliplickych integralii E (k)

n/2
=f1f1 -k*sin’pdg
0

aF(k)= 40 (0 < k£ <1) pomoci fuxjkcf E(k) a F(k). Dokaite, ze funkce

» 1 -kZ%sinZg
E (k) je fefenim diferencidlni rovnice

E"(ky+ E(k) E®
k2

3726. DokaZte, e Besselova funkee celacwelne?w indexu n
=

J. &) =%_£cos(ncp ~xsing)do

je Fedenim Besselovy rovnice x*J " (x) +x ] (®) +(x®-n?%)J (x)=0.

3727. Nechﬂ o) f 9 (x)dx ,kde @(x) a ¢ (%) jsou spojité funkce na uzavieném
J'
\/‘i x

3728. Dokaite, ze funkce u(x) =fK(x,y)v@)dy, kde K(x,y) ={;((ll :33 g;g ;C ij;
0

intervalu 0<x<a. Dokazte Zepro 0<a<a pIatl (o) = cp(O) f

NAvOD: Uzgte substituci x =af.

a 2(y) je spojitd funkce, je feSenim rovnice u’(x)= -v(x) (O<x<1).

§ 1. URCITE INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETAU

xy
729. Vypoltéte F gy(x,y), jeli F(x,y)= f (x-y2)f(z}dz, kde f(z) je diferenco

atelna funkce. xly

30 Necht f(x) je dvakrit diferencovatelnd funkce a F(x) je diferencova-
x+al

_tclna funkce. Dokaite, Ze funkce u(x, t)——[f(x at) +f(x +at)] +— f F(z)dz je

. x -al

25 Fu_ o 0u

rcsemm vlnove rovnice ——a — S poditecnimi podmmkaml u(x, 0) =f(x)

82 ox

o du/(x,0)=F(x).

3731 Dokaite Ze jestliZe je funkce f(x) spojitd na uzavieném intervalu [0,/]

| a(c-E)?+y*+2%20 pro 0<Exl, pakJefunkce

wley,2) = f FE)E
)

2+y +z2

Fu 8214 a2
8x2 ay az

I fe¥enim Laplaceovy rovnice
Fn

i’?;.ﬁl')'érivov.s’lnfm podle parametru vypoctéte nasledujici integraly:
BERRE L n2 n
8132, f In(a *sin®x +4%cos’x)dx. 3733. fln(l -2acosx +a*)dx.

/2 /2
L . d
3734, fmg_"_)dx. 3735. fln““"sx ¥ (la] < 1).
g tgx / 1 -acosx cosx

0

A 1 ' !

?36. Pomoc vztahu 287 f 4y - vypoététe integral f

2
x +
Dlxy 0

3!737 Pomoci véty o ziméné pofadi integrace vypoctéte integral

arctgx  dx

X l_xz

nx

b_..8
L [x X dx (e>0,6>0).

' -3738 Vypoitéte nastedujici i’ntegTély

b .xa
-a) fsm(ln ] dx, b) fcos[ln ]
Inx

dx (a>0,6>0).




INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU

3739. Necht E(k) a F(k) jsou tiplné eliptické integraly (viz tiloha 3725).

Dokazte ndsledujici vztahy:
k k

a) fF(k)kdk=E(k)—k12F(k); b) fE(k)kdk=%[(1+k2)E(k) ~kIF(R)],
0

kde k =1-k2.
3740. DokaZte vztah f xf,(x)dx =x], (x) kde f,(x) a J, (x) jsou Besselovy funkce

indexu 0 a 1 (viz uloha 3726).

§ 2, Neurdité integrily zivislé na parametru. Stejnomérné konvergence
integrald

1. DEFINICE STEJNOMERNE KONVERGENCE. Konvergentm’ nevlastni integral

ff(x,y)dx lim ff(x,y)dx (1}

b ten

kde funkce f{x,5) je spojitdi na mno¥iné asx<+w, y <y<y,, nazjvime stejnomérnd
konvergentnéim na intervalu (y,,y,}, jestlie ke kaZdému ¢> 0 existuje cislo B=B(#) tak, Ze pro
kaidé b= B plati '

rou

ff(x,y)dx <e @y <y<y,).
b

Stejnomérnd konvergence integralu (1) je ekvivalentni stejnomérné konvergenci viech fad tvarn

L[ fepd, @
n=0 a,

n+]

n-w

§ kde a=aq,<a,<a,<...<g <@ <..a Iim a, =+,

Jestlize integral (1) konverguje stejnom&rné na‘intervalu (y,,5,), pak je natomto intervalu spoji-

tou funkei parametru y.
a

2. BOLZANOVO-CAUCHYOVO KRITERIUM KONVERGENCE, Pro stejnomérnou konvergencdi integrélu
(1) na intervalu (y,,5,) je nutné a stadi, aby ke kazdému £> 0 existovalo &islo. B =B (&) tak, Ze

bff
ff(x,y)dx <gproy <y <y2-,_jcstliie b/'>Bab">B.
bl’

VUrégete obory konvergence nisledujicich integrala:

3751 Bez pouZiti negaci formulujte tvrzeni, Ze integral f Sf{x,3)dx konverguje

.3752 Dokaite, Zc jesthiZe mtegral f flx)dx konverguje a funkce ¢ (x,y) je omeze-

- ni a monotdénni v promenne x, pak integral f fx)@(x,y)dx konverguje stejno-

7 8753, Dokaite, e stejnomérné konvergentnf integral

§ 2. NEURCITE INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU. STEJNOMERNA KONVERGENGE INTEGRALU

8. WEIERSTRASSOVO KRITERIUM KONVERGENCE. Pro stejnomérnou konvergenci integrilu (1)

J1stadi, aby nezévisle na parametru y existovala funkce F(x) spliiujici podminky

1) |f@.5) | sF(x) pro a<x< += a 2) fF(x)dx< +oo,

4. Analogicka tvrzeni plati pro nevlastni integrily nespojitych funkd.

+oa

3742, f XCOSY dx.
xP+xd
k4

9 .
3744.f dx_
! )

+o0

3746. f _sinx_

xP +smx
0

dx (p>0).

* Porovnanim s konvergencdi fad vysetiete konvergenc1 nisledujicich integral:

+ 00

3747, f COSY 1x. 3748, f o xdx (n>0)
x+a _ A 1 +x "sin’x
. -+ o0 + o0 . 2
L osrae. | 92 3750, f ST g
. xﬂ

3
x x? y sin®x

“+ 00

nestejnomerne na daném 1nl:ervalu (yl, Yo) -

4o

.mérné (na odpovidajici mnoZing). a

'—E(x--;-)gdx (0 <_y <1)




INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU

+o0

3754. DokaiZte, 7e integral f ae **dx 1) konverguje stejnomérné na libovolném

intervalu 0 <a <@ <b a 2) konverguje nestejnom&rné na intervalu O<a<b.

SIN 0LX

3755. Dokazte, Ze Dirichletiv integral f dx 1) konverguje stejnomérné ny

0
ka?dém uzavieném intervalu [a,b], ktery neobsahuje hodnotu & =0; 2) konver-

guje nestegjnomeérné na kaidém uzavieném intervalu [a,6], ktery obsahuje
hodnotu a=0.

3755.1 VySetiete, zda integril f— stejnomérné konverguje na IlaSIEdUJIClCh

intervalech: a) 1 <@ << +oo; b) l<@<+eoa,

3755.2 Vy3etfete stejnomérnou konvergenci integrilu f — pro O<ag<].

3755.3 Dokaite, Ze mtegral f
<o <+,

konvergu_,e nestejnomérné na intervalu

VySetfete stejnomérnou konvergena nasledujicich integrdli na zadanych
intervalech:

+ 00 + oo

3756. J‘e'“"sinx dx(l<e <a< Q—w). 37517. fx“e Fdx (asoash).

> dx (0sa< +°°) kde p>OJe konstanta

0 A ]
3758. fcosaxdx (_w<a,_.< +o0), 3759, f__di_..__ (osa‘<*+m).
. L+’ ! (x-0)?+1 '

SINX _ge, : o Infx .
3760. { —¢ ““dx (0<a<+=).  3760.1 dx (0<p<10).
3761. f er'“* cosx
1

X

3762. fﬁe'“"gdx (Oca<+e).
]

3763. fe'("_“)zdx: a)a<u<bh;b) ~e<a<+,

§ 2. NEURCITE INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU. STEINOMERNA KONVERGENCE INTEGRALU

oo
jaf -

764, fe"‘g(“’glsinxdy (o <x < +w).

3765.1 Najdéte &islo &> 0 tak, aby platilo 0< f
© kde £=1075,

<epro L,1<n<10,
I+x™

1 _
3766. fxl’ IIn"‘ dx:a) p2p,>0;b) p>0 (g>-1).
: x

3771 Integral stejnomérné konverguje pro danow hodnotu parametru, jestlize
.—konverguje stejnomérné na né&akém okoli této hodnoty. DokaZte, fe integril

;5 Stejnomérng konverguje pro kaZdou hodnotu «#0 a konverguje, ale
1 +ax
o

nikoli stejnomérné, pro a=0.

+o0

3772 Lze provést limitni pfechod v argumentu integrilu lim f oe “dx?
’ a0

3773. Funkce f(x) je integrovatelnd na intervalu (0, +=}. Dokaite, Ze

+ 00

lim [ & **f(x)dx = ff(g)dx.'
0

a0 0




INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU

3773.1 Doka’te, Ze je-li f'(x) absolumé integrovatelnd na intervalu [a, +e], pak
existuje lim f(x) '

x— oo +oo

3'774. Dokaite, Ze lim f flx)sinnxdx =0, je-li funkce f(x) absolutmé integrova.

n-w

teln4 na intervalu (0, +°°).
3775. Dokaite, Ze jestliZe jsou spln€ny nasledujici podminky: 1) f&3)=f(x,5,) na

kaZdém omezeném intervalu (a b) a 2) [f x,y)| < F(x), kde f F (x)dx < +w, pak
llm ff(x,y Ydx = fllmf(x,y)dx

+0oo +m 2 -
3776. Vypoctéte integral f iy f lim [1 +-——] dx pomoci limitm’ho
pfechodu. n L

n-«

3776.1 Necht f(x) je spojitd a omezend funkce na intervalu [0, +°°) Dokazte ie

lim = fyf(x) dx =£(0).

y-0 Ty x+y

3776.2 Najdéte 11m f
x"+1

+oo

3777. DokaZte, Ze integral F(a) = [ “-a gy je spojitou funkci parametru a.

la |«
SN —

3777.1 Dokaite, Ze F(a)= X dx je spojitou funkef na intervalu 0 <a<1.

o . _f sin(1 -a%)x

3778. iNajdéte-body— nespojitosti- funkce - F{a) = dx. Sestrojte graf
X

funkce y=F(@). - . . - . "

Vyletiete spojitost nisledujicich funkci na zadanych intervalech:

3779. F(o) = f

pro a>2
24+x%

COSX

dx pro a>0.

3780, F(a)= f

§ 3. DERIVACE A INTEGROVANI NEVLASTNICH INTEGRALL ZAVISLYCH NA PARAMETAU

I;F(m)f sinx ———dx pro 0<a<2.
Ox *(n-x)*

-X

dx pro 0<a<l.
0

+

'3783. F(a)= fcce T pro —=<p < +.
0

|sinx|®

3. Derivacea integrovini nevlastnich integrild zavisl

ch na parametru

4

.-} 1. DERIVACE NEVLASTNIHO INTEGRALU PODLE PARAMETRU. JestliZe jsou splnény ndsledujici

. je ptirozené &slo.

- 3785. Pomoci rovnosti f

podminky- 1) funkee fix,5) a 1, ey} jsou spojité na mnofiné {(x,y);asx<+e, 3, <y<y,};

2) mtcgré] f Sl y)d= kOﬂVC[‘gU_]C, 3) integrél f = ndx konvergUJe stejnomérné na intervaiu
01:99), pak®

s -
E;ff(x,y)dx= [_;; (x,y)dx

pro ¥, <y <y, (Leibmizovo pravidlo).

2. INTEGRACE NEVLASTNIHO INTEGRALU PODLE PARAMETRU. JestliZe 1) funkce f{x,y) je spojitd

pro xza a y sysy,; 2) integral f flx,3)dx konverguje stejnomérné na omezeném uzavieném
intervalu [y,,y,], pak a

‘o

fdy [ fleydx= ]dx ff(x,y)dy | . (1)

_:.._ Je-li ftx,y)20, pak vztah (1) platf i pro neomezeny interval (y ,y,) za pfedpokladu, Ze vnitini

integrily rovnosti (1) jsou spojité a alespoil jedna jeji strana m4 smysl.

i ' "

3784. Pomoci rovnosti f x"ldx= 1 (n > 0) vypoctéte integril f x" In"xdx, kde m

+oa +

dx - (a >0) vypodtéte integral L,kde
A x2+q 2,/5

. n je pfirozené {slo.




R T —t

INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU

+ o0

3786. Dokaite, ie i1 kdyZ ma Dirichletiv integral I{«)= f SIn 0%

dx pro a#(Q

. . e, “r . . - . 0
derivaci, nelze ji ziskat pouZitim Leibnizova pravidla.

NAvOD: Pouiijte substituci ox =3.

+ 00

3787. Dokaite, Ze funkce F(a)= f 08X

dx je spojita a diferencovatelnd na
5 1+ +a) o

intervalu =< g < +co,

e-—ax_g—bx b +we-ax_e—bx
3788. Pomoci rovnosti —— = f ¢ "7 dy vypoltéte integrdl | ————dx
0

@>0,>0). ‘

3789. Dokaztelelamuv vzorec f de f(O)ln (a>0 b>0) ‘kde f{x)

je spojita funkce a i_ntegrél J‘ @dx mé smysl pro libovo_lnou hodnotu 4> 0.

Pomoci Frullaniova vzorce vypoctéte nasledujici integraly:

+oa

3790. [ cosax=cosbx ;1 0.550).
X
L] . i

+oa

3701 fsinax—sinbx
X

dx (@>0,b>0).

0
arctgax —arctgbx ‘
3792. dx (a>0,b>0).
X

. . 0 F— e o - .- . . Co

Derivaci podle parametru vypoctéte nasledujici integrily:
3793. f

; e-!!.z__g-ﬂx 2
3704, f{—] dx (&> 0, B>0)
R
0

dx (@>0, B>O)

:".:3799 f arctg ox dx.

§ 3. DERIVACE A INTEGROVANI NEVLASTNICH INTEGRALU ZAVISLYCH NA PARAMETRU

-ox -Bx

sinmxdx (>0, p>0).

-ox _ -PBx

cosmxdx (>0, [>0).

‘- __ifypoététe nasledujici integrily:

. i
1 2.2
3797, f-‘-’(l—“_)dx (lee| < 1).
x? 1_x2

2.2
3798, f___l““ ) dx (o)< 1),
2

I-x

[=]

+aa tem

2 2
3800. f——__ln(‘: ”; )dx.
G xWxt-1 o BPex?

3802, f In(l +a’x 2)1“(1 B

7 3801, farctgaxarctgﬁx dx.
0 0 X

3803 Vypoététe Euleritv-Poissontiv integril [ = f = dx pomoci rovnosti
' 0

+6a +oa

I%= fe "‘E_dxfxe 'xz_yzdy,

0 0

Pomoc1 hodnoty Eulerova-Poissonova integralu vypoététe:

+oe

_. 3804 f '(‘” P2y (@>0,ac- bg>0)

—“3805- f(alx2+2blx+cl)e'(ax2+2bx+6}dx (a>0,ac—b2>0).
e '
- 3806. fe “* coshbxdx (a>0).

+ 80

3807, o604y (a>0).

m_,. e—_ttxz_e—ﬁ:t:2 Lo
3808 (2% 4y (a>0,>0).
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4219. Vypoctéte potencidl homogenni koule s polomérem R a hustotou g,

j‘j"”'ff dx dyldz dx dyﬂdz
tj. vypoctéte integral u =—

x, +y, +21 TeR?

xg 43 423 sRY

"'(}’1 —3'2)2 +(Z -z )2-

kde r, =,/(x -x )2

a4 x gyt QEbI.xI.h:} .
Nt dx dx,...dx

ﬂ.

4220. Vypoctéte n-rozmérny integral f f f {

-t =00

kde Z axx, (a;=a ) je pozitivné deﬁmr.m kvadratick4 forma.
fi=1

§ 11. Kiivkové integraly

L. KRIVKOVY INTEGRAL PRVNIHO DRUHU. Jestlife f{x,y,z) je funkce definovani a spojit
v bodech hladké kFivky C: -

x=x(), y=y(@), z=z(@) @, <t<Ty : ()
a ds je diferencidl délky kiivky, pak kiivkovy integril prvniho druhu dcﬁnu_]erne: vztahem

4
[feey,nds= ff(x 0.5 0.ONx 0Oy O+ War.
c { i ’

Hodnota tohoto integrélu nezdvisi na grientaci kiivky C.

2. VYUZITI KRIVKOVEHO INTEGRALU PRVNIHO DRUHU V MECHANICE. Je-li p=p(x, y,i) hustota
v daném bodé (x,y,z) kiivky C, pak hmotnost kitvky C je rovna M= f o(x,y,zids. o
c

Soufadnice t&Zisté (x,7,,%,) této kitvky vypotteme pomoci integrali

1 1 1
x0=3-4—fxg(x,y,z)ds, }'0=nyg(x,y,z)ds, z0=-ﬂ—dfzg(x,y,z)ds.
[ ol . - c

3. KRIVKOVY INTEGRAL DRUHEHO DRUHU. Jestlize jsdu funkce P=P(x,3,z), Q=0(x.52),
g R =R (x,y,z)} spojité ve viech bodech kiivky (1), kterd m4 orientaci ve sméru rilistu parametru ¢,
# pak kiivkovy integrdl druhého druhu definujeme vztahem
i

fP(x,y,z)dx +Q(x,5,2)dy +R(x,y, z)dz =

f {Pl@.y@.2(0x 1)+ Qx @), y(t) 2y B + Ry Oz )2 'O} e, (2)
Kdy? zménime orientaci kfivky (', zméni tento integral znaménko. V mechanice kiivkovy inte-
grél druhého druhu vyjadiuje praci sily {P, Q,R} plsobici postupne ve viech bodech kfivky C.

S

§ 11. KRIVKOVE INTEGRALY-

4. TOTALN{ DIFERENCIAL. Je-li P{x,y,2)dx+Q(x,y,2)dy +R(x,y,2}dz=du, kde u=u(x,y,z) je
jednoznaénd funkce na mnoZiné V, pak nezdvisle na tvaru kiivky C, kterd leii celd v mnoZiné
V, plati

dex +Qdy+Rdz=uix,,y,2,) ~u(x,,3,,2,),
rh

-——- kde (x,3,,2,) je poditetnibod a {x,,¥,.2,) koncovy bod kiivky. V nejjednodud¥im pipadé, kdy V
"{ je souvisld mnoZina a funkce P, ( a R maiji spojité pardiilnf derivace prvniho fadu, pak k tomu,
aby platila vy¥e uvedend rovnost, je nutné a stadi, aby byly splnény nésledujici podminky:

Je-li ¥ standardni rovnob&inostén, lze funkei « vyjidfit vzorcem

w(x,3,2) = f Pley. s f Qepy2)dy + f RG22 v,
Xy Y

kde (xp,302,) je néjaky pevny bod mnoZiny V a ¢ je llbovolnz‘s konstanta. V mechanice md tento

|... ¥ integral vjznam price potencidlni sily.

Vypoltéte nasledujici integrily prvniho druhu:
4221. f(x +y)ds, kde C je obvod trojihelnika s vrcholy (0,0), (1,0) a (0,1).
c

4222, f;v 2ds, kde € je oblouk cykloidy x =a (¢ -sint), y=a(l -cost) (0<t<2m).
4223, f(x +y%)ds, kde CJekrwkax a{cost +tsint), y=a(sint - tcost) {(0<t<2n).
4224, fxyds kde C je oblouk hyperholy x =acosht, y= =asinht (0stst ).

4225. f(x‘”‘s’ +y‘”3)ds kde C je oblouk astroxdy x® +y . =g

4226, f V=15 s, kde C je sjednoceni kivek r=a, ¢=0, (p—— (1‘ a ¢ jsou

polarm soufadnice).
4227. f[y|ds, kde C je lemniskata (x+y%)’ =a®(x?-y%).

4228, f xds, kde C j Je &ast logaritmické spirdly » =ae*® (£>0), kterd se nachiz{

uvnlt:r kruhu r<a.
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4229, f\/x2 +y%ds, kde C je kruznice % +y%=ax.

4230. f , kde C je fetézovka y= =acosh .
a

Vypottéte délky nésledujicich prostorovych kiivek (s kladnymi parametry):
4231. x =3¢, y =317, z=2¢> od bodu (0,0,0) k bodu (3,3,2). '

4232. x =¢ ‘cost, y=e”‘sint, z=e ™' pro 0 <t <+,

wYo %)

1

a+

4234, (x y)2 =a(x+y), :':E—y2 gz2 od bodu (0,0,0) k bodu (x

Yoo

4285. x 2 +y2=cz, 2 =tgE od bodu (0,0,0) k bodu (x,5,.%,)-
x ¢

4236, x 2 +y% 427 =% |/x? +y2cosh[arctgl) =a od bodu (g,0,0) k bodu (x,y,z).
x .

Vypoctéte nasledujicf kfivkové integraly prvm’ho druhu podél prostorovych
kiivek:

4237. f(x. +y%+z%ds, kde C je &st Sroubovice x=acost, y=.asmt, z=bt

(Ost<2‘n:) : _ :
4238. f x2%ds, kde C je kruzmcex +y2+22=42 x+y +z=0.

4239. zds kde C je kuZelovi Sroubovice x =tcost, y=tsint, z=t (0<t<t 0)-
J =

4240. fzds kde CJC oblouk kfivky x? +y%=22%, % =ax od bodu (0,0, 0) k bodu

(a a a\/_ ).’
4241. Vypoctéte hmotnost kiivky x =acosé, y =bsin¢ (g 26 >0;0 <t < 2n), kterd ma
v bodé (x,y) hustotu g = |y|.

4241.1 Vypoctéte hmomost oblouku paraboly y 2.9 px (0 X< p/?) JestliZe se jeji
hustota v bodé (x,y) rovna |y|. 5
a

4242. Vypoctéte hmotnost kiivky x =ai, y = %t 2 z= gzt ? (0<t<1) ohustotd, kterd

se ménf podle zivislosti o =y/2y/a.

§ 11. KRIVKGVE INTEGRALY

ot

4248, Vypodtéte soufadnice t&Zisté oblouku homogenni kiivky y=acoshZ od

* bodu (0,a) k bodu (b,4).

. 4244. Najdéte t€7i3té oblouku cykloidy x =a(t -sin¢), y=a(l -cost) (0<i< ).

.. 4244.1 Vypoltéte statické momenty Sj,— f xds, S = f yds oblouku C astroidy

#-g?8 (x>0,y>0) vzhledem k soufadnicovym osdm.

28 4.y
4244.2 Vypottéte moment setrva¢nosti kruznice x%+y%=a? vzhledem k jejimu
. priméru.

- 4244.3 Vypodt€te poldrni momenty setrvacnosti /= f (x2+y?)ds vzhledem k bo-

=-du (0,0) ndsledujicich kfivek: a) obvodu C ¢&tverce max{|x| |y|} =a; b) obvo-
du C rovnostranného trojihelniku s vrcholy v poldrnich soufadnicich (g,0),

5 )

4244.4 Vypoftéte primérny polomér astroidy x*?+y*3=42® v polarnich
soufadnicich, tj. &slo 7, (r,>0) uréené vztahem I, =s>'r(,2 » kde I, je polirni
moiment setrvaénosti astroidy vzhledem k poditku (viz iloha 4244.3) a 5 je jeji
~ délka. :
4245. Vypoctéte soufadnice t&Zi3té obvodu sférického tro_]uheim’ka x2+y4z%=42;
- x20,920,220.
- 4246, Vypoctete soufadnice t&Zisté homogennl krivky x=e'cost, y=e'sint, z=¢’
(et <0). |

4247, Vypocltéte momenty setrva¢nosti jednoho zivitu Sroubovice x=acost,

y=asint, z= Eh;-t (0<t<2m) vzhledem k soui‘adnicov;‘rm osam.
: n

| 4248, Vypoctéte krlvkovy mtegral druheho druhu f xdy ydx kde 0 je podatek

soustavy soufadnic a bod A mai souradmce (1, 2) je-li: a) OA usecka; b) 0A
parabola, kterd méd osu soumémnosti 3; ¢) OA4 lomend kiivka tvofend tseckou
OB letici v ose x a Gseckou BA, ktera Je rovnobézna s osou y-
4249, Vypottéte integral '
f xdy+ydx
04
- podél kiivek a), b) a ¢) z pfedchozi dlohy.
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Vypoctéte nasledujici kifivkové integrély druhého druhu podél krlvek oriento-
vanych ve sméru ristu _]e_}l(‘,h parametru:

4250. f(x -2xy)dx +(y* -2xy)dy, kde C je parabola y=x* (~1sx<1).
c

4251, f(x2+y2)dx +(x*-y%dy, kde C je kivka y=1-|1-x| (0sx<2).
C

2 2 .
4252, é(x +y)dx +(x -y}dy, kde C je elipsa x_2 +y—2‘ =1 s orientaci proti sméry

c ' a* b —
hodinovych rudicek.

4253. f(?a -y)dx +xdy, kde C je oblouk cykloidy x=a(t-sint),y=a(l -cost)
c

(O<t<2m).

4254, 9S(x+y)dx (:-5)dy

x2 ey

, kde C je kruznice x*+y?=q? orientovani proti

sméru hodmovych rudidek.

255. 95 4%*4) |\ de ABCDA je obvod &verce s vrcholy A =(1,0), B=(0, 1),
ascoa 21D S o
C=(-1,0), D=(0,-1).

4256. f dxsiny +dysinx, kde A B je tsecka spojujici body A =(0,m) a B '=’(1t,0).

4257. § dy arcl:g2 -dx, kde 04 je &st paraboly y =x22 A0 ] je &ast prlmky y=x.
040

Ovéite, Ze integrovany vyraz je totdlnim diferencidlem n&jaké ﬁmkce, avypoctéte
nasledujici krlvkove mtegraly

@.3) : : : R :
4258. fxdy+ydx. 4259 fxdx+ydy
(1,2 ’ N (X))

(2.3) , , »(‘*'rl.l .
4260. f(x+y)dx+(x~y)dy 4261. f(x—y)(dx-dy).
(0,1} (1,-1}

(a,b)
4262, f flx+y)dx+dy), kde f(u) je spojita funkce.
0,0)

364

prony

4267.

. 2.m . . o
. 4268. f [1 ) cosy] dx +[s1n 2+ 2eosd
2 X x

4272, dz=

§ 11. KRIVKOVE INTEGRALY

(1.2)

4263, f ﬁx—?ﬂ?— podél kiivek, které neprotinaji osu y.
: .

&1
5.8
xdx +ydy

podél kiivek, které neprochizeji potitkem soustavy
2

3
(1,0 ¥x *¥

- soufadnic.

(xgvj'g)

 4265. f px)dx +Y(y)dy, kde @ a ¥ jsou spojité funkce.

(xpy]J
3.0

" 4266. f (! +4xy3)dx+ (62292 -5y Y dy.

(-2.-1
(.h
[_ xdy-ydx

podél kifivek, které neprotinaji pfimku y =x.
oy E

]dy podél kiivek, které neprotinaji
x) - - .

x X
(1, =)
osu y.

{a,b)

4269, f *(cosydx ~sinydy).

0,0
4270, Dokazte Ze je-li f(u) SpOJlta funkce a C je po &istech hladka uzaviend

~ kiivka, pak é;f(x +y) (xdx +ydy) =0.

Najdéte primitivnf funkdi z, je-li:
4271, dz=(x 2 +2xy -y dx +(x2 - 2xy —y2)dy.
ydx -xdy

3x2-2xy+3y2.
(x? +2xy+5y2)dx+(x —2xy+y )dy
(¢ +y)°
4274. dz=¢"[e? (x -y +2) +yldx+e*[e?(x -y) + 1]dy.

4273, dz =

365
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6n+m+|u an+m+lu

4275. dz = dx + —dy.
axn+laym axnaym-rl

4276. dz:il[lnl]dx-—‘fl int dy, kde 7=/ e
axrff?aym—l r axu'—layme

4277. Dokatte, Ze pro kfivkovy integral plati nisledujici odhad:

ldex +Qdy|< LM,

kde L je délka kiivky a M =maxyP*+Q? na kiivce C.

4278. Odhadnéte integral 1, = ——M Dokaite, Ze lim 1, =0.
gme (6 ry ey

Vypoctéte nisledujici kfivkové integraly podél prostorovych kiivek (soustava
soufadnic je pravotociva) :

4279. f(y -2%)dx +2yzdy-x2dz, kde C je kiivka x=t, y=t*z=¢ (0si<l)
C ‘ . . TR . - &

orientovani ve sméru riistu parametru.

4280. f ydx +zdy +xdz, kde C je jeden zavit Sroubovice x =acost, y=asint, z =bt

(0<£<2m) orientovany ve sméru rlistu parametru. -

4281 f(y z)dx+(z x)dy+(x y)dz kde CJe kruzmcex +y2+z%=a? y=xtgq

(0 <@ <) orientovand proti sméru hodmovych rudicek pfi pohledu ze strany
kladnych hodnot x.

4282, fy2dx +z%dy+x*dz, kde C je st Vivianiho kiivky x2+y2+z2=42,
x +y?=ax (z>0,a>0) orientovani proti sméru hodmovych rucifek pfi pohledu
ze strany kladnych hodnot x (x>a).

4283, f(y2 ~z2%dx + (2% ~xDdy + (x 2 -y%dz, kde C je hranice &sti sféry

x2ey%422=1, x20, 920,220 orientovani tak, Ze vnéjii strana plochy zfstiva
nalevo od oblouku kiivky.

L4284,

4987,
- &z

§ 11. KRIVKOVE INTEGRALY

Vypoctéte nasledujici kiivkové integraly totdlnich diferenciald:
' 2.3.-4)
xdx +y2dy -z3dz.
(L1
6 1,1)
f. yzdx +xzdy +xydz.
(1,2,3)
(ar¥grty)
4286. xdx +ydy +zdz
- ':("1»71"-1)
abod (x4,99:Z,) Da sféfe xZ+y%+22=b% (@>0,6>0).

, kde bod (x,5,,2,) leZi na sféfe x? +y2 +z%2=42

’x2+y2+z2

(“‘2'3’2"-2)
@(x)dx + Y (y)dy + 1 (2)dz, kde @, ¥, jsou qu]lte funkce.

(*g:)9:25)
f f(x ty+2 (dx +dy +dz) kde f je sp0_|1ta funkce.
(x), ,7|=-7-1)

4288,

. (%, ¥g:%5) .
4289. fiyx2+y2+2 ) (xdx+ +ydy +2dz), kde f je spojitd funkee.

{(xyyzp)

Najdéte primitivni funkd », je-li: -

4290. du=(x2-2yz)dx +(y2 - 2xz)dy +(z2—2xy)dz.

4291. du=[l-—l—+2)dx'+ dy—xydz
y z z y? z?

{(x+y-z)dx +(x +y z)dy +(x +y+z)dz

4292. du =
x2+y24z +2xy _

4293. Vypoététe prici, krerou vykoné grawtaém sila pfi premlstem t€lesa o hmot-

nosti m z bodu (x,,,,2,) do bodu (x,,¥,,z,) (0sa z mi smér kolmo vzhiiru).

4294. Vypoctéte prici sily pruinosti sméiujici k pocatku soustavy soufadnic

o velikosti imérné vzdilenosti hmotného bodu od. poditku, jestliZe tento bod
2 2
P - . - . . P ~ . . X
opiSe ve sméru proti hodinov§m ru¢ickam c¢ivrtinu elipsy —*
kvadrantu. ¢

4295. Vypodtéte prici ptitazlivé sfly F=k/r?, kde r=y/x % +y*+z*, plisobici na bod
o jednotkové hmotnosti, ktery je pfemistén z bodu (x,3,,z,) do bodu (x4, 2,) -

J?_z =1 v prvnim




VICERCZMERNE A KRIVKOVE INTEGRALY

§ 12. Greenova véta

1. SOUVISLOST KRIVKOVEHO INTEGRALU S DVOJNYM INTEGRALEM. Necht C jejuzavfené a po
&stech hladkd kifivka, kterd je hranid omezené souvislé mnoZiny § a md orientaci takovou, fe¢
mnofina § je po levé strané pii obihdni kiivky, a nechf funkce P=(x,y) a Q =(x,y) jsou spolu se
svymi parcidlnimi derivacemi P (x,y) a Q/(x,3) spojité na mnozing § i na jejf hranici. Pak plati
Greenova véta:

i 95P(x,y)dx+:2(x,y)dy ” [ B ] dy. 1)

Rovnost (1} platf i pro omezenou mnoZinu§ vymezenou konetnym poctem jcd:noduch)?ch
smydek, jestliZe za jeji hranici C budeme povaZovat viechny hraniéni krwky orientované tak, aby
pfi jejich obfhani mnoZina § ztistala po levé strang,

2. OBSAH PLOCHY V TRIROZMERNEM PROSTORU., Obsah plochy § vymezené Jednoduchou apo
¢astech hladkou smyckou C je roven

S=§xdy=— §ydx=i§(xdy ~-ydx).
¢ c 2%

V tomto paragrafu, jestlife nenf stanéveno jinak, ptedpoklidame, e uzaviens kiivka integrace
je jednoduchi (neprotind sebe sama) a e md orientaci takovou, aby mnoZina, kterou vymezuje
a kterd neobsahuje Zidny nckoneéné vzddleny bod, ziistala pfi jejim obfhdni nalevo (obihdni
v kladném sméru).

4296. Pomoci Greenovy véty transformujte kivkovy integral

I= 56\/.1: +y dx+y[xy+1n X +yx +y ]dy,-,

kde smycka C je hran1c1 omezené plochy S.
4297. Pomoci Greenovy véty vypoctéte krwkovy integral -
(x+5)* dx - (x? +y2)dy, |
& .
kde K je obvod trojihelnika ABC a kfivka mtegrace probfha vrchoiy A=(L1),
B=(3,2), C= 2,5) v kladnem smeru Vysledek dv te pom0c1 pruneho vypoctu
krwkoveho mtegralu

Pomoci Green'ovy véty vypoitéte nasledujici kiivkové integraly:

4298. &xfdy -x*ydx, kde C je kruznice x* +y2=a%..
c

4299. (ﬁ(xw)dx (x-y)dy kde Cje ellpsa —-+; =1.
a o

§ 12. GREENOVA VETA

4300. 95 e *[(1 - cosy)dx - (y - siny)dy}, kde C je smycka s kladnou orientacf, ktera
C

. vymezuje mnoZinu 0 <x <m, 0 <y <sinx.

- 4301. é;

9% (cos 2xydx +sin2xydy).

x24y2-R?

4302. O kolik se li3i hodnoty kiivkovych integrald

I= f(x oyfide-(e-p)dy aly= [ (e+y)ide-(x-9)dy,
pUB)
kde 4B je usefka, kterd spojuje body 4 =(1,1) a B=(2,6), a p(4B) je parabola se
svislou osou soumérnosti, kterd prochdzi body 4 a B a pocitkem soustavy
soufadnic?
4303. Vypoctéte kiivkovy integral
f (e *siny - my)dx +(e cosy -m)dy,
PO}
kde p(40) je horni ptilkruznice x° +y =ax, vedoudi z bodu A=(a,0) do bodu
0=(0,0).
NAvob: Dopliite kiivku p(40) do uzaviené smy¢ky tiseckou OA na ose x.
4304. Vypoctéte kiivkovy mtegral
[ [oG)e ™ -mylde+ (o’ o
pAB)
kde @{) a ¢'(y) jsou spojité funkce a p(4B) je libovolnd driha spojujici body
A=(x,5,) a B=(x,Y,), kterd spole¢né s tiseckou BA vymezuje plochu o obsahu S .
4305. Najdéte dvakriat spojité diferencovatelné funkce P =(x,y) a Q = (x,y) tak, aby

-m}dy,

7 krlvkovy mtegral I= ﬁP(x o,y +B)dx+ Q(x +o,y +B)dy pro libovolnou uzavie-

nou krlvku C nczawsel na konstantich a: a B
4306. Jakou podminku musi spliiovat diferencovatelni funkce F(x,y), aby

krwkovy integril f Fx,y)(ydx +xdy) nezivisel na varu drahy p(4B) z bodu 4
dobodu B? P49

4307. Vypoététe integral [ = 9Sxdy_y¢§x kde C je jednoduchd uzaviena kiivka

x+y

. 5 kladnou orientact, kterd neprocha21 poditkem soustavy souiadnic.
NAvoD: UvaZujte dva ptipady: 1) poditek soustavy souFadnic se nachdzi vné uzaviené kiivky;
2) poditek soutadnic leZi uvnité plochy vymezené kfivkou C.
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Uzitim kiivkovych integrilli vypoctéte obsahy ploch vymezenjch nasleduycmu
uzavienymi kiivkami:

4308. Elipsou x =acost, y=bsint (0<f<2m).

4309. Astroidou x =acos’t, y=bsin’t (0<t<2m).

4310. Parabolou (x +y)*
4311. Smy¢kou Descartesova listu x” +y* =3axy (2>0).
NAvOD: UvaZujte parametrizaci y =tx.

4312. Lemniskatou (x2+ ¥ 2) =g (x -3 %,

NAvoD: Poloite y=xtg@.

=ax (a>0) a osou x.

4313. Kiivkou x® +9=x? +y? a osami soutadnic.

4314. Vypoctéte obsah plochy vymezené kfivkou
(x +j;)"”"”l =ax"y" (@a>0,n>0,m>0).
4315. Vypoctéte obsah plochy ohranic¢ené kiivkou

[i)nq-[i)n:l (a>0,b>0,n$0)
a b _

a osami soufadnic. . e
NAvOD: PouZijte parametrizaci ;=c052"“tp a &=sin .

4316. Vypoctéte obsah plochy vymezené kiivkou

[i]ﬂ(l]l(i)”'ﬂ[l]"‘l @>0,b>0,n>1)
a b) la b o

a osami soufadnic. .
4317. Vypoctéte obsah plochy vymezené smyckou kfivky

[5]21”1 _{_(1]2”” =C(f_] n[l)n (a>b’b>0,c>0.n>0)_
[4) b W a b :

4318. Epicykloidou nazveme kiivku, kterou opisuje bod na kruZnici o poloméru r

W,

valici se po vnéjsi &asti nehybné kruZnice o polomeru R. Vypoliéte obsah plochy,

kterou vymezuje epicykloida, za predpokladu Ze pomér i:- =n je pnrozene Cislo.
Vysetete specialni piipad r =R (kardioida).

4319. Hypocykloidow nazveme kiivku, kterou opisuje bod na kru#nici o poloméru r
valic{ se po vnitfni ¢asti nehybné kruZnice o poloméru R. Vypoci€te obsa'h
plochy, kterou vymezuje hypocykloida, za piedpokladu, Ze pomér Rfr=n je
piirozené &islo (n 2 2). VySetfete specidlni pffpad r=R/4 (astroida).

4320 Vypoctete obsah &4sti vilcové plochy x® +y =ax, kterou vymezuje plocha

x +y +Z.2_a2

§ 13, VYUZITi KRIVKOVYCH INTEGRALU VE FYZICE

4320.1 Dokaite, Ze objem télesa, které vznlkne rotaci jednoduché uzaviené kiivky
C umisténé v horni polovme yz 0 kolem osy x, je roven V=-x é yidx.

1 9SXdY YdX

X?+y?
ducha uzaviena kiivka C obihd pocatek soustavy soufadnic (ad -bc+0).
4322. Vypoctéte integrl I z ptedchozi tlohy, jestize X = (p(x,y) Y=y{x,y)
a jednoduchd uzaviens kfivka C obihi. po&itek soustavy soufadnic, pficem?
kiivky ¢(x,9)=0 a Y¥(x,5)=0 se n&kolikrat protinaji uvnitf plochy vymezené
kivkou C.
'51 4323. DokalZte, Ze je-li C uzavieni krlvka al hbovolny smerovy vektor, pak

w oty

gﬁcos (.n)ds=0, kde n je vnép3f normalovy vektor ke kiivce C.
C

= 4324, Vypoltéte hodnotu integrilu é[xcos(n x) +ycos(n,y)]ds, kde C je jedno-

C

4321.Vyp0c”:téte integrzil I= ykde X =ax +by Y=cx+dy a jedno-

c
ducha uzaviend krlvka kter4 je hranici omezené plochy §, a n je jejf vnéjsi
normélovy vektor.

‘_;" 4325. Najdéte lim 3 Eﬁ(F ‘n)ds, kde § je plocha vymezend kiivkou C, ktera
' ds)-0 3

-~ obfh4 bod xyp3y), d(S) je primeér plochy S, » je Jednotkov)’r vektor vnéj3{

normily ke kfivce C a F je spojité diferencovatelny vektor na SuC.

- 4326. Jakou silou pfitahuje hmotnost M rovnomérné rozlo¥ena na horni
- pilkru¥nici x2+y%=4?2
= soustavy soufadnic?

_ 4327. Vypoctéte [ogamtmzcky potencml ]ednoduche vrstvy u(x,y) = &xln ds, kde

# =const je jeji hustota, r =/ -x)* +(n -9) a C je kruZnice 2 +'q =R
- 4328, Vyjadrfete v polarnich souradmcu:h gae@ logarmmcke potenciily jedno-
2x 2x

» 920, bod o hmotnosti m, ktery je umistén v potitku

~ duchévrstvy I, = f cosmln — dlpa 12 f sinmyln— dlIJ kde r _]evzdalenost mezi
A : 0

| bedy (,¢) a (1,¥) a m je piirozené cnslo.

370
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4329. Vypoctéte Gaussiv tntegral u(x,y) = 95 &S(:ﬁ)-ds, kde r=4/( -x)%+ (M -yp
C

je délka vektoru r, ktery spojuje bod (x,5) s bodem M=(,n) jednoduché
uzaviené kiivky C, a (r,n) je tGhel mezi vektorem r a vnésim normalovym
vektorem n ke kiivce C v jejim bodé M.

4330, Vyjidtete v poldrnich soutadnicich ¢ a ¢ logaritmické potencidly dvofité vrstuy

2% 2
Kl=fcosm\|1g3§~gr’—n)d¢, K2=fsinml|1-(ﬂs—g—r’—n—)dl|l,
T .

0 0

kde r je vzdilenost mezi bodem 4 = (g, 9) a proménnym bodem M = (1,4}, (r,n)
jethel mezi smérovim vektorem AM =r avektorem privodi‘e OM =n zbodu 0 =(0,0)
a m je pfirozené islo. - o
4331. Dvakrat diferencovatelnou funkci u =u(x,y) nazveme harmonickou, jestlize
2 2,
vyhovuje rovnici Au = —aﬁ + 6—2 =0. DokaZte, Ze u je harmonickou funkci tehdy
ox2 9y : '

. . du T . tend kiivk ou .
a jen tehdy, kdyz 5;;ds=0, kde C je libovolnd uzavieni kivka a 5, Je
C :

derivace podle vnéjsi normily k této kiivce.
4332. DokaiZte, Ze

[Tl (oo oz

kde hladka uzaviend kiivka C je hranici omezené plochy §.

4333. Dokaite, Je funkce, kterd je harmonickd uvnitf omezené mnoZiny § a na
jejf branici C, je jednoznaén& uréend sviymi hodnotami na kfivee C (viz tloha
4332). o

4334, Dokazte dmhou Greenovu vétu v roviné

I

kde hladka kiivka C je hranici omezené plochy S a Ea- je derivace ve sméru
vné&j§i normdly ke kitvee C.

du av
dxdy = Sﬁan an ds,

v

Au Av

4335, UZitim druhé Greenovy véty dokaZte, Ze jestlize u =u(x,y) je harmonicka

funkce na uzaviené omezené mnoziné §, pak

§ 13. VYUZITi KRIVKOVYCH INTEGRALLU VE FYZICE

u(x,y)———é( dlnr Inr au]ds’

kde C je hranice mno#iny §, n je vnéjsi normalovy vektor ke kfivee C, (x,y) je

vnitfni bod mnoZiny § a r=y({E-x)*+(m-y)? je vzddlenost mezi bodem (x,9)
" abodem (£,1) na kiivce C.

" NAvop: Uvazujte bod (x,y) mnoZiny S spolu s jeho nekoneéné malym kruhovym ckolim a poutijte
‘- drubou Greenovi: vétu na zbylé &4sti mnoziny §.

‘ - 4336. Dokaite vétu o stfedni hodnoté pro harmonickou funkci « (M) =u(x,y) ve tvaru
w(M)=—— é & m)ds

= kde C je kruinice o poloméru R se stredem vbodé M.
4337. DokaZte, Ze funkce u (x,y), kterd je harmonicka a nekonstantni na omezené

~— uzaviené mnoZiné, nenabyva své maximalnf ani minimdln{ hodnoty ve vnitinim
" bodé¢ této mnoZiny (princip maxima).
4338. DokaZte Riemannovu rovnost

Lu] M[v]
dxdy =Y Pdx +Qdy,
” .
c
2 2
kde L[u]= Ju +a -a—u+b——+cu M[v]= gu -a— v —ba—+w {(a,b,¢ jsou kon-
xdy O oxdy dx Oy

© stanty), Pa Q jsou funkce a kfivka C je hranicf omezené mnoeZiny §.

4339, Necht u=u(xy) a v=v(x,y) jsou sloZky rychlosti staciondrniho toku

tekutiny. Vypoctéte mnoZstvi tekutiny, které vytede za jednotku &asu plochou S
vymezenou kiivkou C (4. rozdil mezi mnoZstvim kapaliny, kter4 vytede a pfitede
danou plochou) Jakou rovnici spliiji funkce u a v, jestlize je tekutina nestla-

. Ctelndav ploSe § nejsou Zadné zdroje ani odioky kapaliny?
7 4340. Podle Biotova-Savartova-Laplaceova zikona indukuje elektricky proud 7 ,

~ ktery protékd vodicem délky ds, v bodé M =(x,y,z) magnetické pole o intenzité

dH =ki (rxds)

T
kde r je vektor, ktery spojuje element ds s bodem M a k je piisluiny koeficient
Umérnosti. Najdéte jednotivé projekce H, H H, intenzity H v bodé M
v pfipadé vodice tvaru smycky C.
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14. Plosné integral

1. PLOSNY INTEGRAL PRVNIHO DRUHU. JestliZe § je po &istech hladkd oboustranna plocha

g x=x(w, v}, y=y{1,v), z=2{n,2) ((u,v)eld) (H
a f(x,3,2) je funkce definovand a spojitd ve viech bodech plochy §, pak definujeme plony integrdl
prumiko druhu pFedpisem

fff(x,y,z)ds=fff(x(u,v),y(u,v),z(u,v))\fEG—deudv, (2)

om0 ()02 ool 2t 2 (22)? pudxds B0y 22
deE-[E) [au] (au] G {Bv] (Bv EF) 3% v du dv  du dv

Speciding, jestlize md rovnice plochy § wvar z=z(x,) ({x,y)€0), kde z(x,y) je jednoznaéni spo-
jité diferencovatelni funkce, pak plati

FeydS=[ [foogz@md 14 Z) o 22 dxay.

2 | - {f ,JT, {f ,)’- J ax ay N .

Tento integral nezdvisi na volbé€ strany-plochy . JestliZe budeme funkci- f(x,y,z) povaZovat za
hustotu plochy S v bodé (x,3,z), pak m4 integrél (2) viznam hmotnosti této plochy.

2. PLOSNY INTEGRAL DRUHEHO DRUHU. Necht § je hladk4 oboustrannd plocha, § * je jeji strana,
kterou charakterizuje smér normdlovéhe vektoru = {cosa,cos B.cosy} a nechf P=P{x,5.z),
Q=0(x,9:2) a R=R(x,y,2) jsou tii funkce definované a spojité na plode 5. Ploiny integrdl druhého
druhu definujeme jako
| fdeydz +Qdzdx +Rdxdy= ff(Pcos @ +Qcosp +Rcosy)dS. €))
s 5
g Jestlize je plocha § zadédnav parametrickém tvaru (1), pak smérové kosiny normalového vektoru n
maji tvar A ' B c

cosx= =, cosfr———  cosy F—m———,
+1f,42+B-2+C2

+JAT+BE+C? +JA+B+C?

-90.2) ,B= 9(ex) ,C= 9(x)) a znaménko pied vyrazcm se urluje zpusobem odpovida-
z alu,v) . . 0{u,v). alu,v)
g icim zvolenému sméru normidlového vektoru Vphpadc piechodu na druhou stranu § ™ plochy §
g se méni znaménko mtegralu (3).

4341. Jak se li${ hodnoty plo§n)'rch_imegrélﬁ
I =ff(x2+y2+zz)d8 a 12=ff(x2+y2+z2)dP,
s P

je-li § sféra x?+y2+2%=a* a P povrch osmisténu |x| +|y| +|z| =a vepsaného do

této sféry?

4342. Vypoltéte f f 2dS, kde S je &ist plochy x®+2%=2az (a>0) vymezend
s

plochou z=yx%+y2.

-~ 4352, Vypodtéte hmotnost &sti ‘paraboloidu z=
. ktera se méni podle zévislosti p=z.

4352.1 Vypoctéte hmotnost polosféry x? +y2
v kaZdém jejim bod& (x,y,z) rovna z/a.

4353 Vypoctéte moment setrvacnosti homogenni sféry x?+92+z%=42
- 0 hustoté g, vzhledem k ose z.

§ 14, PLOSNE INTEGRALY

Vypoltéte ndsledujici plo¥né integraly prvniho druhu:

" 4343, [[@+y+2dS, kde S je plocha x2+y? +2% =42, 220,
A}

4344, ff(x2+y %)dS, kde S je povrch télesa yx2+y%<z<1.

4345. f f

4346. ff |xyz|dS, kde § je é4st plochy z=x%+y2, kterou vymezuje rovina z=1.

, kde § je povrch étyfsténu x+y+z<1, £20, 20, 22 0.
(1+x+y)

. 4347 f f — kde § je elipsoid a % je vzdilenost jeho sttedu od te¢né roviny

f_ﬂ,,v,bode dS$ elipsoidu.

4348. f f zdS, kde § je ¢ist 3roubové plochy x =ucosv, y=usinv, z =v
((_)<us<a;0<v<21t). | | :

4349, ffzgdS, kde S je &st povrchu kuzele x =rcos@sine, y=rsin@sina,
z=rcose (0<r<a; 0<@<2m) a o je konstanta [O < a<—;—) . |

4350. f f (xy +yz +zx)dS, kde SI Je cdst kuZelové plochy z = \/962_-!-)'2 , kterou
vymenfie plocha x?+y2=24x.

- 4351. Dokaite Poissontiv vzorec

fffax+by+cz )dS = 2nff(u\/a +b%+¢? )

kde S je sféra x2+y2+22=1.

1
—2-(x2+y2) (0<z<1) o hustotg,
+z2=4? (220) o hustotg, kter j je

- 4352.2 Vypociéte statické momenty homogenni trojdhelnikové desticky x+y +z=a
(x >0,y20,220) vzhledem k soufadnicovym rovinim.

(z20)
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4354. Vypoctéte moment setrva¢nosti homogenniho kuzelového plasté '
2 .2 2

X Y _E
;'E"'E b2 O(OSZSb)

o hustoté g, vzhledem k pfimce y=0, z=b.

4355. Vypoctéte soui"adnice t&Zi%te &sti homogenni plochy z=yx?+y?, kterou
vymezuje plocha x? +y* =ax. '

4356, Vypocltéte soutadnice t€Zisté homogenni plochy z =ya?-x7-y*
(x20;520;x +y<a).

4356.1 Vypoctéte polarni momenty setrvaénosti

I, ff(x +5 +z2)dS

nasledujlcmh ploch S:a) povrchu krychle max {|x|, |y, |z|}=a;b) celeho povrchu
vilce x2+y?<R?%; Osz<H.

4356.2 Vypodtéte momenty setrvacnosti trojihelnikové desl:lcky X+ y +z=1
(x20,y20,220) vzhledem k soufadnicovym rovinim.

4357. Jakou silou pfitahuje homogenni komoli kuzelovd plocha x=7cose,
y=rsing, z=r (0<¢p<2mn,0<bsr<a) o hustot¢ g, bod o hmotnosti m, ktery se
nachdzi ve vrcholu odpovidajiciho kuzele?

4358. Vypoctéte potenc1al homogenni stérické plochy §: x%+y*+2%=a ? 0 hustoté
@, vzhledem k bodu (x,5,.2 ) 4. vypoctete mtegral

[
kde r=‘/(x —x0)2+(y—y0)2+(z 7-0) .
4%&WmdémFm=ffju%@£Jde

I+Jl+z:!

222 pro x2+y=2+z2s 1,

. pro_;c2 +y2+z2> 1,

_{1-x%-y
‘ f(x!yyz) _{ 0
Sestrojte graf funkce u =F(t).

4360. Vypoctéte integrdl F(f) = f f b (x,y,z)dS kde

x +y +z” —[

f(x,y’z): x2+y2_ pro ZZW,
0 pro z<yxZ+y%

" 4365. ff dydz |
% X

§ 15. STOKESOVA VETA

4361. Vypoltéte integril F(x,y,z,t) = f f fE,.0)dS, kde S je stéra
E-x)+(n-9"+(C

S
-2)?=t* o proménném poloméru a

_J1 pro B2 +n?+¥<a?
f(E,ﬂ,C) {0 pl'O E2+n2+‘:22a2’

za predpokladu, e r=yx? +y2+22>a>0.

Vypodtéte nisledujici ploiné integraly druhého druhu: -
4362. ff(xdydz +ydzdx +zdxdy), kde S je vn&j3i strana sféry x2+y? +z%=a*.
s

4waﬁﬁm@aqwmmMﬁ@m@¢®fm4wxm@pmw@mmmm

e

a'$S je vnéjif strana povrchu rovnob&Znosténu O <x<a; 0sys<h; O<zse.

4364. f f (y-2)dydz + (z -x)dzdx + (x -y)dxdy, kde § je vné&jii strana kuZelové
S

plochy x*+y*=2% (O<z<h).

dzdx  dxdy
+
y Z
4366. ffx 2dydz +y2dzdx +z2dxdy, kde S je vn&j3i strana sféry
s :

2 2 2

) , kde S je vnéjii strana elipsoidu ¥ .l

7
a? b? e

x-a) +(y-b)’+(z-c’=R2.

§ 15. Stokésova véta

i Jestlize P=P{x,y,z), Q=0(x,y.2), R=R{x,y,z) jsou spojité diferencovatelné funkce a C je
chnoduché uzaviend a po &dstech hladk4 kiivka, kterd je hranici omezené a po &istech hladke
oboustranné plochy §, pak plati Stokesoua véta

ose. cosﬁ cosy
d
N A
. _ P Q R ,
kde cosa, cosP, cosy jsou smérové kosiny normalového vekioru k ploZeS orientované tak, aby
kiivka C obihala proti sméru hodinovjich rutidek (pro pravotodivou soustavu soufadnic).

§de +Qdy +Rdz= ff

FR R O
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4367. UZitim Stokesovy véty vypoctéte kiivkovy integrél

ydx +zdy +xdz,
c
kde C je kruznice x*+y®+z%=a?, x+y+2=0 orientovan4 proti sméru hodino-
vych rucicek pfi pohledu z kladné &sti osy x . Vysledek ovéfte pifmym vipoctem,
4368. Vypoctéte integril
f (?-yz)dx + (32 -xz)dy + (22 -xy)dz
p(AB)
podel ¢asti $roubovice x =acosg, y =asing, z= —it—(p odbodu 4= (a 0,0) k bodu
B=(a,0,h). 2
NAvop: Dopliite knvku p(AB} tiseckou a poufijte Stokesovu vétu,
4369. Necht C j je uzaviens kiivka, ktera le{ v roving xcosa + ycosP + zcosy =0

(cosa, cosP, cosy jsou smérové kosiny normilového vektoru rovmy) a ktera
vymezuje plochu §. Vypoctete

e dy da
Eﬁcosa cosP cosy|,
€| x y z

pfi¢em? kfivka C je kladné& orientovéna.

UZitim Stokesovy véty vypoctéte nasledujici integraly:

4370, é (y +2)dx +{z +x)dy +(x +y)dz, kde C je elipsa x=asin’t, y=2asintcost,
v .
z=acos’t (0<¢< ) orientovan4 ve sméru ristu parametru £ .
4371. Y (3 ~z)dx +(z -x)dy + (x -y)dz, kde C je elipsa x2 +y2 =a?, hd +%’= 1
c Co e

@>0,h> ()) orientovani proti sméru hodinovych rudicek vzhledem ke kladné
casti osy X '

4372, (y +z B +(x® +z2)dy+(x +y2)dz kde C_|e krwka x +y +z —QRx
¢

x?+ ¥ 2-9rx (O <r< R, 2> 0), kterou orientujeme tak, Ze nejmensi &dst vnejsf sfé-
rické plochy x? +y% +22=2Rx, kterou tato kfivka vymezuje, zistdva po levé strané.

4373. 4;(3; —zﬂ)dxi-(z -x2dy + (x? —y2)dz kde CJerezpovrchukrychle 05x<a,

3
O<y<a, 0<z<a rovinou x +y+z==q s orientaci proti sméru hodinovych ruc:cek
vzhledem ke kladné &sti osy x.

§ 16. GAUSSOVA-OSTROGRADSKEHO VETA

4374. §y222dx +x%z2dy +x?y%dz, kde C je uzaviend kiivka x =acost, y =acos21,

z=acos3t s orientaci ve sméru ristu parametru ¢ .

4375. Dokaite, 7e funkce W(x,y, ;z) =ki f f VEOS_(:’ﬂdS (k =const), kde S je plocha
, , , . .

vymezena kiivkou C, n je normalovy vektor plochy § a r je vektor prilvodice,
ktery spojuje bod prostoru (x,y,z) s proménnym bodem (§,n,{) kiivky C, je
potencidlem magnetického pole H, které indukuje elektrlcky proud ¢ protékajici
kiivkou C (viz Gloha 4340).

~ § 16. Gaussova-Ostrogradského véta

Necht § je po &stech hladkd plocha, kterd je hranidi télesa V, a P=P(x,y,z), Q=0(x.y,z},
R =R (x,y,z) jsou funkce spojité spolu se sv¥mi parcidlnimi derivacemi prvniho fidu na mnozing
Vu §. Pak plati Gaussova-Ostrogradskéhe véta

ff(Pcosa +QcosP +Rcosy)dS = fff[ or, % + E-E—] dxdydz,

ox dz

kde cosa, cosP, cosy jsou sm&rové kosiny vnéjiitho normilového vektoru plochy §.

Pomoci Gaussovy-Ostrogradského véty transformujte ndsledujici plo3né integraly
(pfedpoklidime, Ze hladkd plocha § vymezuje téleso V' konedného objemu

a cose, cosP, cosy jsou smérové kosiny vnéjstho normilového vektoru plo-
chy §):

4376. ffx Sdydz +y3dzdx +23dxdy.
s

43717. ffyzdydz +zxdzdx +xydxdy.

4378, ffxcosoz +ycosfd +zcosy S

YxZrytez?

4379. ff %cosoc +§t~£cosﬁ +—aﬁcos‘\{) ds-
| e & oz

4380. j‘[ -(?E -
5 %

g cos @ + E_ﬁ cosp + E"ﬁ cosy|dS-
oz oz ox) - ox oy :
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4381. Dokaite, Ze je-li § uzavfeni jednoducha plocha a I libovolny konstantni
vektor, pak f f cos(n,f)dS=0, kde n je vnéjéi normilovy vektor plochy §.

4382 Dokazte Ze objem télesa, které vymezuje plocha $, je roven

V= 3 f f (xcosa +ycosP +zcosy)dS, kde cosa, cosP, cosy Jsou smérové Kosiny
5

vn&jstho normalového vektoru plochy §.
4383. DokaZte, Ze objem kuZele vymezeného hladkou kuZelovou plochou

F(x,y,2) =0 arovinou Ax +By +Cz +D =0 je roven V=-;TSH, kde § je obsah pod-
stavy kuZele, kterd leZi v dané roving, a H je jeho vyika.

4384. Vypoctéte objem télesa vymezeného plochami z=+¢ a

X =a COsu cos v +bsinu sinv, y=a cosu sinv ~b sin# cosv, z =c siny.

4385. Vypodtéte objem télesa vymezeného plochou x =ucosv, y =usinv,
z=-~u+acosv (u20)arovinami x=0, z=0 (a>0).

4385.1 Vypodtéte objém télesa, jehoi hranici je torus x=(b+acosy)cosey,
y=(b+acosy)sing, z=asiny (0<axbh).

4386. DokaZte platnost vzorce
ff flx,3,2,6)dS + '”‘f fdxdydz {t=0).

{ [[] S t)dxdydz}
x? *y +r2y?

2
wyfertst PR RET R TE

Pomoci Gaussovy-Ostrogradského véty vypoététe nasledujici plosné integraly:
4387. ffx *dydz +y*dzdx +zdxdy, kde § je vn&ji{ strana plasté krychle O <x<a,
s

O<yz<a, Ozz<a. |
4388. [ [ dydz +y°dzdx +2°dxdy, kde S je vn&jsi strana sféry x2+y2+2%=a”.
s

4389. ff(x =y +z)dydz +{y -z +x)dzdx +(z -x +y)dxdy, kde § je vnéj¥i strana plochy
s

|x=y+z] +|y-z+x| +|z-x+y| =1.

4390. Vypoctéte f f (x*cosa +y*cosP +z%cosy)dS, kde § je dast kuzelové plochy

x2+y%=2% (0<z<h) a cosa, cosB cosy jsou smérové kosiny normilového
vektoru této plochy. :
NAvop: UvaZujte navic &ist roviny z=h, 2% +y sh 2,

......

§ 16. GAUSSOVA-OSTROGRADSKEHO VETA
4391. Doka¥te rovnost

fffMg:lffcos(r,n)dS,
v ’ 2 S

kde § je uzavieni plocha, kterd vymezuje téleso V, n je vné&ji normdlovy vektor
plochy § vjejimbodé (€,n,{), r= \/(TE -x)2+ {1 -y»? +({ -2)* a r je vektor privodice
spojujiciho bod (x,%,2) s bodem (§,7,{).

4392. Vypocltéte Gaussiv integrdl

Ix,9,2) = ff cos(r,n)ds

kde § je jednoduchi uzaviena hladka plocha, ktera vymezuje téleso V, n je
vnéj¥ normélovy vektor plochy § v bodé (§,n,{), r je vektor priivodice
spojujiciho bod (x,y,z) s bodem (€, n,{)a r =3/ (€ -x)? +(n-y)% +({ -2)*. Uvaiujte
dva pfipady: a) t€leso vymezené plochou S neobsahuje bod (x,%,2); b) téleso
vymezene plochou § bod (x,y,z) obsahuje.
d%u 62u a u
dx? 8y2 9z°

4393. Dokaite, Ze je-li Au= a § je hladka plocha, kterd vymezuje

“téleso V o kone¢ném objemu, pak plati nasledujfci vztahy:

”_ds f”Audxdydz;
b) ”u—ds f”[[ ax} [ ]2+[%u;)2}dxdydz+fffulludxdydz,

kde u je funkce spojitd na mnoziné vus spolu se svymi parcidlnimi derivacemi

do druhého fidu véetné a > je jeji derivace podle vnéjsi normily k plose S.

4394. DokaZte druhou Greenovu vétu v prostoru:
' ' du &
Au Av

f” dxdydp”a anlds,
u v
V 5 u U

kde téleso V je vymezeno plochou S, n je smérovy vektor vnéj3i normdly plochy §
a funkce u =u(x,y,z), v =v (x,y,2) jsou dvakrit diferencovatelné na mnoziné V'u §.

4395. Funkce u=u(x,y,z), kterd md na néjaké mnoZiné spojité derivace do
druhého fadu véetné, se nazyva harmonickon na této mnoZing, jestlize
Fu Fu Su
Au= + +
dx? ay? az°
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Dokaite, Ze jestlife je « harmonickd funkce na omezené uzaviené mnozing ¥,
kterd je vymezena hladkou plochou §, pak plati nasledujici vztahy:

)”—ds 0; bf”[%‘]g (5“ | ]dxdydz Hu—ds

kde n je vnéjif normdlovy vektor plochy §. Pomoci vztahu b) dokaZte, Ze harmo-
nickd funkce na mnoZiné V je jednozna¢né urdena hodnotami na jeji hranici §.
4396. Dokaite, Ze je-li funkce wu=u(x,y,z) harmonicki na omezené uza-
viené mnoZiné V, kterd je vymezena hladkou plochou S, pak

u(x,y,2) = '—“Lff uM+l% ds
. 41‘:8 L an

kde r je vektor priivodice spojujiciho vnitfnf bod (x,y,z) mnofiny ¥ s bodem
€. n.¢) plochy §, r =,/(E 2P+ (-2t a n _je vnéjsi normélov;’; vektor
plochy S v jejim bodé (£,1,{).

4397. Dokazte, Ze je-li funkce u =u (x,y,z) harmomcka uvnit sféry S o poloméru R
a stiedu v bode (xo, Vo2 o) » pak

(XY 2g) = u(x,y,2)dS (véta o stiedni hodnoté).

4398. DokaZte, Ze funkce u=u(x,y,z), ktera je spojitd’ na omezené uzaviené
mnoZiné V' a harmonicki uvnitf této mnoZiny, nenabyvd své maximalni ani
minimdlni hodnoty ve vnitfnim bodé, pokud nenf identicky konstantni funkcf
(princip maxima).

4399. Téleso V bylo ponoteno do kapaliny. Pomoci Pascalova zakona dokazte, Ze
téleso je nadlehéovino silou orientovanou vzhiiru, jejf? velikost je rovna tize
kapaliny stejného objemu, jako je objem télesa (Archimedtiv zikon).

4400. Necht §, je koule (£-x)?+(n y)2+(C 2?=t* o proménném poloméru
a necht f (£,n,{) je spojitd funkce. Doka’te, e funkce

(’y’zt)— fff(EnC)dS

S Lo u tu 62u &%u
Je TeSenim winové rovnice s = s podatecnimi podminkami
8x° 9y* 9z ar?

=0, —f(x,y,_z).

(20 at

U

NAvOD: Vyjidiete derivaci aa—? pomoci trgjného integrdlu.

§ 17. ZAKLADY VEKTOROVE ANALYZY A TEQRIE POLE

§ 17. Zaklady vektorové analyzy a teorie pole

T LA Lo R e e R U

1. GRADIENT. JestliZe u(r) =u(x,y,z), kde r =xi +3f +zk, je spojité diferencovatelné skalarni pole,
pak jeho gradientem nazveme vektor

j neboli gradu =Vu, kde V =£56; +j‘% +k§£. Gradient pole u m#vbodé (x,v,z} smér normalového

E vektoru ekvipotencidind plochy u(x,y,z) =C, kterd timto bodem prochdzi. Velikost tohoto vekioru je

et 25 (5]

¥ 2 jeho smér je smérem ncjvétﬁho spadu pole .
# Derivace pole u ve sméru I{cosa,cosf,cosy} mé tvar

i?)i—gr dul——cosa +a—cosﬁ +a—cosy
el dx 9y gz

| 2. DIVERGENCE A ROTAGE VEKTOROVEHO POLE. Je-lia(r)=a_(x,y,2}i +a, (x;y, z)j+a (x.9,2)k
® spojité diferencovatelné vekiorovd pole, pak skaldr

da_ da. Oda
diva=Va= LA z
dx dy Oz
¢ nazyvame divergenci tohoto pole. Vektor
i j ok
g 4 @

rote =Vxa=|3- Iy 9z
a a @
x ¥ z
nazyvame rofaci vektorového pole a.

3. TOK VEKTORU PLOCHOU. JestliZe vektor a {r) urfuje n&jaké vektorové pole na mnoZiné Q, pak
tokem vektoru danou plochon S leZici v mnoziné 0 danym smérem, ktcry charakterizu_]e normdlovy
vektor n{cosa,cosP,cosy), nazjvime integral s

ffands=ff(axcosa +aJc05|3 +a,cosY)dS,

. kde a_=a-n je projekce vektoru do sméru normilového vektoru. Gaussova-Ostrogradského véta md
ve vektorovém zdpisu tvar .
a,dS= divadxdydz,
1l

kde § je plocha, kterd vymezuje téleso V' a n je jednotkovy vnéjsi normalovy vektor plochy §.

4. CIRKULACE VEKTORU, Kftvkovym integrdlem vektoru a(r) na n&jaké kfivece C (prdce pole),
nazgvame hodnotu




