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Předmluva

Tento text vznikl jako učebńı text k přednášce STP051 - Teorie pravděpodobnosti 2, přednášené na
MFF UK. Je věnován teoríı martingal̊u s diskrétńım časem. Skripta připravuj́ı teoretickou p̊udu pro
vybudováńı teorie martingal̊u se spojitým časem, které jsou základem stochastické analýzy a moderńıch
statistických postup̊u. Martingaly s diskrétńım časem jsou nezbytným základem pro pochopeńı výstavby
stochastického (Itôova) integrálu a teorie stochastických diferenciálńıch rovnic. Tento technicky náročný
matematický aparát umožňuje vhodně popisovat složité dynamické děje se stochastickými vlivy. Jeho
využit́ı najdeme v r̊uzných vědńıch oborech, např. ve fyzice, biologii, chemii, ekonomii, atd. V současnosti
je jeho asi nejznáměǰśı aplikaćı sestaveńı Blackova-Scholesova modelu spojitého trhu. Speciálně se jedná o
vytvořeńı vhodného modelu, popisu, obchodováńı na burze, který umožňuje oceněńı burzovńıch derivát̊u.

Autor děkuje koleg̊um dr. Janu Seidlerovi a dr. Petru Dostálovi za jejich připomı́nky a podněty, které
pomohly vylepšit, zúplnit a zpřehlednit připravovaný text.
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1.3. Základńı vlastnosti. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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Kapitola 1

Definice a základńı vlastnosti

V této přednášce budeme uvažovat náhodné procesy definované na nějakém pravděpodobnostńım prostoru
(Ω,A, P) a indexované množinou T ⊂ R, T 6= ∅.
Definice 1.1. Když pro každé t ∈ T je Ft ⊂ A σ-algebra a Ft ⊂ Fs pokud t < s, t, s ∈ T , pak budeme
ř́ıkat, že (Ft, t ∈ T ) je filtrace.

V daľśıch úvahách budeme potřebovat pojem spojitosti filtrace a spojitosti náhodného procesu.

Definice 1.2. Pro filtraci (Ft, t ∈ T ) definujeme

F+∞ := σ

(
⋃

s∈T

Fs

)
a F−∞ :=

⋂

s∈T

Fs.

Dále pro každé t ∈ T definujeme

Ft+ :=
⋂

s>t
s∈T

Fs když inf{s ∈ T : s > t} = t,

:= Ft jinak,

Ft− := σ




⋃

s<t

s∈T

Fs



 když sup{s ∈ T : s < t} = t,

:= Ft jinak,

Ft↑ := σ



⋃

s<t

s∈T

Fs


 když t > inf T,

:= Ft když t = inf T.

Budeme ř́ıkat, že filtrace (Ft, t ∈ T ) je zprava spojitá, jestlǐze Ft = Ft+ pro každé t ∈ T , a budeme
ř́ıkat, že je zleva spojitá, jestlǐze Ft = Ft− pro každé t ∈ T . Když je filtrace zleva i zprava spojitá, pak
mluv́ıme o spojité filtraci.

Povšimněme si, že v izolovaných bodech množiny T je každá filtrace zleva i zprava spojitá, tj. spojitá.
Ukázat spojitost filtrace pro souvislou indexovou množinu T nebývá jednoduché. Lze však např́ıklad
dokázat, že přirozené filtrace Wienerova a Poissonova procesu jsou po zúplněńı spojité. Problematikou
spojitosti filtrace se zabývá kapitola 2.7. v [3]. Tato diskuse je však velmi netriviálńı a my se teprve
zač́ınáme seznamovat se základy celé teorie. Pokračujme tedy v definićıch.

Definice 1.3. Náhodný proces (St, t ∈ T ) je zleva spojitý (zprava spojitý, spojitý), jestlǐze pro každé
ω ∈ Ω je funkce t 7→ St(ω) zleva spojitá (zprava spojitá, spojitá).

Definice 1.4. Necht’ (Ft, t ∈ T ) je filtrace. Když St jsou Ft-měřitelné reálné n.v. pro každé t ∈ T , pak
budeme ř́ıkat, že (St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-adaptovaný proces.

1



2 KAPITOLA 1. DEFINICE A ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI

1.1. Definice martingal̊u

Definice 1.5. Když (St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-adaptovaný proces a St ∈ L1 pro každé t ∈ T , pak ř́ıkáme,
že

(St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-submartingal, jestlǐze E [St | Fs] ≥ Ss s.j. pro každé s < t, t, s ∈ T ,
(St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-supermartingal, jestlǐze E [St | Fs] ≤ Ss s.j. pro každé s < t, t, s ∈ T ,
(St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-martingal, jestlǐze E [St | Fs] = Ss s.j. pro každé s < t, t, s ∈ T .

Pro některé typy indexových množin T stač́ı podmı́nky ověřovat pouze mezi sousedy.

Lemma 1.6. Uvažujme indexovou množinu I = {1, 2, . . . , n} nebo I = N nebo I = −N nebo I = Z. Necht’

T = {ti : i ∈ I} ⊂ R je taková, že když i, i + 1 ∈ I, pak ti < ti+1.

Když (St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-adaptovaný proces a St ∈ L1 pro každé t ∈ T , pak

(St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-submartingal, jestlǐze E
[
Sti+1

∣∣ Fti

]
≥ Sti

s.j. pro každé i, i + 1 ∈ I,

(St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-supermartingal, jestlǐze E
[
Sti+1

∣∣ Fti

]
≤ Sti

s.j. pro každé i, i + 1 ∈ I,

(St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-martingal, jestlǐze E
[
Sti+1

∣∣ Fti

]
= Sti

s.j. pro každé i, i + 1 ∈ I.

Důkaz: Důkaz stač́ı provést pouze pro submartingal.

Necht’ tedy E
[
Sti+1

∣∣ Fti

]
≥ Sti

s.j. pro každé i, i + 1 ∈ I.

Pro i, j ∈ I, i < j dostaneme nerovnost E
[
Stj

∣∣ Fti

]
≥ Sti

s.j. postupným podmiňováńım n.v. Stj

σ-algebrami Ftj−1
, Ftj−2

, Ftj−3
, . . . , Fti

.

Q.E.D

Lemma je formulováno záměrně poněkud komplikovaně. Cı́lem je, aby si čtenář uvědomil, že vlastnost
býti (sub-, super-) martingalem neńı ovlivněna přeindexováńım procesu. Je však nutné zachovat p̊uvodńı
uspořádáńı indexové množiny.

Filtraci můžeme zmenšovat, ale proces muśı být na ni adaptován.

Tvrzeńı 1.7. Necht’ (St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-submartingal (-supermartingal, -martingal) a Gt ⊂ Ft, t ∈ T
jsou σ-algebry. Když (Gt, t ∈ T ) je filtrace a (St, t ∈ T ) je (Gt, t ∈ T )-adaptovaný proces, pak (St, t ∈ T )
je (Gt, t ∈ T )-submartingal (-supermartingal, -martingal).

Důkaz: Tvrzeńı stač́ı dokázat pro submartingal. Předpokládejme tedy, že (St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-
submartingal a vezměme s < t, s, t ∈ T . Pak dostáváme

E [St | Gs] = E [E [St | Fs] | Gs] ≥ E [Ss | Gs] = Ss s.j.

Tud́ıž (St, t ∈ T ) je (Gt, t ∈ T )-submartingal.

Q.E.D

Nejmenš́ı σ-algebry, které splňuj́ı předpoklady tvrzeńı 1.7 jsou σ-algebry generované sledovaným pro-
cesem. Můžeme proto vyslovit zjednodušenou definici.

Definice 1.8. Řekneme, že (St, t ∈ T ) je submartingal (supermartingal, martingal), když (St, t ∈ T )
je (St, t ∈ T )-submartingal (-supermartingal, -martingal) pro přirozenou filtraci St = σ(Ss, s ≤ t).

Tato definice je spojena s p̊uvodńı definićı 1.5 následuj́ıćım tvrzeńım.

Tvrzeńı 1.9. Když (St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-submartingal (-supermartingal, -martingal), pak také
(St, t ∈ T ) je submartingal (supermartingal, martingal).

Důkaz: Toto tvrzeńı je př́ımým d̊usledkem tvrzeńı 1.7, nebot’ přirozená filtrace splňuje jeho předpoklady.

Q.E.D
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1.2. Základńı př́ıklady martingal̊u.

Nyńı si uved’me několik základńıch př́ıklad̊u.

Př́ıklad 1.1. Necht’ Xn, n ∈ N jsou nezávislé reálné a integrovatelné n.v. Pro n ∈ N označme Sn =
n∑

k=1

Xk.

Když ∀ n ≥ 2, n ∈ N je E [Xn] ≥ 0, potom (Sn, n ∈ N) je submartingal,
když ∀ n ≥ 2, n ∈ N je E [Xn] ≤ 0, potom (Sn, n ∈ N) je supermartingal,
když ∀ n ≥ 2, n ∈ N je E [Xn] = 0, potom (Sn, n ∈ N) je martingal.

Tuto skutečnost ověř́ıme př́ımým výpočtem podmı́něné středńı hodnoty

E [Sn+1 | S1, S2, . . . , Sn] = E [Sn + Xn+1 | S1, S2, . . . , Sn] = Sn + E [Xn+1] s.j.

△

Př́ıklad 1.2. Necht’ Xn, n ∈ N jsou nezávislé, nezáporné reálné n.v. s konečnou středńı hodnotou. Pro

n ∈ N označme Sn =
n∏

k=1

Xk.

Když ∀ n ≥ 2, n ∈ N je E [Xn] ≥ 1, potom (Sn, n ∈ N) je submartingal,
když ∀ n ≥ 2, n ∈ N je E [Xn] ≤ 1, potom (Sn, n ∈ N) je supermartingal,
když ∀ n ≥ 2, n ∈ N je E [Xn] = 1, potom (Sn, n ∈ N) je martingal.

Tuto skutečnost ověř́ıme př́ımým výpočtem podmı́něné středńı hodnoty

E [Sn+1 | S1, S2, . . . , Sn] = E [Sn · Xn+1 | S1, S2, . . . , Sn] = Sn · E [Xn+1] s.j.

△

Př́ıklad 1.3. Necht’ Xn, n ∈ N jsou nezávislé reálné n.v. s konečným rozptylem a nulovou středńı

hodnotou. Pro n ∈ N označme Sn =

(
n∑

k=1

Xk

)2

−
n∑

k=1

Var (Xk). Pak (Sn, n ∈ N) je martingal.

Tuto skutečnost ověř́ıme př́ımým výpočtem podmı́něné středńı hodnoty

E [Sn+1 | X1, X2, . . . , Xn] = E



(

n∑

k=1

Xk + Xn+1

)2

−
n+1∑

k=1

Var (Xk)

∣∣∣∣∣∣
X1, X2, . . . , Xn




= E




(

n∑

k=1

Xk

)2

+ 2 · Xn+1 ·
n∑

k=1

Xk + X2
n+1

∣∣∣∣∣∣
X1, X2, . . . , Xn



−
n+1∑

k=1

·Var (Xk)

=

(
n∑

k=1

Xk

)2

+ 2 · E [Xn+1] ·
n∑

k=1

Xk + E
[
X2

n+1

]
−

n+1∑

k=1

Var (Xk)

=

(
n∑

k=1

Xk

)2

−
n∑

k=1

Var (Xk) = Sn s.j.

Ověřili jsme, že (Sn, n ∈ N) je (σ(X1, X2, . . . , Xn), n ∈ N)-martingal. Podle tvrzeńı 1.9 (Sn, n ∈ N) je
martingal.

△

Př́ıklad 1.4. Necht’ Xn, n ∈ N jsou reálné n.v. a pro každé n ∈ N má náhodný vektor (X1, X2, . . . , Xn)
spojité rozděleńı s hustotou fn : Rn → R+, která je všude kladná. Dále je dán konzistentńı systém hustot

gn : Rn → R+, t.j.
+∞∫
−∞

gn+1(x1, x2, . . . , xn, ξ) dξ = gn(x1, x2, . . . , xn) pro skoro všechna (x1, x2, . . . , xn) ∈

Rn. Pro n ∈ N označme Sn = gn(X1,X2,...,Xn)
fn(X1,X2,...,Xn) . Pak (Sn, n ∈ N) je martingal.



4 KAPITOLA 1. DEFINICE A ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI

Tuto skutečnost ověř́ıme př́ımým výpočtem podmı́něné středńı hodnoty. Pro připomenut́ı definic
podmı́něné středńı hodnoty a podmı́něného rozděleńı, když podmiňujeme jevem, že náhodné veličiny
nabývaj́ı daných hodnot, odkazujeme na kapitoly 7,8,9 v [4] nebo kapitolu VI v [5]. Zde si čtenář také
může připomenout, jak s podmı́něnou středńı hodnotou a podmı́něným rozděleńım poč́ıtat.

E [Sn+1 | X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn] =

=

+∞∫

−∞

gn+1(x1, x2, . . . , xn, ξ)

fn+1(x1, x2, . . . , xn, ξ)
PXn+1|X1,...,Xn

(dξ |x1, x2, . . . , xn ) =

=

+∞∫

−∞

gn+1(x1, x2, . . . , xn, ξ)

fn+1(x1, x2, . . . , xn, ξ)
fXn+1|X1,...,Xn

(ξ |x1, x2, . . . , xn ) dξ =

=

+∞∫

−∞

gn+1(x1, x2, . . . , xn, ξ)

fn+1(x1, x2, . . . , xn, ξ)

fn+1(x1, x2, . . . , xn, ξ)

fn(x1, x2, . . . , xn)
dξ =

=

+∞∫

−∞

gn+1(x1, x2, . . . , xn, ξ)

fn(x1, x2, . . . , xn)
dξ =

gn(x1, x2, . . . , xn)

fn(x1, x2, . . . , xn)

pro skoro všechna (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn. Zpětným dosazeńım, viz definice 7.20 v [4] nebo odstavec VI.1.16
v [5]. dostaneme

E [Sn+1 | X1, X2, . . . , Xn] = Sn s.j.

Ověřili jsme, že (Sn, n ∈ N) je (σ(X1, X2, . . . , Xn), n ∈ N)-martingal. Podle tvrzeńı 1.9 i (Sn, n ∈ N) je
martingal.

△

Př́ıklad 1.5. V urně je a b́ılých a b černých kuliček. Nezávislé tahy provád́ıme tak, že vytaženou kuličku
do osud́ı vrát́ıme a ještě přidáme kuličku stejné barvy.

Označ́ıme-li Sn relativńı počet b́ılých kuliček v osud́ı po n-tém tahu, pak (Sn, n ∈ N) je martingal.

Přesvědč́ıme se o tom následovně. Zaved’me pomocné n.v.

Xn =

{
1 když v n-tém tahu byla vytažena b́ılá kulička,
0 když v n-tém tahu byla vytažena černá kulička.

Pro tyto n.v. plat́ı

E [Xn+1 | X1, X2, . . . , Xn] = P (Xn+1 = 1 | X1, X2, . . . , Xn) =
a +

∑n
k=1 Xk

a + b + n
= Sn s.j.

Poč́ıtejme podmı́něnou středńı hodnotu

E [Sn+1 | X1, X2, . . . , Xn] = E

[
a +

∑n+1
k=1 Xk

a + b + n + 1

∣∣∣∣∣ X1, X2, . . . , Xn

]
=

=
1

a + b + n + 1
E

[
a +

n∑

k=1

Xk + Xn+1

∣∣∣∣∣ X1, X2, . . . , Xn

]
=

=
a +

∑n
k=1 Xk + E [Xn+1 | X1, X2, . . . , Xn]

a + b + n + 1
=

=
a +

∑n
k=1 Xk +

a+
∑

n

k=1
Xk

a+b+n

a + b + n + 1
=

a +
∑n

k=1 Xk

a + b + n
= Sn s.j.
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V tomto př́ıkladě plat́ı rovnost σ-algeber σ(S1, S2, . . . , Sn) = σ(X1, X2, . . . , Xn), nebot’ ze znalosti
S1, S2, . . . , Sn dokážeme přesně určit X1, X2, . . . , Xn.

Proto již máme ověřeno, že (Sn, n ∈ N) je martingal.
△

Př́ıklad 1.6. Necht’ Xn, n ∈ N jsou i.i.d. reálné n.v. a (Fn, n ∈ N) je filtrace taková, že pro každé n ∈ N

je σ (Xn) ⊂ Fn a σ-algebry Fn, σ (Xn+1) jsou nezávislé. Dále pro n ∈ N označme Sn =
n∑

k=1

Xk.

(i) Když X1 ∈ L1, pak (Sn − nE [X1] , n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-martingal.

(ii) Když X1 ∈ L2, pak
(
(Sn − nE [X1])

2 − nVar (X1) , n ∈ N
)

je (Fn, n ∈ N)-martingal.

(iii) Když γ ∈ R je taková, že eγX1 ∈ L1, pak
(
eγSn

(
E
[
eγX1

])−n
, n ∈ N

)
je (Fn, n ∈ N)-martingal.

Důkaz: Uvědomme si, že z předpoklad̊u plyne, že σ (X1, X2, . . . , Xn) ⊂ Fn a σ-algebryFn, σ (Xn+j , j ∈ N)
jsou nezávislé. Tud́ıž Sn je Fn-měřitelná a zbytek d̊ukazu provedeme př́ımým výpočtem.

1.

E [Sn+1 − (n + 1)E [X1] | Fn] = Sn + E [Xn+1 | Fn] − (n + 1)E [X1] = Sn − nE [X1] s.j.

2.

E
[
(Sn+1 − (n + 1)E [X1])

2 − (n + 1)Var (X1)
∣∣ Fn

]
=

= (Sn − nE [X1])
2 + 2E [ (Xn+1 − E [X1])(Sn − nE [X1]) | Fn] + E

[
(Xn+1 − E [X1])

2
∣∣ Fn

]
−

−(n + 1)Var (X1) =

= (Sn − nE [X1])
2 + 2E [Xn+1 − E [X1] | Fn] (Sn − nE [X1]) − nVar (X1) =

= (Sn − nE [X1])
2 − nVar (X1) s.j.

3.

E
[
eγSn+1

(
E
[
eγX1

])−(n+1)
∣∣∣ Fn

]
= eγSn

(
E
[
eγX1

])−(n+1)
E
[
eγXn+1

∣∣ Fn

]
=

= eγSn
(
E
[
eγX1

])−n
s.j.

Q.E.D

△

Př́ıklad 1.7. Necht’ (W (t), t ≥ 0) je Wiener̊uv proces a (Ft, t ≥ 0) je filtrace taková, že pro každé
s > t ≥ 0 je σ (W (t)) ⊂ Ft a σ-algebry Ft, σ (W (s) − W (t)) jsou nezávislé. Potom,

(W (t), t ≥ 0), (W 2(t) − t, t ≥ 0) a pro každé γ ∈ R také
(
e−

1
2
tγ2

eγW (t), t ≥ 0
)

jsou Ft-martingaly.

Důkaz: Z předpoklad̊u je σ (W (u), 0 ≤ u ≤ t) ⊂ Ft a σ-algebry Ft, σ (W (t + u) − W (t), 0 ≤ u) jsou
nezávislé. Tud́ıž uvažované procesy jsou adaptované vzhledem k dané filtraci.

O platnosti martingalové vlastnosti se přesvědč́ıme př́ımým výpočtem podmı́něných středńıch hodnot
pro 0 ≤ s < t < +∞.

1.

E [W (t) | Fs] = E [W (s) | Fs] + E [W (t) − W (s) | Fs] = W (s) s.j.,

nebot’ rozd́ıl W (t) − W (s) má nulovou středńı hodnotu a je nezávislý s Fs.
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2.

E
[
W 2(t) − t

∣∣ Fs

]
=

= E
[
W 2(s) + 2 · W (s)(W (t) − W (s)) + (W (t) − W (s))2 − t

∣∣ Fs

]

= W 2(s) + (t − s) − t = W 2(s) − s s.j.

Nyńı jsme nav́ıc využili toho, že rozd́ıl W (t) − W (s) má rozptyl t − s.

3. Připomeňme, že pro n.v. Z se standardńım normálńım rozděleńım plat́ı E
[
etZ
]

= e
1
2
t2 pro každé

t ∈ C. Proto E
[
eγ(W (t)−W (s))

]
= E

[
eγ

√
t−sZ

]
= e

1
2
γ2(t−s).

E
[
e−

1
2
tγ2

eγW (t)
∣∣∣ Fs

]
= e−

1
2
tγ2

eγW (s)E
[
eγ(W (t)−W (s))

∣∣∣ Fs

]
= e−

1
2

sγ2

eγW (s) s.j.

Q.E.D

△

Př́ıklad 1.8. Necht’ Xn, n ∈ N jsou i.i.d. reálné n.v. a uvažujme pro n ∈ N pr̊uměr S−n = Xn = 1
n

n∑
k=1

Xk.

Uvědomme si, že pro n ∈ N plat́ı

E [X1 | X1 + X2 + . . . + Xn] = Xn s.j., ,

nebot’

E [X1 | X1 + . . . + Xn] = E [X2 | X1 + . . . + Xn] = . . . = E [Xn | X1 + . . . + Xn] s.j.,

n E [X1 | X1 + . . . + Xn] =
n∑

k=1

E [Xk | X1 + . . . + Xn]

= E [X1 + . . . + Xn | X1 + . . . + Xn] = X1 + X2 + . . . + Xn s.j.

Z posloupnosti X1, X2, X3, . . . . vypoč́ıtáváme S−1, S−2, S−3, . . . . a proto pro každé n ∈ −N − 1 plat́ı

E [Sn+1 | Sn, Sn−1, Sn−2, . . . .] = E [Sn+1 | Sn, X1−n, X2−n, X3−n, . . . .] .

Veličiny Sn a X1−n, X2−n, X3−n, . . . . jsou nezávislé. Proto můžeme psát

E [Sn+1 | Sn, Sn−1, Sn−2, . . . .] = E [Sn+1 | Sn]

=
1

(−n − 1)
E [X1 + X2 + . . . + X−n−1 | X1 + X2 + . . . + X−n]

= E [X1 | X1 + X2 + . . . + X−n] = X−n = Sn s.j.

Zjistili jsme tedy, že (Sn, n ∈ −N) je martingal.
△

1.3. Základńı vlastnosti.

Filtraci můžeme rozšǐrovat o informaci, která je s ńı nezávislá.

Tvrzeńı 1.10. Necht’ (Ft, t ∈ T ) a (Gt, t ∈ T ) jsou filtrace a pro každé t ∈ T je σ-algebra Ft nezávislá
se σ-algebrou Gt. Když (St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-submartingal (-supermartingal, -martingal), pak také
(St, t ∈ T ) je (σ(Ft ∪ Gt), t ∈ T )-submartingal (-supermartingal, -martingal).
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Důkaz: Stač́ı ověřit definici podmı́něné středńı hodnoty. Vezměme tedy s, t ∈ T , t < s, F ∈ Ft, G ∈ Gt

a poč́ıtejme

∫

F∩G

E [Ss | Ft] dP =

∫

Ω

IGE [Ss | Ft] IF dP = P (G)

∫

F

E [Ss | Ft] dP =

= P (G)

∫

F

Ss dP =

∫

Ω

IGSsIF dP =

∫

F∩G

Ss dP.

Tı́m je ověřeno, že E [Ss | σ(Ft ∪ Gt)] = E [Ss | Ft] s.j., nebot’ Ht = {F ∩ G : F ∈ Ft, G ∈ Gt} je
uzavřeno na konečné pr̊uniky a σ(Ht) = σ(Ft ∪ Gt). Tvrzeńı je t́ım dokázáno.

Q.E.D

Konvexńı funkce zachovává submartingal.

Tvrzeńı 1.11. Necht’ (St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-martingal a g : R → R je konvexńı funkce. Když g(St) ∈ L1

pro každé t ∈ T , potom (g(St), t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-submartingal.

Důkaz: Pro s < t, s, t ∈ T s použit́ım Jensenovy nerovnosti dostáváme

E [g(St) | Fs] ≥ g (E [St | Fs]) = g(Ss) s.j.

Q.E.D

Tvrzeńı 1.12. Necht’ (St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-submartingal a g : R → R je neklesaj́ıćı konvexńı funkce.
Když g(St) ∈ L1 pro každé t ∈ T , potom (g(St), t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-submartingal.

Důkaz: Pro s < t, s, t ∈ T s použit́ım Jensenovy nerovnosti a faktu, že je funkce g neklesaj́ıćı, dostáváme

E [g(St) | Fs] ≥ g (E [St | Fs]) ≥ g(Ss) s.j.

Q.E.D

Pro supermartingaly a konkávńı funkce plat́ı analogická tvrzeńı.

Tvrzeńı 1.13. Necht’ (St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-martingal a g : R → R je konkávńı funkce. Když g(St) ∈ L1

pro každé t ∈ T , potom (g(St), t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-supermartingal.

Důkaz: Tvrzeńı je jednoduchým d̊usledkem tvrzeńı 3.11, nebot’ −g je konvexńı funkce.

Q.E.D

Tvrzeńı 1.14. Necht’ (St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-supermartingal a g : R → R je neklesaj́ıćı konkávńı funkce.
Když g(St) ∈ L1 pro každé t ∈ T , potom (g(St), t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-supermartingal.

Důkaz: Tvrzeńı je jednoduchým d̊usledkem tvrzeńı 3.12, nebot’ h : R → R : x 7→ −g(−x) je neklesaj́ıćı
konvexńı funkce, (−St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-submartingal a −h(−St) = g(St).

Q.E.D

Speciálně dostáváme, že pro submartingal (St, t ∈ T ) je jeho kladná část (S+
t , t ∈ T ) opět submar-

tingal. Pro supermartingal (St, t ∈ T ) je jeho záporná část (S−
t , t ∈ T ) submartingal. Pro martingal

(St, t ∈ T ) jsou jeho kladná část (S+
t , t ∈ T ), záporná část (S−

t , t ∈ T ) a absolutńı hodnota (|St|, t ∈ T )
submartingaly.

1.4. Kompenzátor

Velmi užitečné je umět upravit proces tak, aby byl martingalem.

Definice 1.15. Necht’ (St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-adaptovaný proces. Řekneme, že náhodný proces (Kt, t ∈ T )
je kompenzátor procesu (St, t ∈ T ) vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ), jestlǐze (St − Kt, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-
martingal a (Kt, t ∈ T ) je (Ft↑, t ∈ T )-adaptovaný proces.
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Pod́ıvejme se na jednoznačnost kompenzátoru.

Tvrzeńı 1.16. Necht’ (St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-adaptovaný proces a náhodné procesy (Kt, t ∈ T ), (Ct, t ∈ T )
jsou dva jeho kompenzátory vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ). Potom (Kt − Ct, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-martingal
a zároveň také Ft↑-martingal.

Důkaz: Pro s, t ∈ T , s < t plat́ı

E [Kt − Ct | Fs] = E [St − Ct | Fs] − E [St − Kt | Fs] = (Ss − Cs) − (Ss − Ks) = Ks − Cs s.j.

Tud́ıž (Kt − Ct, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-martingal a zároveň je Ft↑-adaptovaný. Proto podle tvrzeńı 1.7 je i
Ft↑-martingal.

Q.E.D

Tvrzeńı 1.17. Necht’ (St, t ∈ N) je (Ft, t ∈ N)-adaptovaný proces, ∀ t ∈ N je St ∈ L1 a (Kt, t ∈ N) je
(Ft↑, t ∈ N)-adaptovaný proces. Pak proces (Kt, t ∈ N) je kompenzátor procesu (St, t ∈ N) vzhledem k fil-
traci (Ft, t ∈ N) tehdy a jen tehdy, když existuje X ∈ L1(F1) tak, že

Kt = X +

t−1∑

j=1

(E [Sj+1 | Fj ] − Sj) s.j. (1.1)

Důkaz: Pro každé t ∈ N označme Ct =
∑t−1

j=1 (E [Sj+1 | Fj ] − Sj).
Snadno si každý ověř́ı, že proces (Ct, t ∈ N) je kompenzátorem procesu (St, t ∈ N).
Necht’ (Kt, t ∈ N) je jiný kompenzátor.
Pak podle tvrzeńı 4.16 je (Kt − Ct, t ∈ N) je (Ft, t ∈ N)-martingal i Ft↑-martingal.
Proto pro t ∈ N plat́ı

Kt+1 − Ct+1 = E [Kt+1 − Ct+1 | Ft] = Kt − Ct s.j.

Konečnou indukćı dostáváme Kt − Ct = K1 − C1 s.j. pro všechna t ∈ N a K1 − C1 ∈ L1(F1).

Q.E.D

Pro procesy s obecnou indexovou množinou plat́ı obdobná věta, ale pouze za určitých omezuj́ıćıch
předpoklad̊u. Důkaz tohoto tvrzeńı však vyžaduje daľśı znalosti, které přesahuj́ı rámec tohoto textu.

Uved’me ještě př́ıklady kompenzátor̊u pro i.i.d. n.v.

Př́ıklad 1.9. Necht’ Xn, n ∈ N jsou i.i.d. reálné n.v. s konečným rozptylem. Pro n ∈ N označme

Sn =
n∑

k=1

Xk. Pak

• (Sn, n ∈ N) má kompenzátor (n · E [X1] , n ∈ N) vzhledem k přirozené filtraci, která je shodná s
filtraćı (σ (X1, X2, . . . , Xn) , n ∈ N);

• (S2
n, n ∈ N) má kompenzátor (n · E

[
X2

1

]
+ 2 E [X1]

∑n−1
k=1 (n − k)Xk, n ∈ N) vzhledem k filtraci

(σ (X1, X2, . . . , Xn) , n ∈ N);

• (S2
n, n ∈ N) má kompenzátor (n·E

[
X2

1

]
+2 E [X1]

∑n−1
k=1 E [Sk | |S1|, |S2|, . . . , |Sk|] , n ∈ N) vzhledem

k přirozené filtraci, t.j. vzhledem k filtraci (σ (|S1|, |S2|, . . . , |Sn|) , n ∈ N).

Odtud vid́ıme, že pokud X1 má nulovou středńı hodnotu, potom (S2
n, n ∈ N) má kompenzátor

(n · E
[
X2

1

]
, n ∈ N) vzhledem k filtraci (σ (X1, X2, . . . , Xn) , n ∈ N) i vzhledem k přirozené filtraci

(σ (|S1|, |S2|, . . . , |Sn|) , n ∈ N).
Nalézt konkrétńı tvar kompenzátoru procesu (S2

n, n ∈ N) vzhledem k přirozené filtraci neńı jedno-
duché. Čtenář si to může vyzkoušet v př́ıpadě, kdy X1 má rovnoměrné rozděleńı na intervalu [−1, 2].

△
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1.5. Markovský čas

Při pozorováńı stochastického procesu je naš́ım hlavńım ćılem jeho optimálńı ř́ızeńı na základě na-
shromážděné znalosti. Tento úkol je reprezentován markovským časem.

Definice 1.18. Necht’ T ⊂ R, (Ft, t ∈ T ) je filtrace a τ : Ω → T ∪ {+∞}. Budeme ř́ıkat, že τ je
markovský čas vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ), jestlǐze [τ ≤ t] ∈ Ft pro každé t ∈ T .

Při některých úvahách je výhodněǰśı ekvivalentńı definice.

Lemma 1.19. Necht’ T ⊂ R, (Ft, t ∈ T ) je filtrace a τ : Ω → T ∪{+∞}. Pak τ je markovský čas vzhledem
k filtraci (Ft, t ∈ T ) tehdy a jen tehdy, když [τ ≤ t] ∈ Fs pro každé t ∈ R, s ∈ T , t ≤ s.

Důkaz: Když τ splňuje podmı́nku, pak je evidentně markovský čas. Stač́ı se proto zabývat pouze opačnou
implikaćı.
Necht’ τ je markovský čas a t ∈ R, s ∈ T , t ≤ s. Označme t̂ = sup{v ∈ T : v ≤ t} a rozlǐsme tři př́ıpady.

1. t̂ = −∞, tj. pro každé v ∈ T je t < v. Pak [τ ≤ t] = ∅ ∈ Fs.

2. Když t̂ ∈ T , pak [τ ≤ t] = [τ ≤ t̂] ∈ Ft̂ ⊂ Fs.

3. Když t̂ > −∞ a t̂ 6∈ T , pak existuje posloupnost vn ∈ T taková, že vn ր t̂. Potom

[τ ≤ t] =
⋃

v<t

v∈T

[τ ≤ v] =

+∞⋃

n=1

[τ ≤ vn] ∈
+∞⋃

n=1

Fvn
⊂ Fs

Q.E.D

Lemma 1.20. Když je množina T nejvýše spočetná, pak τ je markovský čas tehdy a jen tehdy, jestlǐze
[τ = t] ∈ Ft pro každé t ∈ T .

Důkaz:

1. Necht’ τ je markovský čas a t ∈ T .

Pak [τ = t] = [τ ≤ t] − ⋃
s<t
s∈T

[τ ≤ s] ∈ Ft, protože T je nejvýše spočetná.

2. Je-li ∀t ∈ T , [τ = t] ∈ Ft, pak [τ ≤ t] =
⋃

s≤t
s∈T

[τ = s] ∈ Ft, protože T je nejvýše spočetná.

Takže τ je markovský čas.

Q.E.D

Čas prvého výstupu z borelovské množiny je d̊uležitým př́ıkladem markovského času.

Př́ıklad 1.10. Necht’ (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-adaptovaný proces a B je borelovská podmnožina R. Pak
čas prvńıho výstupu Sn z množiny B, t.j. τ = min{n ∈ N : Sn 6∈ B}, je markovský čas vzhledem k filtraci
(Ft, t ∈ T ). Použ́ıváme zde úmluvy min{∅} = +∞.

K d̊ukazu si stač́ı uvědomit, že

[τ = n] = [S1 ∈ B] ∩ [S2 ∈ B] ∩ . . . ∩ [Sn−1 ∈ B] ∩ [Sn 6∈ B] ∈ Fn

nebo

[τ ≤ n] =

n⋃

k=1

[Sk 6∈ B] ∈ Fn.

△
Tento př́ıklad je základńım, nejd̊uležitěǰśım a nejpouž́ıvaněǰśım typem markovského času. Pro pro-

ces s obecnou indexovou množinou však čas prvńıho výstupu z dané množiny nemuśı být automaticky
markovským časem. Diskusi tohoto problému provedeme podrobněji později. Nejdř́ıve si uvedeme ještě
několik základńı objekt̊u a pojmů, které jsou d̊uležité pro teorii martingal̊u a náhodných proces̊u v̊ubec.
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Definice 1.21. Pro markovský čas τ : Ω → T ∪ {+∞} vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ) definujeme
σ-algebru událost́ı do času τ

Fτ = {F ∈ F+∞ : ∀t ∈ T je F ∩ [τ ≤ t] ∈ Ft}

a když (St, t ∈ T ) je náhodný proces, pak definujeme jeho zastaveńı v čase τ jako

Sτ (ω) =

{
Sτ(ω)(ω) pokud τ(ω) ∈ T ,
0 pokud τ(ω) = +∞.

Uvědomme si základńı vlastnosti definovaných pojmů a vztahy mezi nimi.

Tvrzeńı 1.22. Necht’ τ : Ω → T ∪ {+∞} je markovský čas vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ). Pak Fτ je
σ-algebra a τ je Fτ -měřitelná n.v.

Důkaz: Nejdř́ıve ověř́ıme, že Fτ je σ-algebra a pak teprve měřitelnost n.v. τ .

1. Ověř́ıme, že Fτ splňuje vlastnosti σ-algebry.
Zřejmě Ω ∈ Fτ , protože Ω ∩ [τ ≤ t] = [τ ≤ t] ∈ Ft pro každé t ∈ T .
Když F ∈ Fτ , pak i Ω − F ∈ Fτ , nebot’ (Ω − F ) ∩ [τ ≤ t] = [τ ≤ t] − F ∩ [τ ≤ t] ∈ Ft pro každé
t ∈ T .

Když Fk ∈ Fτ pro k ∈ N, pak i
+∞⋃
k=1

Fk ∈ Fτ , nebot’

(
+∞⋃
k=1

Fk

)
∩ [τ ≤ t] =

+∞⋃
k=1

(Fk ∩ [τ ≤ t]) ∈ Ft

pro každé t ∈ T .

2. N.v. τ je Fτ -měřitelná, nebot’ pro každé t ∈ T je [τ ≤ t] ∈ Fτ . Přesvědč́ıme se o tom pr̊unikem s
testovaćımi množinami [τ ≤ t] ∩ [τ ≤ s] = [τ ≤ min{t, s}] ∈ Fs pro každé s ∈ T .

Q.E.D

Lemma 1.23. Necht’ (Ft, t ∈ T ) je filtrace a τ ≡ t0, kde t0 ∈ T je pevné. Pak τ je markovský čas vzhledem
k filtraci (Ft, t ∈ T ) a Fτ = Ft0 .

Důkaz: Zřejmě τ je markovský čas, nebot’ [τ ≤ t] = ∅ pro t < t0 a [τ ≤ t] = Ω pro t ≥ t0.

Tı́m pádem také F ∈ Fτ ⇔ ∀t ∈ T : F ∩ [τ ≤ t] ∈ Ft ⇔ F ∈ Ft0 .

Q.E.D

Tvrzeńı 1.24. Necht’ τ : Ω → T ∪ {+∞} je markovský čas vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ).

(i) Pro každé t ∈ T je min{τ, t} markovský čas a je to Ft-měřitelná n.v.

(ii) Když ρ : Ω → T ∪ {+∞} je Fτ -měřitelná n.v. a ρ ≥ τ , potom je ρ také markovský čas.

Důkaz:

1. Vezměme s ∈ T a ověřme definici markovského času.
Pro s < t plat́ı [min{τ, t} ≤ s] = [τ ≤ s] ∈ Fs ⊂ Ft.
Pro s ≥ t plat́ı [min{τ, t} ≤ s] = Ω ∈ Ft.
Ukázali jsme, že min{τ, t} je markovský čas a Ft-měřitelná n.v.

2. Pro t ∈ T dostáváme
[ρ ≤ t] = [ρ ≤ t] ∩ [τ ≤ t] ∈ Ft protože ρ ≥ τ a [ρ ≤ t] ∈ Fτ .

Q.E.D
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Tvrzeńı 1.25. Necht’ τ, ρ : Ω → T ∪ {+∞} jsou markovské časy vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ).

(i) Pak min{τ, ρ} a max{τ, ρ} jsou markovské časy.

(ii) Když ρ ≤ τ , pak Fρ ⊂ Fτ .

(iii) Množiny [ρ ≤ τ ], [ρ ≥ τ ], [ρ = τ ], [ρ < τ ] a [ρ > τ ] patř́ı do σ-algebry Fτ ∩ Fρ.

(iv) Když F ∈ Fρ, potom F ∩ [ρ ≤ τ ] ∈ Fτ .

Důkaz:

1. Pro t ∈ T plat́ı [min{τ, ρ} ≤ t] = [τ ≤ t] ∪ [ρ ≤ t] ∈ Ft a [max{τ, ρ} ≤ t] = [τ ≤ t] ∩ [ρ ≤ t] ∈ Ft.
Ověřili jsme tedy, že min{τ, ρ} a max{τ, ρ} jsou markovské časy.

2. Necht’ ρ ≤ τ a F ∈ Fρ. Pak pro t ∈ T plat́ı F ∩ [τ ≤ t] = (F ∩ [ρ ≤ t])∩ [τ ≤ t] ∈ Ft. Tud́ıž F ∈ Fτ .

3. Stač́ı ověřit, že [ρ ≤ τ ] ∈ Fτ ∩ Fρ. Pro zbylé množiny plyne tato vlastnost bud’ prohozeńım pořad́ı
markovských čas̊u nebo z rozpisu [ρ = τ ] = [ρ ≤ τ ] ∩ [ρ ≥ τ ] a [ρ < τ ] = Ω − [ρ ≥ τ ].

Vezměme t ∈ T .

Pak pro každé n ∈ N plat́ı

[ρ ≤ τ ] ∩ [τ ≤ t] =

+∞⋃

k=0

(
[ρ ≤ τ ] ∩ [t − (k + 1)2−n < τ ≤ t − k2−n]

)

⊂
+∞⋃

k=0

(
[ρ ≤ t − k2−n] ∩ [t − (k + 1)2−n < τ ≤ t − k2−n]

)

⊂
+∞⋃

k=0

(
[ρ < τ + 2−n] ∩ [t − (k + 1)2−n < τ ≤ t − k2−n]

)

= [ρ < τ + 2−n] ∩ [τ ≤ t],

[ρ ≤ τ ] ∩ [ρ ≤ t] =

+∞⋃

k=0

(
[ρ ≤ τ ] ∩ [t − (k + 1)2−n < ρ ≤ t − k2−n]

)

⊂
+∞⋃

k=0

(
[t − (k + 1)2−n < τ ] ∩ [t − (k + 1)2−n < ρ ≤ t − k2−n]

)

⊂
+∞⋃

k=0

([
ρ − 2−n < τ

]
∩ [t − (k + 1)2−n < ρ ≤ t − k2−n]

)

= [ρ − 2−n < τ ] ∩ [τ ≤ t].

Potom plat́ı

[ρ ≤ τ ] ∩ [τ ≤ t] =

+∞⋂

n=1

+∞⋃

k=0

(
[ρ ≤ t − k2−n] ∩ [t − (k + 1)2−n < τ ≤ t − k2−n]

)
∈ Ft,

[ρ ≤ τ ] ∩ [ρ ≤ t] =

+∞⋂

n=1

+∞⋃

k=0

(
[t − (k + 1)2−n < τ ] ∩ [t − (k + 1)2−n < ρ ≤ t − k2−n]

)
∈ Ft.

Tı́m jsme ověřili, že [ρ ≤ τ ] ∈ Fτ ∩ Fρ.

4. Vı́me již, že [ρ ≤ τ ] ∈ Fρ; viz (iii); proto pro t ∈ T a F ∈ Fρ plat́ı
F ∩ [ρ ≤ τ ] ∩ [τ ≤ t] = (F ∩ [ρ ≤ t]) ∩ ([ρ ≤ τ ] ∩ [ρ ≤ t]) ∩ [τ ≤ t] ∈ Ft.

Ověřili jsme, že F ∩ [ρ ≤ τ ] ∈ Fτ .

Q.E.D

Za přirozených předpoklad̊u na indexovou množinu je supremum i infimum spočetně mnoha mar-
kovských čas̊u opět markovským časem.
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Tvrzeńı 1.26. Necht’ T ⊂ R je uzavřená množina a τn : Ω → T ∪ {+∞}, n ∈ N jsou markovské časy
vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ).

Pak sup{τn : n ∈ N} : Ω → T ∪ {+∞} je markovský čas vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ).

Důkaz: Dı́ky uzavřenosti indexové množiny T je sup{τn : n ∈ N} bud’ +∞, nebo lež́ı v množině T .

Pro t ∈ T plat́ı [sup{τn : n ∈ N} ≤ t] =
⋂

n∈N[τn ≤ t] ∈ Ft.

Q.E.D

Tvrzeńı 1.27. Necht’ T ⊂ R je uzavřená množina a τn : Ω → T ∪ {+∞}, n ∈ N jsou markovské časy
vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ).

Když inf{τn : n ∈ N} > −∞, pak inf{τn : n ∈ N} : Ω → T ∪ {+∞} je markovský čas vzhledem k
filtraci (Ft+, t ∈ T ).

Je-li nav́ıc filtrace (Ft, t ∈ T ) zprava spojitá, pak inf{τn : n ∈ N} : Ω → T ∪ {+∞} je markovský čas
vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ).

Důkaz:

1. Dı́ky uzavřenosti množiny T a předpokladu inf{τn : n ∈ N} > −∞ je inf{τn : n ∈ N} bud’ +∞,
nebo lež́ı v množině T .

2. Necht’ t ∈ T a inf{s ∈ T : s > t} = t.

Pak pro každé s ∈ T , s > t plat́ı [inf{τn : n ∈ N} < s] =
⋃

n∈N[τn < s] ∈ Fs.

Tud́ıž [inf{τn : n ∈ N} ≤ t] ∈ Ft+.

3. Necht’ t ∈ T a inf{s ∈ T : s > t} > t.

Pak [inf{τn : n ∈ N} ≤ t] =
⋃

n∈N[τn ≤ t] ∈ Ft = Ft+.

Tı́m jsme ověřili, že inf{τn : n ∈ N} je markovský čas vzhledem k filtraci (Ft+, t ∈ T ).

Je-li filtrace (Ft, t ∈ T ) zprava spojitá, t.j. Ft+ = Ft pro každé t ∈ T , pak evidentně inf{τn : n ∈ N} je
markovský čas vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ).

Q.E.D

Nyńı se vrat’me k vlastnostem času prvého výstupu náhodného procesu z dané množiny.

Definice 1.28. Necht’ (St, t ∈ T ) je náhodný proces a τ : Ω → T ∪{+∞}. Čas prvńıho výstupu procesu
(St, t ∈ T ) z množiny B ⊂ R po čase τ definujeme jako ρB,τ = inf{t ∈ T : St 6∈ B, τ ≤ t}.

Podobně můžeme uvažovat čas prvńıho vstupu procesu (St, t ∈ T ) do množiny B ⊂ R po čase τ
jako σB,τ = inf{t ∈ T : St ∈ B, τ ≤ t}. Stač́ı se však zabývat pouze časem výstupu, nebot’ čas prvého
vstupu do množiny B ⊂ R po čase τ je shodný s časem prvého výstupu z množiny R \ B po čase τ .

Tvrzeńı 1.29. Necht’ D ⊂ T ⊂ R a D∩(a, b) je konečná množina pro každé a, b ∈ R, a < b. Necht’ B ⊂ R

je borelovská množina, (St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-adaptovaný proces a τ : Ω → T ∪ {+∞} je markovský
čas vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ).

Pak ρ := min{t ∈ D : St 6∈ B, τ ≤ t} : Ω → T∪{+∞} je markovský čas vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ).

Důkaz: Struktura D zaručuje, že konečného infima v definici zobrazeńı ρ se vždy nabývá. To znamená,
že ρ je dobře definováno a pro každé t ∈ T plat́ı

[ρ ≤ t] =
⋃

s≤t,s∈D

[Ss 6∈ B] ∩ [τ ≤ s] ∈ Ft , nebot’ D je nejvýše spočetná.

Q.E.D

V následuj́ıćım d̊ukazech několikrát použijeme technické lemma.
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Lemma 1.30. Když T ⊂ R je uzavřená množina a ε > 0, pak existuje D ⊂ T tak, že

(i) D ∩ (a, b) je konečná množina pro každé a, b ∈ R, a < b;

(ii) pro každé t ∈ T existuje s ∈ D tak, že t ≤ s < t + ε.

Důkaz: Požadované vlastnosti má např́ıklad volba

D := {max{s ∈ T : (k − 1)ε < s ≤ kε} : k ∈ I} , kde I := {k ∈ Z : ∃ s ∈ T, (k − 1)ε < s ≤ kε} .

Tato volba evidentně splňuje (i), nebot’ každý z interval̊u ((k − 1)ε, kε] obsahuje nejvýše jeden bod z D.
K nahlédnut́ı vlastnosti (ii) si stač́ı pouze uvědomit, že maxima existuj́ı, protože T je uzavřená množina,
a že když t ∈ T , pak existuje k ∈ Z tak, že (k − 1)ε < t ≤ kε. Tud́ıž k ∈ I a

(k − 1)ε < t ≤ max{s ∈ T : (k − 1)ε < s ≤ kε} ≤ kε < t + ε.

Q.E.D

Tvrzeńı 1.31. Necht’ T ⊂ R je uzavřená množina, (St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-adaptovaný proces a
τ : Ω → T ∪ {+∞} je markovský čas vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ).

Když (St, t ∈ T ) je zprava spojitý proces a F ⊂ R je uzavřená množina, pak ρF,τ : Ω → T ∪ {+∞} je
markovský čas vzhledem k filtraci (Ft+, t ∈ T ).

Je-li nav́ıc filtrace (Ft, t ∈ T ) zprava spojitá, pak ρF,τ : Ω → T ∪ {+∞} je markovský čas vzhledem k
filtraci (Ft, t ∈ T ).

Důkaz: Pro každé n ∈ N podle lemmatu 5.30 existuje nejvýše spočetná množina Dn ⊂ T tak, že pro
každé t ∈ T existuje d ∈ Dn s vlastnost́ı t ≤ d < t + 2−n a Dn ∩ (a, b) je konečná množina pro každé
a, b ∈ R, a < b.
Pak ρn := min{t ∈ Dn : St 6∈ F, τ ≤ t} : Ω → T ∪{+∞} je markovský čas vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T )
podle tvrzeńı 5.29.

1. Evidentně ρF,τ ≤ ρn pro každé n ∈ N. Tud́ıž podle tvrzeńı 5.27 je inf{ρn : n ∈ N} markovský čas
vzhledem k filtraci (Ft+, t ∈ T ).

2. Nyńı ukážeme rovnost ρF,τ = inf{ρn : n ∈ N}.
Tato rovnost se ověř́ı tak, že uváž́ıme ω ∈ Ω pro něž ρF,τ (ω) ∈ T a ε > 0.

Pak existuje t ∈ T takové, že t − ε < ρF,τ (ω) ≤ t a St(ω) 6∈ F , τ(ω) ≤ t.

Množina F je uzavřená a proces (St, t ∈ T ) je zprava spojitý, proto existuje 0 < δ ≤ ε tak, že pro
každé s ∈ T , t ≤ s < t + δ je Ss(ω) 6∈ F .

Odtud pro n ∈ N, 2−n < δ je ρn(ω) < t + δ ≤ ρF,τ (ω) + 2ε.

Tı́m jsme ověřili, že pro každé ω ∈ Ω plat́ı ρF,τ (ω) = inf{ρn(ω) : n ∈ N}.

Tı́m jsme ukázali, že ρF,τ je markovský čas vzhledem k filtraci (Ft+, t ∈ T ).
Pokud je filtrace zprava spojitá, pak je ρF,τ automaticky markovský čas vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ).

Q.E.D

Tvrzeńı 1.32. Necht’ T je uzavřená množina, (St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-adaptovaný proces a τ : Ω →
T ∪ {+∞} je markovský čas vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ).

Když (St, t ∈ T ) je spojitý proces a G ⊂ R je otevřená množina, pak ρG,τ : Ω → T ∪ {+∞} je
markovský čas vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ).

Důkaz: Množina G je otevřená a proto existuj́ı uzavřené množiny Fn ⊂ G, n ∈ N takové, že
F1 ⊂ int (F2) ⊂ F2 ⊂ int (F3) ⊂ . . . . a

⋃+∞
n=1 Fn = G.

Pak evidentně ρF1,τ ≤ ρF2,τ ≤ ρF3,τ ≤ . . . . ≤ ρG,τ a sup{ρFn,τ : n ∈ N} ≤ ρG,τ .
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1. Z uzavřenosti indexové množiny T a faktu ρG,τ ≥ τ je ρG,τ : Ω → T ∪ {+∞}.

2. Nyńı ukážeme nerovnost sup{ρFn,τ : n ∈ N} ≥ ρG,τ .

Necht’ ω ∈ Ω, t ∈ T a pro každé n ∈ N je ρFn,τ (ω) < t.

Pak pro každé n ∈ N existuje sn ∈ T tak, že Ssn
(ω) 6∈ Fn a τ(ω) ≤ sn < t.

Vyberme konvergentńı podposloupnost snk
, lim

k→+∞
snk

= q.

Jistě τ(ω) ≤ q ≤ t a z uzavřenosti T je q ∈ T .

Ze spojitosti procesu lim
k→+∞

Ssnk
(ω) = Sq(ω) 6∈ int (Fn) pro každé n ∈ N a tud́ıž Sq(ω) 6∈ G.

To znamená, že ρG,τ ≤ t.

Takto jsme zjistili, že ρG,τ = sup{ρFn,τ : n ∈ N}.

3. Podle tvrzeni 5.31 pro každé n ∈ N jsou ρFn,τ markovské časy vzhledem k filtraci (Ft+, t ∈ T ).

Podle tvrzeńı 5.26 je ρG,τ = sup{ρFn,τ : n ∈ N} markovský čas vzhledem k filtraci (Ft+, t ∈ T ).

4. Ještě zbývá ukázat, že ρG,τ je markovský čas vzhledem k p̊uvodńı filtraci.

Vezměme proto t ∈ T a rozlǐsme tři př́ıpady.

(a) Když t = min{T }, pak

[ρG,τ ≤ t] = [ρG,τ = t] = [St /∈ G] ∈ Ft.

(b) Když t > min{T } a t̂ = max{s ∈ T : s < t} < t, pak

[ρG,τ ≤ t] =
[
ρG,τ ≤ t̂

]
∪
([

ρG,τ > t̂
]
∩ [St /∈ G]

)
∈ Ft.

(c) Když t > min{T } a t̂ = max{s ∈ T : s < t} = t, pak existuje posloupnost sk ∈ T , sk < t
taková, že sk ր t.

Množina G je otevřená, množina Fn je uzavřená a Fn ⊂ G, pak jev ρG,τ ≤ t implikuje ρFn,τ < t.

Proto plat́ı

[ρG,τ ≤ t] =

+∞⋂

n=1

+∞⋃

k=1

[ρFn,τ ≤ sk ] ∈ Ft.

Ověřili jsme, že ρG,τ = sup{ρFn,τ : n ∈ N} je markovský čas vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ).

Q.E.D

Tvrzeńı 1.33. Necht’ T je uzavřená množina, (St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-adaptovaný proces a τ : Ω →
T ∪ {+∞} je markovský čas vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ).

Když (St, t ∈ T ) je spojitý proces a G ⊂ R je Gδ-množina, pak ρG,τ : Ω → T ∪ {+∞} je markovský
čas vzhledem k filtraci (Ft+, t ∈ T ).

Je-li nav́ıc filtrace (Ft, t ∈ T ) zprava spojitá, pak ρG,τ : Ω → T ∪ {+∞} je markovský čas vzhledem k
filtraci (Ft, t ∈ T ).

Důkaz:

1. Z uzavřenosti indexové množiny T a faktu ρG,τ ≥ τ je ρG,τ : Ω → T ∪ {+∞}.

2. Množina G je Gδ a tak existuj́ı otevřené množiny Gn ⊂ R, n ∈ N tak, že
⋂+∞

n=1 Gn = G.

Podle tvrzeni 5.32 pro každé n ∈ N jsou ρGn,τ markovské časy vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ).

Jistě inf{ρGn,τ : n ∈ N} ≥ ρG,τ . Nyńı ukážeme opačnou nerovnost.

Necht’ ω ∈ Ω, t ∈ T a ρG,τ (ω) < t.
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Pak existuje s ∈ T tak, že Ss(ω) 6∈ G a τ(ω) ≤ s < t.

Tud́ıž existuje n ∈ N tak, že Ss(ω) 6∈ Gn, a proto inf{ρGn,τ : n ∈ N} < t.

Zjistili jsme, že inf{ρGn,τ : n ∈ N} = ρG,τ .

Tvrzeńı proto plyne z tvrzeńı 5.27.

Q.E.D

Myšlenka postupné aproximace použitá v d̊ukazech tvrzeńı 5.31, 5.32 a 5.33 je vyčerpána. Pro množiny,
které jsou Gδσ \ Gδ, již konstrukce nefunguje.

Pro ilustraci si uved’me př́ıklad, kdy výstup procesu z množiny neńı markovským časem.

Př́ıklad 1.11. Uvažujme situaci, kdy T = Ω = [0, 1], A = B ([0, 1]) a P = λ/[0,1], kde λ je Lebesgueova
mı́ra. Necht’ dále A ⊂ [0, 1] neńı borelovská množina. Definujme nyńı

Xt(ω) = 1 pokud t = ω ∈ A,
= 0 jinak.

(1.2)

Uvažujme τ čas prvého výstupu procesu X z jednobodové množiny {0}. Pak

τ(ω) = min{t ∈ [0, 1] : Xt 6= 0} = ω pokud ω ∈ A,
= +∞ jinak.

(1.3)

Odtud [τ ≤ 1] = A je neborelovská množina a proto τ neńı měřitelné zobrazeńı. Neńı tedy náhodnou
veličinou a tedy ani markovským časem.

△
Zbývá ještě prodiskutovat měřitelnost zastaveńı procesu Sτ .

Tvrzeńı 1.34. Necht’ ∅ 6= D ⊂ T je nejvýše spočetná množina, (St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-adaptovaný
proces a τ : Ω → D∪{+∞} je markovský čas vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ). Pak Sτ je Fτ -měřitelná n.v.

Důkaz: Pro t ∈ T a B borelovskou podmnožinu R plat́ı [Sτ ∈ B] ∩ [τ ≤ t] =
⋃

s≤t

s∈D

[Ss ∈ B, τ = s] ∈ Ft,

protože množina D je nejvýše spočetná a pro každé s ∈ D, s ≤ t je [Ss ∈ B, τ = s] ∈ Fs ⊂ Ft.

Q.E.D

Nabývá-li markovský čas nespočetně hodnot, pak již Sτ nemuśı být Fτ -měřitelná n.v. Dokonce se
může stát, že Sτ neńı ani náhodná veličina; t.j. neńı ani A-měřitelná. Muśıme vědět v́ıce o trajektoríıch
procesu. V tomto př́ıpadě potřebujeme jejich, alespoň jednostrannou, spojitost.

Tvrzeńı 1.35. Necht’ T ⊂ R je uzavřená množina, (St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-adaptovaný proces a τ : Ω →
T ∪ {+∞} je markovský čas vzhledem k filtraci (Ft, t ∈ T ). Když je proces (St, t ∈ T ) zprava spojitý a
filtrace (Ft, t ∈ T ) je zprava spojitá, pak Sτ je Fτ -měřitelná n.v.

Důkaz: Podle lemmatu 5.30 existuje pro každé n ∈ N množina An ⊂ T taková, že An ∩ (α, β) je konečná
množina pro každé α, β ∈ R, α < β a pro každé t ∈ T existuje a ∈ An tak, že t ≤ a < t + 2−n.
Definujme τn = inf{a ∈ A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An : τ ≤ a}.
Podle tvrzeńı 5.24 (ii) je τn markovský čas, nebot’ τn ≥ τ a τn je Fτ -měřitelná n.v., protože je měřitelnou
funkćı τ .
Z konstrukce vyplývá, že τn nabývá nejvýše spočetně hodnot (a to z množiny A1 ∪A2 ∪ . . .∪An). Podle
tvrzeni 5.34 v́ıme, že Sτn

je Fτn
-měřitelná n.v.

Dále z konstrukce dostáváme, že τn ց τ a tak podle tvrzeńı 5.25 (ii) je Fτ1
⊃ Fτ2

⊃ Fτ3
⊃ . . . ..

Vyšetřovaný proces je spojitý zprava a proto lim
n→+∞

Sτn
= Sτ . Tud́ıž n.v. Sτ je

+∞⋂
n=1

Fτn
-měřitelná.

Nyńı stač́ı ukázat, že
+∞⋂
n=1

Fτn
= Fτ .

1. Inkluze
+∞⋂
n=1

Fτn
⊃ Fτ plyne opět z tvrzeńı 5.25 (ii).
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2. Vezměme A ∈
+∞⋂
n=1

Fτn
.

Pak pro každé u ∈ T a n ∈ N je A ∩ [τn ≤ u] ∈ Fu a také A ∩ [τn < u] ∈ Fu.

Zafixujme nyńı t ∈ T .

Když t < inf{s ∈ T : t < s}, potom A ∩ [τ ≤ t] =
+∞⋃
n=1

A ∩ [τn ≤ t] ∈ Ft.

Když t = inf{s ∈ T : t < s}, potom ze spojitosti zprava filtrace dostáváme

A ∩ [τ ≤ t] =
⋂

s>t

s∈T

A ∩ [τ < s] =
⋂

s>t

s∈T

+∞⋃

n=1

A ∩ [τn < s] ∈ Ft+ = Ft.

Tud́ıž A ∈ Fτ .

Tı́m jsme ověřili, že Sτ je Fτ -měřitelná n.v.

Q.E.D



Kapitola 2

Optional Sampling Theorem a

Optional Stopping Theorem

V této kapitole se budeme zabývat podmı́nkami pro zachováńı submartingalové vlastnosti při změně času.

Tvrzeńı 2.1. Necht’ (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-submartingal a τ, ρ : Ω → N∪{+∞} jsou markovské časy
vzhledem k filtraci (Fn, n ∈ N).

Když existuje k ∈ N tak, že ρ ≤ τ ≤ k, pak Sτ , Sρ ∈ L1 a E [Sτ | Fρ] ≥ Sρ s.j.

Důkaz:

1. Podle tvrzeńı 5.34 v́ıme, že Sτ je Fτ -měřitelná n.v. a Sρ je Fρ-měřitelná n.v. Jejich integrovatelnost
plyne z rozpisu

Sτ =
k∑

n=1
Sn · I[τ=n] ∈ L1, Sρ =

k∑
n=1

Sn · I[ρ=n] ∈ L1.

2. Pro odhad podmı́něné středńı hodnoty si zavedeme pomocné veličiny Λn = min{τ, ρ + n}. Pro
každé n = 0, 1, . . . , k − 1 je Λn markovský čas, plyne to z kombinace tvrzeńı 5.24 část (ii) a tvrzeńı
5.25 část (i). Dále plat́ı Λ0 = ρ, Λk−1 = τ a Λn ≤ Λn+1 ≤ Λn + 1.

Podmı́něnou středńı hodnotu nejdř́ıve rozeṕı̌seme E [Sτ | Fρ] =
k−2∑
n=0

E
[
SΛn+1

− SΛn

∣∣ Fρ

]
+Sρ s.j.

Nyńı pro každé n = 0, 1, . . . , k − 2 ukážeme, že je př́ıslušná podmı́něná středńı hodnota nezáporná.
Vezměme F ∈ Fρ a poč́ıtejme

∫
F

(
SΛn+1

− SΛn

)
dP =

∫

F∩[τ>ρ+n]

(
SΛn+1

− SΛn

)
dP =

k−n−1∑
j=1

∫

F∩[ρ=j]∩[τ>j+n]

(Sj+n+1 − Sj+n) dP ≥

0.

Nezápornost plyne z toho, že (F ∩ [ρ = j]) ∩ [τ > j + n] ∈ Fj+n a (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-
submartingal.

Tud́ıž E
[
SΛn+1

− SΛn

∣∣ Fρ

]
≥ 0 s.j. pro každé n = 0, 1, . . . , k − 2 a tak E [Sτ | Fρ] ≥ Sρ s.j.

Q.E.D

Podmı́nku omezenosti markovských čas̊u lze nahradit obecněǰśı podmı́nkou. Muśıme však předpokládat
integrovatelnost zastaveńı submartingalu v obou markovských časech.

Tvrzeńı 2.2. Necht’ (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-submartingal a τ, ρ : Ω → N∪{+∞} jsou markovské časy
vzhledem k filtraci (Fn, n ∈ N).

Když ρ ≤ τ , P (τ < +∞) = 1, Sτ , Sρ ∈ L1 a lim inf
n→+∞

∫

[τ>n]

(Sn)
+

dP = 0, potom E [Sτ | Fρ] ≥ Sρ s.j.

17
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Důkaz: Pro každé n ∈ N položme τn = min{τ, n} a ρn = min{ρ, n}. Podle tvrzeńı 5.24 část (i) jsme
takto definovali markovské časy.
Podle tvrzeni 0.1 pro každé n ∈ N plat́ı E [Sτn

| Fρn
] ≥ Sρn

s.j.
Tuto nerovnost však potřebujeme ukázat pro p̊uvodńı markovské časy. Uděláme to př́ımým ověřeńım
definice podmı́něné středńı hodnoty.
Vezměme F ∈ Fρ a uvědomme si, že F ∩ [ρ ≤ n] ∈ Fρn

. Vyplývá to z toho, že F ∩ [ρ ≤ n] ∩ [ρn ≤ j] =
F ∩ [ρ ≤ j] ∈ Fj pro j < n a F ∩ [ρ ≤ n] ∩ [ρn ≤ j] = F ∩ [ρ ≤ n] ∈ Fn ⊂ Fj pro j ≥ n.
Proto

∫

F∩[ρ≤n]

Sτn
dP ≥

∫

F∩[ρ≤n]

Sρn
dP =

∫

F∩[ρ≤n]

Sρ dP pro všechna n ∈ N.

1. Pro pravou stranu nerovnosti plat́ı

lim
n→+∞

∫

F∩[ρ≤n]

Sρ dP =

∫

F∩[ρ<+∞]

Sρ dP =

∫

F

Sρ dP,

protože Sρ je integrovatelná a P (ρ < +∞) = 1.

2. Pro levou stranu nerovnosti plat́ı

lim inf
n→+∞

∫

F∩[ρ≤n]

Sτn
dP = lim inf

n→+∞




∫

F∩[τ≤n]

Sτ dP +

∫

F∩[ρ≤n<τ ]

Sn dP


 ≤

∫

F

Sτ dP.

Je tomu tak proto, že

lim
n→+∞

∫

F∩[τ≤n]

Sτ dP =

∫

F∩[τ<+∞]

Sτ dP =

∫

F

Sτ dP,

nebot’ Sτ je integrovatelná a P (τ < +∞) = 1.

Dále

lim inf
n→+∞

∫

F∩[ρ≤n<τ ]

Sn dP ≤ lim inf
n→+∞

∫

F∩[ρ≤n<τ ]

(Sn)
+

dP ≤ lim inf
n→+∞

∫

[τ>n]

(Sn)
+

dP = 0.

Pro každé F ∈ Fρ dostáváme
∫
F

Sτ dP ≥
∫
F

Sρ dP.

Tı́m je ověřena definice podmı́něné středńı hodnoty a tak E [Sτ | Fρ] ≥ Sρ s.j.

Q.E.D

Uvědomme si, že tvrzeńı 0.1 je speciálńım př́ıpadem tvrzeńı 0.2. Je tomu tak proto, že omezenost
markovských čas̊u implikuje integrovatelnost Sτ i Sρ a také podmı́nku lim inf

n→+∞

∫

[τ>n]

(Sn)
+

dP = 0. Tvrzeńı

0.2 umožňuje ukázat věty o zachováńı submartingalové vlastnosti při zastavováńı v markovských časech.

Věta 2.3. (Optional Sampling Theorem) Necht’ (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-submartingal a τk : Ω →
N ∪ {+∞} jsou pro každé k ∈ N markovské časy vzhledem k filtraci (Fn, n ∈ N).

Když pro každé k ∈ N je τk ≤ τk+1, P (τk < +∞) = 1, Sτk
∈ L1 a lim inf

n→+∞

∫

[τk>n]

(Sn)+ dP = 0, potom

(Sτk
, k ∈ N) je (Fτk

, k ∈ N)-submartingal.

Důkaz: Submartingalovou vlastnost źıskáme použit́ım tvrzeni 0.2 pro každé k ∈ N zvlášt’.

Q.E.D

V př́ıpadě, kdy τk = min{τ, k} lze tvrzeńı trochu ześılit.

Věta 2.4. (Optional Stopping Theorem) Necht’ (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-submartingal a τ : Ω →
N ∪ {+∞} je markovský čas vzhledem k filtraci (Fn, n ∈ N).

Označ́ıme-li pro každé k ∈ N τk = min{τ, k}, potom (Sτk
, k ∈ N) je (Fk, k ∈ N)-submartingal.
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Důkaz: Podle tvrzeńı 0.1 v́ıme, že Sτk
je Fτk

-měřitelná n.v. a je také integrovatelná. Podle tvrzeńı 5.25
část (ii) je Fτk

⊂ Fk a tak Sτk
je Fk-měřitelná n.v. Muśıme ještě ověřit submartingalovou vlastnost.

Poč́ıtejme proto

E
[
Sτk+1

− Sτk

∣∣ Fk

]
= E

[(
Sτk+1

− Sτk

)
· I[τ>k]

∣∣ Fk

]
= E

[
(Sk+1 − Sk) · I[τ>k]

∣∣ Fk

]
=

= I[τ>k] · E [ (Sk+1 − Sk) | Fk] ≥ 0 s.j.

Tı́m je ověřeno, že (Sτk
, k ∈ N) je (Fk, k ∈ N)-submartingal.

Q.E.D

Je užitečné mı́t uvedené věty formulovány pro supermartingaly. Uved’me si je proto.

Tvrzeńı 2.5. Necht’ (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-supermartingal a τ, ρ : Ω → N ∪ {+∞} jsou markovské
časy vzhledem k filtraci (Fn, n ∈ N).

Když existuje k ∈ N tak, že ρ ≤ τ ≤ k, pak Sτ , Sρ ∈ L1 a E [Sτ | Fρ] ≤ Sρ s.j.

Důkaz: Tvrzeńı je ekvivalentńı s tvrzeńım 0.1. Stač́ı si pouze uvědomit, že (−Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-
submartingal.

Q.E.D

Tvrzeńı 2.6. Necht’ (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-supermartingal a τ, ρ : Ω → N ∪ {+∞} jsou markovské
časy vzhledem k filtraci (Fn, n ∈ N).

Když ρ ≤ τ , P (τ < +∞) = 1, Sτ , Sρ ∈ L1 a lim inf
n→+∞

∫
[τ>n]

(Sn)
−

dP = 0, potom E [Sτ | Fρ] ≤ Sρ s.j.

Důkaz: Tvrzeńı je ekvivalentńı s tvrzeńım 0.1. Stač́ı si pouze uvědomit, že (−Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-
submartingal.

Q.E.D

Věta 2.7. (Optional Sampling Theorem pro supermartingal) Necht’ (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-super-
martingal a τk : Ω → N ∪ {+∞} jsou pro každé k ∈ N markovské časy vzhledem k filtraci (Fn, n ∈ N).

Když pro každé k ∈ N je τk ≤ τk+1, P (τk < +∞) = 1, Sτk
∈ L1 a lim inf

n→+∞

∫

[τk>n]

(Sn)
−

dP = 0, potom

(Sτk
, k ∈ N) je (Fτk

, k ∈ N)-supermartingal.

Důkaz: Věta je ekvivalentńı s tvrzeńım 0.3. Stač́ı si pouze uvědomit, že (−Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-
submartingal.

Q.E.D

Věta 2.8. (Optional Stopping Theorem pro supermartingal) Necht’ (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-super-
martingal a τ : Ω → N ∪ {+∞} je markovský čas vzhledem k filtraci (Fn, n ∈ N).

Označ́ıme-li pro každé k ∈ N τk = min{τ, k}, potom (Sτk
, k ∈ N) je (Fk, k ∈ N)-supermartingal.

Důkaz: Věta je ekvivalentńı s tvrzeńım 0.4. Stač́ı si pouze uvědomit, že (−Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-
submartingal.

Q.E.D

2.1. Postačuj́ıćı podmı́nky

K ověřeńı podmı́nek vyskytuj́ıćıch se v tvrzeńıch 0.2, 0.6 a ve větách 0.3, 0.7 mohou být s výhodou
použita následuj́ıćı kritéria. Prvé kritérium je založeno na nezávislosti.
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Lemma 2.9. Necht’ (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-adaptovaný proces a τ : Ω → N∪{+∞} je markovský čas
vzhledem k filtraci (Fn, n ∈ N), který je nezávislý s {Sn, n ∈ N} a P (τ < +∞) = 1. Potom

lim inf
n→+∞

∫

[τ>n]

(Sn)
+

dP = 0 ⇐⇒ lim inf
n→+∞

E
[
(Sn)

+
]
· P (τ > n) = 0 , (2.1)

lim inf
n→+∞

∫

[τ>n]

(Sn)− dP = 0 ⇐⇒ lim inf
n→+∞

E
[
(Sn)−

]
· P (τ > n) = 0 , (2.2)

Sτ ∈ L1 ⇐⇒
+∞∑

n=1

E [|Sn|] · P (τ = n) < +∞ (2.3)

Důkaz: Důkaz lemmatu je jednoduchý, nebot’ předpokládaná nezávislost implikuje
∫

[τ>n]

(Sn)
+

dP = E
[
(Sn)

+
]
· P (τ > n) ,

∫

[τ>n]

(Sn)− dP = E
[
(Sn)−

]
· P (τ > n) ,

E [|Sτ |] = E

[
+∞∑

n=1

|Sn| · I[τ=n]

]
=

+∞∑

n=1

E [|Sn|] · P (τ = n) .

Q.E.D

Zde však přirozeně vzniká otázka, zda-li taková situace nastává. Odpověd́ı je následuj́ıćı lemma.

Lemma 2.10. Necht’ (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-submartingal a τ : Ω → N ∪ {+∞} je n.v. taková, že
σ(τ) je nezávislá s Fn pro každé n ∈ N. Označ́ıme-li Gn = σ(σ(τ) ∪ Fn), pak (Sn, n ∈ N) je (Gn, n ∈ N)-
submartingal a τ : Ω → N ∪ {+∞} je markovský čas vzhledem k filtraci (Gn, n ∈ N), který je nezávislý s
{Sn, n ∈ N}.
Důkaz: Evidentně, τ : Ω → N∪{+∞} je markovský čas vzhledem k filtraci (Gn, n ∈ N), který je nezávislý
s {Sn, n ∈ N}. Z tvrzeńı 3.10 plyne, že (Sn, n ∈ N) je (Gn, n ∈ N)-submartingal.

Q.E.D

Daľśı dvě kritéria jsou založena na podmiňováńı. Prvé z nich splňuje např́ıklad shora omezený sub-
martingal, speciálně nekladný.

Lemma 2.11. Necht’ (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-adaptovaný proces a U ∈ L1 je taková, že pro každé n ∈ N

plat́ı Sn ≤ E [U | Fn] s.j. Když τ : Ω → N ∪ {+∞} je markovský čas vzhledem k filtraci (Fn, n ∈ N) a
P (τ < +∞) = 1, potom

E
[
(Sτ )+

]
≤ E

[
(U)+

]
, (2.4)

E
[
(Sτ )

−
]

≤ E
[
(U)

+
]
− E [S1] , (2.5)

E [|Sτ |] ≤ 2E
[
(U)

+
]
− E [S1] , (2.6)

lim inf
n→+∞

∫

[τ>n]

(Sn)
+

dP = 0 . (2.7)

Důkaz: Kladná část je neklesaj́ıćı konvexńı funkce. Pak podle tvrzeńı 3.12 v́ıme, že pro každé n ∈ N

plat́ı (Sn)
+ ≤ E

[
(U)

+
∣∣∣ Fn

]
s.j. Proto plat́ı

E
[
(Sτ )

+
]

=

+∞∑

n=1

∫

[τ=n]

(Sn)
+

dP ≤
+∞∑

n=1

∫

[τ=n]

(U)
+

dP = E
[
(U)

+
]

,

lim inf
n→+∞

∫

[τ>n]

(Sn)
+

dP ≤ lim inf
n→+∞

∫

[τ>n]

(U)
+

dP ≤ lim
n→+∞

∫

[τ>n]

(U)
+

dP = 0 .
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Dále pro každé n ∈ N

E
[
(Sτ )− I[τ≤n]

]
= E

[(
(Sτ )+ − Sτ

)
I[τ≤n]

]
= E

[
(Sτ )+ I[τ≤n]

]
− E

[
Smin{τ,n}

]
+ E

[
SnI[τ>n]

]

≤ E
[
(U)

+
I[τ≤n]

]
− E [S1] + E

[
UI[τ>n]

]
.

Jelikož U ∈ L1, můžeme udělat limitńı přechod při n → +∞. Pak dostaneme

E
[
(Sτ )

−
]

≤ E
[
(U)

+
]
− E [S1] .

Ještě zbývá si uvědomit, že pro absolutńı hodnotu plat́ı

E [|Sτ |] = E
[
(Sτ )

+
]

+ E
[
(Sτ )

−
]

≤ 2E
[
(U)

+
]
− E [S1] .

Q.E.D

Druhé splňuje např́ıklad zdola omezený supermartingal, speciálně nezáporný.

Lemma 2.12. Necht’ (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-adaptovaný proces a U ∈ L1 je taková, že pro každé n ∈ N

plat́ı Sn ≥ E [U | Fn] s.j. Když τ : Ω → N ∪ {+∞} je markovský čas vzhledem k filtraci (Fn, n ∈ N) a
P (τ < +∞) = 1, potom

E
[
(Sτ )

+
]

≤ E
[
(U)

−
]

+ E [S1] , (2.8)

E
[
(Sτ )−

]
≤ E

[
(U)−

]
, (2.9)

E [|Sτ |] ≤ 2E
[
(U)

−
]

+ E [S1] , (2.10)

lim inf
n→+∞

∫

[τ>n]

(Sn)− dP = 0 . (2.11)

Důkaz: Posloupnost (−Sn, n ∈ N) a náhodná veličina −U splňuj́ı předpoklady lemmatu 1.11. Odtud již
plyne tvrzeńı.

Q.E.D

Daľśı kritérium splňuje např́ıklad čas prvého výstupu z omezené borelovské množiny. Připomeňme
ještě, že

”
A =⇒ B s.j.“ označuje implikaci, která plat́ı skoro jistě. To znamená P (A =⇒ B) = 1 neboli

P (A ∩ ¬B) = 0 či P (¬A ∪ B) = 1.

Lemma 2.13. Necht’ (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-adaptovaný proces a τ : Ω → N ∪ {+∞} je markovský
čas vzhledem k filtraci (Fn, n ∈ N).

Když P (τ < +∞) = 1 a existuj́ı c ∈ R+ a posloupnost nk ∈ N, nk −−−−−−→
k→+∞

+∞ tak, že pro každé

k ∈ N plat́ı τ > nk =⇒ Snk
≤ c s.j., potom lim inf

n→+∞

∫

[τ>n]

(Sn)
+

dP = 0.

Důkaz: Důkaz lemmatu je jednoduchý, nebot’ za uvedených předpoklad̊u je

lim inf
n→+∞

∫

[τ>n]

(Sn)
+

dP ≤ lim inf
k→+∞

∫

[τ>nk]

(Snk
)
+

dP ≤ lim inf
k→+∞

c · P (τ > nk) = c · P (τ = +∞) = 0 .

Q.E.D

Lemma 2.14. Necht’ (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-adaptovaný proces a τ : Ω → N ∪ {+∞} je markovský
čas vzhledem k filtraci (Fn, n ∈ N).

Když P (τ < +∞) = 1 a existuj́ı c ∈ R+ a posloupnost nk ∈ N, nk −−−−−−→
k→+∞

+∞ tak, že pro každé

k ∈ N plat́ı τ > nk =⇒ Snk
≥ −c s.j., potom lim inf

n→+∞

∫

[τ>n]

(Sn)
−

dP = 0.
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Důkaz: Důkaz lemmatu je jednoduchý, nebot’ za uvedených předpoklad̊u je

lim inf
n→+∞

∫

[τ>n]

(Sn)
−

dP ≤ lim inf
k→+∞

∫

[τ>nk]

(Snk
)
−

dP ≤ lim inf
k→+∞

c · P (τ > nk) = c · P (τ = +∞) = 0 .

Q.E.D

Lemma 2.15. Necht’ (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-adaptovaný proces a τ : Ω → N ∪ {+∞} je markovský
čas vzhledem k filtraci (Fn, n ∈ N).

Když Sn ∈ L1 pro každé n ∈ N, τ ∈ L1 a existuj́ı c ∈ R+ a n0 ∈ N tak, že pro každé n ≥ n0, n ∈ N

plat́ı τ > n =⇒ E [ |Sn+1 − Sn| | Fn] ≤ c s.j., potom pro každý ρ markovský čas vzhledem k filtraci
(Fn, n ∈ N) takový, že ρ ≤ τ , máme Sρ ∈ L1 a lim

n→+∞

∫

[ρ>n]

|Sn| dP = 0.

Důkaz: Položme S0 ≡ 0 a pro každé n ∈ N definujme Yn =
n∑

k=1

|Sk − Sk−1|. Pak

Yρ =

+∞∑

n=1

Yn · I[ρ=n] =

+∞∑

n=1

(
n∑

k=1

|Sk − Sk−1|
)

· I[ρ=n] =

+∞∑

k=1

|Sk − Sk−1| · I[ρ≥k]

a odtud

E [Yρ] =

+∞∑

k=1

E
[
|Sk − Sk−1| · I[ρ≥k]

]
≤

n0−1∑

k=1

E [|Sk − Sk−1|] +

+∞∑

k=n0

E
[
|Sk − Sk−1| · I[τ>k−1]

]
=

=

n0−1∑

k=1

E [|Sk − Sk−1|] +
+∞∑

k=n0

E
[
E [ |Sk − Sk−1| | Fk−1] · I[τ>k−1]

]
≤

≤
n0−1∑

k=1

E [|Sk − Sk−1|] +
+∞∑

k=n0

c · P (τ > k − 1) ≤
n0−1∑

k=1

E [|Sk − Sk−1|] + c · E [τ ] < +∞.

Z monotonie posloupnosti Yn, n ∈ N dostáváme
∫

[ρ>n]

|Sn| dP ≤
∫

[ρ>n]

Yn dP ≤
∫

[ρ>n]

Yρ dP−−−−−−→
n→+∞

0,

protože Yρ ∈ L1 a P (ρ < +∞) = 1.
Evidentně |Sn| ≤ Yn a tak i |Sρ| ≤ Yρ. Tud́ıž Sρ ∈ L1, nebot’ měřitelnost plyne z tvrzeńı 5.34.

Q.E.D

Pokud martingal vznikl odečteńım kompenzátoru od nezáporného náhodného procesu, pak z integro-
vatelnosti zastaveńı kompenzátoru lze usuzovat na integrovatelnost zastaveńı martingalu.

Lemma 2.16. Necht’ (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-adaptovaný proces, Sn ≥ 0 pro všechna n ∈ N a
(Kn, n ∈ N) je jeho kompenzátor. Když ρ je markovský čas vzhledem k filtraci (Fn, n ∈ N) takový, že
Kρ ∈ L1 a lim sup

n→+∞
E
[
(Sn − Kn) I[ρ>n]

]
> −∞, potom Sρ, Sρ − Kρ ∈ L1.

Důkaz: Nejdř́ıve pro k ∈ N odhadneme

E
[
(Sρ − Kρ) I[ρ≤k]

]
=

k∑

j=1

E
[
(Sj − Kj) I[ρ=j]

]
=

=

k∑

j=1

E
[
(Sj − Kj) I[ρ>j−1]

]
−

k∑

j=1

E
[
(Sj − Kj) I[ρ>j]

]
=

= E [S1 − K1] +

k−1∑

j=1

E
[
(Sj − Kj) I[ρ>j]

]
−

k∑

j=1

E
[
(Sj − Kj) I[ρ>j]

]
=

= E [S1 − K1] − E
[
(Sk − Kk) I[ρ>k]

]
.
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Z nezápornosti Sρ a z předpoklad̊u lemmatu dostáváme

E [Sρ] = lim
k→+∞

E
[
SρI[ρ≤k]

]
≤ lim inf

k→+∞
E
[
(Sρ − Kρ) I[ρ≤k]

]
+ lim sup

k→+∞
E
[
KρI[ρ≤k]

]
≤

≤ E [S1 − K1] + E [Kρ] − lim sup
k→+∞

E
[
(Sk − Kk) I[ρ>k]

]
< +∞.

Zjistili jsme, že Sρ ∈ L1. Pak také Sρ − Kρ ∈ L1.

Q.E.D

Lemma 2.17. Necht’ (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-adaptovaný proces, Sn ≥ 0 pro všechna n ∈ N a
(Kn, n ∈ N) je jeho kompenzátor. Když ρ je markovský čas vzhledem k filtraci (Fn, n ∈ N) takový, že
Kρ ∈ L1, a K1 ≤ K2 ≤ K3 ≤ . . . ., potom Sρ, Sρ − Kρ ∈ L1.

Důkaz: Stač́ı ověřit podmı́nku z předchoźıho lemmatu 1.16, a to

lim sup
k→+∞

E
[
(Sk − Kk) I[ρ>k]

]
≥ − lim inf

k→+∞
E
[
KkI[ρ>k]

]
≥ − lim inf

k→+∞
E
[
KρI[ρ>k]

]
= 0.

Q.E.D

2.2. Waldovy rovnosti

Použit́ı lemmat 1.9, 1.15, 1.16 a 1.17 si ukážeme při odvozováńı Waldových rovnost́ı pro markovské časy.

Věta 2.18. (Waldovy rovnosti pro markovské časy) Necht’ Xk, k ∈ N jsou i.i.d. reálné n.v. a položme

Sn =
n∑

k=1

Xk. Necht’ pro každé n ∈ N je σ (Xn) ⊂ Fn a σ-algebry Fn a σ(Xn+1) jsou nezávislé, a

τ, ρ : Ω → N ∪ {+∞} jsou markovské časy vzhledem k filtraci (Fn, n ∈ N), ρ ≤ τ .

(i) Když X1, τ ∈ L1, pak E [Sτ − τ · E [X1] | Fρ] = Sρ − ρ · E [X1] s.j.

(ii) Když X1 ∈ L2, τ ∈ L1 a τ je nezávislý s {Xk, k ∈ N}, potom
E
[
(Sτ − τ · E [X1])

2 − τ · Var (X1)
∣∣ Fρ

]
= (Sρ − ρ · E [X1])

2 − ρ · Var (X1) s.j.

(iii) Když X1 ∈ L2, τ ∈ L1 a existuj́ı c ∈ R+ a n0 ∈ N takové, že
pro každé n ≥ no, n ∈ N plat́ı τ > n =⇒ |Sn − n · E [X1] | ≤ c s.j.,
potom E

[
(Sτ − τ · E [X1])

2 − τ · Var (X1)
∣∣ Fρ

]
= (Sρ − ρ · E [X1])

2 − ρ · Var (X1) s.j.

(iv) Necht’ α ∈ R, α 6= 0 je takové, že eαX1 ∈ L1. Když P (τ < +∞) = 1 a τ je nezávislý s {Xk, k ∈ N},

potom E

[
eαSτ

(
E
[
eαX1

])τ

∣∣∣∣∣ Fρ

]
=

eαSρ

(
E
[
eαX1

])ρ s.j.

(v) Necht’ α ∈ R, α 6= 0 je takové, že eαX1 ∈ L1 a X1, τ ∈ L1. Když existuj́ı c ∈ R+ a n0 ∈ N takové,
že pro každé n ≥ no, n ∈ N plat́ı τ > n =⇒ |Sn − n · E [X1] | ≤ c s.j., potom

E


 eαSτ

(
E
[
eαX1

])τ

∣∣∣∣∣∣
Fρ


 =

eαSρ

(
E
[
eαX1

])ρ s.j.

Důkaz: V př́ıkladu 2.6 jsme odvodili, že:

a) Když X1 ∈ L1, pak (Sn − nE [X1] , n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-martingal.

b) Když X1 ∈ L2, pak
(
(Sn − nE [X1])

2 − nVar (X1) , n ∈ N
)

je (Fn, n ∈ N)-martingal.

c) Když γ ∈ R je taková, že eγX1 ∈ L1, pak
(
eγSn

(
E
[
eγX1

])−n
, n ∈ N

)
je (Fn, n ∈ N)-martingal.
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Nyńı postupně přidáme předpoklady na uvažované markovské časy.

1. Když X1, τ ∈ L1, pak v́ıme, že (Sn − n · E [X1] , n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-martingal a plat́ı

E [ |(Sn+1 − (n + 1) · E [X1]) − (Sn − n · E [X1])| | Fn] = E [ |Xn+1 − E [X1] | | Fn]

= E [|X1 − E [X1] |] s.j.

Předpokládáme τ ∈ L1 a tak jsou splněny předpoklady lemmatu 1.15. Podle tohoto lemmatu, τ a
ρ splňuj́ı předpoklady tvrzeńı 0.2 a tak plat́ı E [Sτ − τ · E [X1] | Fρ] = Sρ − ρ · E [X1] s.j.

2. Když X1 ∈ L2 a τ ∈ L1 je nezávislý s {Xk, k ∈ N}, pak v́ıme, že(
(Sn − n · E [X1])

2 − n · Var (X1) , n ∈ N
)

je (Fn, n ∈ N)-martingal a plat́ı

∫

[τ>n]

∣∣(Sn − n · E [X1])
2 − n · Var (X1)

∣∣ dP = E
[
|(Sn − n · E [X1])

2 − n · Var (X1) |
]
· P (τ > n) ≤

≤
(
E
[
(Sn − n · E [X1])

2
]
+ n · Var (X1)

)
· P (τ > n) =

= 2 · Var (X1) · n · P (τ > n) ≤ 2 · Var (X1) ·
∫

[τ>n]

τ dP−−−−−−→
n→+∞

0.

Uvědomme si, že proces
(
(Sn − n · E [X1])

2, n ∈ N
)

je nezáporný a (nVar (X1) , n ∈ N) je jeho kom-
penzátor vzhledem k dané filtraci.

Evidentně ρVar (X1) , τVar (X1) ∈ L1 a kompenzátor je neklesaj́ıćı. Proto podle lemmatu 1.17 je
(Sρ − ρ · E [X1])

2 − ρ · Var (X1) , (Sτ − τ · E [X1])
2 − τ · Var (X1) ∈ L1.

Ukázali jsme, že jsou splněny předpoklady tvrzeńı 0.2 a tak plat́ı

E
[
(Sτ − τ · E [X1])

2 − τ · Var (X1)
∣∣ Fρ

]
= (Sρ − ρ · E [X1])

2 − ρ · Var (X1) s.j.

3. Necht’ X1 ∈ L2, τ ∈ L1 a ∀n ∈ N, n ≥ no je τ > n =⇒ |Sn − n · E [X1] | ≤ c s.j.

Pak pro n ≥ no na množině [τ > n] plat́ı

E
[
|((Sn+1 − (n + 1) · E [X1])

2 − (n + 1) · Var (X1)) − ((Sn − n · E [X1])
2 − n · Var (X1))|

∣∣ Fn

]
=

= E
[
|2 · (Sn − n · E [X1]) · (Xn+1 − E [X1]) + (Xn+1 − E [X1])

2 − Var (X1) |
∣∣ Fn

]
≤

≤ 2 · |Sn − n · E [X1] | · E [|Xn+1 − E [X1] |] + E
[
(Xn+1 − E [X1])

2
]
+ Var (X1) ≤

≤ 2 · c · E [|X1 − E [X1] |] + 2 · Var (X1) s.j.

Podle lemmatu 1.15 jsou splněny předpoklady tvrzeńı 0.2 a tak z něj vyplývá, že

E
[
(Sτ − τ · E [X1])

2 − τ · Var (X1)
∣∣ Fρ

]
= (Sρ − ρ · E [X1])

2 − ρ · Var (X1) s.j.

4. Když eαX1 ∈ L1 a τ < +∞ s.j. je nezávislý s {Xk, k ∈ N}, pak v́ıme, že

(
eαSn

(
E
[
eαX1

])n , n ∈ N

)
je

(Fn, n ∈ N)-martingal a plat́ı

E



 eαSn

(
E
[
eαX1

])n · I[τ>n]



 = E



 eαSn

(
E
[
eαX1

])n



 · P (τ > n) = P (τ > n)−−−−−−→
n→+∞

P (τ = +∞) = 0.

Sledovaný proces je nezáporný a jeho kompenzátorem je nula, protože je sám již martingalem.
Jsou proto automaticky splněny předpoklady lemmatu 1.17. Z tohoto lemmatu dostáváme, že obě
zastaveńı procesu v markovských časech τ i ρ jsou integrovatelná.
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Ověřili jsme předpoklady tvrzeńı 0.2 a proto plat́ı

E



 eαSτ

(
E
[
eαX1

])τ

∣∣∣∣∣∣
Fρ



 =
eαSρ

(
E
[
eαX1

])ρ s.j.

5. Když eαX1 , X1, τ ∈ L1 a ∀n ≥ no plat́ı τ > n =⇒ |Sn − nE [X1] | ≤ c s.j.

Z Jensenovy nerovnosti je E
[
eα(X1−E[X1])

]
≥ eαE[X1−E[X1]] = 1 a tak na množině [τ > n] plat́ı

E




∣∣∣∣∣∣

eαSn+1

(
E
[
eαX1

])n+1
−

eαSn

(
E
[
eαX1

])n

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
Fn


 =

eαSn

(
E
[
eαX1

])n · E
[∣∣∣∣∣

eαXn+1

E
[
eαX1

] − 1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ Fn

]
=

=
eα(Sn−nE[X1])

(
E
[
eα(X1−E[X1])

])n · E
[∣∣∣∣∣

eαX1

E
[
eαX1

] − 1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ Fn

]
≤ e|α| c · E

[∣∣∣∣∣
eαX1

E
[
eαX1

] − 1

∣∣∣∣∣

]
s.j.

Předpokládáme τ ∈ L1 a tak jsou splněny předpoklady lemmatu 1.15. Podle tohoto lemmatu τ a ρ

splňuj́ı předpoklady tvrzeńı 0.2 a plat́ı E

[
eαSτ

(
E
[
eαX1

])τ

∣∣∣∣∣ Fρ

]
=

eαSρ

(
E
[
eαX1

])ρ s.j.

Q.E.D

Věta 2.19. (Waldovy rovnosti) Necht’ Xk, k ∈ N jsou i.i.d. reálné n.v. a Sn =
n∑

k=1

Xk. Dále necht’

(Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-adaptovaný proces, přičemž pro každé n ∈ N jsou σ-algebry Fn a σ(Xi, i > n)
nezávislé, a τ : Ω → N ∪ {+∞} je markovský čas vzhledem k filtraci (Fn, n ∈ N).

(i) Když X1, τ ∈ L1, pak E [Sτ ] = E [τ ] · E [X1].

(ii) Když X1 ∈ L2 a τ ∈ L1 je nezávislý s {Xk, k ∈ N}, potom E
[
(Sτ − τ · E [X1])

2
]

= E [τ ] · Var (X1).

Když nav́ıc τ ∈ L2, pak Sτ ∈ L2 a Var (Sτ ) = E [τ ] · Var (X1) + (E [X1])
2 · Var (τ).

(iii) Když X1 ∈ L2, τ ∈ L1 a existuje c ∈ R+ takové, že pro každé n ∈ N plat́ı τ > n =⇒ |Sn−nE [X1] | ≤
c s.j., potom E

[
(Sτ − τ · E [X1])

2
]

= E [τ ] · Var (X1).

Když nav́ıc τ ∈ L2, pak Sτ ∈ L2 a

Var (Sτ ) = E [τ ] · Var (X1) + 2 · E [X1] · E [(Sτ − τ · E [X1]) · (τ − E [τ ])] + (E [X1])
2 · Var (τ) .

(iv) Necht’ α ∈ R, α 6= 0 je takové, že eαX1 ∈ L1. Když P (τ < +∞) = 1 a τ je nezávislý s {Xk, k ∈ N},

potom E

[
eαSτ

(
E
[
eαX1

])τ

]
= 1.

(v) Necht’ α ∈ R, α 6= 0 je takové, že eαX1 ∈ L1. Když X1, τ ∈ L1 a existuje c ∈ R+ takové, že pro

každé n ∈ N plat́ı τ > n =⇒ |Sn − nE [X1] | ≤ c s.j., potom E

[
eαSτ

(
E
[
eαX1

])τ

]
= 1.

Důkaz: Výsledky této věty plynou vypočteńım středńıch hodnot z rovnost́ı uvedených ve větě 2.18 pro
př́ıpad ρ = 1.

1. Pro (i) dostáváme E [Sτ − τ · E [X1]] = E [S1 − E [X1]] = 0 a tak E [Sτ ] = E [τ ] · E [X1].

2. Pro (ii) a (iii) je to E
[
(Sτ − τ · E [X1])

2 − τ · Var (X1)
]

= E
[
(S1 − E [X1])

2 − Var (X1)
]

= 0 a tak

E
[
(Sτ − τ · E [X1])

2
]

= E [τ ] · Var (X1) .
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Když τ ∈ L2, pak také Sτ ∈ L2, jelikož jsme právě ukázali, že Sτ − τ · E [X1] ∈ L2.

A nav́ıc plat́ı

Var (Sτ ) = E
[
(Sτ − E [τ ] · E [X1])

2
]

=

= E
[
((Sτ − τ · E [X1]) + (τ − E [τ ]) · E [X1])

2
]

= E
[
(Sτ − τ · E [X1])

2
]
+ 2 · E [X1] · E [(Sτ − τ · E [X1]) · (τ − E [τ ])] + (E [X1])

2 · E
[
(τ − E [τ ])2

]

= E [τ ] · Var (X1) + 2 · E [X1] · E [(Sτ − τ · E [X1]) · (τ − E [τ ])] + (E [X1])
2 · Var (τ) .

V př́ıpadě (ii) se rovnost zjednoduš́ı na

Var (Sτ ) = E [τ ] · Var (X1) + (E [X1])
2 · Var (τ) .

Dı́ky nezávislosti totiž prostředńı člen vypadne. Přesvědč́ıme se o tom př́ımým výpočtem

E [(Sτ − τ · E [X1]) · (τ − E [τ ])] =

=
+∞∑

n=1

E
[
(Sτ − τ · E [X1]) · (τ − E [τ ]) · I[τ=n]

]

=

+∞∑

n=1

E
[
(Sn − n · E [X1]) · (n − E [τ ]) · I[τ=n]

]

=
+∞∑

n=1

(n − E [τ ]) · E [Sn − n · E [X1]] · P (τ = n) = 0 .

3. Pro (iv) a (v) zase vycháźı E

[
eαSτ

(
E
[
eαX1

])τ

]
= E

[
eαS1

E
[
eαX1

]

]
= 1.

Q.E.D

Povšimněme si, že části (i), (ii) a (iv) věty 2.19 se shoduj́ı s tvrzeńım 5.17 ze skript [4].



Kapitola 3

Maximálńı nerovnosti

V této kapitole uvád́ıme některé maximálńı nerovnosti, které jsou užitečné při studiu chováńı náhodných
proces̊u. S jejich aplikaćı se často setkáváme v teorii martingal̊u, teorii stochastických odhad̊u a také v
teorii testováńı hypotéz. Nerovnosti jsou čerpány z monografie [1].

Věta 3.1. (martingalová nerovnost) Necht’ I ⊂ R je interval a U, U1, U2, . . . , Un jsou reálné n.v. takové,
že U ∈ L1, P (U ∈ I) = 1 a pro každé j = 1, 2, . . . , n je Uj ≤ E [U | U1, U2, . . . , Uj] s.j., P (Uj ∈ I) = 1.
Označme Mn = max{U1, U2, . . . , Un}. Pak pro ϕ : I → R+ = [0, +∞] neklesaj́ıćı konvexńı funkci a
libovolné t ∈ I plat́ı

ϕ(t)P (Mn > t) ≤
∫

[Mn>t]

ϕ(U) dP.

Důkaz: Necht’ t ∈ I a označme τ := min{i = 1, 2, . . . , n : Ui > t}. Vı́me, že τ je markovský čas vzhledem
k filtraci (σ (U1, U2, . . . , Ui) , i ∈ {1, 2, . . . , n}) a tak dostáváme odhad

∫

[Mn>t]

ϕ(U) dP =

n∑

i=1

∫

[τ=i]

ϕ(U) dP ≥
n∑

i=1

∫

[τ=i]

ϕ(E [U | U1, U2, . . . , Ui]) dP ≥

≥
n∑

i=1

∫

[τ=i]

ϕ(Ui) dP ≥
n∑

i=1

P (τ = i)ϕ(t) = ϕ(t) P (Mn > t) .

Q.E.D

Věta 3.2. (Kolmogorovova maximálńı nerovnost)Když X1, X2, . . . , Xn ∈ L2 jsou nezávislé n.v., pak pro
každé t ∈ R+

P

(
max

{∣∣∣∣∣

j∑

i=1

(Xi − E [Xi])

∣∣∣∣∣ : j = 1, 2, . . . , n

}
> t

)
≤ 1

t2

n∑

i=1

Var (Xi) .

Důkaz: Věta je speciálńım př́ıpadem věty 0.1 pro volbu

ϕ : R+ → R+ : t 7→ t2, Uj =
∣∣∣
∑j

i=1 (Xi − E [Xi])
∣∣∣ a U = Un.

Stač́ı si pouze uvědomit, že

E [U | X1, X2, . . . , Xj ] = E

[∣∣∣∣∣

n∑

i=1

(Xi − E [Xi])

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ X1, X2, . . . , Xj

]
≥

≥
∣∣∣∣∣E
[

n∑

i=1

(Xi − E [Xi])

∣∣∣∣∣ X1, X2, . . . , Xj

]∣∣∣∣∣ = Uj s.j.

Tud́ıž také

E [U | U1, U2, . . . , Uj] ≥ Uj s.j.

Q.E.D

27
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Věta 3.3. (Ottavianiho-Skorochodova nerovnost) Necht’ X1, X2, . . . , Xn jsou nezávislé n.v. Označme

Sk =
k∑

j=1

Xj pro každé k ∈ {1, 2, . . . , n}, M̃n = max{|Sk| : k ∈ {1, 2, . . . , n}} a pro u > 0 položme

λu = min{P (|Sn − Sk| ≤ u) : k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}}. Pak pro t > 0, s > 0 plat́ı odhad

λs P
(
M̃n > t + s

)
≤ P (|Sn| > t) .

Důkaz: Použijme markovský čas τ := inf{i = 1, 2, . . . , n : |Si| > t + s}. Pak plat́ı

P (|Sn| > t) ≥ P
(
M̃n > s + t, |Sn| > t

)
=

n∑

i=1

P (τ = i, |Sn| > t) ≥

≥
n∑

i=1

P (τ = i, |Si| − |Sn − Si| > t) ≥
n∑

i=1

P (|Sn − Si| ≤ s, τ = i) =

=

n∑

i=1

P (|Sn − Si| ≤ s)P (τ = i) ≥ λs

n∑

i=1

P (τ = i) = λsP
(
M̃n > s + t

)
.

Q.E.D

Věta 3.4. (Lévyho maximálńı nerovnost) Necht’ X1, X2, . . . , Xn jsou reálné n.v. takové, že pro každé
i = 1, 2, . . . , n − 1 je L(X1, X2, . . . , Xn) = L(X1, X2, . . . , Xi,−Xi+1, . . . ,−Xn).

Položme M̃n = max{|Sk| : k ∈ {1, 2, . . . , n}}, pak pro každé t > 0 plat́ı

P
(
M̃n > t

)
≤ 2 P (|Sn| > t) .

Důkaz: Použijme markovský čas τ := inf{i = 1, 2, . . . , n : |Si| > t}. Pak plat́ı

P (|Sn| > t) ≥ P
(
M̃n > t, |Sn| > t

)
=

n∑

i=1

P (τ = i, |Sn| > t) ≥

≥
n−1∑

i=1

P (τ = i, |Sn| > t) =

=

n−1∑

i=1

P (τ = i, |X1 + . . . + Xi − Xi+1 − . . . − Xn| > t) =

=

n−1∑

i=1

P (τ = i, |Sn − 2Si| > t) ≥
n−1∑

i=1

P (τ = i, 2|Si| − |Sn| > t) ≥

≥
n−1∑

i=1

P (τ = i, |Sn| ≤ t) =

n∑

i=1

P (τ = i, |Sn| ≤ t) =

= P
(
M̃n > t, |Sn| ≤ t

)
= P

(
M̃n > t

)
− P (|Sn| > t) .

Q.E.D

Věta 3.5. (Submartingalové maximálńı nerovnosti) Necht’ (Sk, k ∈ {1, . . . , n}) je submartingal. Označme

Mn = max{S1, S2, . . . , Sn}, Nn = min{S1, S2, . . . , Sn} a M̃n = max{|S1|, |S2|, . . . , |Sn|}.
Pak pro každé ε > 0 plat́ı odhady:

P (Mn ≥ ε) ≤ 1

ε

∫

[Mn≥ε]

Sn dP ≤
E
[
(Sn)

+
]

ε
, (3.1)
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P (Nn ≤ −ε) ≤
E
[
(Sn)

+
]
− E [S1]

ε
, (3.2)

P
(
M̃n ≥ ε

)
≤

2 E
[
(Sn)

+
]
− E [S1]

ε
. (3.3)

Důkaz:

1. K d̊ukazu nerovnosti (3.1) definujeme τ = min{k ∈ {1, . . . , n} : Sk ≥ ε}. Jedná se vlastně o prvńı
výstup z množiny (−∞, ε) a t́ım pádem podle tvrzeńı 5.29 o markovský čas.

Uvědomme si, že plat́ı
[
Mn ≥ ε

]
=
[
τ < +∞

]
=
[
τ ≤ n

]
=
[
Sτ ≥ ε

]
.

Proto dostáváme

P (Mn ≥ ε) = P (Sτ ≥ ε) ≤
∫

[Sτ≥ε]

Sτ

ε
dP =

1

ε

∫

[τ≤n]

Sτ dP =
1

ε

∫

[τ≤n]

Smin{τ,n} dP ≤

≤ 1

ε

∫

[τ≤n]

Sn dP ≤
E
[
(Sn)

+
]

ε
.

V odhadech jsme využili toho, že E
[
Sn | Fmin{τ,n}

]
≥ Smin{τ,n} s.j. podle tvrzeni 0.1 a že

[τ ≤ n] ∈ Fmin{τ,n}.

2. K d̊ukazu nerovnosti (3.2) definujeme τ = min{k ∈ {1, . . . , n} : Sk ≤ −ε}. Jedná se vlastně o prvńı
výstup z množiny (−ε, +∞) a t́ım pádem podle tvrzeńı 5.29 o markovský čas.
Uvědomme si, že plat́ı

[
Nn ≤ −ε

]
=
[
τ < +∞

]
=
[
τ ≤ n

]
=
[
Sτ ≤ −ε

]
.

Proto dostáváme

P (Nn ≤ −ε) = P (Sτ ≤ −ε) ≤
∫

[Sτ≤−ε]

(−Sτ )

ε
dP = −1

ε

∫

[τ≤n]

Sτ dP = −1

ε

∫

[τ≤n]

Smin{τ,n} dP

=
1

ε




∫

[τ=+∞]

Smin{τ,n} dP −
∫

Ω

Smin{τ,n} dP




≤ 1

ε




∫

[τ=+∞]

Sn dP −
∫

Ω

S1 dP


 ≤

E
[
(Sn)

+
]
− E [S1]

ε
.

V odhadu jsme využili toho, že E
[
Smin{τ,n}

]
≥ E [S1] podle tvrzeni 0.1.

3. Nerovnost (3.3) je spojeńım nerovnost́ı (3.1) a (3.2).

Q.E.D

Přepǐsme tuto větu pro supermartingaly.

Věta 3.6. Necht’ (Sk, k ∈ {1, . . . , n}) je supermartingal. Označme Mn = max{S1, S2, . . . , Sn}, Nn =

min{S1, S2, . . . , Sn} a M̃n = max{|S1|, |S2|, . . . , |Sn|}.
Pak pro každé ε > 0 plat́ı odhady:

P (Mn ≥ ε) ≤
E
[
(Sn)

−
]

+ E [S1]

ε
, (3.4)
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P (Nn ≤ −ε) ≤
E
[
(Sn)

−
]

ε
, (3.5)

P
(
M̃n ≥ ε

)
≤

2 E
[
(Sn)

−
]

+ E [S1]

ε
. (3.6)

Důkaz: Věta je pouze přepisem předchoźı věty 0.5, nebot’ (−Sk, k ∈ {1, . . . , n}) je submartingal.

Q.E.D

Pro martingaly dostáváme lepš́ı odhady.

Věta 3.7. Necht’ (Sk, k ∈ {1, . . . , n}) je martingal. Označme Mn = max{S1, S2, . . . , Sn}, Nn =

min{S1, S2, . . . , Sn} a M̃n = max{|S1|, |S2|, . . . , |Sn|}.
Pak pro každé ε > 0 plat́ı odhady:

P (Mn ≥ ε) ≤
E
[
(Sn)

+
]

ε
, (3.7)

P (Nn ≤ −ε) ≤
E
[
(Sn)

−
]

ε
, (3.8)

P
(
M̃n ≥ ε

)
≤ E [|Sn|r]

εr
∀ r ≥ 1 . (3.9)

Důkaz: Nerovnost (3.7) je nerovnost́ı (3.1), nebot’ (Sk, k ∈ {1, . . . , n}) je submartingal.
Nerovnost (3.8) je nerovnost́ı (3.5), nebot’ (Sk, k ∈ {1, . . . , n}) je supermartingal.
Podle tvrzeńı 3.11 pro každé r ≥ 1 v́ıme, že (|Sk|r, k ∈ {1, . . . , n}) je submartingal. Nerovnost (3.9) je
pak nerovnosti (3.1) pro submartingal (|Sk|r, k ∈ {1, . . . , n}).

Q.E.D

Pro martingal umı́me ještě odhadnout středńı hodnotu maxima absolutńıch hodnot.

Věta 3.8. Necht’ (Sk, k ∈ {1, . . . , n}) je martingal a M̃n = max{|S1|, |S2|, . . . , |Sn|}.
Pak pro každé r > 1 plat́ı odhad:

E
[
(M̃n)r

]
≤
(

r

r − 1

)r

E [|Sn|r] . (3.10)

Důkaz:

1. Když E [|Sn|r] = 0, pak Sk = 0 s.j. pro každé k = 1, 2, . . . , n, nebot’ vyšetřujeme martingal. Tud́ıž i
Mn = 0 s.j. a nerovnost (3.10) plat́ı.

2. Když E [|Sn|r] = +∞, pak nerovnost (3.10) je triviálńı.

3. Necht’ 0 < E [|Sn|r] < +∞.

Z Jensenovy nerovnosti v́ıme, že E [|S1|r] ≤ E [|S2|r] ≤ . . . ≤ E [|Sn|r] < +∞.

Pak také

0 < E [|Sn|r] ≤ E
[
(M̃n)r

]
≤ E [|S1|r] + E [|S2|r] + . . . + E [|Sn|r] < +∞.

Z integrovatelnosti maxima dostáváme

E
[
(M̃n)r

]
=

+∞∫

0

P
(
(M̃n)r ≥ t

)
dt =

+∞∫

0

P
(
(M̃n)r ≥ sr

)
· r · sr−1 ds.
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Použijeme-li nyńı prvńı část odhadu (3.1), Fubiniho větu a Hölderovu nerovnost źıskáme odhad

E
[
(M̃n)r

]
≤ r ·

+∞∫

0

(
1

s

∫

[M̃n≥s]

|Sn| dP

)
· sr−1 ds = r ·

∫

Ω

(∫
M̃n

0

sr−2 ds

)
|Sn| dP =

= r ·
∫

Ω

(M̃n)r−1

r − 1
|Sn| dP ≤ r

r − 1
(E [|Sn|r])

1
r

(
E
[
(M̃n)r

]) r−1

r

.

Odtud dostaneme
(
E
[
(M̃n)r

]) 1
r ≤ r

r−1 (E [|Sn|r])
1
r , což je nerovnost (3.10).

Q.E.D

Nyńı se budeme zabývat počtem přeskok̊u daného intervalu.

Definice 3.9. Pro n ∈ N, a, b, y1, y2, . . . , yn ∈ R, a < b definujeme počet přeskok̊u nahoru intervalu
(a, b) posloupnost́ı y1, y2, . . . , yn jako

Hn(a, b ; y1, y2, . . . , yn) = card

({
(i, j) ∈ N2 :

1 ≤ i < j ≤ n, yi ≤ a, yj ≥ b,
a < yk < b ∀k ∈ {i + 1, i + 2, . . . , j − 1}

})
. (3.11)

a počet přeskok̊u dol̊u intervalu (a, b) posloupnost́ı y1, y2, . . . , yn jako

Un(a, b ; y1, y2, . . . , yn) = card

({
(i, j) ∈ N2 :

1 ≤ i < j ≤ n, yi ≥ b, yj ≤ a,
a < yk < b ∀k ∈ {i + 1, i + 2, . . . , j − 1}

})
. (3.12)

Pro nekonečnou posloupnost yi, i ∈ N klademe

H(a, b ; yi, i ∈ N) = lim
n→+∞

Hn(a, b ; y1, y2, . . . , yn) , (3.13)

U(a, b ; yi, i ∈ N) = lim
n→+∞

Un(a, b ; y1, y2, . . . , yn) . . (3.14)

Mezi přeskoky nahoru a dol̊u je velmi těsný vztah.

Lemma 3.10. Pro n ∈ N, a, b, y1, y2, . . . , yn ∈ R, a < b vždy plat́ı

Un(a, b ; y1, y2, . . . , yn) − 1 ≤ Hn(a, b ; y1, y2, . . . , yn) ≤ Un(a, b ; y1, y2, . . . , yn) + 1 , (3.15)

Un(a, b ; y1, y2, . . . , yn) = Hn(−a,−b ; −y1,−y2, . . . ,−yn) . (3.16)

Důkaz: K d̊ukazu je třeba si pouze uvědomit, že mezi sousedńımi přeskoky stejného druhu muśı být
přeskok opačného druhu. Dále, změna znaménka posloupnosti změńı charakter přeskoku.

Q.E.D

Lemma 3.11. Když n ∈ N, a, b ∈ R, a < b a S1, S2, . . . , Sn jsou reálné n.v., potom
Hn(a, b ; S1, S2, . . . , Sn) i Un(a, b ; S1, S2, . . . , Sn) jsou n.v.

Důkaz: Vzhledem k (3.16) stač́ı ukázat měřitelnost počtu přeskok̊u nahoru. Pro k ∈ N plat́ı

[Hn(a, b ; S1, S2, . . . , Sn) ≥ k] =
⋃

1≤i1<j1<i2<j2<...<ik<jk≤n

[Si1 ≤ a, Sj1 ≥ b, Si2 ≤ a, Sj2 ≥ b, . . . , Sik
≤ a, Sjk

≥ b, ] ∈ A .

Tı́m jsme ukázali, že počet přeskok̊u nahoru i počet přeskok̊u dol̊u jsou n.v.

Q.E.D

U submartingalu existuje užitečný odhad středńıho počtu přeskok̊u.
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Věta 3.12. (Doobova nerovnost) Když n ∈ N, a, b ∈ R, a < b a (Si, i ∈ {1, 2, . . . , n}) je submartingal,
pak plat́ı odhad

E [Un(a, b ; S1, S2, . . . , Sn)] − 1 ≤ E [Hn(a, b ; S1, S2, . . . , Sn)] ≤ (3.17)

≤
E
[
(Sn − a)

+
]

b − a
−

E
[
(S1 − a)

+
]

b − a
≤

E
[
(Sn − a)

+
]

b − a
.

Důkaz: Prvńı část nerovnosti plyne bezprostředně z lemmatu 0.10.
Pro d̊ukaz druhé části nerovnosti označme Zi = (Si − a)

+
pro i ∈ {1, 2, . . . , n}).

Pak Hn(a, b ; S1, S2, . . . , Sn) = Hn(0, b − a ; Z1, Z2, . . . , Zn) a
(
(Si − a)+ , i ∈ {1, 2, . . . , n}

)
je submar-

tingal podle tvrzeńı 3.12.
Definujeme markovské časy Ψ0 ≡ 1 a pro k ∈ N pokračujeme dále indukćı

Λk = min{min{i ∈ N : i ≥ Ψk−1, Zi = 0} , n} , Ψk = min{min{i ∈ N : i ≥ Λk, Zi ≥ b − a} , n} .

Nyńı plat́ı

Zn − Z1 = ZΛ⌊ n
2

⌋+1
− ZΨo

=

⌊n
2
⌋+1∑

k=1

(
ZΛk

− ZΨk−1

)
+

⌊n
2
⌋∑

k=1

(ZΨk
− ZΛk

) ≥

≥
⌊n

2
⌋∑

k=0

(
ZΛk+1

− ZΨk

)
+ (b − a)Hn(0, b − a ; Z1, Z2, . . . , Zn) .

Podle tvrzeńı 0.1 je E
[
ZΛk+1

− ZΨk

]
≥ 0. Odtud

E [Zn − Z1] = E
[
(Sn − a)

+
]
− E

[
(S1 − a)

+
]
≥ (b − a)E [Hn(0, b − a ; Z1, Z2, . . . , Zn)] .

Q.E.D

Pro supermartingaly má věta následuj́ıćı tvar.

Věta 3.13. Když n ∈ N, a, b ∈ R, a < b a (Si, i ∈ {1, 2, . . . , n}) je supermartingal, pak plat́ı odhad

E [Hn(a, b ; S1, S2, . . . , Sn)] − 1 ≤ E [Un(a, b ; S1, S2, . . . , Sn)] ≤ (3.18)

≤
E
[
(b − Sn)

+
]

b − a
−

E
[
(b − S1)

+
]

b − a
≤

E
[
(b − Sn)

+
]

b − a
.

Důkaz: Věta je pouze přepisem předchoźı věty 0.12, nebot’ (−Sk, k ∈ {1, . . . , n}) je submartingal
a podle (3.16) v́ıme, že plat́ı Un(a, b ; S1, S2, . . . , Sn) = Hn(−b,−a ; −S1,−S2, . . . ,−Sn).

Q.E.D

Poč́ıtáńı přeskok̊u je jedna z možnost́ı jak ověřit konvergenci s.j. posloupnosti n.v.

Tvrzeńı 3.14. Necht’ Sn, n ∈ N jsou reálné n.v.

(i) Zobecněná reálná n.v. S taková, že Sn
s.j.−−−−−−→

n→+∞
S, existuje tehdy a jen tehdy, když

∀ a, b ∈ R, a < b je P (H(a, b ; Sn, n ∈ N) < +∞) = 1.

(ii) Reálná n.v. S taková, že Sn
s.j.−−−−−−→

n→+∞
S, existuje tehdy a jen tehdy, když

P

(
sup
n∈N

|Sn| < +∞
)

= 1 a ∀ a, b ∈ R, a < b je P (H(a, b ; Sn, n ∈ N) < +∞) = 1.

Důkaz: V obou př́ıpadech uvedených ve větě existence limity implikuje dané podmı́nky. Zbývá ukázat
pouze opačné implikace.
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1. Předpokládejme, že každý interval posloupnost s.j. přeskoč́ı pouze konečně krát a

P

(
lim inf
n→+∞

Sn < lim sup
n→+∞

Sn

)
> 0.

Pak existuje a, b ∈ R, a < b tak, že P

(
lim inf
n→+∞

Sn < a < b < lim sup
n→+∞

Sn

)
> 0.

To ale znamená, že P (H(a, b ; Sn, n ∈ N) = +∞) > 0.

Došli jsme tak ke sporu a tud́ıž P

(
lim inf
n→+∞

Sn = lim sup
n→+∞

Sn

)
= 1.

Polož́ıme-li S = lim sup
n→+∞

Sn dostaneme zobecněnou reálnou n.v. s vlastnost́ı Sn
s.j.−−−−−−→

n→+∞
S.

2. Vı́me, že existuje S zobecněná reálná n.v. s vlastnost́ı Sn
s.j.−−−−−−→

n→+∞
S.

Když sup
n∈N

|Sn| < +∞ s.j. a označ́ıme-li Z = S ·I[|S|<+∞], pak Z je reálná n.v. splňuj́ıćı Sn
s.j.−−−−−−→

n→+∞
Z,

nebot’ S = lim sup
n→+∞

Sn s.j.a tak |S| < +∞ s.j.

Q.E.D

Pomoćı Doobovy nerovnosti odvod́ıme daľśı maximálńı nerovnost pro martingaly.

Věta 3.15. (Brownova maximálńı nerovnosti) Necht’ pro pevné n ∈ N je dán martingal (Sk, k ∈
{1, . . . , n}) s E [S1] = 0. Označme Mn = max{S1, S2, . . . , Sn} a M̃n = max{|S1|, |S2|, . . . , |Sn|}.

Pak pro ε > 0 plat́ı:

(i)

P (Mn ≥ 2ε) ≤ P (Sn > ε) +

∫

[Sn>2ε]

(
Sn

ε
− 2

)
dP ≤ 1

ε

∫

[Sn>ε]

Sn dP,

(ii)

P
(
M̃n ≥ 2ε

)
≤ P (|Sn| > ε) +

∫

[|Sn|>2ε]

( |Sn|
ε

− 2

)
dP ≤ 1

ε

∫

[|Sn|>ε]

|Sn| dP.

Důkaz: Použit́ım Doobovy nerovnosti, věta 0.12, a faktu, že E [Sn] = 0 ukážeme prvńı nerovnost

P (Mn ≥ 2ε) ≤ P (Mn ≥ 2ε, Sn ≤ ε) + P (Sn > ε) ≤
≤ P (Hn(−2ε,−ε ; 0,−S1,−S2, . . . ,−Sn) ≥ 1) + P (Sn > ε) ≤
≤ E [Hn(−2ε,−ε ; 0,−S1,−S2, . . . ,−Sn)] + P (Sn > ε) ≤

≤
E
[
(−Sn + 2ε)

+
]

ε
−

E
[
(2ε)

+
]

ε
+ P (Sn > ε) ≤

≤ P (Sn > ε) +

∫

[Sn≤2ε]

(
−Sn

ε
+ 2

)
dP − 2 ≤ P (Sn > ε) +

∫

[Sn>2ε]

(
Sn

ε
− 2

)
dP ≤

≤ P (Sn > ε) +

∫

[Sn>ε]

(
Sn

ε
− 1

)
dP ≤ 1

ε

∫

[Sn>ε]

Sn dP.

Druhou nerovnost dostaneme tak, že prvńı nerovnost použijeme jednak pro S1, S2, . . . , Sn a jednak pro
−S1,−S2, . . . ,−Sn a výsledky sečteme.

Q.E.D
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Kapitola 4

Konvergence submartingal̊u

Věta 4.1. (Doobova věta) Necht’ (Sn, n ∈ N) je submartingal, který splňuje sup
n∈N

E [S+
n ] < +∞. Pak

existuje S ∈ L1 taková, že Sn
s.j.−−−−−−→

n→+∞
S a

E
[
S+
]

≤ lim inf
n→+∞

E
[
S+

n

]
= sup

n∈N

E
[
S+

n

]
, (4.1)

E
[
S−] ≤ lim inf

n→+∞
E
[
S−

n

]
≤ sup

n∈N

E
[
S+

n

]
− E [S1] , (4.2)

E [|S|] ≤ lim inf
n→+∞

E
[
S+

n

]
+ lim inf

n→+∞
E
[
S−

n

]
≤ 2 sup

n∈N

E
[
S+

n

]
− E [S1] . (4.3)

Důkaz: Vezměme a, b ∈ R, a < b. S použit́ım Doobovy nerovnosti, věta 0.12, dostáváme odhad

E [H(a, b ; Sn, n ∈ N)] = lim
n→+∞

E [Hn(a, b ; S1, S2, . . . , Sn)] ≤ lim inf
n→+∞

E
[
(Sn − a)

+
]

b − a
≤

≤ lim inf
n→+∞

E [S+
n ] + a−

b − a
≤

sup
n∈N

E [S+
n ] + a−

b − a
< +∞.

Odtud P (H(a, b ; Sn, n ∈ N) < +∞) = 1 ∀a, b ∈ R, a < b.

Podle tvrzeńı 0.14 existuje zobecněná reálná n.v. Z taková, že Sn
s.j.−−−−−−→

n→+∞
Z. Ověř́ıme jej́ı integrovatel-

nost. Použit́ım Fatouova lemmatu a faktu, že středńı hodnoty submartingalu (S+
n , n ∈ N) s rostoućım

časem neklesaj́ı, dostáváme odhady

E
[
Z+
]

≤ lim inf
n→+∞

E
[
S+

n

]
= sup

n∈N

E
[
S+

n

]
< +∞,

E
[
Z−] ≤ lim inf

n→+∞
E
[
S−

n

]
= lim inf

n→+∞

(
E
[
S+

n

]
− E [Sn]

)
≤ lim inf

n→+∞
E
[
S+

n

]
− E [S1] ≤ sup

n∈N

E
[
S+

n

]
− E [S1] < +∞.

Sečteńım těchto dvou nerovnost́ı źıskáme nerovnost pro středńı hodnotu absolutńı hodnoty.

Tud́ıž S = Z · I[|Z|<+∞] ∈ L1 a Sn
s.j.−−−−−−→

n→+∞
S.

Q.E.D

Tato věta má několik jednoduchých d̊usledk̊u:

a) Když (Sn, n ∈ N) je shora omezený submartingal, pak Sn
s.j.−−−−−−→

n→+∞
S ∈ L1.

b) Když (Sn, n ∈ N) je zdola omezený supermartingal, pak Sn
s.j.−−−−−−→

n→+∞
S ∈ L1.

c) Když (Sn, n ∈ N) je nezáporný supermartingal, pak Sn
s.j.−−−−−−→

n→+∞
S ∈ L1.

d) Když (Sn, n ∈ N) je zdola nebo shora omezený martingal, pak Sn
s.j.−−−−−−→

n→+∞
S ∈ L1.

35



36 KAPITOLA 4. KONVERGENCE SUBMARTINGALŮ

Př́ıklad 4.1. Necht’ Xn, n ∈ N jsou nezávislé reálné a integrovatelné n.v. s E [Xn] = 0. Pro n ∈ N označme

Sn =
n∑

k=1

Xk.

Již v́ıme, že (Sn, n ∈ N) je martingal.
Uvědomı́me-li si, že v tomto př́ıpadě E [S+

n ] = E [S−
n ] a E [S+

n ] = 1
2E [|Sn|], pak z Doobovy věty, věta

0.1, dostáváme tvrzeńı pro sčitatelnost řady nezávislých reálných n.v.
Když sup

n∈N

E [|∑n
k=1 Xk|] < +∞, potom je řada

∑+∞
k=1 Xk sčitatelná s.j., jej́ım součtem je integrovatelná

n.v. a E
[∣∣∣
∑+∞

k=1 Xk

∣∣∣
]
≤ lim inf

n→+∞
E [|∑n

k=1 Xk|] < +∞.

Toto tvrzeńı je obecněǰśı nežli věta 10.4 ze skript [4], nebot’

E

[∣∣∣∣∣

n∑

k=1

Xk

∣∣∣∣∣

]
≤

√√√√Var

(
n∑

k=1

Xk

)
=

√√√√
n∑

k=1

Var (Xk) ≤

√√√√
+∞∑

k=1

Var (Xk).

Za slabš́ı předpoklady však plat́ıme t́ım, že ztráćıme konvergenci v L2.
△

Př́ıklad 4.2. Necht’ Xn, n ∈ N jsou nezávislé, nezáporné reálné n.v. a 1 ≤ E [Xn] < +∞. Pro n ∈ N

označme Sn =
n∏

k=1

Xk.

Vı́me, že (Sn, n ∈ N) je submartingal a samozřejmě S+
n = Sn. Z věty 0.1 pak dostáváme tvrzeńı:

Když
+∞∏
k=1

E [Xk] < +∞, potom
+∞∏
k=1

Xk existuje s.j. a plat́ı E

[
+∞∏
k=1

Xk

]
≤

+∞∏
k=1

E [Xk].

△

Př́ıklad 4.3. Necht’ Xn, n ∈ N jsou nezávislé, nezáporné reálné n.v. a E [Xn] ≤ 1. Pro n ∈ N označme

Sn =
n∏

k=1

Xk.

Vı́me, že (Sn, n ∈ N) tvoř́ı nezáporný supermartingal a tak podle věty 0.1 součin
+∞∏
k=1

Xk existuje s.j.

a z Fatouova lemmatu plat́ı E

[
+∞∏
k=1

Xk

]
≤

+∞∏
k=1

E [Xk].

△

Věta 4.2. (Konvergence inverzńıho submartingalu) Necht’ (Sn, n ∈ −N = {−1,−2,−3, . . . .}) je sub-

martingal. Pak existuje zobecněná reálná n.v. Z taková, že Sn
s.j.−−−−−−→

n→−∞
Z a

E
[
Z+
]
≤ lim inf

n→−∞
E
[
S+

n

]
= inf

n∈−N
E
[
S+

n

]
≤ E

[
S+
−1

]
< +∞ , E

[
Z−] ≤ lim inf

n→−∞
E
[
S−

n

]
≤ sup

n∈−N

E
[
S−

n

]
.

Pokud sup
n∈−N

E [S−
n ] < +∞, pak existuje S ∈ L1 taková, že Sn

s.j.−−−−−−→
n→−∞

S.

Důkaz: Vezměme a, b ∈ R, a < b. S použit́ım Doobovy nerovnosti, věta 0.12,

E [H(a, b ; S−n, n ∈ N)] = lim
n→+∞

E [Hn(a, b ; S−1, S−2, . . . , S−n)] ≤
≤ lim

n→+∞
E [Hn(a, b ; S−n, S−n+1, . . . , S−1)] + 1 ≤

≤
E
[
(S−1 − a)

+
]

b − a
+ 1 < +∞.

Odtud P (H(a, b ; S−n, n ∈ N) < +∞) = 1 ∀a, b ∈ R, a < b.

Podle tvrzeńı 0.14 existuje zobecněná reálná n.v. Z taková, že Sn
s.j.−−−−−−→

n→−∞
Z.
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Nyńı se pod́ıváme na jej́ı integrovatelnost. Použit́ım Fatouova lemmatu a faktu, že středńı hodnoty
submartingalu (S+

n , n ∈ −N) v čase neklesaj́ı, dostáváme odhad

E
[
Z+
]

≤ lim inf
n→−∞

E
[
S+

n

]
= inf

n∈−N
E
[
S+

n

]
≤ E

[
S+
−1

]
,

E
[
Z−] ≤ lim inf

n→−∞
E
[
S−

n

]
≤ sup

n∈−N

E
[
S−

n

]
.

Pokud tedy sup
n∈−N

E [S−
n ] < +∞, pak Z ∈ L1.

Polož́ıme-li S = Z · I[|Z|<+∞] źıskáme S ∈ L1 a Sn
s.j.−−−−−−→

n→−∞
S.

Q.E.D

Tvrzeńı 4.3. Necht’ (St, t ∈ (0, 1)) je submartingal. Pak pro každé t ∈ (0, 1) existuj́ı Ut, Vt ∈ L1 takové,

že Su
P−−−−−→

u→t−
Ut a Su

P−−−−−→
u→t+

Vt.

Důkaz: Vezměme t ∈ (0, 1). Nyńı zvolme pevně posloupnosti un, vn ∈ (0, 1) takové, že un ր t a
vn ց t. Jelikož E

[
S+

un

]
≤ E

[
S+

t

]
, pak podle věty 0.1 existuje integrovatelná reálná n.v. Ut taková, že

Sun

s.j.−−−−−−→
n→+∞

Ut. Dále E
[
S−

vn

]
≤ E

[
S−

t

]
, pak podle věty 0.2 existuje integrovatelná reálná n.v. Vt taková,

že Svn

s.j.−−−−−−→
n→+∞

Vt.

Necht’ rn ∈ (0, 1) je jiná posloupnost splňuj́ıćı rn ր t. Označme jako qn posloupnost vzniklou sloučeńım
posloupnost́ı un, rn a seřazeńım jejich člen̊u podle velikosti. Pak qn ր t a podle věty 0.1 má posloupnost

Sqn
limitu s.j. Pak ale nutně Sqn

s.j.−−−−−−→
n→+∞

Ut. Tud́ıž Srn

s.j.−−−−−−→
n→+∞

Ut pro každou posloupnost rn ∈ (0, 1),

rn ր t. Potom Srn

P−−−−−−→
n→+∞

Ut pro každou posloupnost rn ∈ (0, 1), rn ր t a to implikuje Su
P−−−−−→

u→t−
Ut.

Necht’ wn ∈ (0, 1) je jiná posloupnost splňuj́ıćı wn ց t. Označme jako qn posloupnost vzniklou sloučeńım
posloupnost́ı vn, wn a seřazeńım jejich člen̊u podle velikosti. Pak qn ց t a podle věty 0.2 má posloupnost

Sqn
limitu s.j. Pak ale nutně Sqn

s.j.−−−−−−→
n→+∞

Vt. Tud́ıž Swn

s.j.−−−−−−→
n→+∞

Vt pro každou posloupnost wn ∈ (0, 1),

wn ց t. Potom Swn

P−−−−−−→
n→+∞

Vt pro každou posloupnost wn ∈ (0, 1), wn ց t a to implikuje Su
P−−−−−→

u→t+
Vt.

Q.E.D

Nyńı zavedeme pojem stejnoměrně integrovatelného martingalu. Připomeneme si při tom pojem stejné
stejnoměrné integrovatelnosti náhodných veličin.

Definice 4.4. Řekneme, že (St, t ∈ T ) je stejnoměrně integrovatelný (FtFt, t ∈ T )-submartingal
(-supermartingal, -martingal) , pokud (St, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-submartingal (-supermartingal, -
martingal) a (St, t ∈ T ) je kolekce stejně stejnoměrně integrovatelných náhodných veličin, tj.

lim
K→+∞

sup
{
E
[
|St|I[|St|≥K]

]
: t ∈ T

}
= 0 .

Věta 4.5. Když (Sn, n ∈ N) je stejnoměrně integrovatelný (Fn, n ∈ N)-submartingal, pak existuje S ∈ L1

taková, že Sn
s.j.−−−−−−→

n→+∞
S a Sn

L1−−−−−−→
n→+∞

S. Nav́ıc plat́ı E [S | Fn] ≥ Sn s.j. pro každé n ∈ N.

Důkaz:

1. Náhodné veličiny (Sn, n ∈ N) jsou stejně stejnoměrně integrovatelné. Proto sup
n∈N

E [|Sn|] < +∞ a

podle věty 0.1 existuje S ∈ L1 taková, že Sn
s.j.−−−−−−→

n→+∞
S.

Stejná stejnoměrná integrovatelnost zajǐst’uje, že také Sn
L1−−−−−−→

n→+∞
S.
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2. Vı́me, že Sn ≤ E [Sn+1 | Fn] ≤ E [Sn+2 | Fn] ≤ . . . . s.j.

Položme Z = supk∈N E [Sn+k | Fn].

Pak E [Sn+k | Fn]
s.j.−−−−−−→

k→+∞
Z, ale také E [Sn+k | Fn]

L1−−−−−−→
k→+∞

E [S | Fn], nebot’ Sn+k
L1−−−−−−→

k→+∞
S.

Odtud dostáváme Z = E [S | Fn] s.j. a následně Sn ≤ E [S | Fn] s.j. ∀n ∈ N.

Q.E.D

Věta 4.6. Když (Sn, n ∈ −N) je stejnoměrně integrovatelný (Fn, n ∈ −N)-submartingal, pak existuje

S ∈ L1 taková, že Sn
s.j.−−−−−−→

n→−∞
S a Sn

L1−−−−−−→
n→−∞

S. Nav́ıc plat́ı S ≤ E [Sn | F−∞ ] s.j. pro každé n ∈ −N.

Důkaz:

1. Náhodné veličiny (Sn, n ∈ −N) jsou stejně stejnoměrně integrovatelné. Proto sup
n∈N

E [|Sn|] < +∞ a

podle věty 0.2 existuje S ∈ L1 taková, že Sn
s.j.−−−−−−→

n→−∞
S.

Stejná stejnoměrná integrovatelnost zajǐst’uje, že Sn
L1−−−−−−→

n→−∞
S.

2. Připomeňme, že F−∞ =
+∞⋂
k=1

F−k.

Vı́me, že E [S−1 | F−∞] ≥ E [S−2 | F−∞] ≥ E [S−3 | F−∞] ≥ . . . . s.j., protože

E [S−k | F−∞] = E [E [S−k | F−k−1] | F−∞] ≥ E [S−k−1 | F−∞] s.j.

Položme Z = inf
k∈N

E [S−k | F−∞].

Pak E [Sn | F−∞]
s.j.−−−−−−→

n→−∞
Z a také E [Sn | F−∞]

L1−−−−−−→
n→−∞

E [S | F−∞] s.j., nebot’ Sn
L1−−−−−−→

n→−∞
S.

Potom Z = E [S | F−∞] = S s.j., nebot’ S = lim inf
n→−∞

Sn s.j. a lim inf
n→−∞

Sn je F−∞-měřitelná n.v.

Odtud dostáváme E [Sn | F−∞] ≥ S s.j.

Q.E.D

Lemma 4.7. Když Y ∈ L1, pak n.v. (E [Y | F ] ,F ⊂ A σ-algebra) jsou stejně stejnoměrně integrovatelné.

Důkaz: Vezměme 0 < K < +∞ a poč́ıtejme.

E
[
|E [Y | F ] |I[|E[Y | F ]|≥K]

]
≤ E

[
E [ |Y | | F ] I[E[ |Y | | F ]≥K]

]
= E

[
|Y |I[E[ |Y | | F ]≥K]

]
.

Dále

P (E [ |Y | | F ] ≥ K) ≤ E [E [ |Y | | F ]]

K
=

E [|Y |]
K

.

Tud́ıž

sup
{
E
[
|E [Y | F ] |I[|E[Y | F ]|≥K]

]
: F ⊂ A σ-algebra

}
≤ sup

{
E [|Y |IA] : P (A) ≤ E [|Y |]

K

}
.

Stejná stejnoměrná integrovatelnost uvažovaných n.v. plyne ze stejnoměrné spojitosti středńı hodnoty
(”integrálu”).

Q.E.D

Věta 4.8. Necht’ (Sn, n ∈ N) je (Fn, n ∈ N)-adaptovaný proces. Pak (Sn, n ∈ N) je stejnoměrně integro-
vatelný (Fn, n ∈ N)-martingal tehdy a jen tehdy, existuje-li S ∈ L1 taková, že E [S | Fn] = Sn s.j. pro
každé n ∈ N.
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Důkaz: Věta plyne okamžitě z věty 0.5 a lemmatu 0.7.

Q.E.D

Nyńı si uvědomme spojitost podmı́něné středńı hodnoty.

Tvrzeńı 4.9. Necht’ Y ∈ L1 a Fn ⊂ A, n ∈ N jsou σ-algebry.

(i) Když F1 ⊂ F2 ⊂ F3 ⊂ . . . ., pak

E [Y | Fn]
s.j.−−−−−−→

n→+∞
E

[
Y

∣∣∣∣∣ σ

(
+∞⋃

k=1

Fk

)]
a E [Y | Fn]

L1−−−−−−→
n→+∞

E

[
Y

∣∣∣∣∣ σ

(
+∞⋃

k=1

Fk

)]
.

(ii) Když F1 ⊃ F2 ⊃ F3 ⊃ . . . ., pak

E [Y | Fn]
s.j.−−−−−−→

n→+∞
E

[
Y

∣∣∣∣∣

+∞⋂

k=1

Fk

]
a E [Y | Fn]

L1−−−−−−→
n→+∞

E

[
Y

∣∣∣∣∣

+∞⋂

k=1

Fk

]
.

Důkaz:

1. Necht’ F1 ⊂ F2 ⊂ F3 ⊂ . . . ..

Pak podle věty 0.8 je (E [Y | Fn] , n ∈ N) je stejnoměrně integrovatelný martingal. Podle věty 0.5

existuje S ∈ L1 taková, že E [Y | Fn]
s.j.−−−−−−→

n→+∞
S, E [Y | Fn]

L1−−−−−−→
n→+∞

S a E [S | Fn] = E [Y | Fn] s.j.

pro každé n ∈ N.

Potřebujeme pouze ukázat, že S = E

[
Y

∣∣∣∣ σ

(
+∞⋃
k=1

Fk

)]
s.j.

Vı́me, že S = lim inf
n→+∞

E [Y | Fn] s.j. a lim inf
n→+∞

E [Y | Fn] je σ

(
+∞⋃
k=1

Fk

)
-měřitelná. Pro F ∈ Fn plat́ı

∫

F

lim inf
n→+∞

E [Y | Fn] dP =

∫

F

S dP =

∫

F

E [S | Fn] dP =

∫

F

E [Y | Fn] dP =

∫

F

Y dP.

Ověřili jsme druhou podmı́nku z definice podmı́něné středńı hodnoty na algebře
+∞⋃
k=1

Fk. Tı́m pádem

je ověřeno, že lim inf
n→+∞

E [Y | Fn] = E

[
Y

∣∣∣∣ σ

(
+∞⋃
k=1

Fk

)]
s.j. a S = E

[
Y

∣∣∣∣ σ

(
+∞⋃
k=1

Fk

)]
s.j.

2. Necht’ F1 ⊃ F2 ⊃ F3 ⊃ . . . ..

Pak podle věty 0.8 je (E [Y | F−n] , n ∈ −N) je stejnoměrně integrovatelný martingal. Podle věty

0.6 existuje S ∈ L1 taková, že E [Y | Fn]
s.j.−−−−−−→

n→+∞
S, E [Y | Fn]

L1−−−−−−→
n→+∞

S a S = E

[
Y

∣∣∣∣
+∞⋂
k=1

Fk

]

s.j.

Q.E.D

Tvrzeńı 4.10. Necht’ Y ∈ L1 a pro každé t ∈ (0, 1) jsou dány σ-algebry Ft ⊂ A takové, že Ft ⊂ Fs pokud

0 < t < s < 1. Označ́ıme-li Ft+ =
⋂

s>t

Fs a Ft− = σ

( ⋃
s<t

Fs

)
, pak

E [Y | Fs]
L1−−−−−→

s→t−
E [Y | Ft−] a E [Y | Fs]

L1−−−−−→
s→t+

E [Y | Ft+].

Důkaz: Tvrzeńı se dokáže obdobnou úvahou jako tvrzeńı 0.3 s využit́ım tvrzeńı 0.9.

Q.E.D
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Př́ıklad 4.4. Necht’ Xn, n ∈ N jsou nezávislé reálné n.v. s nulovou středńı hodnotou.

Když

{
n∑

k=1

Xk, n ∈ N

}
jsou stejně stejnoměrně integrovatelné, potom je řada

+∞∑
k=1

Xk sčitatelná s.j. i v

L1.

Dále plat́ı E

[∣∣∣∣
n∑

k=1

Xk

∣∣∣∣
]
−−−−−−→

n→+∞
E

[∣∣∣∣
+∞∑
k=1

Xk

∣∣∣∣
]

a E

[
+∞∑
k=1

Xk

∣∣∣∣ X1, X2, . . . , Xn

]
=

n∑
k=1

Xk s.j.

△

Př́ıklad 4.5. Necht’ Xn, n ∈ N jsou nezávislé reálné n.v. a E [Xn] = 1 pro každé n ∈ N.

Když

{
n∏

k=1

Xk, n ∈ N

}
jsou stejně stejnoměrně integrovatelné, potom součin

+∞∏
k=1

Xk existuje s.j. i v L1.

Dále plat́ı E

[
+∞∏
k=1

Xk

]
= 1 a E

[
+∞∏
k=1

Xk

∣∣∣∣ X1, X2, . . . , Xn

]
=

n∏
k=1

Xk s.j.

△
Konvergence submartingalu je implikována integrovatelnost́ı suprema jeho př́ır̊ustk̊u.

Věta 4.11. (Konvergence submartingalu II) Necht’ (Sn, n ∈ N) je submartingal a
(sup{Sn+1 − Sn : n ∈ N})+ ∈ L1, potom existuje reálná n.v. S a Ω0 ⊂ Ω, P (Ω0) = 1 tak, že pro všechna
ω ∈ Ω0 ∩ [sup{Sn : n ∈ N} < +∞] plat́ı Sn(ω)−−−−−−→

n→+∞
S(ω).

Důkaz: Pro každé λ > 0 je τ(λ) = min{n ∈ N : Sn ≥ λ} markovský čas.
Označ́ıme-li τ(λ, n) = min{τ(λ), n} pro každé n ∈ N, pak podle Optional Stopping Theorem, věta 0.4,
posloupnost

(
Sτ(λ,n), n ∈ N

)
je submartingal. Uvědomme si, že

• když τ(λ) > n, pak Sτ(λ,n) = Sn < λ;

• když 1 < τ(λ) ≤ n, pak

Sτ(λ,n) = Sτ(λ) = Sτ(λ)−1 +
(
Sτ(λ) − Sτ(λ)−1

)
< λ + sup{Sk+1 − Sk : k ∈ N} ;

• když τ(λ) = 1, pak Sτ(λ,n) = S1.

Odtud plat́ı

E
[
S+

τ(λ,n)

]
≤ λ + E

[
S+

1

]
+ E

[
(sup{Sk+1 − Sk : k ∈ N})+

]
< +∞.

Podle Doobovy věty, věta 0.1, plat́ı Sτ(λ,n)
s.j.−−−−−−→

n→+∞
S(λ).

Takže
Sn · I[sup{Sk : k∈N}<λ] = Sτ(λ,n) · I[sup{Sk : k∈N}<λ]

s.j.−−−−−−→
n→+∞

S(λ) · I[sup{Sk : k∈N}<λ].

Odtud

Sn · I[sup{Sk : k∈N}<+∞]
s.j.−−−−−−→

n→+∞
S = S(1) · I[sup{Sk : k∈N}<1] +

+∞∑

λ=2

S(λ) · I[λ−1≤sup{Sk : k∈N}<λ].

Q.E.D

Věta je vhodná např́ıklad pro submartingaly s omezenými př́ır̊ustky.
Nyńı se vrát́ıme k d̊usledk̊um Doobovy věty. Na jej́ım základě odvod́ıme větu o sčitatelnosti řady n.v.

a zákon velkých č́ısel pro martingalové diference.

Definice 4.12. Uvažujme indexovou množinu I = {1, 2, . . . , n} nebo I = N nebo I = −N nebo I = Z.
Necht’ T = {ti : i ∈ I} ⊂ R je taková, že když i, i + 1 ∈ I, pak ti < ti+1.

Když (Xt, t ∈ T ) je (Ft, t ∈ T )-adaptovaný proces a Xt ∈ L1 pro každé t ∈ T , pak ř́ıkáme, že
(Xt, t ∈ T ) jsou (Ft, t ∈ T )-martingalové diference, jestlǐze E

[
Xti+1

∣∣ Fti

]
= 0 s.j. pro každé i, i +

1 ∈ I.
Dále budeme ř́ıkat, že (Xt, t ∈ T ) jsou martingalové diference, jestlǐze (Xt, t ∈ T ) jsou (St, t ∈ T )-

martingalové diference pro přirozenou filtraci St = σ(Xs, s ≤ t, s ∈ T ).
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Pro spojitý čas je možné pojem
”
martingalových diferenćı“ chápat jako postupné

”
zahušt’ováńı“ in-

dexové množiny. Připomeňme si, že v deterministickém př́ıpadě vede tento postup k pojmu derivace a
integrálu. Obdobně u martingal̊u vede k pojmu stochastického diferenciálu a stochastického integrálu.
Tato teorie však již přesahuje rámec tohoto textu.

Nyńı se soustřed’me na větu o sčitatelnosti řady a na zákon velkých č́ısel.

Věta 4.13. Necht’ (Xt, t ∈ T ) jsou martingalové diference a Xn ∈ L2 pro každé n ∈ N. Když
+∞∑
k=1

Var (Xk) <

+∞, pak je řada
+∞∑
k=1

Xk sčitatelná s.j. i v L2.

Důkaz: Předpoklady věty 0.1 jsou splněny, protože

E

[∣∣∣∣∣

n∑

k=1

Xk

∣∣∣∣∣

]
≤

√√√√√E



(

n∑

k=1

Xk

)2

 =

√√√√E [X2
1 ] +

n∑

k=2

Var (Xk) ≤

√√√√E [X2
1 ] +

+∞∑

k=2

Var (Xk) < +∞.

Tud́ıž je řada sčitatelná s.j. Uvažované n.v. jsou nekorelované a tak je sčitatelnost v L2 ekvivalentńı s
konečnost́ı součtu jejich rozptyl̊u.

Q.E.D

Věta 4.14. (SZVČ pro martingalové diference) Necht’ (Xt, t ∈ T ) jsou martingalové diference a Xn ∈ L2

pro každé n ∈ N. Když 0 < bn ր +∞ a
+∞∑
k=1

Var(Xk)
b2

k

< +∞, potom 1
bn

n∑
k=1

Xk
s.j.−−−−−−→

n→+∞
0 a 1

bn

n∑
k=1

Xk
L2−−−−−−→

n→+∞
0.

Důkaz:

1. Pro n.v. Xn

bn
, n ∈ N jsou splněny předpoklady věty 0.13. Tud́ıž řada

+∞∑
k=1

Xk

bk
je sčitatelná s.j.

Z Kroneckerova lemmatu již plyne 1
bn

n∑
k=1

Xk
s.j.−−−−−−→

n→+∞
0.

2. Z Kroneckerova lemmatu vyplývá, že 1
b2n

n∑
k=1

Var (Xk) = E

[(
1
bn

n∑
k=1

Xk

)2
]
−−−−−−→

n→+∞
0.

Což je dokazovaná konvergence v L2.

Q.E.D
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Kapitola 5

Centrálńı limitńı věta

Zbývá ještě ukázat centrálńı limitńı větu.

Věta 5.1. (CLV McLeish 1974) Necht’ pro každé n ∈ N je dáno kn ∈ N a reálné n.v.
X1,n, X2,n, . . . , Xkn,n ∈ L1.

(i) (Xk,n, k = 1, 2, . . . , kn) jsou martingalové diference pro každé n ∈ N.

(ii) supn∈N E
[
max{|Xk,n| : k = 1, 2, . . . , kn}2

]
< +∞,

(iii) max{|Xk,n| : k = 1, 2, . . . , kn} P−−−−−−→
n→+∞

0,

(iv)
kn∑

k=1

X2
k,n

P−−−−−−→
n→+∞

1.

Potom
kn∑

k=1

Xk,n
D−−−−−−→

n→+∞
X a L(X) = N (0, 1).

Důkaz: Viz [5], věta VI.4.1. na str.370.

Q.E.D

Nyńı provedeme diskusi podmı́nek zaručuj́ıćıch CLV pro martingalové diference. Budeme uvažovat
trojúhelńıkové schéma martingalových diferenćı.

Definice 5.2. Necht’ pro každé n ∈ N je dáno kn ∈ N a pravděpodobnostńı prostory (Ωn,An, Pn). Budeme
ř́ıkat, že reálné n.v. X1,n, X2,n, . . . , Xkn,n a σ-algebry F1,n,F2,n, . . . ,Fkn,n ⊂ An tvoř́ı
trojúhelńıkové schéma martingalových diferenćı, jestlǐze pro každé n ∈ N je splněno:

(i) F1,n ⊂ F2,n ⊂ . . . ⊂ Fkn,n ⊂ An.

(ii) X1,n, X2,n, . . . , Xkn,n ∈ L1.

(iii) (Xk,n, k = 1, 2, . . . , kn) jsou (Fk,n, k = 1, 2, . . . , kn)-martingalové diference.

Budeme označovat

Mn = max{|Xk,n| : k = 1, 2, . . . , kn} ,

vn =

kn∑

k=1

Var (Xk,n) ,

Vn =

kn∑

k=1

Var (Xk,n |Fk−1,n ) =

kn∑

k=1

E
[
X2

k,n

∣∣ Fk−1,n

]
.

Pak uvažujeme následuj́ıćı podmı́nky:
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Stejnoměrná asymptotická zanedbatelnost (SAZ): Mn
P−−−−−−→

n→+∞
0.

Normalizačńı podmı́nka (N):
kn∑

k=1

X2
k,n

P−−−−−−→
n→+∞

1.

Feller-Lindebergova podmı́nka (FL):

Ln(ε) =

kn∑

k=1

E
[
X2

k,nI[|Xk,n|≥ε]

]
−−−−−−→

n→+∞
0 pro každé ε > 0.

Podmı́něná Feller-Lindebergova podmı́nka (PFL):

PLn(ε) =

kn∑

k=1

E
[
X2

k,nI[|Xk,n|≥ε]

∣∣ Fk−1,n

]
P−−−−−−→

n→+∞
0 pro každé ε > 0.

Lemma 5.3. (FL) ⇒ (PFL).

Důkaz: Pro ε > 0 plat́ı E [PLn(ε)] = Ln(ε).

Tud́ıž Ln(ε)−−−−−−→
n→+∞

0 ⇒ PLn(ε)
L1−−−−−−→

n→+∞
0 ⇒ PLn(ε)

P−−−−−−→
n→+∞

0.

Q.E.D

Lemma 5.4. (FL) ⇒
(

Mn
L2−−−−−−→

n→+∞
0

)
⇒ (SAZ).

Důkaz: Definujme τn = min
{

k ∈ {1, 2, . . . , kn} : X2
k,n = M2

n

}
. Poznamenejme, že nejde o markovský

čas.
Pak pro každé ε > 0 plat́ı

E
[
M2

n

]
= E

[
X2

τn,n

]
≤ E

[
X2

τn,nI[|Xτn,n|≥ε]

]
+ ε2 ≤

kn∑

k=1

E
[
X2

k,nI[|Xk,n|≥ε]

]
+ ε2 = Ln(ε) + ε2.

Odtud již plyne tvrzeńı lemmatu.

Q.E.D

Lemma 5.5. Když {Vn, n ∈ N} jsou stejně stejnoměrně integrovatelné, pak (PFL) ⇒ (FL).

Důkaz: Když jsou {Vn, n ∈ N} stejně stejnoměrně integrovatelné, pak také {PLn(ε), ε > 0, n ∈ N} jsou
stejně stejnoměrně integrovatelné, nebot’ 0 ≤ PLn(ε) ≤ Vn. Pak již automaticky z (PFL) plyne (FL).

Q.E.D

Př́ıklad 5.1. Když Vn
P−−−−−−→

n→+∞
1 a E [Vn]−−−−−−→

n→+∞
1, pak jsou {Vn, n ∈ N} stejně stejnoměrně integrova-

telné a (PFL) ⇒ (FL). Stejná stejnoměrná integrovatelnost vyplývá z toho, že

E
[
VnI[Vn≥2]

]
= E [Vn] − E

[
VnI[Vn<2]

]
−−−−−−→

n→+∞
0.

Podle lemmatu 0.5 již v́ıme, že z (PFL) plyne (FL).
△

Lemma 5.6. Když plat́ı (FL) a sup{vn : n ∈ N} < +∞, pak E
[∣∣∣
∑kn

k=1 X2
k,n − Vn

∣∣∣
]
−−−−−−→

n→+∞
0.
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Důkaz: Pro ε > 0 dostáváme odhad

E

[∣∣∣∣∣

kn∑

k=1

X2
k,n − Vn

∣∣∣∣∣

]
≤ E

[∣∣∣∣∣

kn∑

k=1

(
X2

k,nI[|Xk,n|<ε] − E
[
X2

k,nI[|Xk,n|<ε]

∣∣ Fk−1,n

])
∣∣∣∣∣

]
+ 2Ln(ε) ≤

≤

√√√√√E




(

kn∑

k=1

(
X2

k,nI[|Xk,n|<ε] − E
[
X2

k,nI[|Xk,n|<ε]

∣∣∣ Fk−1,n

]))2


+ 2Ln(ε) ≤

≤

√√√√
kn∑

k=1

E

[(
X2

k,nI[|Xk,n|<ε] − E
[
X2

k,nI[|Xk,n|<ε]

∣∣∣ Fk−1,n

])2
]

+ 2Ln(ε) =

=

√√√√
kn∑

k=1

(
E

[(
X2

k,nI[|Xk,n|<ε]

)2
]
− E

[(
E
[
X2

k,nI[|Xk,n|<ε]

∣∣∣ Fk−1,n

])2
])

+ 2Ln(ε) ≤

≤ ε

√√√√
kn∑

k=1

E
[
X2

k,nI[|Xk,n|<ε]

]
+ 2Ln(ε) ≤ ε

√
vn + 2Ln(ε).

Z platnosti (FL) pro každé ε > 0 plat́ı

lim sup
n→+∞

E

[∣∣∣∣∣

kn∑

k=1

X2
k,n − Vn

∣∣∣∣∣

]
≤ ε
√

sup{vj : j ∈ N}.

Odtud již plyne tvrzeńı lemmatu.

Q.E.D

Věta 5.7. (CLV Brown 1971) Necht’ pro každé n ∈ N je dáno kn ∈ N, reálné n.v.
X1,n, X2,n, . . . , Xkn,n ∈ L1 a σ-algebry F0,n ⊂ F1,n ⊂ F2,n ⊂ . . . ⊂ Fkn,n ⊂ An.

(i) (Xk,n, k = 1, 2, . . . , kn) jsou (Fk,n, k = 1, 2, . . . , kn)-martingalové diference pro každé n ∈ N.

(ii) Je splněna podmı́nka (PFL).

(iii) Vn
P−−−−−−→

n→+∞
1.

Potom
kn∑

k=1

Xk,n
D−−−−−−→

n→+∞
X a L(X) = N (0, 1).

Důkaz: Zavedeme nové n.v. Yk,n = Xk,nI[∑k

j=1
E[X2

j,n | Fj−1,n]≤2
] pro k = 1, 2, . . . , kn.

Uvědomme si jaké vlastnosti tyto nové n.v. maj́ı

1. Pro každé n ∈ N, k = 1, 2, . . . , kn plat́ı

E [Yk,n | Fk−1,n] = E [Xk,n | Fk−1,n] I[∑k

j=1
E[X2

j,n | Fj−1,n]≤2
] = 0 s.j.

2. Evidentně |Yk,n| ≤ |Xk,n| a tud́ıž je splněno (PFL).

3. Nyńı se pod́ıvejme na Ṽn =
kn∑

j=1

E
[
Y 2

j,n

∣∣ Fj−1,n

]
.

Ṽn =

kn∑

k=1

E
[
X2

k,n

∣∣ Fk−1,n

]
I[∑k

j=1
E[X2

j,n | Fj−1,n]≤2
] =

=

(
kn∑

s=1

E
[
X2

s,n

∣∣ Fs−1,n

]
)

I[∑kn

j=1
E[X2

j,n | Fj−1,n]≤2
] +

+

kn−1∑

k=1

(
k∑

s=1

E
[
X2

s,n

∣∣ Fs−1,n

]
)

I[∑k

j=1
E[X2

j,n | Fj−1,n]≤2<
∑

k+1

j=1
E[X2

j,n | Fj−1,n]
] ≤ 2 s.j.
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a také Ṽn
P−−−−−−→

n→+∞
1, protože Vn

P−−−−−−→
n→+∞

1.

4. Vı́me, že je splněno (PFL) a Ṽn ≤ 2 s.j. a tak podle lemmatu 0.5 je splněno (FL). Z lemmatu 0.4
plat́ı E [max{|Yk,n| : k = 1, 2, . . . , kn}]−−−−−−→

n→+∞
0.

Vı́me, že Ṽn ≤ 2 s.j. a tak i ṽn = E
[
Ṽn

]
≤ 2. Dále již v́ıme, že plat́ı (FL) a tak použit́ım lemmatu

0.6 dostáváme
∑kn

k=1 Y 2
k,n

P−−−−−−→
n→+∞

1.

Jsou tedy splněny předpoklady věty 0.1 a tak plat́ı
kn∑

k=1

Yk,n
D−−−−−−→

n→+∞
X a L(X) = N (0, 1). Konvergenci

pro p̊uvodńı n.v. dostaneme z toho, že

P

(
kn∑

k=1

Xk,n 6=
kn∑

k=1

Yk,n

)
≤ P

(
kn∑

k=1

E
[
X2

k,n

∣∣ Fk−1,n

]
> 2

)
−−−−−−→

n→+∞
0.

Q.E.D

Uvědomme si, že Feller-Lindebergova CLV je speciálńım př́ıpadem Brownovy CLV. Z nezávislosti totiž

dostáváme (PFL)=(FL) a Vn = vn =
kn∑

k=1

Var (Xk,n).



Kapitola 6

Konvergence U-statistik

Tuto kapitolu lze také nalézt v [5], kap. VI.6, str. 399-404. Pěkným př́ıkladem využ́ıvaj́ıćım teorii mar-
tingal̊u jsou symetrické posloupnosti reálných n.v. Pro jejich použit́ı potřebujeme upřesnit značeńı a
formulace kolem permutovatelnosti posloupnosti reálných č́ısel.

Definice 6.1. Budeme označovat

Π = {π : N → N bijekce} ,

Πn = {π ∈ Π : ∀i ∈ N je π(n + i) = n + i} ,

Dn,k = {(π(1), π(2), . . . , π(k)) : π ∈ Πn} ,

Rn =
{
ρ : RN → RN : existuje π ∈ Πn tak, že ∀i ∈ N, x ∈ RN je (ρ(x))i = xπ(i)

}
.

Definice 6.2. Když Xn, n ∈ N je posloupnost reálných n.v., pak pro každé n ∈ N zavád́ıme σ-algebru
Fn = σ (Xn+i, i ∈ N). Pro celou posloupnost definujeme zbytkovou σ-algebru F∞ =

⋂+∞
n=1 Fn.

Definice 6.3. Necht’ g : RN → R a n ∈ N. Řekneme, že funkce g je n-symetrická, jestlǐze jej́ı hodnota
nezáviśı na pořad́ı prvńıch n souřadnic. Rigorózně to zaṕı̌seme g(x) = g(ρ(x)) pro každé ρ ∈ Rn.

Množinu všech n-symetrických funkćı označ́ıme SymFn.

Definice 6.4. Řekneme, že posloupnost reálných n.v. X = (Xn, n ∈ N) je symetrická, jestlǐze pro každé
n ∈ N a pro každé ρ ∈ Rn plat́ı L(X) = L(ρ(X)).

Definice 6.5. Když X = (Xn, n ∈ N) je posloupnost reálných n.v., pak pro každé n ∈ N zavád́ıme
σ-algebru Sn = σ (g(X), g ∈ SymFn). Pro celou posloupnost zavád́ıme symetrickou σ-algebru S∞ =⋂+∞

n=1 Sn.

Lemma 6.6. Vždy Fn ⊂ Sn pro každé n ∈ N a také F∞ ⊂ S∞.

Důkaz: Vezměme A ∈ Fn. Pak existuje B ∈ B
(
RN
)

tak, že

A = [(Xk, k ∈ N) ∈ Rn × B] = [IRn×B(Xk, k ∈ N) = 1].

Funkce IRn×B je n-symetrická. Tud́ıž A ∈ Sn a d̊ukaz je hotov.

Q.E.D

σ-algebry F∞ a S∞ jsou obecně r̊uzné. Jejich rozd́ılnost ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 6.1. Množina
[∑+∞

n=1 Xn existuje
]
∈ F∞ a množina

[∑+∞
n=1 Xn = 1

]
∈ S∞, ale obecně nemuśı

být prvkem F∞.
△
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Věta 6.7. (SZVČ pro U-statistiky) Necht’ posloupnost reálných n.v. X = (Xn, n ∈ N) je symetrická a
f : Rk → R je měřitelná funkce, která splňuje f (X1, X2, . . . , Xk) ∈ L1. Potom

(n − k)!

n!

∑

i∈Dn,k

f (Xi1 , Xi2 , . . . , Xik
)

s.j.−−−−−−→
n→+∞

E [f (X1, X2, . . . , Xk) | S∞] .

Důkaz: Ze symetrie posloupnosti a ze symetrie σ-algebry Sn dostáváme

E [f (X1, X2, . . . , Xk) | Sn] = E
[
f
(
Xπ(1), Xπ(2), . . . , Xπ(k)

) ∣∣ Sn
]

s.j. pro každé π ∈ Πn.

Funkce
∑

π∈Πn

f
(
xπ(1), xπ(2), . . . , xπ(k)

)
je n-symetrická a tud́ıž

E [f (X1, X2, . . . , Xk) | Sn] =
1

n!

∑

π∈Πn

E
[
f
(
Xπ(1), Xπ(2), . . . , Xπ(k)

) ∣∣ Sn
]

=

=
1

n!
E

[
∑

π∈Πn

f
(
Xπ(1), Xπ(2), . . . , Xπ(k)

)
∣∣∣∣∣ S

n

]
=

1

n!

∑

π∈Πn

f
(
Xπ(1), Xπ(2), . . . , Xπ(k)

)
=

=
(n − k)!

n!

∑

i∈Dn,k

f (Xi1 , Xi2 , . . . , Xik
) s.j.

Vı́me, že S1 ⊃ S2 ⊃ S3 ⊃ . . . . a S∞ =
⋂+∞

n=1 Sn. Proto

E [f (X1, X2, . . . , Xk) | Sn]
s.j.−−−−−−→

n→+∞
E [f (X1, X2, . . . , Xk) | S∞] .

Odtud již plyne požadovaná konvergence U-statistiky

(n − k)!

n!

∑

i∈Dn,k

f (Xi1 , Xi2 , . . . , Xik
)

s.j.−−−−−−→
n→+∞

E [f (X1, X2, . . . , Xk) | S∞] .

Q.E.D

Poznamenejme, že symetrické statistice (n−k)!
n!

∑
i∈Dn,k

f (Xi1 , Xi2 , . . . , Xik
) se v matematické statis-

tice ř́ıká U-statistika. Použ́ıvá se k odhadováńı parametr̊u modelu. Známe-li jej́ı rozděleńı, př́ıpadně jej́ı
asymptotické rozděleńı, pak s jej́ı pomoćı můžeme testovat statistické hypotézy týkaj́ıćı se odhadovaných
parametr̊u.

Připomeňme, že o náhodných veličinách ř́ıkáme, že jsou podmı́něně nezávislé, pokud jejich sdružené
podmı́něné rozděleńı existuje a je součinové. Řı́káme, že jsou podmı́něně stejně rozdělené, pokud jejich
podmı́něná rozděleńı existuj́ı a rovnaj́ı se. Viz např́ıklad kapitola 9 v [4] nebo kapitola VI.1 v [5]. Tyto
vlastnosti můžeme ověřovat následovně.

Lemma 6.8. Mějme dvě náhodných veličin X, Y s hodnotami v měřitelném prostoru X a σ-algebru
G ⊂ A. Pak X, Y maj́ı podmı́něně stejné rozděleńı vzhledem k G tehdy a jen tehdy, když pro každou
omezenou měřitelnou funkci g : X → R plat́ı

E [g (X) | G] = E [g (Y ) | G] s.j.

Lemma 6.9. Mějme kolekci náhodných veličin (Xi, i ∈ I), kde pro každé i ∈ I má Xi hodnoty v
měřitelném prostoru Xi, a σ-algebru G ⊂ A. Pak Xi, i ∈ I jsou podmı́něně nezávislé vzhledem k G tehdy
a jen tehdy, když pro každou konečnou množinu J ⊂ I a omezené měřitelné funkce gj : Xj → R, j ∈ I
plat́ı

E



∏

j∈J

gj (Xj)

∣∣∣∣∣∣
G


 =

∏

j∈J

E [gj (Xj) | G] s.j.

Věta 6.10. (De Finetti) Když je posloupnost reálných n.v. Xn, n ∈ N symetrická, pak Xn, n ∈ N jsou
podmı́něně nezávislé a podmı́něně stejně rozdělené vzhledem k S∞.
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Důkaz: Ověř́ıme kritéria z lemmat 0.8 a 0.9.

1. Necht’ g : R → R je omezená měřitelná funkce, pak podle věty 0.7 pro každé q ∈ N plat́ı

E [g (X1) | S∞] = lim
n→+∞

1

n

n∑

i=1

g (Xi) = lim
n→+∞

1

n − q + 1

n∑

i=q

g (Xi) = E [g (Xq) | S∞] s.j.

2. Necht’ k ∈ N a g1, g2, . . . , gk : R → R jsou omezené měřitelné funkce. Pak podle věty 0.7 plat́ı

E [g1 (X1) g2 (X2) . . . gk (Xk) | S∞] = lim
n→+∞

(n − k)!

n!

∑

i∈Dn,k

g1 (Xi1) g2 (Xi2) . . . gk (Xik
) =

= lim
n→+∞


(n − k)!

n!

k∏

i=1

n∑

j=1

gi (Xj) −
(n − k)!

n!

∑

i∈{1,2,...,n}k−Dn,k

g1 (Xi1) g2 (Xi2) . . . gk (Xik
)


 =

=

k∏

i=1

lim
n→+∞

1

n

n∑

j=1

gi (Xj) =

k∏

i=1

E [gi (X1) | S∞] =

k∏

i=1

E [gi (Xi) | S∞] s.j.,

protože card
(
{1, 2, . . . , n}k −Dn,k

)
= nk − n!

(n−k)! = O
(
nk−1

)
a funkce g1, g2, . . . , gk jsou omezené

měřitelné. Též využ́ıváme předchoźıho bodu d̊ukazu.

Tı́m jsou požadovaná podmı́něná nezávislost a shodnost podmı́něných rozděleńı dokázány.

Q.E.D

Uvědomme si jaké bezprostředńı d̊usledky má de Finettiho věta. Pokud má symetrická posloupnost
nav́ıc konečný rozptyl, dokážeme popsat jej́ı kovariančńı strukturu.

Tvrzeńı 6.11. Necht’ posloupnost reálných n.v. Xn, n ∈ N je symetrická a má konečný rozptyl. Označme
Y = E [X1 | S∞]. Pak pro každé k, r ∈ N, k 6= r plat́ı

E [Xk] = E [Y ] , (6.1)

E
[
(Xk)2

]
= E

[
(X1)

2
]
≥ E

[
(Y )2

]
, (6.2)

E [XkXr] = E
[
(Y )2

]
, (6.3)

Var (Xk) = Var (X1) ≥ Var (Y ) , (6.4)

cov (Xk, Xr) = Var (Y ) . (6.5)

Důkaz: Vypoč́ıtejme prvńı a druhé momenty dané symetrické posloupnosti. Pro každé k ∈ N plat́ı

E [Xk] = E [X1] = E [E [X1 | S∞]] = E [Y ] ,

E
[
(Xk)2

]
= E

[
(X1)

2
]
≥ E

[
(E [X1 | S∞])2

]
= E

[
(Y )2

]
,

Var (Xk) = Var (X1) = E
[
(X1)

2
]
− (E [X1])

2 ≥ E
[
(Y )2

]
− (E [Y ])2 = Var (Y ) .

S využit́ım věty 0.10 pro každé k, r ∈ N, k 6= r dostáváme

E [XkXr] = E [E [XkXr | S∞]] = E [E [Xk | S∞] E [Xr | S∞]]

= E [E [X1 | S∞] E [X1 | S∞]] = E
[
(Y )2

]
,

cov (Xk, Xr) = E [XkXr] − E [Xk]E [Xr] = E
[
(Y )2

]
− (E [Y ])2 = Var (Y ) .

Q.E.D

Povšimněme si, že kovariance v symetrické posloupnosti nemůže být záporná! Posloupnost je nekore-
lovaná pouze tehdy, když Y je skoro jistě rovna nějaké konstantě.

Když je symetrická posloupnost nav́ıc po dvou nezávislá, pak je i.i.d. Při d̊ukazu opět vystač́ıme se
znalost́ı de Finettiho věty.
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Lemma 6.12. Necht’ posloupnost reálných n.v. Xn, n ∈ N je symetrická a po dvou nezávislá. Pak pro
každou A borelovskou podmnožinu R plat́ı

P (X1 ∈ A | S∞) = P (X2 ∈ A | S∞) = P (X3 ∈ A | S∞) = . . . = P (X1 ∈ A) s.j.

Důkaz: Podle věty 0.10 již v́ıme, že uvedené podmı́něné pravděpodobnosti jsou skoro jistě stejné
náhodné veličiny. Posloupnost je nav́ıc po dvou nezávislá. To umožňuje ukázat, že sledované podmı́něné
pravděpodobnosti jsou skoro jistě rovny své středńı hodnotě.

Podle věty 0.10 jsou náhodné veličiny I[Xn∈A], n ∈ N podmı́něně nezávislé za podmı́nky S∞.
Dostáváme tedy

E
[
P (X1 ∈ A | S∞)

2
]

= E [P (X1 ∈ A | S∞)P (X2 ∈ A | S∞)] = E [P (X1 ∈ A, X2 ∈ A | S∞)]

= P (X1 ∈ A, X2 ∈ A) = P (X1 ∈ A) · P (X2 ∈ A) = P (X1 ∈ A)
2
.

Odtud dostáváme

Var (P (X1 ∈ A | S∞)) = E
[
P (X1 ∈ A | S∞)

2
]
− P (X1 ∈ A)

2
= 0 .

Tud́ıž náhodná veličina P (X1 ∈ A | S∞) je skoro jistě rovna P (X1 ∈ A).
Tı́m je tvrzeńı dokázáno.

Q.E.D

Tvrzeńı 6.13. Necht’ posloupnost reálných n.v. Xn, n ∈ N je symetrická a po dvou nezávislá, pak je i.i.d.

Důkaz: Podle předchoźıho lemmatu 0.12 a podle věty 0.10, pro každé A1, · · · , Ak, k ∈ N borelovské
podmnožiny R plat́ı

P (Xj ∈ Aj , 1 ≤ j ≤ k) = E [P (Xj ∈ Aj , 1 ≤ j ≤ k | S∞)]

= E




k∏

j=1

P (Xj ∈ Aj | S∞)


 = E




k∏

j=1

P (Xj ∈ Aj)


 =

k∏

j=1

P (Xj ∈ Aj) .

Tı́m jsme ukázali nezávislost a posloupnost je i.i.d.

Q.E.D

Když symetrická posloupnost obsahuje náhodné veličiny, které maj́ı alternativńı rozděleńı, pak můžeme
kovariančńı strukturu posloupnosti upřesnit.

Tvrzeńı 6.14. Necht’ posloupnost reálných n.v. Xn, n ∈ N je symetrická a X1 nabývá pouze hodnot 0 nebo
1. Označme Y = E [X1 | S∞] = P (X1 = 1 | S∞). Pak pro každé k, r ∈ N, k 6= r plat́ı

E [Xk] = E [Y ] , (6.6)

E
[
(Xk)2

]
= E [Y ] , (6.7)

E [XkXr] = E
[
(Y )2

]
, (6.8)

Var (Xk) = E [Y ] (1 − E [Y ]), (6.9)

cov (Xk, Xr) = Var (Y ) . (6.10)

Důkaz: Větš́ı část tvrzeńı je již obsažena v lemmatu 11. Zbývá vypoč́ıtat pouze rozptyl posloupnosti.
Pro každé k ∈ N plat́ı

E
[
(Xk)2

]
= E

[
(X1)

2
]

= E [X1] = E [Y ] ,

Var (Xk) = Var (X1) = E
[
(X1)

2
]
− (E [X1])

2 = E [Y ] − (E [Y ])2 = E [Y ] (1 − E [Y ]).

Q.E.D
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Opět zjǐst’ujeme, že kovariance je vždy nezáporná. Dále posloupnost je nekorelovaná, když Y je skoro
jistě rovna nějaké konstantě. Dvě alternativńı náhodné veličiny jsou nezávislé tehdy a pouze tehdy, když
jsou nekorelované. Proto v́ıme, že daná posloupnost je po dvou nezávislá, když Y je skoro jistě rovna
nějaké konstantě. Podle věty 13 již v́ıme, že symetrická posloupnost alternativńıch náhodných veličin je
i.i.d. pouze tehdy, když Y je skoro jistě rovna nějaké konstantě.

Dokážeme však v́ıce. Lze přesně popsat podmı́něná konečněrozměrná rozděleńı posloupnosti.

Tvrzeńı 6.15. Necht’ posloupnost reálných n.v. Xn, n ∈ N je symetrická a X1 nabývá pouze hodnot 0 nebo
1. Označme Y = E [X1 | S∞] = P (X1 = 1 | S∞). Potom pro každé k ∈ N a i ∈ {0, 1}k plat́ı

P (X1 = i1, X2 = i2, . . . , Xk = ik | Y ) =

= P (X1 = i1, X2 = i2, . . . , Xk = ik | S∞)

= Y card(j:ij=1)(1 − Y )card(j:ij=0) s.j.

Důkaz: Když k ∈ N a i ∈ {0, 1}k, pak podle věty 0.10 plat́ı

P (X1 = i1, X2 = i2, . . . , Xk = ik | S∞) =

= P (X1 = i1 | S∞) · P (X2 = i2 | S∞) · . . . · P (Xk = ik | S∞)

=

k∏

j=1

Y ij (1 − Y )1−ij = Y card(j:ij=1)(1 − Y )card(j:ij=0) s.j.

Náhodná veličina Y je S∞-měřitelná. Proto plat́ı

P (X1 = i1, X2 = i2, . . . , Xk = ik | Y ) = P (X1 = i1, X2 = i2, . . . , Xk = ik | S∞) s.j.

Q.E.D

Speciálně pro součet n člen̊u symetrické posloupnosti alternativně rozdělených náhodných veličin
známe jeho podmı́něné rozděleńı. Pro k = 0, 1, . . . , n totiž dostáváme

P




n∑

j=1

Xj = k

∣∣∣∣∣∣
Y


 = P




n∑

j=1

Xj = k

∣∣∣∣∣∣
S∞


 =

(n

k

)
Y k(1 − Y )n−k s.j.

Tud́ıž

P




n∑

j=1

Xj = k


 =

(n

k

)
E
[
Y k(1 − Y )n−k

]
.

Můžeme ř́ıkat, že součet n člen̊u symetrické posloupnosti alternativně rozdělených náhodných veličin má

”
smı́chané binomické rozděleńı s parametry n a Y “.
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zleva, 1
zprava, 1

zastaveńı procesu, 10
nerovnost

Brownova maximálńı, 33
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Ottavianiho-Skorochodova, 28
submartingalové maximálńı, 28
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