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Pouzité znaceni

N ... pfirozena ¢isla,

N, ...pfirozena ¢isla s nulou,
@ ...raciondlni ¢isla,

R ...redlna ptimka,

R, ...nezdpornd realna cisla,

.. rozsitend realna primka,

.. komplexni ¢isla,

& a =

(E) ...borelovskd o-algebra metrického prostoru E,
I4 ...identifikdtor mnoziny A,

Idg ...identita na mnoziné F,

clo(A) ...uzdvér mnoziny A,

int (A) ... vnitfek mnoziny A,

0 (A) ... hranice mnoziny A,

L, ...prostor n.v. s konetnym p-tym momentem.



Kapitola 1

Definice a zakladni vlastnosti

V této prednédsce budeme uvazovat nahodné procesy definované na néjakém pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P) a indexované mnozinou T' C R, T # 0.

Definice 1.1. Kdyz pro kazdé t € T je Fy C A o-algebra a Fy C Fs pokud t < s, t,s € T, pak budeme
tikat, zZe (Fy,t € T) je filtrace.

V dalsich ivahach budeme potiebovat pojem spojitosti filtrace a spojitosti nahodného procesu.

Definice 1.2. Pro filtraci (F¢,t € T') definujeme

.ﬂm>a<UfQ @ Foooi=[)Fe

seT seT

Ddle pro kazdé t € T definujeme

Fir = ﬂ Fs kdyz inf{seT :s>t}=t,
ser
= F Jinak,
Fee = 0o U Fs kdyz sup{seT :s<t}=t,
et
= F Jinak,
Fi = o||JF| kdyz t>infT,
ser
= F kdyz t=infT.

Budeme ftikat, Ze filtrace (Fy,t € T) je zprava spojitd, jestlize Fy = Fiy pro kaZdé t € T, a budeme
Tikat, Ze je zleva spojitd, jestlize Fy = Fy— pro kaZdé t € T. Kdyz je filtrace zleva i zprava spojitd, pak
mluvime o spojité filtraci.

Povsimnéme si, ze v izolovanych bodech mnoziny T je kazda filtrace zleva i zprava spojita, tj. spojita.
Ukazat spojitost filtrace pro souvislou indexovou mnozinu 7" nebyva jednoduché. Lze vSak napiiklad
dokazat, ze prirozené filtrace Wienerova a Poissonova procesu jsou po zuplnéni spojité. Problematikou
spojitosti filtrace se zabyva kapitola 2.7. v [3]. Tato diskuse je v8ak velmi netrividln{ a my se teprve
zacindme seznamovat se zaklady celé teorie. Pokracujme tedy v definicich.

Definice 1.3. Ndhodny proces (Si,t € T) je zleva spojity (zprava spojity, spojity), jestlize pro kaZdé
w € Q je funkce t — Si(w) zleva spojitd (zprava spojitd, spojitd).

Definice 1.4. Necht (Fi,t € T) je filtrace. Kdyz Sy jsou Fy-méFitelné redlné n.v. pro kazdé t € T, pak
budeme tikat, Ze (S;.t € T) je (Fi.t € T)-adaptovani proces.
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1.1. Definice martingalt

Definice 1.5. Kdyz (S, t € T) je (Fi,t € T)-adaptovany proces a Sy € Ly pro kazdé t € T, pak Fikdme,
ze
(S;.t €T) je (Fp.t € T)-submartingal, jestlize E[Sy | Fs] > Ss s.j. pro kazdé s <t, t,s €T,
(S;.teT) je (Fi.t € T)-supermartingal, jestlize E[S; | Fs| < Ss s.j. pro kazdé s <t, t,s €T,
(S;.t €T) je (Fi.t € T)-martingal, jestlize E[S;y | Fs] = Ss s.J. pro kazdé s < t, t,s € T.

Pro nékteré typy indexovych mnozin T stac¢i podminky ovéfovat pouze mezi sousedy.

Lemma 1.6. UvaZujme indezovou mnoZinu I = {1,2,...,n} nebo I = N nebo I = —N nebo I = Z. Necht
T=A{t; : i €1} CR je takovd, e kdyz i,i+ 1 € I, pak t; < tj41.
Kdyz (S, t € T) je (Fi,t € T)-adaptovany proces a Sy € Ly pro kazdé t € T, pak
(Si,t € T) je (Fy,t € T)-submartingal, jestlize E [ Sy, | Fu.] > Si, s.j. pro kazdé i,i+ 1€ I,
(Si,t € T) je (Fi,t € T)-supermartingal, jestlize E [Sy,,, | Fu,] < Sy, s.j. pro kazdéi,i+ 1€ 1,
(Si,t € T) je (Fi,t € T)-martingal, jestlize E [ Sy, | Fi.] = Si, s.j. pro kazdé i,i+1 € I.

i+1
Diikaz: Dukaz staci provést pouze pro submartingal.

Necht tedy E [S,,, | F&,] = St s.j. pro kazdé i,i+ 1€ I.

Pro i,7 € I, i < j dostaneme nerovnost E [S’tj ’ fti] > S, s.j. postupnym podmifiovdnim n.v. Sy,
o-algebrami Fy, ., Fy; oy Fi; g5 -5 Fiy-

Q.ED

Lemma je formulovano zdmérné ponékud komplikované. Cilem je, aby si ¢tendf uvédomil, ze vlastnost
byti (sub-, super-) martingalem neni ovlivnéna preindexovénim procesu. Je vsak nutné zachovat puvodn{
uspoiadéani indexové mnoziny.

Filtraci muzeme zmengovat, ale proces musi byt na ni adaptovan.

Tvrzeni 1.7. Necht (Si,t € T) je (Fi,t € T)-submartingal (-supermartingal, -martingal) a Gy C Fy, t € T
jsou o-algebry. Kdyz (Gi,t € T') je filtrace a (S¢,t € T') je (Gi,t € T')-adaptovany proces, pak (Si,t € T')
je (Gt, t € T)-submartingal (-supermartingal, -martingal).

Diakaz: Tvrzeni staci dokdzat pro submartingal. Predpoklddejme tedy, ze (Si,t € T) je (Fy,t € T)-
submartingal a vezméme s < t, s,t € T. Pak dostavame

E[S:| Gs] =E[E[St| Fs|| Gs] > E[Ss| Gs] =55 s
Tudiz (Si,t € T') je (G;,t € T)-submartingal.
Q.ED

Nejmensi o-algebry, které spliuji pfedpoklady tvrzeni 1.7 jsou o-algebry generované sledovanym pro-
cesem. Muzeme proto vyslovit zjednodusenou definici.

Definice 1.8. Rekneme, e (Si,t € T) je submartingal (supermartingal, martingal), kdyz (S¢,t € T)
je (S, t € T)-submartingal (-supermartingal, -martingal) pro prirozenou filtraci S = o(Ss, s < t).

Tato definice je spojena s puvodni definici 1.5 nasledujicim tvrzenim.

Tvrzeni 1.9. Kdyz (Si,t € T) je (Fi,t € T)-submartingal (-supermartingal, -martingal), pak také
(St,t € T) je submartingal (supermartingal, martingal).

Diikaz: Toto tvrzeni je piimym disledkem tvrzeni 1.7, nebot pfirozend filtrace splituje jeho pfedpoklady.

Q.ED
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1.2. Zakladni priklady martingali.
Nyni si uved me nékolik zdkladnich piikladii.
Priklad 1.1. Necht X,,, n € N jsou nezdvislé realné a integrovatelné n.v. Pron € N ozna¢me S, = Y Xj.

KdyzV n>2,neN je E[X,] >0, potom (S,,n € N) je submartingal,
kdyzV n > 2, n €N je E[X,] <0, potom (S,,n € N) je supermartingal,
kdyzV n > 2, n e Nje E[X,] =0, potom (S,,n € N) je martingal.

Tuto skutecnost ovérime piimym vypoctem podminéné stfedni hodnoty
E[Sns1| S1,52,...,80]) =E[Sn +Xnq1 | S1,5,...,5] =S +E[Xpnq1] s
A

P¥iklad 1.2. Necht Xn, n € N jsou nezavislé, nezadporné realné n.v. s konecnou stredni hodnotou. Pro
n € N ozna¢me S, H X

Kdszn>2 nENJeE[Xn]
kdyzV n >2,n €N je E[X,]
kdyz ¥ n > 2, n e N je E[X,]

> 1, potom (S,,n € N) je submartingal,
<1, potom (S,,n € N) je supermartingal,
= potom (Sn,n € N) je martingal.

Tuto skutecnost ovérime piimym vypoctem podminéné stfedni hodnoty
E[Sns1| S1,52,...,8:) =E[Sn-Xng1 | S1,52,...,5] =S -E[Xny1] s
A

Priklad 1.3. Nechf X,, n € N jsou nezdvislé redlné n.v. s koneénym rozptylem a nulovou stfedni

3 2 3
hodnotou. Pro n € N ozna¢me S,, = <Z Xk> — Y Var(Xy). Pak (S,,n € N) je martingal.
k= k=1

Tuto skutecnost ovérime piimym vypoctem podminéné stiedni hodnoty

n 2 n+1
E[Snt1 | X1, X2,..., X, =E <2Xk +Xn+1> - ZVBV(Xk) X1, Xo, ., Xy
k=1 -

n 2 n n+1
(ZXk> +2'Xn+1'ZXk+X721+1 X1, Xo, .o X —Z~Var(Xk)
h—1 k=1

k=1

n n+1
_<Zxk> +2-E[Xnp] ZXk+E 2] ZVar (X1)
k=1

k=1

n 2 n
= <Z Xk> - ZVar (Xk) =S, sj.
k=1 k=1

Overili jsme, ze (S,,n € N) je (0(X1,Xa,...,Xn),n € N)-martingal. Podle tvrzeni 1.9 (S,,n € N) je

martingal.
A

Priklad 1.4. Necht X,, n € N jsou redlné n.v. a pro kazdé n € N m4 ndhodny vektor (X1, Xa,..., X,,)

spojité rozdéleni s hustotou f,, : R® — R, ktera je vSude kladna. Déle je dan konzistentni systém hustot
—+o0

gn R" >Ry, 6. [ gn1(z1, 22, ..., 20, §) d€ = gp (21, 22, . .., ) pro skoro vSechna (z1,22,...,2,) €

— 00

R™. Pro n € N ozna¢me S,, = W Pak (Sp,n € N) je martingal.

.....
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Tuto skutecnost ovérime primym vypoctem podminéné stiedni hodnoty. Pro pfipomenuti definic
podminéné stiedni hodnoty a podminéného rozdéleni, kdyz podminujeme jevem, ze nahodné veliciny
nabyvaji danych hodnot, odkazujeme na kapitoly 7,8,9 v [4] nebo kapitolu VI v [5]. Zde si ¢tenér také
muze pripomenout, jak s podminénou stfedni hodnotou a podminénym rozdélenim pocitat.

E[SnJrl | X1:I1,X2:$2,...,Xn:$n]:

+oo
gn+1($17$27---7$na5)
= P d =
fn+1($1,$27...7$n7§) Xn+1‘X1)m7X”( §|I1,I2, 7xn)
—00
g 3
In+1(T1,T2,...,Tn,
= f d¢ =
for1(xr, @a, .o 20, §) Xoal XX (101,22, @) dE
— 00
—+o0
_ /gn+l(xl7x27"'7xn7§)fn+l(xl7x27"'7xn7§) dé»:
frvi(@r, @2, a0, 8) fa(@r, 22, @)
— 00
+oo
— gn+l(xl7x27"'7xn7§) dé-: gn(‘r17$27"'7xn)
fo(@1, 22,00 20) fu(@1, 22,00 20)
— 00
pro skoro véechna (z1, 22, . .., 2,) € R™. Zpétnym dosazenim, viz definice 7.20 v [4] nebo odstavec VI.1.16

v [5]. dostaneme
E [Sn+1 | Xl,XQ, . ,Xn] = Sn SJ
Overili jsme, ze (S,,n € N) je (0(X1,Xs,...,X,),n € N)-martingal. Podle tvrzen{ 1.9 i (S,,,n € N) je

martingal.

A

Priklad 1.5. V urné je a bilych a b ¢ernych kulicek. Nezdvislé tahy provadime tak, ze vytazenou kulicku
do osudi vratime a jesté pridame kulicku stejné barvy.
Oznacime-li S,, relativni pocet bilych kulicek v osudi po n-tém tahu, pak (S,,n € N) je martingal.

Piesvédéime se o tom nésledovné. Zavedme pomocné n.v.

Y — 1 kdyz v n-tém tahu byla vytazena bild kulicka,
"7 10 kdyz v n-tém tahu byla vytazena cernd kulicka.

Pro tyto n.v. plati
E[Xn+1 | Xl,XQ,...,Xn] = P(XnJrl =1 | Xl,XQ,...,Xn) = == = Sn SJ

Pocitejme podminénou sttedni hodnotu

n+1
a+ ¢
E[Sn+1|X17X27-'-7Xn] = % X17X2a--an‘|:
71 E +zn:X + X X1, X X
= a n ) sy AAn | =
atbtntl Z k +1 1 2
_ CL+EZ:1Xk+E[Xn+1|Xl,XQ,...,Xn]_
a+b+n+1

a+ 717 Xg
B G+ZZ:1X7€+%:Q+ZZ:1XI€:S ¥
a+b+n+1 a+b+n L
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V tomto pifkladé plati rovnost o-algeber o(S1, Sa,...,S,) = 0(X1, Xa, ..., X,,), nebot ze znalosti
S1,52,...,5, dokdzeme presné urcit Xq, Xo,..., X,.

Proto jiz mame ovéreno, ze (S,,n € N) je martingal.
A

P¥iklad 1.6. Necht X,,, n € N jsou i.i.d. redlné n.v. a (F,,n € N) je filtrace takovd, Ze pro kazdé n € N
je o (X,) C F a c-algebry F,,, 0 (X,41) jsou nezévislé. Déle pro n € N oznacme S,, = Y Xj.
=

(i) Kdyz X7 € Ly, pak (S, — nE[X1],n € N) je (F,,,n € N)-martingal.
(ii) Kdyz X € Lo, pak ((S, — nE[X1])? — nVar (X;),n € N) je (F,,n € N)-martingal.
(iii) Kdyz v € R je takovd, ze X1 € Ly, pak (e"*s" (E [e”Xl])_n ,n € N) je (Fn,n € N)-martingal.

Diikaz: Uvédomme si, ze z pfedpokladt plyne, ze o (X1, Xo, ..., X,) C F, ac-algebry F,,, 0 (Xp1j,5 € N)
jsou nezavislé. Tudiz S, je F,-méfitelnd a zbytek diukazu provedeme piimym vypoctem.

1.
E[Spt1— (n+DE[X1]| Fu] = Sn +E[Xns1 | Ful — (n+1DE[X1] =S, —nE[X1] s.j
2.
E[(Snt1— (n+1E[X1])? = (n+ 1)Var (X1) | F] =
= (Sn —nE[X1])? + 2E[(Xnt1 — E[X1])(Sn —nE [X1)) | Fu] + E[(Xnt1 —E[X1))? | 7] —
—(n + 1)Var (X;) =
= (Sn—nE[X1])® +2E[Xpy1 — E[X1] | Fou] (Sn — nE [X1]) — nVar (X1) =
= (S, —nE[X 1])2 nVar (X1) s.j.
3.

E[ee (E[])) " A =S (B [0)) TV E[0 | A =
= I (E[X])T" s

Q.ED
A

Priklad 1.7. Necht (W(t),t > 0) je Wieneruv proces a (F;,t > 0) je filtrace takova, ze pro kazdé
s>1>0jeo(W(t)) CFpaoc-algebry Fi, o (W(s) — W(t)) jsou nezavislé. Potom,

(W(t),t >0), (W?2(t) —t,t > 0) a pro kazdé v € R také (ef%t'ﬂe'yw(t),t > O) jsou Fi-martingaly.
Dikaz: 7 predpokladu je o (W (u),0 <u <t) C F a o-algebry Fy, o (W(t+u)—W(t),0 <wu) jsou
nezavislé. Tudiz uvazované procesy jsou adaptované vzhledem k dané filtraci.

O platnosti martingalové vlastnosti se presvédéime primym vypoctem podminénych stfednich hodnot
pro 0 < s <t < 4o0.

L.
E[W(t) | Fs] =E[W(s) | Fs|+E[W(t) =W(s) | Fs] =W(s) s,

nebot rozdil W (t) — W (s) ma nulovou stfedni hodnotu a je nezavisly s Fs.
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E[W3(t)—t]| F] =
= E[W?(s)+2-W(s)(W(t) = W(s))+ (W(t) - W(s)*> —t | F
= W2s)+(t—s)—t=W3s)—s s.j.
Nyni jsme navic vyuzili toho, ze rozdil W(t) — W (s) ma rozptyl t — s.

3. Pripomenme, ze pro n.v. Z se standardnim normélnim rozdélenim plati E [e'?] = et pro kazdé
t € C. Proto E [ WO-WE)] = E [eva] — e377(t=9),

E {ef%theww(t) fs} — e 3 W)E [ewW(t)fW(s)) ’ fs} —e Ve g

Q.ED
A

_ n
P¥iklad 1.8. Necht X,,, n € N jsou i.i.d. redlné n.v. a uvazujme pron € N prumér S_,, = X,, = % > Xk
k=1

Uvédomme si, ze pro n € N plati

E[Xl | X1+X2++Xn]=Xn S.jey s

nebot
E[Xi | Xi+...+X,] = E[Xo] Xu+...+X,]=...=E[X,, | Xi+...+ X,] s,
nE[Xi | Xi+...+X,] = iE[XH X1 +...+ X,
k=1
= E[Xi4.. . +X0| X1+ 4+ X = X1+ Xo+ ...+ X, 5.
7 posloupnosti X1, Xo, X3, .... vypocitavame S_1, S_9, S_3, .... a proto pro kazdé n € —N — 1 plati
E[Sn+1| SnySn—1,5-2,-...] = E[Sns1]| SnsX1—n, Xo—n, X3-0,....].
Veliciny S, & X1, Xo—n, X310, . ... jsou nezavislé. Proto muzeme psét
E[Snt1 | SnySn—1,5n-2,....] = E[Snt1 | Sn]
1

= 7(_n_1)E[X1+X2+--'+X—n—1|X1+X2+-'-+X—n]

= E[Xl | X1+X2+...+X_n]=7_n25n S.J.

Zjistili jsme tedy, ze (S,,n € —N) je martingal.

1.3. Zakladni vlastnosti.

Filtraci muzeme rozsifovat o informaci, kterd je s ni nezavisla.

Tvrzeni 1.10. Necht (Fy,t € T) a (G, t € T) jsou filtrace a pro kazdé t € T je o-algebra Fy nezdvisld
se o-algebrou Gy. Kdyz (Si,t € T) je (Fi,t € T)-submartingal (-supermartingal, -martingal), pak také
(Si,t €T) je (o(FLUGy),t € T)-submartingal (-supermartingal, -martingal).
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Dilkaz: Staci ovérit definici podminéné stiedni hodnoty. Vezméme tedy s,t € T, t < s, F € Fy, G € Gy
a pocitejme

/ E[Ss | Fi dP:/]IGE[SS | ]—"t]]IFdP:P(G)/ E[Ss| Fi] dP =
FNG Q F

= P(G)/SSdP:/HGsS]IFdP:/ S, dP.
F Q FNnG

Tim je ovéieno, ze E[Ss | o(F:UG:)] = E[Ss| F] s.j., nebot Hy = {FNG : Fe€F,GeG} je
uzavieno na konecéné pruniky a o(H;) = o(F; U G;). Tvrzeni je tim dokazéno.

Q.ED
Konvexni funkce zachovava submartingal.

Tvrzeni 1.11. Necht (S;,t € T) je (Fi,t € T)-martingal a g : R — R je konvezni funkce. KdyZ g(S;) € 1q
pro kazdé t € T, potom (g(Si),t € T') je (Fi,t € T)-submartingal.

Diikaz: Pro s <t, s,t € T' s pouzitim Jensenovy nerovnosti dostavame
Elg(St) | Fo] 2 g (B[St | Fi]) = 9(Ss) s
Q.E.D
Tvrzeni 1.12.  Necht (S;,t € T) je (Fy,t € T)-submartingal a g : R — R je neklesajici konvexni funkce.
Kdyz g(Si) € Ly pro kazdé t € T, potom (g(Si),t € T) je (Fi,t € T)-submartingal.

Dikaz: Pro s <t, s,t € T's pouzitim Jensenovy nerovnosti a faktu, ze je funkce g neklesajici, dostdvame
Elg(Se) | Fs] = g (E[Se | Fs]) = g(Ss) s

Q.E.D
Pro supermartingaly a konkdvni funkce plati analogicka tvrzeni.

Tvrzeni 1.13. Necht (Sy,t € T) je (Fi,t € T)-martingal a g : R — R je konkdvnd funkce. Kdyz g(S;) € 1Ly
pro kazdé t € T, potom (g(Si),t € T') je (Fi,t € T)-supermartingal.

Ditkaz: Tvrzen{ je jednoduchym dusledkem tvrzeni 3.11, nebotf —g je konvexni funkce.

Q.E.D
Tvrzeni 1.14. Necht (Sy,t € T) je (Fy,t € T)-supermartingal a g : R — R je neklesajici konkdvni funkce.
Kdyz g(Sy) € Ly pro kazdé t € T, potom (g(Si),t € T) je (Fi,t € T)-supermartingal.

Ditkaz: Tvrzeni je jednoduchym disledkem tvrzeni 3.12, nebof h: R — R : 2 — —g(—x) je neklesajici
konvexni funkce, (=S, t € T') je (F,t € T)-submartingal a —h(—S;) = g(Si).

Q.ED

Specidlné dostavame, ze pro submartingal (Sy,t € T) je jeho kladna cast (S;7,t € T) opét submar-
tingal. Pro supermartingal (Si,t € T) je jeho zdpornd ¢ést (S, ,t € T) submartingal. Pro martingal
(Sy,t € T) jsou jeho kladna éast (S;,t € T), zaporna ¢ast (S; ,t € T) a absolutni hodnota (|S;|,t € T)
submartingaly.

1.4. Kompenzator

Velmi uzitecné je umét upravit proces tak, aby byl martingalem.

Definice 1.15. Necht (Si,t € T) je (Fi,t € T)-adaptovany proces. Rekneme, e ndhodny proces (K, t € T)
je kompenzdtor procesu (S, t € T') vzhledem k filtraci (Fy,t € T'), jestlize (S — Ky, t € T) je (Fy,t € T)-
martingal o (K, t € T) je (Fiy,t € T)-adaptovany proces.
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Podivejme se na jednoznacnost kompenzatoru.

Tvrzeni 1.16. Necht (S, t € T) je (Fy,t € T)-adaptovany proces a ndhodné procesy (K¢, t € T), (Cy,t € T)
jsou dva jeho kompenzdtory vzhledem k filtraci (Fy,t € T'). Potom (Ky — Cy,t € T') je (Fy,t € T)-martingal
a zdroven také Fir-martingal.

Dakaz: Pro s,t €T, s <t plati
E[Kt—Ct | .7:5] :E[St—Ct | fs]—E[St—Kt| .7:5]:(SS—CS)—(SS—KS):KS—CS SJ
Tudiz (K; — Cy,t € T) je (Fi,t € T)-martingal a zaroven je Fyp-adaptovany. Proto podle tvrzeni 1.7 je i
Fip-martingal.
Q.E.D

Tvrzeni 1.17. Nechl (Si,t € N) je (Fi,t € N)-adaptovany proces, Vt € N je Sy € Ly a (K, t € N) je
(Fiq,t € N)-adaptovany proces. Pak proces (K,t € N) je kompenzdtor procesu (Si,t € N) vzhledem k fil-
traci (Fi,t € N) tehdy a jen tehdy, kdyZ existuje X € L1 (Fy) tak, Ze

X+Z [Sj1 | Fil—S;)  sg. (1.1)

Ditkaz: Pro kazdé t € N oznacme C; = "1 (E[Sj11 | F5] — S,).

Snadno si kazdy ovéri, ze proces (Ct,t € N) je kompenzatorem procesu (S, t € N).
Necht (K¢, t € N) je jiny kompenzator.

Pak podle tvrzeni 4.16 je (K; — Cy,t € N) je (F,t € N)-martingal i F;y-martingal.
Proto pro ¢t € N plati

Kt+1 — Ot+1 =E [Kt+1 — Ct+1 | .7:15] = Kt — Ct SJ

Koneénou indukef dostavdme K; — Cp = K1 — C; s.j. pro véechna t € N a Ky — Cy € Ly (Fy).
Q.E.D

Pro procesy s obecnou indexovou mnozinou plati obdobnda véta, ale pouze za urcitych omezujicich
predpokladu. Dikaz tohoto tvrzeni vsak vyzaduje dalsi znalosti, které presahuji ramec tohoto textu.
Uvedme jesté pifklady kompenzatort pro i.i.d. n.v.
P¥iklad 1.9. Necht X,,, n € N jsou i.i.d. redlné n.v. s koneénym rozptylem. Pro n € N oznacme
n
Sn = Z Xk. Pak
k=1

e (S,,n € N) md kompenzator (n - E[X;],n € N) vzhledem k prirozené filtraci, kterd je shodnd s
filtraci (o (X1, Xo,...,X,),n € N);

e (52,n € N) ma kompenzétor (n - E[X?] + 2E[Xy] Z;ll(n — k)Xi,n € N) vzhledem k filtraci

(0 (X1, X2,...,Xpn),n €N);
e (S2,n € N) mé kompenzator (n-E [X?]+2E [X1] 321 E[Sk | [S1],[Sal,- .- |Sk]] . n € N) vzhledem
k piirozené filtraci, t.j. vzhledem k filtraci (o (|S1],]S2],- -, |Sn]) ,n € N).

Odtud vidime, ze pokud X; méa nulovou stiedni hodnotu, potom (S2,n € N) ma kompenzator
(n - E[X?],n € N) vzhledem k filtraci (0 (X1,Xs,...,X,),n € N) i vzhledem k pfirozené filtraci
(o ()S1], 1525 - -, |Snl) ,n € N).
Nalézt konkrétni tvar kompenzdtoru procesu (S2,n € N) vzhledem k piirozené filtraci nenf jedno-
duché. Ctenéf si to muze vyzkouset v pifpadé, kdy X; mé rovnomeérné rozdéleni na intervalu [—1,2].
AN
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1.5. Markovsky cas

P#i pozorovani stochastického procesu je nasim hlavnim cilem jeho optimélni tizeni na zdkladé na-
shromézdéné znalosti. Tento tikol je reprezentovan markovskym casem.

Definice 1.18. Nechf T C R, (F,t € T) je filtrace a 7 : Q — T U {+oc}. Budeme rikat, Ze T je
markovsky ¢as vzhledem k filtraci (Fy,t € T), jestlize [t < t] € Fy pro kazZdé t € T.

P1i nékterych tvahach je vyhodnéjsi ekvivalentni definice.

Lemma 1.19. Necht T C R, (Fi,t € T) je filtrace a 7 : Q@ — TU{+o00}. Pak 7 je markovsky ¢as vzhledem
k filtraci (Fy,t € T) tehdy a jen tehdy, kdyz [t <t] € Fs pro kazdé t e R, s € T, t < s.

Diikaz: Kdyz 7 spliiuje podminku, pak je evidentné markovsky ¢as. Staci se proto zabyvat pouze opacnou

implikaci.

Necht 7 je markovsky casat € R, s € T, t < 5. Oznaéme ¢ = sup{v € T : v < t} a rozlisme tii piipady.
1. £t = —00, tj. pro kazdé v € T je t < v. Pak [t < t] =0 € F..

2. Kdyzt € T, pak [t <t] = [r < {] € F; C Fs.

3. Kdyz t > —oo a t ¢ T, pak existuje posloupnost v, € T takova, ze v, /' t. Potom

+oo +oo
r<t]=Jlr<v=JlIr<wile|J A, CcF
v<t n=1 n=1

veT

Q.ED

Lemma 1.20. Kdyz je mnozZina T nejvyse spocetnd, pak T je markovsky cas tehdy a jen tehdy, jestlize
[T =1t] € Fy pro kazdé t € T.

Dukaz:

1. Necht 7 je markovsky casat e T.
Pak [t =t]=[r <t]— U [r < s] € Fi, protoze T je nejvyse spocetna.

s<t
seT

2. JelivteT, [r=t] € F,pak [t <t] = | [t = s] € F, protoze T je nejvyse spocetna.
s<t
seT

Takze 7 je markovsky cas.
Q.E.D
Cas prvého vystupu z borelovské mnoziny je dalezitym piikladem markovského casu.

P¥iklad 1.10. Necht (S,,,n € N) je (F,,n € N)-adaptovany proces a B je borelovskd podmnozina R. Pak
¢as prvniho vystupu S,, z mnoziny B, t.j. 7 = min{n € N : S,, € B}, je markovsky ¢as vzhledem k filtraci
(Fi,t € T). Pouzivdme zde imluvy min{f)} = +oc.

K dukazu si stac¢i uvédomit, ze

[T=n] = [S1e€B|N[S2€BlN...N[S-1€B|NI[S, &€B]eF,
nebo
r<n] = [JISk¢BleF,
k=1

A

......

ces s obecnou indexovou mnozinou vsak ¢as prvniho vystupu z dané mnoziny nemusi byt automaticky
markovskym ¢asem. Diskusi tohoto problému provedeme podrobnéji pozdéji. Nejdiive si uvedeme jesté
nékolik zakladni objektu a pojmu, které jsou dulezité pro teorii martingali a ndhodnych procesu viubec.
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Definice 1.21. Pro markovsky c¢as 7 : Q@ — T U {400} wzhledem k filtraci (F,t € T) definujeme
o-algebru uddlosti do casu T

Fr=A{F€Fie : Yt €T je FN[r <t] € F}

a kdyz (Si,t € T') je ndhodny proces, pak definujeme jeho zastaveni v éase T jako

_J Srw)(w)  pokud T(w) €T,
Sr(w) = { pokud T(w) = +00.

Uvédomme si zédkladni vlastnosti definovanych pojmu a vztahy mezi nimi.

Tvrzeni 1.22. Necht 7 : Q — T U {+oo} je markovsky ¢as vzhledem k filtraci (Fy,t € T). Pak Fr je

o-algebra a T je Fr-méritelnd n.v.
Diikaz: Nejdiive ovétime, ze F, je o-algebra a pak teprve méfitelnost n.v. 7.

1. Ovéiime, ze F, spliiuje vlastnosti o-algebry.
Ziejme Q € Fr, protoze QN1 <t]=[r <t] € F, prokazdét € T.
Kdyz F € F;,paki Q— F € F,,nebot (Q—F)N[r <t]=[r<t]-Fnr<t] €F pro kazdé
tefT.

—+oo “+oo —+o0

Kdyz Fy, € F, pro k € N, pak i |J F) € F;, nebot (U Fk> Nir<tl= U (Fxnir<t]) €
k=1 k=1 k=1

pro kazdé t € T.

2. N.v. 7 je Fr-méfitelnd, nebot pro kazdé t € T je [t < t] € F,. Presvédéime se o tom prinikem s
testovacimi mnozinami [7 < ] N [7 < s] = [r < min{t, s}] € Fs pro kazdé s € T

Q.ED
Lemma 1.23. Necht (Fi,t € T) je filtrace a T = to, kde to € T je pevné. Pak T je markovskyj cas vzhledem
k filtraci (Fy,t € T) a Fr = Fiy.

Dikaz: Ziejmé 7 je markovsky ¢as, nebot [ <t] =0 prot <tga [r <t]=Q prot > to.
Tim piddem také FF € F, &VteT: FN[r<tle F, & F € F,.

Q.ED
Tvrzeni 1.24. Necht 7:Q — T U {400} je markovsky éas vzhledem k filtraci (Fy,t € T).
(i) Pro kazdé t € T je min{,t} markovsky ¢as a je to Fi-méritelnd n.v.
(ii) Kdyzp:Q — TU{+oo} je Fr-méfitelnd n.v. a p > 7, potom je p také markovsky cas.
Dikaz:
1. Vezméme s € T a ovéime definici markovského casu.
Pro s < t plati [min{7,t} <s]=[r <s] € Fs C F.
Pro s >t plati [min{7,t} < s] =Q € F;.

Ukézali jsme, ze min{7,t} je markovsky cas a F;-méfitelnd n.v.

2. Prot € T dostavame
[p<tl=[p<tlN[r <t] € F protoze p > 7 a[p <t] € F,.

Q.ED
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Tvurzeni 1.25. Necht 7,p: Q — T U {+0o0} jsou markovské éasy vzhledem k filtraci (Fy,t € T).

(i) Pak min{r, p} a max{r, p} jsou markovské casy.

(i) Kdyzp <, pak F, C F-.

(it1) Mnoziny [p < 7], [p>7], [p="1], [p < T] a[p > 7] patii do o-algebry F, N F,.
() Kdyz F € F,, potom FNp<7]eF:.

Dukaz:

1. Prot € T plati [min{7,p} <t] =[r <t]U[p <t] € Fr a max{r,p} <t]=[r <t]Nnp <t] € Fu
Overili jsme tedy, ze min{7, p} a max{r, p} jsou markovské casy.

2. Necht p<7aFeF, Pakprot e T plati FN[r <t]=(FNp<t])N[r <t] € F. Tudiz F € F-.

3. Staci ovérit, ze [p < 7] € Fr N F,. Pro zbylé mnoziny plyne tato vlastnost bud prohozenim poradi
markovskych ¢asi nebo z rozpisu [p=71]=[p<7]Np>T1]lalp<7t]=Q—[p>71]

Vezméme t € T'.

Pak pro kazdé n € N plati

[p<7IN[r <t

Potom plati

[p<rnfr<t] =

p<rinlp<t] =

tjﬂpgﬂﬂﬁ—(h+nfﬂ<7§t—kTﬂ)

k=0
tjﬂpgt—kfmﬁﬂﬁ—%+lﬂ*"<T§t—kT%D
k=0

DO([p< TH27Nt—(k+1)27" <7 <t—k27"])
k=0

[p<T+27"N[r <t,

+oo

Upsrnit—(k+1)27" <p<t—k2])

k=0
thp4k+UT“<Tﬂwr4k+nrﬂ<p§t—krﬂ)
k=0

“+oo

U(p-2<7]nit—(k+1)27" <p<t—k27"])
k=0

p—2""<71INn[r <t

+o0o +oo

AU p<st—k2mnit-(k+1)27"<r<t—k27") € F,
Lo

AU F+n2<rnft—(k+1)27" <p<t—k2™"]) € F.
n=1 k=0

Tim jsme ovérili, ze [p < 7] € Fr N F,.

4. Vime jiz, ze [p < 7] € F,; viz (iii); proto prot € T a F' € F, plati
Frp<-dnf<f=(Fnp<hn(p<rnp<dnl <fer.
Overili jsme, ze F N [p < 7] € Fr.

Q.ED

Za prirozenych predpokladu na indexovou mnozinu je supremum i infimum spoc¢etné mnoha mar-
kovskych cast opét markovskym ¢asem.
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Tvrzeni 1.26. Necht T C R je uzaviend mnoZina a 7, :  — T U {+oc}, n € N jsou markovské casy
vzhledem k filtraci (F¢,t € T).
Pak sup{7, : n € N} : Q — T U {+o0} je markovsky cas vzhledem k filtraci (Fy,t € T).

Dikaz: Diky uzavienosti indexové mnoziny T je sup{7, : n € N} bud +o0, nebo lezi v mnoziné 7.
Prot € T plati [sup{7, : n € N} <t] =, eyl < t] € F.

Q.ED

Tvrzeni 1.27. Necht T C R je uzaviend mnoZina a 7, :  — T U {+oc}, n € N jsou markovské casy
vzhledem k filtraci (Fy,t € T).

Kdyz inf{r,, : n € N} > —o0, pak inf{r, : n e N} : Q — T U {+o0} je markovsky cas vzhledem k
filtraci (Fe,t € T).

Je-li navic filtrace (Fy,t € T') zprava spojitd, pak inf{r, : n € N} : Q — T U {+o00} je markovsky cas
vzhledem k filtraci (Fy,t € T).

Dukaz:

1. Diky uzavienosti mnoziny T a predpokladu inf{7, : n € N} > —oo je inf{7, : n € N} bud +oo,
nebo lezi v mnoziné T

2. Nechf t e T ainf{seT : s >t} =t
Pak pro kazdé s € T', s > t plati [inf{7, : n € N} <s] =, eyl < 5] € Fs.
Tudiz [inf{7, : n € N} <t] € Fiy.

3. Necht te Tainf{s €T : s>t} >t
Pak [inf{7, : n € N} <t] =, cnlmn <t] € Fr = Fiy

Tim jsme ovéiili, ze inf{7, : n € N} je markovsky ¢as vzhledem k filtraci (Fy4+,t € T').
Je-li filtrace (Fi,t € T') zprava spojitd, t.j. Fry = F; pro kazdé t € T, pak evidentné inf{7, : n € N} je
markovsky ¢as vzhledem k filtraci (Fz,t € T').

Q.E.D
Nyni se vratme k vlastnostem ¢asu prvého vystupu nahodného procesu z dané mnoziny.

Definice 1.28. Necht (S;,t € T) je ndhodny proces a T : Q — TU{+o00}. Cas prvniho vijstupu procesu
(St,t € T) z mnoziny B C R po case T definujeme jako ppr =inf{t € T : Sy & B, 7 < t}.

Podobné muzeme uvazovat ¢as prvniho vstupu procesu (S, ¢ € T) do mnoziny B C R po case T
jako op, = inf{t € T : S; € B,7 < t}. Staci se vSak zabyvat pouze ¢asem vystupu, nebot ¢as prvého
vstupu do mnoziny B C R po ¢ase 7 je shodny s ¢asem prvého vystupu z mnoziny R \ B po case T.

Tvrzeni 1.29. Necht D C T C R a DN (a,b) je koneénd mnoZina pro kazdé a,b € R, a < b. Nechf B C R
je borelovskd mnozina, (Si,t € T) je (Fy,t € T')-adaptovany proces a 7 : Q@ — T U {+oc} je markovsky
¢as vzhledem k filtraci (Fy,t € T).

Pakp:=min{t € D : Sy & B,7 <t} :Q — TU{+00} je markovsky c¢as vzhledem k filtraci (F;,t € T).

Dikaz: Struktura D zarucuje, ze konecného infima v definici zobrazeni p se vzdy nabyva. To znamena,
ze p je dobfe definovano a pro kazdé t € T plati

[p<tl= U [Ss & B]N [T < s] € F; , nebot D je nejvyse spocetn.
s<t,seD

Q.ED

V nasledujicim dukazech nékolikrat pouzijeme technické lemma.
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Lemma 1.30. Kdyz T C R je uzaviend mnozina a € > 0, pak existuje D C T tak, Ze
(i) DnN(a,b) je konecénd mnoZina pro kazdé a,b € R, a < b;
(i1) pro kazdé t € T existuje s € D tak, Ze t < s <t+e.

Diikaz: Pozadované vlastnosti mé napiiklad volba
D:={max{seT : (k—1)e<s<ke}:kel}, kdel:={kecZ:3seT,(k—1)e<s<ke}.

Tato volba evidentné spliiuje (i), nebot kazdy z intervali ((k — 1)e, ke] obsahuje nejvyse jeden bod z D.
K nahlédnuti vlastnosti (ii) si sta¢i pouze uvédomit, ze maxima existuji, protoze T je uzaviend mnozina,
a ze kdyz t € T, pak existuje k € Z tak, ze (k —1)e <t < ke. Tudiz k €I a

(k—le<t<max{seT: (k—1)e<s<ke}<ke<t+e.

Q.ED

Tvrzeni 1.31. Nechf T C R je uzaviend mnoZina, (Sy,t € T) je (Fi,t € T)-adaptovany proces a
7:Q — TU{+oc} je markovsky c¢as vzhledem k filtraci (Fy,t € T).

Kdyz (Si,t € T') je zprava spojity proces a F' C R je uzaviend mnoZina, pak pp . : Q — T U {+oc0} je
markovsky ¢as vzhledem k filtraci (Fiy,t € T).

Je-li navic filtrace (Fi,t € T') zprava spojitd, pak pp,r : @ — T U {400} je markovsky cas vzhledem k
filtraci (Fy,t € T).

Diikaz: Pro kazdé n € N podle lemmatu 5.30 existuje nejvyse spocetnd mnozina D, C T tak, ze pro
kazdé t € T existuje d € D,, s vlastnosti t < d < t+ 2" a D, N (a,b) je konetnd mnozina pro kazdé
a,be R, a<b.

Pak p, :=min{t € D,, : Sy ¢ F,7 <t} :Q — TU{+00} je markovsky ¢as vzhledem k filtraci (F,t € T')
podle tvrzeni 5.29.

1. Evidentné pp . < p, pro kazdé n € N. Tudiz podle tvrzeni 5.27 je inf{p,, : n € N} markovsky cas
vzhledem k filtraci (Fyy,t € T).
2. Nyni ukdzeme rovnost pp,, = inf{p, : n € N}.
Tato rovnost se oveii tak, ze uvdzime w € Q pro néz pp,.(w) € T ac > 0.
Pak existuje t € T takové, ze t — e < pp.(w) <t a Si(w) & F, 7(w) < 1.
Mnozina F' je uzaviend a proces (Sy,t € T) je zprava spojity, proto existuje 0 < ¢ < ¢ tak, ze pro
kazdé s e T, t < s <t+0 je Ss(w) & F.
Odtud pron € N, 27" < ¢ je pp(w) <t +0d < pp(w) + 2.
Tim jsme ovérili, ze pro kazdé w € Q plati pp - (w) = inf{p,(w) : n € N}.

Tim jsme ukdzali, Ze pp . je markovsky ¢as vzhledem k filtraci (Fi4,t € T)).
Pokud je filtrace zprava spojitd, pak je prr automaticky markovsky ¢as vzhledem k filtraci (F,t € T').

Q.ED

Tvrzeni 1.32.  Necht T je uzaviend mnoZina, (Sy,t € T) je (Fy, t € T)-adaptovany proces a T : Q —
T U {+oo} je markovsky ¢as vzhledem k filtraci (Fy,t € T).

Kdyz (S,,t € T) je spojity proces a G C R je oteviend mnoZina, pak pgr : Q@ — T U {400} je
markovsky ¢as vzhledem k filtraci (Fy,t € T).

Dikaz: Mnozina G je oteviend a proto existuji uzaviené mnoziny F,, C G, n € N takové, ze
FiCint(FR)Cc P Ccint(F3) C ....alUlX F, =G.

Pak evidentné pp, » < ppyr < ppyr < .... < par asup{pr, r : n € N} < pg.r.
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1. Z uzavienosti indexové mnoziny T a faktu pg - > 7 je pa,r : Q@ — T U {+o0}.
2. Nyni ukdzeme nerovnost sup{pr, » : n € N} > pg r.
Necht w € Q, ¢t € T a pro kazdé n € N je pp, - (w) < t.
Pak pro kazdé n € N existuje s, € T tak, ze Sy, (w) € F,, a 7(w) < s, < t.
Vyberme konvergentni podposloupnost s, , i lim s,, =gq.
— 400
Jisté 7(w) < ¢ <t azuzavienosti T je ¢ € T
Ze spojitosti procesu i lim S, (w) = Sy(w) ¢ int (F,) pro kazdé n € N a tudiz Sy(w) ¢ G.
— 400

To znamena, Ze pg,r < t.
Takto jsme zjistili, ze pg r = sup{pr, » : n € N}.

3. Podle tvrzeni 5.31 pro kazdé n € N jsou pg, . markovské casy vzhledem k filtraci (Fy4,t € T).
Podle tvrzeni 5.26 je pg,r = sup{pr, r : n € N} markovsky ¢as vzhledem k filtraci (Fy4+,t € T).

4. Jeste zbyva ukazat, ze pg,, je markovsky cas vzhledem k puvodni filtraci.

Vezmeéme proto t € T' a rozlisSme tii piipady.
(a) Kdyz t = min{T}, pak
lpc- <] =lpcr=1] =[S ¢ G] € F.
(b) Kdyzt >min{T} at =max{s € T : s <t} <t, pak
lpcr <t] = [pe,r <t]U ([pe,r >t N[S: ¢ G]) € F.

(¢) Kdyz t > min{T} a{ = max{s € T : s <t} = t, pak existuje posloupnost s € T, s, < t
takova, ze s ' t.
Mnozina G je oteviend, mnozina F), je uzaviend a F;,, C G, pak jev pg,» < timplikuje pp, - < t.
Proto plati

+o0 +oo

[pGTSt:ﬂU PF,r < k| € Fi.

n=1k

Ovefili jsme, ze pg,r = sup{pr,,r : n € N} je markovsky ¢as vzhledem k filtraci (Fy,t € T).
Q.ED

Tvrzeni 1.33.  Necht T je uzaviend mnozina, (Si,t € T) je (Fi,t € T)-adaptovany proces a T : Q —
T U {+o0} je markovsky ¢as vzhledem k filtraci (Fy,t € T).

Kdyz (Si,t € T) je spojity proces a G C R je Gs-mnozina, pak pg.r : Q — T U {+oo} je markovsky
¢as vzhledem k filtraci (Fiy,t € T).

Je-li navic filtrace (Fy,t € T') zprava spojitd, pak pa,r : Q@ — T U {+o0} je markovsky éas vzhledem k
filtraci (F,t €T).

Diikaz:
1. Z uzavienosti indexové mnoziny T a faktu pg - > 7 je pg.r : @ — T U {+o0}.

2. Mnozina G je Gs a tak existuji oteviené mnoziny G,, C R, n € N tak, ze ﬂJr G, =G.
Podle tvrzeni 5.32 pro kazdé n € N jsou pg,, - markovské ¢asy vzhledem k filtraci (Fy,t € T).
Jisté inf{pq, » : n € N} > pg .. Nyni ukdZeme opaénou nerovnost.

Necht w € Q,t €T a pg - (w) < t.
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Pak existuje s € T tak, ze Ss(w) € G a 7(w) < s < t.
Tudiz existuje n € N tak, ze Ss(w) € Gy, a proto inf{pg, » : n € N} <.
Zjistili jsme, ze inf{pg, » : n € N} = pg ;.

Tvrzeni proto plyne z tvrzeni 5.27.

Q.ED

Myslenka postupné aproximace pouzita v dikazech tvrzeni 5.31, 5.32 a 5.33 je vyCerpana. Pro mnoziny,
které jsou Gs, \ Gs, jiz konstrukce nefunguje.
Pro ilustraci si uvedme piiklad, kdy vystup procesu z mnoziny neni markovskym ¢asem.

Priklad 1.11. Uvazujme situaci, kdy T'= Q = [0,1], A = B([0,1]) a P = A/[9,1], kde X je Lebesgueova
mira. Necht déle A C [0,1] neni borelovskd mnozina. Definujme nyn{

Xi(w) = 1 pokud t=we A,

= 0 jinak. (1.2)

Uvazujme 7 Cas prvého vystupu procesu X z jednobodové mnoziny {0}. Pak

T(w) = min{t€[0,1] : X, #0} = w pokud we A,
" (1.3)
= +oo jinak.
Odtud [r < 1] = A je neborelovskd mnozina a proto 7 neni méfitelné zobrazeni. Nen{ tedy ndhodnou
velicinou a tedy ani markovskym ¢casem.

A

Zbyva jesté prodiskutovat métitelnost zastaveni procesu S-.

Tvrzeni 1.34. Nechf ) # D C T je nejuyse spocetnd mnozina, (Si,t € T) je (Fy,t € T)-adaptovany
proces a T : Q0 — DU{+o0} je markovsky cas vzhledem k filtraci (F¢,t € T'). Pak S, je Fr-méfitelnd n.v.
Diikaz: Pro t € T a B borelovskou podmnozinu R plati [S; € BN [r <t]= U [Ss € B,7 = 5] € F,

s<t
sED

protoze mnozina D je nejvyse spocetnd a pro kazdé s € D, s <t je [Ss € B,7 =] € Fs C F.
Q.E.D

Nabyva-li markovsky ¢as nespocetné hodnot, pak jiz S; nemusi byt F.-méfitelnd n.v. Dokonce se
muze stat, ze S; neni ani ndhodnd veli¢ina; t.j. neni ani A-méfitelna. Musime védét vice o trajektoriich
procesu. V tomto pripadé potiebujeme jejich, alespon jednostrannou, spojitost.

Tvrzeni 1.35. Necht T C R je uzaviend mnozina, (Si,t € T') je (Fi,t € T)-adaptovany proces a T : ) —
T U {400} je markovsky cas vzhledem k filtraci (Fy,t € T). Kdyz je proces (St,t € T) zprava spojity a
filtrace (Fy,t € T') je zprava spojitd, pak Sy je F.-méritelnd n.v.

Dikaz: Podle lemmatu 5.30 existuje pro kazdé n € N mnozina A,, C T takové, ze A, N(«, 3) je konecna
mnozina pro kazdé a, € R, a < # a pro kazdé ¢t € T existuje a € A,, tak, ze t <a <t+27"
Definujme 7, = inf{a € A; UA2U...UA, : 7 <a}.

Podle tvrzeni 5.24 (ii) je 7, markovsky ¢as, nebot 7, > 7 a 7, je Fr-méfitelnd n.v., protoZe je méfitelnou
funkei 7.

Z konstrukce vyplyvé, ze 7, nabyva nejvyse spocetné hodnot (a to z mnoziny A1 U Ao U...UA4,). Podle
tvrzeni 5.34 vime, ze S, je F, -méfitelnd n.v.

Déle z konstrukce dostdvame, ze 7, \, T a tak podle tvrzeni 5.25 (ii) je Fr, D _7-}2 D FrD.

VySetfovany proces je spojity zprava a proto hrll Sr, = 8- Tudiz n.v. S; je ﬂ F, -métitelna.
n—-—+oo

+oo
Nyni staci ukdzat, ze (| Fr, = Fr.

n=1

—+o0
1. Inkluze (| F», D F, plyne opét z tvrzeni 5.25 (ii).

n=1
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+oo
2. Vezméme A € () F,.

n=1
Pak pro kazdé u e Tan € Nje AN[r, <u] € F, ataké AN[r, <u] € F,.
Zafixujme nyni t € T.
—+o0
Kdyzt <inf{s €T : t < s}, potom AN[r<t]= | AN[r, <t] € F.

n=1

Kdyz t =inf{s € T : t < s}, potom ze spojitosti zprava filtrace dostavdme

Anfr<f=()An[r<sl= ﬂDoAm[Tn<s]e}‘t+=}‘t.

s>t s>t p=1
seT SET

Tudiz A € F;.
Tim jsme ovérili, ze S; je Fr-méfitelna n.v.

Q.ED



Kapitola 2

Optional Sampling Theorem a
Optional Stopping Theorem

V této kapitole se budeme zabyvat podminkami pro zachovani submartingalové vlastnosti pfi zméné casu.

Tvrzeni 2.1. Necht (S,,n € N) je (Fn,n € N)-submartingal a 7,p : Q@ — NU{+o00} jsou markovské ¢asy
vzhledem k filtraci (F,,,n € N).

Kdyz existuje k € N tak, Ze p <1 <k, pak S-,S, € Ly a E[S; | F,] > S, s.j.
Diikaz:

1. Podle tvrzeni 5.34 vime, ze S; je Fr-méfitelnd n.v. a S, je F,-méfitelnd n.v. Jejich integrovatelnost
plyne z rozpisu

k k
S, = Z Sn 'H[T:n] S Ll, Sp = Z S, - ]I[p:n] cllq.
n=1 n=1

2. Pro odhad podminéné stiedni hodnoty si zavedeme pomocné veliciny A,, = min{r, p+n}. Pro
kazdé n =0,1,...,k—1 je A,, markovsky Cas, plyne to z kombinace tvrzeni 5.24 ¢st (ii) a tvrzeni
5.25 ¢ést (i). Déle plati Ag = p, Ap—1 =7 a Ay < App1 <A+ 1.

Podminénou stiedn{ hodnotu nejdiive rozepiseme E [S; | F,] = > E[Sa,., — Sa, | Fp] +5, s..

n=0
Nyni pro kazdé n = 0,1, ..., k — 2 ukdzeme, ze je piislusnd podminéna stiedni hodnota nezaporna.
Vezméme F' € F, a pocitejme
k—n—1
J(San = Sa,)dP = [ (Sa.uy —Sa,)dP = J (Sj+nt1 = Sjn)dP >
F FN[r>p+n] J=1 Fnlp=j]n[r>j+n]
0.

Nezéapornost plyne z toho, ze (FN[p=j]))N[r > j+n| € Fjrn a (Sp,n €N) je (F,,n € N)-
submartingal.

Tudiz E [Sa,,, — Sa, ’ Fp] 2 0sj. prokazdé n=0,1,...,k—2atak E[S; | F,] > 5, s.j.
Q.E.D

Podminku omezenosti markovskych ¢asti 1ze nahradit obecnéjsi podminkou. Musime vsak predpokladat
integrovatelnost zastaveni submartingalu v obou markovskych casech.

Tvrzeni 2.2. Necht (S,,n € N) je (Fn,n € N)-submartingal a 7,p : @ — NU{+o00} jsou markovské ¢asy
vzhledem k filtraci (F,,,n € N).

Kdyz p <1, P(r <400)=1,S,,8, €Ly aliminf [ (S,)" dP =0, potom E[S, | F,] > S, s.j.

wﬁ+aﬁr>m

17
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Diikaz: Pro kazdé n € N polozme 7,, = min{r,n} a p, = min{p,n}. Podle tvrzeni 5.24 ¢4st (i) jsme
takto definovali markovské casy.

Podle tvrzeni 0.1 pro kazdé n € N plati E[S;, | F,.] > S,, s.j.

Tuto nerovnost vsak potiebujeme ukdzat pro puvodni markovské ¢asy. Udélame to piimym ovérenim
definice podminéné stiedni hodnoty.
Vezméme I € F, a uvédomme si, Zze F'N [p <
Fnlp<jleFjproj<naFNp<n]Np,
Proto

n] € F,,. Vyplyva to z toho, ze F N [p < n|N[p, < j] =
<jl=Fnlp<n]eF, CFjproj>n.

/ S., dP > / Sy, dP = / S, dP  pro vsechna n € N.
Fn[p<n] FN[p<n] Fn[p<n]

1. Pro pravou stranu nerovnosti plati

lim S,,dP:/ S,,dP:/ S, dP,
=0 JEn[p<nl F[p<+oo] F

protoze S, je integrovatelnd a P (p < 4+00) = 1.

2. Pro levou stranu nerovnosti plati

limJirnf / S, dP = hmJirnf / S; dP + / Sy dP | < /ST dP.

FNp<n] FN[r<n] Fnp<n<T] F

Je tomu tak proto, ze

lim S, dP:/ S, dP:/ S, dP,
n—=+o0 Jpair<n) F[r<+oc] F

nebot S, je integrovatelnd a P (7 < +o0) = 1.

Dale
liminf/ S, dP < liminf/ (S,)" dP < liminf/ ()" dP = 0.
n—+o0 Jpa[p<n<r] n—+o0 Jpa[p<n<r] n—=+00 Jirsn)

Pro kazdé F € F, dostdvdme [ S; dP > [ S, dP.
F F
Tim je ovéfena definice podminéné st¥edni hodnoty a tak E[S; | F,] > S, s.j.
Q.E.D

Uvédomme si, ze tvrzeni 0.1 je specidlnim ptipadem tvrzeni 0.2. Je tomu tak proto, ze omezenost

markovskych cast implikuje integrovatelnost S; i .S, a také podminku lim Jirnf S/ (S’n)Jr dP = 0. Tvrzeni
n= OO[T>n]

0.2 umoznuje ukazat véty o zachovani submartingalové vlastnosti pfi zastavovani v markovskych casech.
Véta 2.3. (Optional Sampling Theorem) Necht (S,,n € N) je (F,,n € N)-submartingal a 7, : Q@ —

NU {400} jsou pro kazdé k € N markovské casy vzhledem k filtraci (F,,n € N).
Kdyz pro kazdé k € N je 7, < 741, P (1 < +o0) =1, S;, € Ly aliminf [ (Sn)Jr dP = 0, potom

n—-+o0o
[T >n]
(St  k € N) je (Frp,, k € N)-submartingal.
Diikaz: Submartingalovou vlastnost ziskdme pouzitim tvrzeni 0.2 pro kazdé k € N zvlast.
Q.ED
V piipadé, kdy 7, = min{r, k} lze tvrzeni trochu zesilit.

Véta 2.4. (Optional Stopping Theorem) Necht (S,,n € N) je (F,,n € N)-submartingal a 7 : Q —
NU {400} je markovsky ¢as vzhledem k filtraci (Fp,n € N).
Oznacime-li pro kazdé k € N 7, = min{r, k}, potom (S, k € N) je (Fi, k € N)-submartingal.
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Dikaz: Podle tvrzeni 0.1 vime, ze S, je Fr -méfitelnd n.v. a je také integrovatelnd. Podle tvrzeni 5.25
¢ast (ii) je Fr, C Fi a tak S, je Fr-méfitelnd n.v. Musime jesté ovérit submartingalovou vlastnost.
Pocitejme proto

E [ST’““ — S | ‘7:]“} = E [(STk+1 - S‘Fk) ']I[~r>k] | fk} =E [(Sk-i-l - Sk) 'H[T>k] ‘ -7:19] =
= Ipor) - E[(Skt1—Sk) | Fu] =20 s.j.

Tim je ovéfeno, ze (S;, .,k € N) je (Fi, k € N)-submartingal.
Q.E.D
Je uziteéné mit uvedené véty formulovany pro supermartingaly. Uvedme si je proto.

Tvrzeni 2.5. Necht (S,,n € N) je (Fn,n € N)-supermartingal a 7,p : Q@ — NU {400} jsou markovské
¢asy vzhledem k filtraci (F,,n € N).
Kdyz existuje k € N tak, Ze p <1 <k, pak S-,S, € Ly a E[S; | F,] < S, s.5.

Diikaz: Tvrzeni je ekvivalentni s tvrzenim 0.1. Staéi si pouze uvédomit, ze (—Sy,n € N) je (F,,n € N)-
submartingal.

Q.ED

Tvrzeni 2.6. Necht (S,,n € N) je (F,,n € N)-supermartingal a 7,p : @ — N U {+o00} jsou markovské
¢asy vzhledem k filtraci (F,,n € N).
Kdyzp<t,P(r <+4o0)=1,5:,5,€L; aliminf [ (S,)” dP =0, potom E[S, | F,] <5, s.j.

n—-4o0o [‘r>n]

Diikaz: Tvrzeni je ekvivalentni s tvrzenim 0.1. Staéi si pouze uvédomit, ze (—Sy,n € N) je (F,,n € N)-
submartingal.

Q.ED

Véta 2.7. (Optional Sampling Theorem pro supermartingal) Necht (S,,n € N) je (F,,n € N)-super-
martingal a 7, : @ — NU{+00} jsou pro kazdé k € N markovské casy vzhledem k filtraci (F,,n € N).
Kdyz pro kazdé k € N je 7, < 71, P (1 < 400) =1, S;, € Ly aliminf [ (S,)” dP =0, potom

T >n]

(S k € N) je (Fr, k € N)-supermartingal.

Diikaz: Véta je ekvivalentni s tvrzenim 0.3. Sta¢i si pouze uvédomit, ze (—S,,n € N) je (F,,n € N)-
submartingal.

Q.ED

Véta 2.8. (Optional Stopping Theorem pro supermartingal) Nechf (S,,,n € N) je (Fp,n € N)-super-
martingal a 7 : Q@ — NU {+oc0} je markovsky cas vzhledem k filtraci (Fp,,n € N).
Oznacime-li pro kazdé k € N 7, = min{r, k}, potom (S, .k € N) je (Fi, k € N)-supermartingal.

Diikaz: Véta je ekvivalentni s tvrzenim 0.4. Sta¢i si pouze uvédomit, ze (—S,,n € N) je (F,,n € N)-
submartingal.

Q.ED

2.1. Postacujici podminky

K ovéreni podminek vyskytujicich se v tvrzenich 0.2, 0.6 a ve vétach 0.3, 0.7 mohou byt s vyhodou
pouzita nasledujici kritéria. Prvé kritérium je zalozeno na nezavislosti.



20 KAPITOLA 2. OPTIONAL SAMPLING THEOREM A OPTIONAL STOPPING THEOREM

Lemma 2.9. Necht (Sp,n € N) je (F,,n € N)-adaptovany proces a 7 : Q — NU{+o00} je markovsky cas
vzhledem k filtraci (Fp,n € N), ktery je nezdvisly s {Sp,n € N} a P (1 < +00) = 1. Potom

lim inf (S.)" dP =0 <= liminfE [(sn)ﬂ P(r>n)=0, (2.1)
n—-+o0o [T>n] n—-+4oo
lim inf (S,)” dP =0 <= liminfE [(sn)*] P(r>n)=0, (2.2)
n—-+4oo [T>n] n—-+4oo
+oo
S, €Ly < Y E[Sal]-P(r=n)<+oo (2.3)
n=1

Diikaz: Dikaz lemmatu je jednoduchy, nebot pfedpoklddana nezévislost implikuje
/ (st dP = E[(s01] PGr>m)
[T>n] -

/[m] (527 dP = E[(s)7] P(r>m) .

. N
ElS- = E ZISnI-H[T—n]]—ZEnsnu-P(r_n).
Ln=1 n=1

Q.E.D
Zde vsak prirozené vznika otazka, zda-li takova situace nastava. Odpovédi je nasledujici lemma.

Lemma 2.10. Necht (S,,n € N) je (Fn,n € N)-submartingal a 7 : @ — NU {+oc} je n.v. takovd, Ze
o (1) je nezdvisld s F,, pro kazdé n € N. Oznacime-li G, = o(o (1) UF,), pak (Sn,n € N) je (G,,n € N)-
submartingal a 7 : Q — NU {400} je markovsky c¢as vzhledem k filtraci (G,,n € N), ktery je nezdvisly s
{Sn,n € N}.
Dikaz: Evidentné, 7 : Q — NU{+00} je markovsky ¢as vzhledem k filtraci (G,,,n € N), ktery je nezavisly
s {Sn,n € N}. Z tvrzeni 3.10 plyne, ze (S,,n € N) je (Gn,n € N)-submartingal.

Q.E.D
Dalsi dvé kritéria jsou zalozena na podminovani. Prvé z nich splhuje naptiklad shora omezeny sub-
martingal, specidlné nekladny.

Lemma 2.11. Necht (S, n € N) je (F,,n € N)-adaptovanyj proces a U € 1y je takovd, Ze pro kazdén € N
plati S, < E[U | F,] s.j. Kdyzit:Q — NU{+oc} je markovsky cas vzhledem k filtraci (Fp,n € N) a
P (T < 4+00) =1, potom

E[(ST)JF} < E[(U)*], (2.4)

Elts)] < El@)t]-Elsi (2.5)

Ells.] < 2E[@)*] -Els1] , (2.6)

lim inf (S)TdP = 0. (2.7)
n=F00 Jirsn)

Dikaz: Kladnd ¢ast je neklesajici konvexni funkce. Pak podle tvrzeni 3.12 vime, Ze pro kazdé n € N
plati (S,)" <E [(U)Jr ‘ ]—'n} s.j. Proto plati

E {(ST)JF} - io/h_n] (S,)" dP < io/[ﬁﬂ (U)" dP =E [(U)*} ,

lim inf (S,)" dP < liminf (U)" dP < lim ()" dP=0.

n—+0o [T>n] n—+00 [T>n] n—+00 [T>n]
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Dale pro kazdé n € N
E|(S) Tr| = E[((80)7 = 8-) | = E[(S0) T ] = E [Smingromy] + E [Sullr]
< E[(O0) Tyw] — E[S1] +E [UTjrm] -
Jelikoz U € Ly, miizeme udélat limitni prechod pfi n — +oo. Pak dostaneme
E [(ST)—] < E [(Uﬁ] —E[S)] .
Jesté zbyva si uvedomit, ze pro absolutni hodnotu plati
Ells- | =E S| +E[(5)7] < 2E|[@)*] -Elsu] .

Q.E.D
Druhé splnuje naptiklad zdola omezeny supermartingal, specidlné nezédporny.

Lemma 2.12. Necht (S, n € N) je (Fn,n € N)-adaptovanyj proces a U € 1y je takovd, Ze pro kazdén € N
plati S, > E[U | F,) sj. Kdyzt:Q — NU{+oc} je markovsky cas vzhledem k filtraci (Fp,n € N) a
P (T < 4+00) =1, potom

E[(sm} < E[(U)*]+E[Sl], (2.8)

Els)7] < el ], (2.9)

Els-] < 2E[U)] +E[si] (2.10)

lim inf (Sp)” dP = 0. (2.11)

n—+oo [T7>n]
Dikaz: Posloupnost (=S, n € N) a ndhodna velicina —U spliuji predpoklady lemmatu 1.11. Odtud jiz
plyne tvrzeni.

Q.ED

Dalsi kritérium splnuje napiiklad ¢as prvého vystupu z omezené borelovské mnoziny. Pfipomenme
jeste, ze ;A = B s.j.“ oznacuje implikaci, ktera plati skoro jisté. To znamend P (A = B) = 1 neboli
P(ANn-B)=0¢i P(-AUB) =1.

Lemma 2.13. Nechf (S,,n € N) je (F,,n € N)-adaptovany proces a 7 :  — N U {400} je markovsky
¢as vzhledem k filtraci (Fp,n € N).
Kdyz P (1 < 4+00) = 1 a ezistuji ¢ € Ry a posloupnost ny, € N, ny ———— 400 tak, Ze pro kazdé

k—+o0

k €N plati 7 > ny = Sp, <c s.j., potom liminf [ (S,)" dP = 0.

n—-+too [T>n]

Diitkaz: Diikaz lemmatu je jednoduchy, nebof za uvedenych pfedpokladii je

lim inf / (S,)* dP < liminf / (Sp,)" dP <liminfc-P (7> ng) =c-P (7 =400) =0.

n—-+o0 k—-+4o00 k—+4o00
[T>n] [T>nk]

Q.ED

Lemma 2.14. Necht (S,,n € N) je (F,,n € N)-adaptovany proces a 7 : @ — NU {400} je markovsky
¢as vzhledem k filtraci (Fp,n € N).

Kdyz P (1t < 400) = 1 a ezistuji ¢ € Ry a posloupnost ny, € N, ny T—i—oo tak, Ze pro kazdé
k € N plati 7 > ny, = S,, > —c s.j., potom liminf [ (S,)” dP =0.

n—+too [T>n]
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Diikaz: Dikaz lemmatu je jednoduchy, nebot za uvedenych predpokladi je

lim inf (Sp)” dP <liminf (Sn,)” dP <liminfc-P(r>ny)=c-P(r=+400)=0.

n—-+4oo k—+4o00 k—-+oo
[T>n] [T>ng)

Q.ED

Lemma 2.15. Necht (S,,n € N) je (F,,n € N)-adaptovany proces a 7 : @ — NU {400} je markovsky
¢as vzhledem k filtraci (F,n € N).

Kdyz S,, € Ly pro kazdé n € N, 7 € L1 a existuji c € Ry ang € N tak, Ze pro kazdé n > nyg, n € N
plati 7 > n = E[|Sn+1 — Sul| Fu] < ¢ s.j., potom pro kazdy p markovsky cas vzhledem k filtraci
(Fn,n €N) takovy, Ze p <7, mdme S, € L1 a hIJIrl J 1Sn| dP =0.

T >

Dikaz: Polozme Sy =0 a pro kazdé n € N definujme Y;,, = > |Sp — Sk—1|. Pak
k=1

+o00 +o00 n +oo
Y= Yol =) (Z Sk — Sk1|> Tpmm) = D 1Sk = Skl Tz
n=1

n=1 \k=1 k=1
a odtud
+o00 no—1 +o00
EY,] = Y E[ISk— Skl Tpsp] < Z 1Sk = Sk-1ll+ Y E[ISk = Sk—1| - Tprspony] =

k=1 = k=no
n()—l

= > E[ISk— Skl Z E[E[|Sk — Sk—1| | Froa] - Tirsp—yy] <

= k=ng

no—1 0—1

< ) E[Sk—Skall+ Zc P(r>k—-1)< ZE[|Sk—Sk_1|]+c-E[T]<+oo.
k=1 k= no =1

Z monotonie posloupnosti Y,,, n € N dostavame

/|S|dP</YdP</YdP —0,

[p>n] [p>n] [p>n]

protoze Y, € L; a P(p < +00) = 1.
Evidentné |S,| <Y, ataki|S,| <Y,. Tudiz S, € Ly, nebot mérfitelnost plyne z tvrzeni 5.34.

Q.ED

Pokud martingal vznikl odec¢tenim kompenzéatoru od nezaporného nahodného procesu, pak z integro-
vatelnosti zastaveni kompenzatoru lze usuzovat na integrovatelnost zastaveni martingalu.

Lemma 2.16. Nechl (S,,n € N) je (F,,n € N)-adaptovany proces, S, > 0 pro vsechna n € N a
(Kn,n € N) je jeho kompenzdtor. KdyZ p je markovsky cas vzhledem k filtraci (F,,n € N) takovy, Ze
K, €Ly alimsupE [(Sn — Kn)]l[p>n]] > —o0, potom S,, S, — K, € L.

n—-+4oo

Diikaz: Nejdiive pro k € N odhadneme

E [(Sp - K)) H[pﬁk}] = ZE L J]] =
k
= Z E[ Tpsj—1] = 2 E (S = Kj) Tjps ] =
j=1
k—1 k
= E[Si—-Ki]+ Z E[(S) — Kj)Ijpsz] — Z E[(S) — Kj)[p>g] =

= E[S1— Ki] —E[(Sk — K) Ipp] -
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Z nezapornosti S, a z pfedpokladi lemmatu dostdvame

ES)] = lim E[Slpcu] < HminfE[(S, — K,)Ip<p] +lmsupE [KIp<p] <
< E[S1— K1+ E[K,] —limsupE [(Sy — Ki) [[,> 4] < +o0.

k——+oo
Zjistili jsme, ze S, € ;. Pak také S, — K, € L.
Q.ED

Lemma 2.17. Nechl (S,,n € N) je (F,,n € N)-adaptovany proces, S, > 0 pro vsechna n € N a
(Kn,n € N) je jeho kompenzdtor. Kdyz p je markovsky ¢as vzhledem k filtraci (Fn,n € N) takovy, Ze
KPELl, a K1 <Ky<K3z<.... potom Sp,Sp—KPELl.

Diikaz: Staci ovérit podminku z predchoziho lemmatu 1.16, a to

lim sup B [ (S — Ki) Ijp> ] > = liminf B [Kilpspg] > = Jim inf E [l ] = 0.

Q.ED

2.2. Waldovy rovnosti

Pouziti lemmat 1.9, 1.15, 1.16 a 1.17 si ukazeme pti odvozovani Waldovych rovnosti pro markovské casy.
Véta 2.18. (Waldovy rovnosti pro markovské €asy) Necht Xj, k € N jsou i.i.d. redlné n.v. a poloZme
S, = i Xp. Necht pro kazdé n € N je o (X,) C Fn a o-algebry F,, a o(Xni1) jsou nezdvislé, a
TP ij N U {+o0} jsou markovské casy vzhledem k filtraci (F,,n € N), p < 7.

(i) Kdyz X1,7 €Ly, pak E[S; —7-E[X1]| Fpl =5, —p-E[X41] 5.4

(i) Kdyz X1 € Lo, T €Ly a T je nezdvisly s { Xy, k € N}, potom
E [(ST - T E[Xl])2 — 71 - Var (Xl) ‘ fp] = (Sp —p- E[Xl])2 — p-Var (Xl) Sj

(i) Kdyz X1 € Lo, 7 € Ly a existuji c € Ry ang € N takové, zZe
pro kazdé n > n,, n € N plati 7 >n = |S,, —n-E[X1]| < ¢ s.j.,
potom E [(Sr — 7+ E[X1])? — 7 - Var (X1) ‘ Fo] = (S, —p-E[X1])? — p- Var (X1) s.j.

(iv) Nechf a € R, a # 0 je takové, Ze X1 € Ly. Kdyz P (1 < +o0) =1 a 7 je nezdvisly s { Xi, k € N},

S, asS
potom E l € €

(E[e%])" (E[e))

(v) Necht a € R, a # 0 je takové, ze e**t € Ly a X1, 7 € Ly. Kdy? existuji c € Ry a ng € N takové,
Ze pro kazdé n > n,, n € N plati 7 >n = |S, —n-E[X1]| < ¢ s.j., potom

Fo

eozST
E|l ——— | F| = —— si
(E e*]) (E [e])”
Diikaz: V piikladu 2.6 jsme odvodili, ze:
a) Kdyz X; € Ly, pak (S, — nE[X1],n € N) je (F,,n € N)-martingal.
b) Kdyz X; € Lo, pak ((S, — nE[X1])? — nVar (X1),n € N) je (F,,n € N)-martingal.

c) Kdyz v € R je takova, ze e7X1 € Ly, pak (e"*s" (E [e”Xl])_n ,n € N) je (Fn,n € N)-martingal.
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Nyni postupné ptriddme predpoklady na uvazované markovské casy.

1. Kdyz X5, 7 € Ly, pak vime, ze (S, —n-E[X1],n € N) je (F,,n € N)-martingal a plat{

El[(Sn41 —(n+1)-E[Xa]) = (Sn —n-E[Xa])[ | Fn] = E[[Xnq1 —E[X]|] T
= E[IXi —E[Xu][] si.

Predpokladame 7 € L; a tak jsou splnény predpoklady lemmatu 1.15. Podle tohoto lemmatu, 7 a
p spliuji predpoklady tvrzeni 0.2 a tak plati E[S, —7-E[X1] | F,] =S, — p- E[X1] s.j.

. Kdyz X; € Ly a 7 € L; je nezdvisly s { X, k € N}, pak vime, ze

((Sp —n-E[X1])? = n-Var(X1),n € N) je (Fn,n € N)-martingal a plati

/[ ]|(Sn—n-E[Xl])2—n-Var(X1)\dP:E[|(Sn—n-E[Xl])2—n-Var(X1)|]-P(T>n)g
< (E[(Sn—n-E[X1])?*] +n-Var(X1))-P(r >n) =
=2-Var(X;) - n-P(r>n) <2 -Var(Xy) - / 7dP ——0.

[T>n]

Uvédomme si, ze proces ((Sn —n - E[X1])%,n € N) je nezéporny a (nVar (X1),n € N) je jeho kom-
penzator vzhledem k dané filtraci.

Evidentné pVar (X1),7Var(X;) € L, a kompenzdtor je neklesajici. Proto podle lemmatu 1.17 je
(Sp —p- E [Xl])2 —p- Var (Xl) R (ST —7-E [Xl])2 — 71 -Var (Xl) e L.

Ukazali jsme, ze jsou splnény predpoklady tvrzeni 0.2 a tak plati

E[(S-—7-E[X1])? —7-Var(X1) | Fp] = (S, — p-E[X1])> — p-Var(X1) s.j.

. Necht Xj €y, 7eljaVneN, n>n,jeT>n= |5, —n-E[Xi]| <cs,j.

Pak pro n > n, na mnoziné [t > n] plati

E[I((Sns1— (n+1)-E[X1])*> = (n+1) - Var (X1)) — ((Sp —n-E[X1])? = n - Var (X1))| | 7] =
E[12-(Sn—n-E[X1]) - (Xng1 — E[X1]) + (Xns1 — E[X3])? — Var (X1) | | F] <

< 2408, —n-E[X1] | E[[Xny1 — E[Xa] ]+ E [(Xps1 — E[X1])?] + Var (X;) <

< 2.c¢-E[|[ X1 —E[Xy1]]]+2-Var(X1) s.].

Podle lemmatu 1.15 jsou splnény piedpoklady tvrzeni 0.2 a tak z néj vyplyva, ze

E[(S-—7-E[X1])? —7-Var(X1) | F,] = (S, —p-E[X1])> — p-Var(X1) s.j.

aSy
. Kdyz e**1 € L; a 7 < 400 s.j. je nezdvisly s { X, k € N}, pak vime, ze <e7 n e N) je

(Fn,n € N)-martingal a plati

eozSn eOlSn
E|l———  Iup| =E|——| -P(r>n)=P(r>n)——— P (1 =+400) =0.
Elx])” T Efe))” nboc

Sledovany proces je nezaporny a jeho kompenzatorem je nula, protoze je sam jiz martingalem.
Jsou proto automaticky splnény predpoklady lemmatu 1.17. Z tohoto lemmatu dostdvame, ze obé
zastaveni procesu v markovskych ¢asech 7 i p jsou integrovatelna.



2.2.. WALDOVY ROVNOSTI 25

Overili jsme predpoklady tvrzeni 0.2 a proto plati
eaS.,. asS,

El——— | Fp| = ——— s.].
(E[e])" (E[e*1])"

5. Kdyz e**1 X1, 7 € Ly a Vn > n, plati 7 > n = |S,, — nE [X1]| < ¢ s.j.

7 Jensenovy nerovnosti je E [eo‘(xl_E[Xl])] > e°BIX1—EXil] — 1 a tak na mnoziné [ > n] plati
ea5n+1 eaSn eocSn eaXn+1
E - Fo| = ————- [7—1 fn]:
(B (B[] (Efer])"  LIE[e™®]
ea(Sn—nE[Xl]) eaX1 eaX1
- E||—— 1| | Fu| el B || ——— — 1| s
(E [ea(Xl—E[Xl])})n E [eaxl} E [eaxl}

Predpokladame 7 € LL; a tak jsou splnény predpoklady lemmatu 1.15. Podle tohoto lemmatu 7 a p

aS, asS,

Fl=——sj
(E[er])”

e

splnuji predpoklady tvrzeni 0.2 a plati E W
et At

Q.ED

Véta 2.19. (Waldovy rovnosti) Nech? X,k € N jsou i.i.d. redlné n.v. a S, = Xj. Ddle necht
=1
(Sn,n € N) je (Fn,n € N)-adaptovany proces, pricemz pro kazdé n € N jsou o-algebry F,, a o(X;,i > n)
nezdvislé, a 7 : Q — NU{+oc} je markovsky c¢as vzhledem k filtraci (F,,n € N).
(i) Kdys X1,7 € Ly, pak E[S,] = E[r] - E[X].

(i) Kdyz X1 € Ly a7 € Ly je nezdvisly s { Xy, k € N}, potom E [(S- — 7 E[X1])?] = E[r] - Var (X1).
Kdyz navic T € La, pak S, € Ly a Var(S;) = E[r] - Var (X1) + (E[X1])? - Var (7).

(i) Kdyz X1 € Lo, 7 € Ly a existuje ¢ € Ry takové, Ze pro kazdé n € N plati T > n = |S, —nE [X1]| <
¢ s.j., potom E [(S; — 7+ E[X1])?] = E[r] - Var (X1).

Kdyz navic T € Lo, pak S; € Lo a

Var (S,) =E[r] - Var(Xy) +2-E[X1] - E[(S, —7-E[X1])- (T — E[7])] + (E[X1])* - Var (1) .

(iv) Nechf a € R, a # 0 je takové, Ze e*X1 € Ly. Kdyz P (1 < +o0) =1 a 7 je nezdvisly s { Xy, k € N},

potom E [m] =1

(v) Necht a € R, a # 0 je takové, ze €1 € Ly. Kdy? X1,7 € Ly a evistuje ¢ € Ry takové, Ze pro

aS,
kazdé n € N plati 7 > n = |S,, — nE[X1]| < ¢ s.j., potom E eiq- =1
(Efe*™])

Dakaz: Vysledky této véty plynou vypoctenim stifednich hodnot z rovnosti uvedenych ve vété 2.18 pro
ptipad p = 1.

1. Pro (i) dostdvame E[S, — 7-E[X;]] = E[S1 — E[X1]] =0 a tak E[S;] = E[7] - E[X}4].
2. Pro (ii) a (iii) je to E [(S; — 7- E[X1])? — 7 - Var (X1)] = E[(S1 — E[X1])? — Var (X1)] =0 a tak

E[(S; — 7 E[X1])?] =E[r]-Var(X1).
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Kdyz 7 € Lo, pak také S, € Lo, jelikoz jsme pravé ukdzali, ze S, — 7 - E[X1] € Lo.

A navic plati

Var(S) E[(S- —E[r]-EX1)?] =
E[((Sr —7-E[X1]) + ( E[7]) - E[X41])?]
S —7-E[X1])’] +2-E[X1]-E[(S, —7-E[X1]) - (=

E[( —E
=E[r]-Var(X1)+2-E[X1] - E[(S; —7-E[Xi1]) - (t — E[7])] + (E[X41])% - Var (1) .

V piipadé (ii) se rovnost zjednodusi na
Var (S,;) = E[r] - Var (X1) + (E[X1])? - Var (1) .
Diky nezavislosti totiz prosttedni ¢len vypadne. Presvédéime se o tom piimym vypoctem

E[(S; —7 E[X1])- (r—E[7])] =
+oo
=Y E[(8r —7-EIXa]) (r — E[]) - Ty
+oo
=S E[(Se—n-E[X1)) - (0~ E[7]) Ty
n=1
+oo
(n_E[T])'E[Sn—n'E[Xl]]'P(T_n) 0.

3. Pro (iv) a (v) zase vychdzi E lLT] =E l o ] =1.
( 1)

Povsimneéme si, ze ¢asti (i), (i) a (iv) véty 2.19 se shoduji s tvrzenim 5.17 ze skript [4].

7] + (E[X1])* - E [(r — E[7])?]

Q.ED



Kapitola 3

Maximalni nerovnosti

V této kapitole uvadime nékteré maximélni nerovnosti, které jsou uziteéné pti studiu chovani ndhodnych
procesu. S jejich aplikaci se casto setkdvame v teorii martingalti, teorii stochastickych odhadu a také v
teorii testovani hypotéz. Nerovnosti jsou ¢erpany z monografie [1].

Véta 3.1. (martingalova nerovnost) Necht I C R je interval a U, Uy, Us, ..., U, jsou rediné n.v. takové,
z2eU e, PUel)=1aprokeidéj=1,2,...,njeU; <E[U| Uy, Us,...,Uj] sj., P(U; €I)=1.
Oznaéme M,, = max{U,,Us,...,U,}. Pak pro ¢ : I — R, = [0,+oco] neklesajici konvexni funkci a
libovolné t € I plati

p(t)P (M, > 1) g/[M y o(U) dP.

Dikaz: Necht t € I a ozna¢me 7 := min{i = 1,2,...,n : U; > t}. Vime, Ze 7 je markovsky ¢as vzhledem
k filtraci (o (U1, Ua,...,U;),i € {1,2,...,n}) a tak dostdvadme odhad

[ e = [ ez [ €U U ) dP
[ i—1 /=1 i—1 Im=1]

> S [ e RSP = i) = o) P M > ).
i=1" =1 i=1
Q.E.D
Véta 3.2. (Kolmogorovova maximalni nerovnost) Kdyz X1, Xo, ..., X,, € Ly jsou nezdvislé n.v., pak pro
kazdé t € Ry
J 1
P (max{ 2(&- —EX])| :j= 1,2,...,n} >t> < t—22Var(Xi).
Diikaz: Véta je specidlnim pripadem véty 0.1 pro volbu
iRy =Ry it 2 Uy = ‘Z-Z:l(Xi—E[Xi]) al =U,.
Staci si pouze uvédomit, ze
E[U| X1,Xs,...,X;] = E l > (X - E[X3) ’ Xl,XQ,...,Xj] >
i=1
> |E [Z(Xi_E[Xi]) ‘ X1, Xoy oo, X[ | =Uj 0 8]
1=1
Tudiz také
E[U|U1,U2,.. ,Uj]>UJ SJ
Q.E.D

27
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Véta 3.3. (Ottavianiho-Skorochodova nerovnost) Necht X1, Xo, ..., X,, jsou nezdvislé n.v. Oznacme

k ~

Sk = >, X; pro kazdé k € {1,2,...,n}, M, = max{|Sx| : k€ {L,2,...,n}} a pro u > 0 poloZme
j=1

Ay = min{P (]S, — Sk| <w) : k€ {1,2,...,n—1}}. Pak prot >0, s > 0 plati odhad

)\SP(I\7In>t+s) <P(|Sn] > 1) .

Diikaz: Pouzijme markovsky ¢as 7 :=inf{i =1,2,...,n : |S;| > ¢t + s}. Pak plati

P(ISa] >t) > P(I\7In>s+t,|5n|>t) =3 P(r=1,18]>1t) >

NE

P(r=14,]|5:] —|Sn — S;| >t) > P(S, =S| <s,7=1)=

1 1

.
Il

3

P(ISn —Si| <s)P(r=1) > Xs

1 i3

[
NE

P(T:i):)\SP(I\N/In>s+t).

7 1

Q.E.D
Véta 3.4. (Lévyho maximalni nerovnost) Nechl X1, Xo, ..., X, jsou redlné n.v. takové, Ze pro kazdé
= 1,2,...,?1—1 je ,C(Xl,XQ,...,Xn) :E(Xl,XQ,...,Xi,—XiJrl,...,—Xn).
Polozme M,, = max{|Sk| : k € {1,2,...,n}}, pak pro kazdé t > 0 plati
P(I\7In>t) <2P(|Sn] >1) .
Diikaz: Pouzijme markovsky ¢as 7 :=inf{i =1,2,...,n : |S;| > ¢}. Pak plati
PSh > 1) = P(My> b8 > 1) =D P(r =i, 1Su > 1) =
i=1
n—1
> S P(r=i|Sul > 1) =
i=1
= ZP(T:i7|X1+...+Xi—Xi+1—...—Xn| >t) =
n—1 n—1
= Y P(r=0,]8 —2Si>1t) > P(r=i2|Si| -S| >1) >
i=1 i=1
> ZP (r=1i,19|<t) =) P(r=i|S,|<t) =
i=1
= P(M >t,|Sn, |<t) P(Mn>t)—P [Sn| > t).
Q.E.D
Véta 3.5. (Submartingalové maximalni nerovnosti) Necht (S, k € {1,...,n}) je submartingal. Oznaéme
M,, = max{S1,Sa,...,Sn}, N, = min{S1,Ss,...,5,} a M,, = max{|S1],[Sa]|,...,|Sn|}.
Pak pro kazdé £ > 0 plati odhady:
1 E [(Sn)—‘r}
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Dukaz:

1. K dukazu nerovnosti (3.1) definujeme 7 = min{k € {1,...,n} : Sy > e}. Jednd se vlastné o prvni
vystup z mnoziny (—oo,¢) a tim pddem podle tvrzenf 5.29 o markovsky cas.

Uvédomme si, ze plati {Mn > a} = [7’ < —l—oo} = [7’ < n] = [ST > s]
Proto dostavame

PM,>e) = P(S,>¢)< / ] / S, dP = - / Sminrny dP <
g

IA

| —
—
A
o
o
A

m

~

_

V odhadech jsme vyuzili toho, ze E [Sn | fmin{ﬂn}] > Smin{r,n} S-j- podle tvrzeni 0.1 a Ze
[T < n] € fmin{r,n}'

2. K dukazu nerovnosti (3.2) definujeme 7 = min{k € {1,...,n} : Sy < —e}. Jednd se vlastné o prvni
vystup z mnoziny (—¢,400) a tim pddem podle tvrzeni 5.29 o markovsky cas.
Uvédomme si, ze plati

Proto dostavame

PNy < —¢) = P(S:<—¢)< / dP = —- / S, dp =1 / Sminfrn} dP

[S-<—e] [r<n] [r<n)

1
- - Sunintemr AP — | Sivinirms dP
- / min{7,n} / min{7,n}
T=400] Q

/ S, dP—/Sl P | < E[(S"ﬂ — L] .

€

IN

M | =

T=+00] Q
V odhadu jsme vyuzili toho, ze E [Smin{fyn}] > E[S1] podle tvrzeni 0.1.
3. Nerovnost (3.3) je spojenim nerovnosti (3.1) a (3.2).
Q.E.D
Ptepisme tuto vétu pro supermartingaly.

Véta 3.6.  Nechl (Si,k € {1,...,n}) je supermartingal. Oznacéme M,, = max{S1,Ss,...,S,}, N, =
min{Sy,Ss,...,5,} a M,, = max{|Si],[Sa]|,...,|Sn|}
Pak pro kazdé € > 0 plati odhady:

P (M, >e¢)
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E[(50)7]
P(Np < —¢) < ———, (3.5)
N 2E |:(Sn)7:| + E[S1]
p (Mn > 5) < - . (3.6)
Dikaz: Véta je pouze prepisem piedchozi véty 0.5, nebot (—Sk, k € {1,...,n}) je submartingal.
Q.E.D

Pro martingaly dostavame lepsi odhady.

Véta 3.7.  Necht (Sk,k € {1,...,n}) je martingal. Oznacme M,, = max{S,Ss,...,S,}, N, =
min{Sy,Ss,...,5,} a M,, = max{|S1],[Sa],...,|Sn|}
Pak pro kazdé € > 0 plati odhady:

[
P(M,>e) < —— (3.7)
c[iso]
P(Np < —¢) < ———, (3-8)
P (|\7|n > g) < [g"lr] Vr>1. (3.9)

Dikaz: Nerovnost (3.7) je nerovnosti (3.1), nebot (Sg,k € {1,...,n}) je submartingal.

Nerovnost (3.8) je nerovnosti (3.5), nebot (Sk,k € {1,...,n}) je supermartingal.

Podle tvrzeni 3.11 pro kazdé r > 1 vime, ze (|Sk|",k € {1,...,n}) je submartingal. Nerovnost (3.9) je
pak nerovnosti (3.1) pro submartingal (|Sk|", k € {1,...,n}).

Q.E.D
Pro martingal umime jesté odhadnout stfedni hodnotu maxima absolutnich hodnot.
Véta 3.8.  Necht (Si, k € {1,...,n}) je martingal a M,, = max{|S1|,|Sa/,- .., |Snl}.
Pak pro kazdé r > 1 plati odhad:
e (] < (-15) Els.r. (3.10)
r—

Dukaz:

1. Kdyz E[|S,|"] = 0, pak Sy, = 0 s.j. pro kazdé k = 1,2, ..., n, nebot vySetfujeme martingal. Tudiz i
M,, = 0 s.j. a nerovnost (3.10) plati.

2. Kdyz E[|S,|"] = +0o0, pak nerovnost (3.10) je trividlni.

3. Necht 0 < E[|S,|"] < +o00.
7 Jensenovy nerovnosti vime, ze E[|S1]"] < E[|S2]"] < ... < E[|S,]"] < 4o0.
Pak také

0 < E[Sal"] S E[(Ma)'] S E[S1]+E[ISal] + ... + E[|S]"] < +oo.

7 integrovatelnosti maxima dostavame

—+oo —+o0

E [(Mn)r} - / P ((Mn)T > t) dt = / P ((Mn)r > ST) s ds.
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Pouzijeme-li nyni prvni ¢dst odhadu (3.1), Fubiniho vétu a Holderovu nerovnost ziskdme odhad

+oo 1 ﬁn
- / —/~ |S,| dP St ds:r~/ / s" 72 ds [Sp| dP =
2\ Mn>s] o \Jo

= e [y e < L e llsa ) (E[])

m
2
3

=,
IN

r—1

1
Odtud dostaneme (E {(Mn)TD "< - (E [|Sn|’”])%, coz je nerovnost (3.10).

Q.E.D
Nyni se budeme zabyvat poc¢tem preskoku daného intervalu.
Definice 3.9. Pron € N, a,b,y1,¥y2,...,Yn € R, a < b definujeme pocet preskoki nahoru intervalu
(a,b) posloupnosti y1,ya, ..., yn jako
H,(a,b; v1,y2,-..,yn) = card ({(z,]) eN? o< yi E Z jkjeg{?fil,gi j_’ gfz ?’] — 1 }) . (3.11)
a poéet preskoki doli intervalu (a,b) posloupnosti yi,ys, ..., yn jako
U,(a,b; y1,92,...,yn) = card ({(Z,j) eN%: o< yi E Z ;kjeg{?fll,zzi’g{ SC’L’] ! }) . (3.12)
Pro nekonecénou posloupnost y;, i € N klademe
H(a,b; y;,i € N) = nEIfm H,(a,b; y1,92,---Yn) , (3.13)
U(a,b; yi,i € N) = nEIfoo Upn(a,b; y1,92, -, Yn) - - (3.14)

Mezi preskoky nahoru a dolu je velmi tésny vztah.
Lemma 3.10. Pron €N, a,b,y1,v2,..-,yn € R, a < b vZdy plati
U’n«(avb; ylay27---79n)_1§Hn(avb§ylay27---7yn)§Un(aab§ y15y27"'ayn)+15 (315)
Un(a7 b Y1, Y2, - 7yn) = Hn(_a7 —b ;YL Y2, _yn) . (316)

Diikaz: K dukazu je tfeba si pouze uvédomit, ze mezi sousednimi preskoky stejného druhu musi byt
ptreskok opa¢ného druhu. Déle, zména znaménka posloupnosti zméni charakter pieskoku.

Q.ED
Lemma 3.11. Kdyin e N, a,be R, a<b aSy,5,...,S, jsou redlné n.v., potom
H,(a,b; S1,52,...,5,) i Uy(a,b; S1,S5,...,5,) jsou n.v.
Dikaz: Vzhledem k (3.16) stac¢i ukdzat méfitelnost poc¢tu preskokt nahoru. Pro k € N plati
[Hn(a’ab ; Sl;S27 .- aSn) > k] =
U [Si, <a,S;, >b,8, <a,S;,>b,...,8, <a,8;, >b]cA.
1< <j1<ia<ja<...<ip<jpr<n
Tim jsme ukézali, ze pocet preskoku nahoru i pocet preskoku dolu jsou n.v.
Q.ED

U submartingalu existuje uzitetny odhad stfedniho poctu preskokiu.
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Véta 3.12. (Doobova nerovnost) Kdyzn € N, a,b € R, a < b a (S;,i € {1,2,...,n}) je submartingal,
pak plati odhad

E[Un(asb: Si,S2, ..., S0)] —1 < E[Hu(a,b; Sp,Ss,...,8,)] < (3.17)
E {(Sn—a)ﬂ E {(S1 —a)ﬂ _E {(Sn—a)ﬂ
- b—a b—a - b—a '

Diikaz: Prvni ¢ast nerovnosti plyne bezprostifedné z lemmatu 0.10.

Pro ditkaz druhé ¢asti nerovnosti oznacme Z; = (S; —a)t proi e {1,2,...,n}).

Pak Hy(a,b; S1,S2,...,8,) = Ho(0,b—a; Zi, Zas..., Zn) & ((Si —a)tie {1,2,...,n}) je submar-
tingal podle tvrzeni 3.12.

Definujeme markovské ¢asy ¥y =1 a pro k € N pokracujeme déle indukei

Ay =min{min{i e N : i >V, 1,7, =0},n} , ¥Yy=min{min{i e N :i> Ay, Z; >b—a},n}.
Nyni plati

lg]+1 L

w3

J

Zn=21 = Zny,,, —Zv, = > (Za, = Zw, )+ > (Zu, — Za,) =
k=1 k=1
EX
> (Zagor — Zw,) + (b —a)H,(0,b—a; Z1,Zs,...,2,).
k=0

Podle tvrzen{ 0.1 je E [Za,,, — Zw,| > 0. Odtud
EZn— 21 =E[(Sa—a)"| —E|(S1 = 0)"| 2 (0~ E[Hu(0,b~ a5 21, 2, Z0)].

Q.ED
Pro supermartingaly ma véta nasledujici tvar.

Véta 3.13. KdyzneN,a,beR, a<bal(S;,ie€{l,2,...,n}) je supermartingal, pak plati odhad

E[Hn(a,b; 81, 8,...,S0)] =1 < E[Un(a,bs Si,Sa,..., )] < (3.18)
_E (0= E|o-s)] E (b= 5.)"]
- b—a b—a - b—a '

Diitkaz: Véta je pouze pfepisem piedchozi véty 0.12, nebot (—=Sk, k € {1,...,n}) je submartingal
a podle (3.16) vime, ze plati  U,(a,b; S1,52,...,5,) = H,(=b,—a; —S1,—Sa,...,—5y).

Q.ED
Pocitani preskokt je jedna z moznosti jak ovéfit konvergenci s.j. posloupnosti n.v.
Tvrzeni 3.14. Necht S,,, n € N jsou rediné n.v.

(i) Zobecnénd redlnd n.v. S takovd, Ze S, S—i> S, existuje tehdy a jen tehdy, kdyz
n—-+0o0o

Va,beR, a<bjeP(H(a,b; Sp,neN)<+4o00)=1.

s.7.

(i) Redlnd n.v. S takovd, Ze S, S, existuje tehdy a jen tehdy, kdyz

n—-+o0o

P(sup|5’n| <+oo> =laVabeR, a<bjePH(ab; S,,neN)<+o0)=1.
neN

Diikaz: V obou ptipadech uvedenych ve vété existence limity implikuje dané podminky. Zbyva ukazat
pouze opacné implikace.
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1. Pfedpokladdejme, ze kazdy interval posloupnost s.j. ptesko¢i pouze konecéné krat a

P (Hm inf S,, < limsup Sn> > 0.

n—-+00 n—-+oo

Pak existuje a,b € R, a < b tak, ze P ( liminf .S, < a < b < limsup S’n> > 0.

n—-+00 n—-+oo

To ale znamend, ze P (H(a,b; S,,n € N) = +0c0) > 0.
Dosli jsme tak ke sporu a tudiz P { liminf .S,, = lim sup Sn) =1.

n—-+4oo

n—-+4oo
Polozime-li S = limsup S,, dostaneme zobecnénou redlnou n.v. s vlastnosti S, 2 s,
n—+00 n——4oo
2. Vime, ze existuje S zobecnénd redlna n.v. s vlastnosti S, + S.
n—-—+oo
Kdyzsup |Sy| < +00s.j. a oznacime-li Z = S-Ijj g/« 4], Pak Z je redlnd n.v. spliujici Sy, % Z,
neN n—-4o0o
nebot S =limsup S, s.j.a tak |S] < 400 s.j.
n—-+4oo

Q.ED

Pomoci Doobovy nerovnosti odvodime dalsi maximalni nerovnost pro martingaly.

Véta 3.15. (Brownova maximalni nerovnosti) Necht pro pevné n € N je ddin martingal (S, k €
{1,...,n}) s E[S1] = 0. Oznacme M,, = max{S1,Ss,...,S,} a M,, = max{|S1|,|S2],...,|Sn|}
Pak pro € > 0 plati:
(i)
Sh 1
P (M, > 2¢) <P (S, >e) + = 2] dP < - S, dP,
[ ]

g

[Srn>2¢] Sn>e

(ii)

_ 2 1
P(Mnz2) <psi>a+ [ (Blo2)ar<l [ sior

3
[|Sn|>2e] [|Sn|>e]

Dikaz: Pouzitim Doobovy nerovnosti, véta 0.12, a faktu, ze E [S,,] = 0 ukdZzeme prvni nerovnost

P(M,>2)<P(M, >2eS5,<e)+P(S,>¢)<

S P (Hn(_2€7 —€3 07 _Sla _825 ) _Sn) Z 1) =+ P (Sn > E) S
<E [Hn(—QE, —e3;0,-51,—959,..., —Sn)] + P (Sn > E) <
E [(—Sn + 2@*} E [(2@*]
< - +P (S, >¢) <
€ €
Sh Sn,
<P(S, >¢e)+ —?+2 dP —2<P(S, >¢)+ ?—2 dP <
[Sn<2¢] (S >2¢]
Sn 1
<P(S,>¢e)+ ——1)dP < - S, dP.
€ €
[Sn>e] [Sn>e]
Druhou nerovnost dostaneme tak, ze prvni nerovnost pouzijeme jednak pro Si,Ss,...,.S, a jednak pro
—51,—=959,...,—=5, a vysledky sec¢teme.

Q.ED
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Kapitola 4

Konvergence submartingalu

Véta 4.1. (Doobova véta) Necht (Sn,n € N) je submartingal, ktery spliuje supE[S;}] < +oo. Pak

neN
existuje S € Ly takovd, Ze Sy, % S a
E[ST] < liminfE[S}] =supE[S}], (4.1)
n—+oo neN
E[S7] < limJirnfE (S, ] <supE[S;f] —E[S4], (4.2)
n—+oo neN
ES]] < lim inf £ (S} + lim inf E [S,] <2 supE[S;] —E[S]. (4.3)

Diikaz: Vezméme a,b € R, a < b. S pouzitim Doobovy nerovnosti, véta 0.12, dostavame odhad

E [(Sn - a)+]
EH(a,b; S,,neN)] = liril E[H,(a,b; S1,52,...,5,)] < 1imJirnf — =<
n—-+o0o n—-+o0o —a
_ supE[SF]+a™
E[SF n "
< liminf (9] +a < en < +o0.

n—+00 b—a b—a
Odtud P (H(a,b; Sp,n e N) <+400) =1Va,beR, a<b.
Podle tvrzeni 0.14 existuje zobecnénd redlnd n.v. Z takova, ze S, ——2— Z. Ovérime jeji integrovatel-

n—-+o0o
nost. Pouzitim Fatouova lemmatu a faktu, ze stfedni hodnoty submartingalu (S,",n € N) s rostoucim
casem neklesaji, dostavame odhady

E[Z] < liminfE[S]] =supE[S}] < +oo,

n—-+o00 neN
E[Zz7] < lim inf E (S, ] = lim inf (E [SH]—E[SM]) < lim inf E [S] —E[S1] <supE[S}] — E[S1] < +o0.
n—-400 n—-+00 n—T0oo neN

Sectenim téchto dvou nerovnosti ziskame nerovnost pro stfedni hodnotu absolutni hodnoty.
Tudiz S = Z - I[jz/<400) € L1 @ S —2— 8.

n——+oo
Q.E.D
Tato véta ma nékolik jednoduchych dusledku:
a) Kdyz (S, n € N) je shora omezeny submartingal, pak S, ﬁ S el.

b) Kdyz (S,,n € N) je zdola omezeny supermartingal, pak S, s—i> Sel,.

¢) Kdyz (S, n € N) je nezdporny supermartingal, pak S, % Sel,.
n—

o0

d) Kdyz (Sp,n € N) je zdola nebo shora omezeny martingal, pak .S, S—jr> Sel.

35
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Priklad 4.1. Necht X,,, n € N jsou nezavislé redlné a integrovatelné n.v. s E [X,,] = 0. Pron € N ozna¢me
n
Sp = > Xk.
k=1
Jiz vime, ze (Sy,n € N) je martingal.
Uvédomime-li si, ze v tomto pifpadé E [S;1] = E[S,] a E[S;] = $E[|S,[], pak z Doobovy véty, véta
0.1, dostavame tvrzeni pro scitatelnost fady nezavislych redlnych n.v.

Kdyz sup E |31, X|] < +00, potom je fada 35 X}, scitatelnd s.j., jejfm souctem je integrovatelns
neN

025 X]] < timinf E 57, Xl] < +oc.

Toto tvrzeni je obecnéjsi nezli véta 10.4 ze skript [4], nebot

El ] < .| Var (iXk> = iVar(Xk) < fVar(Xk).
k=1 k=1 k=1

Za slabsi ptedpoklady vsak platime tim, Zze ztracime konvergenci v L.

n.v. aE{

n

S

k=1

A

Priklad 4.2. Necht X,, n € N jsou nezdvislé, nezdporné redlné n.v. a 1 < E[X,] < +oco. Pron € N
n
ornaéme S, = [ Xp.
k=1
Vime, 7e (Sy,n € N) je submartingal a samoziejmé S, = S,,. Z véty 0.1 pak dostdvdme tvrzeni:
—+oo —+oo —+oo —+oo
Kdyz [] E[Xk] < 400, potom [] X existuje s.j. a plati E { Xk] < I1 E[Xk].
k=1

k=1 k=1 k=1
A

Priklad 4.3. Necht X,,, n € N jsou nezdvislé, nezdporné realné n.v. a E[X,] < 1. Pro n € N oznaéme
n
Sn = 1] Xk.
k=1
+oo
Vime, ze (S,,n € N) tvoii nezdporny supermartingal a tak podle véty 0.1 souc¢in [] X} existuje s.j.
k=1

—+oo —+o0
a z Fatouova lemmatu plati E [H X;C} < I1 E[X&]-
k=1 k=1

A

Véta 4.2. (Konvergence inverzniho submartingalu)  Necht (S,,n € —N = {-1,-2,-3,....}) je sub-

. o g . 5.3.
martingal. Pak existuje zobecnénd redlnd n.v. Z takovd, Ze S, ——— 7 a
n——oo

E[Z"] <liminfE[S;] = ianE [SH] <E[ST] <+o0o, E[Z7] <liminfE[S,] < sup E[S,].

n——o0 ne— n——00 ne—N

Pokud sup E[S, ] < 400, pak existuje S € Ly takovd, Ze Sy, s g,

Diikaz: Vezméme a,b € R, a < b. S pouzitim Doobovy nerovnosti, véta 0.12,

E[H(a’aba S,n,TLeN)] = hl}} E[Hn(a’aba 871;‘9727"'5‘9771)] <
< hl}} E[Hn(a’aba anasffri*lv"'asfl)]_'—l <
E [(S,1 - a)+]
< ——+1< +o0.
b—a

Odtud P (H(a,b; S—p,n €N) < +o0) =1Va,beR, a <b.
j

Podle tvrzeni 0.14 existuje zobecnénd redlna n.v. Z takova, ze S, —2—s Z.
n——oo
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Nyni se podivame na jeji integrovatelnost. Pouzitim Fatouova lemmatu a faktu, Zze stfedni hodnoty
submartingalu (S,5,n € —N) v ¢ase neklesaji, dostavame odhad

E[24] < mifE[S{] = inf E[s{] <E[s%],
E [Zf} < liminfE [S’;] < sup E [S;] .
n——00 ne—N

Pokud tedy sup E[S, ] < 400, pak Z € L.
ne—N

Polozime-li § = Z - I 7)<+cc) #iskéime S € Ly a S, — 5.

n——oo

Q.ED

Tvrzeni 4.3. Necht (Si,t € (0,1)) je submartingal. Pak pro kazdé t € (0,1) existuji Uy, V; € Ly takové,

. P P
ze Sy — Uy a Sy ———— V4.
U—t— u—t+

Diakaz: Vezmeéme ¢ € (0,1). Nyni zvolme pevné posloupnosti wu,,v, € (0,1) takové, ze u, / t a
vy \ t. Jelikoz E [Sjn] <E [Sﬂ, pak podle véty 0.1 existuje integrovatelnd realnd n.v. U, takova, ze

Su, =k U;. Dale E [Sv_n] <E [St_}, pak podle véty 0.2 existuje integrovatelnd realnd n.v. V; takova,
n—

Necht 7, € (0,1) je jind posloupnost spliujici 7, /' t. Oznaéme jako ¢, posloupnost vzniklou slou¢enim
posloupnosti u,, r, a sefazenim jejich ¢lenu podle velikosti. Pak ¢,, /"t a podle véty 0.1 ma posloupnost

Sy, limitu s.j. Pak ale nutné S, % U;. Tudiz S,, S—i> U, pro kazdou posloupnost r,, € (0, 1),
n—-—+oo n—-—+oo

rn /' t. Potom S, % U; pro kazdou posloupnost r,, € (0,1), 7, /' t a to implikuje S,, — Pt > Uy
n—-—+0o0 u=t

Necht w,, € (0,1) je jind posloupnost splitujici w, N\, t. Ozna¢me jako ¢, posloupnost vzniklou slou¢enim
posloupnosti v, w, a sefazenim jejich ¢lenu podle velikosti. Pak ¢, “\, t a podle véty 0.2 m& posloupnost

S, limitu s.j. Pak ale nutné S,, —2— V;. Tudiz S,,, —2— V; pro kazdou posloupnost w,, € (0, 1),

n—-+o0o n—-+o0o

wy, "\ t. Potom S, % Vi pro kazdou posloupnost w,, € (0, 1), w,, \, ¢ a to implikuje S, % Vi.
n—-10o0 u—

Q.ED

Nyni zavedeme pojem stejnomérné integrovatelného martingalu. Pfipomeneme si pfi tom pojem stejné
stejnomeérné integrovatelnosti ndhodnych velicin.

Definice 4.4. Rekneme, e (S;,t € T) je stejnomérné integrovatelny (F,Fi,t € T)-submartingal
(-supermartingal, -martingal) , pokud (S, t € T) je (Fi,t € T)-submartingal (-supermartingal, -
martingal) a (Si,t € T') je kolekce stejné stejnomérné integrovatelnych ndhodnych velicin, tj.

Kliir%loo sup{E [|St|HHSt\2K]] 1 te T} =0.

Véta 4.5. Kdyz (S,,n € N) je stejnomérné integrovatelny (Fp,n € N)-submartingal, pak existuje S € 1y

takovd, Ze S, gy Sh b .S Nawvic plati E[S | Fp] > S s.j. pro kazdé n € N.
n—-+4oo n—-+oo

Dukaz:

1. Ndhodné veliciny (S,,n € N) jsou stejné stejnomeérné integrovatelné. Proto supE[|S,|] < +o0 a
neN
podle véty 0.1 existuje S € L, takovd, ze S, —2— S.

n—-+4oo

o L g s , L
Stejnd stejnomérns integrovatelnost zajistuje, ze také S, —i» S.
n—-+oo
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2. Vime, ze S;, < E[Spt1 | Fnl S E[Snt2| Fu] <....8.

Polozme Z = supyey E[Snik [ Fnl.
Pak E (St | Fal —2— Z, ale také E[Spix | Fa ——E[S| Fal, nebot Sy —2— 5.

Odtud dostavame Z = E[S | F,,] s.j. anasledné S,, <E[S | F,] sj. Vn e N.
Q.ED

Véta 4.6. Kdyz (Sp,n € —N) je stejnomérné integrovatelny (F,,n € —N)-submartingal, pak existuje

S € Ly takovd, Ze S, niioo S asS, njioo S. Navic plati S < E[S,, | F-oo] $.J. pro kazdé n € —N.
Diikaz:
1. Néhodné veli¢iny (S,,n € —N) jsou stejné stejnomérné integrovatelné. Proto sug E[|Sn]] < 400 a
ne
podle véty 0.2 existuje S € L takova, ze Sy, ﬁ S.
Stejné stejnomérnd integrovatelnost zajistuje, ze S, n_]]:—ioo> S.
+o0
2. Pripomenme, ze F_oo = (| F_p.
k=1

Vime, ze E[S_1 | Fooo] > E[S_2 | Fooo] > E[S—3| F_x] > .... s.j., protoze
E[S_k| Foo] =E[E[S—k | Fopoa]| Fooo) Z E[S—k-1 | Foo] 84
Polozme Z = inf E[S_; | F_o].

keN

Pak E[Sy | Foo] —2L— Z a také E[S, | Fooe] —=—E[S | F_oo] 5.j., nebot S, —=— .

n——oo n——oo n——oo

Potom Z =E[S | F_o] =S s.j., nebof S = liminf S, s.j. a liminf S, je F_..-méfitelnd n.v.

n——0oo n——oo

Odtud dostavdme E[S,, | F_oo] > S s.j.
Q.ED

Lemma 4.7. KdyzY € Ly, pak n.v. (E[Y | F],F C A o-algebra) jsou stejné stejnomeérné integrovatelné.

Dikaz: Vezméme 0 < K < 400 a pocitejme.

E[EY | Fl ey | m12x1] < E[ENYT] FlLegyy | A12x) = E[[YIery) | 712x)] -
Dale

EE(Y| 7)) _ ENY]
PENY]| 72 K) < = PR = 0

Tudiz

E[lY
sup{E [|[E[Y | F]yery | 71>K7) @ F C A o-algebra} < sup{E [Y[I4] : P(A) < [I|( ) } '

Stejnéd stejnomérnd integrovatelnost uvazovanych n.v. plyne ze stejnomérné spojitosti stfedni hodnoty
("integralu”).

Q.ED
Véta 4.8. Necht (Sp,n € N) je (Fn,n € N)-adaptovanyj proces. Pak (S,,n € N) je stejnomérné integro-

vatelny (Fpn,n € N)-martingal tehdy a jen tehdy, existuje-li S € Ly takovd, Ze E[S | F,| = S, s.j. pro
kazdé n € N.
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Dakaz: Véta plyne okamzité z véty 0.5 a lemmatu 0.7.
Q.E.D
Nyni si uvédomme spojitost podminéné stredni hodnoty.
Tvrzeni 4.9. Necht Y € Ly a F,, C A, n € N jsou o-algebry.

(Z) Kdyz Fr C Fo C F3C ..., pak

) —+o0 —+oo
E[Y | F nﬁioo E|Y U(Ufkﬂ a E[Y | F] nim E|lY a<Ufk>].
k=1 k=1
(lZ) Kdyéfl DFDF3D...., pak
) —+oo L —+oo
E[Y|fn]ﬁ>E Y lek] a E[Y| F)]—2—E|Y ﬂfk].

n—-+o0o
k=1

Dukaz:

1. Necht Fi1CFoCFsC.....
Pak podle véty 0.8 je (E[Y | F,],n € N) je stejnomérné integrovatelny martingal. Podle véty 0.5

existuje S € Li takové, 7e E[Y | fn]s'—i>s, E[Y | fn]L—i>SaE[S| Fo] =E[Y | Fu] 8-

pro kazdé n € N.

(5]

—+o0
Vime, ze S = lminf E[Y | F,] s.j. a 1imJirnf E[Y| Fnljeo ( U fk>—méﬁtelné. Pro F € F,, plati

n—-+4oo

Potirebujeme pouze ukéazat, ze S = E [Y

/liminfE[Y| Fnl dP:/ SdP:/ E[S| Ful dP:/ E[Y | F] dP:/ Y dP.
F oo F F F F
+oo
Oveérili jsme druhou podminku z definice podminéné stredni hodnoty na algebte |J Fj. Tim pddem

k=1
+oo —+oo

J<U]-"k)]s.j.aS—E{Y J<U]-"k)}s.j.
k=1 k=1

2. Necht’]:l DFDF3D.....

Pak podle veéty 0.8 je (E[Y | F-,],n € —N) je stejnomérné integrovatelny martingal. Podle véty
. +oo
0.6 existuje S € L; takovd, ze E[Y | F) '—inS’, E[Y | F] L—jrmg aS=E {Y N fk]

S
n—

je ovéfeno, ze iminf E[Y | F,,] =E {Y

n—-+4oo

S.J.
Q.E.D

Tvrzeni 4.10. NechtY € 1Ly a pro kazdé t € (0,1) jsou ddny o-algebry Fy C A takové, e Fy C Fy pokud
0<t<s<l. Oznacime-liFry = (Fs a Foe =0 <U _7-'5>, pak

s>t s<t

E[Y | A] ——E[Y| Fi-] aE[Y | ] —=—E[Y | Fiul.

Diikaz: Tvrzeni se dokaze obdobnou tvahou jako tvrzeni 0.3 s vyuzitim tvrzeni 0.9.

Q.ED
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P¥iklad 4.4. Necht X,,, n € N jsou nezdvislé redlné n.v. s nulovou stfedni hodnotou.

n —+oo
Kdyz { > Xk,n € N} jsou stejné stejnomérné integrovatelné, potom je fada > X} scitatelnd s.j. i v
k=1 k=1
L.
n —+oo —+oo n
DéleplatiE[ZXk}—>E[ZXk}aE[ZXk Xl,XQ,...,Xn:|—ZXkS.j.
k=1 n—+oo k=1 k=1 k=1
A
Priklad 4.5. Nechf X,,, n € N jsou nezévislé redlné n.v. a E[X,,] = 1 pro kazdé n € N.
n —+o0
Kdyz { I1 Xk,ne N} jsou stejné stejnomérné integrovatelné, potom soucin [[ X existuje s.j. i v L.
k=1 k=1
—+oo +oo n
Déle plati E [H Xk] =1lakE { 11 Xx Xl,XQ,...,Xn:| =[] Xk s
k=1 k=1 k=1 .

Konvergence submartingalu je implikovana integrovatelnosti suprema jeho pirirustku.

Véta 4.11. (Konvergence submartingalu I1) Necht (S,,n € N) je submartingal a
(sup{Sn+1 — Sp : n € NN € Ly, potom existuje redind n.v. S a Qo C Q, P (Q) = 1 tak, Ze pro vsechna
w € Qo N [sup{S, : n € N} < +o0] plati Sp(w) —— S(w).

n—-+oo

Dikaz: Pro kazdé A > 0 je 7(A\) = min{n € N : S,, > A} markovsky cas.
Oznac¢ime-li 7(\,n) = min{r(\),n} pro kazdé n € N, pak podle Optional Stopping Theorem, véta 0.4,
posloupnost (S’T(A)n), n e N) je submartingal. Uvédomme si, ze

e kdyz 7(\) > n, pak Sy ) = Sn < N
e kdyz 1 < 7(\) <n, pak

Srinn) = Sro = Sroy-1+ (Sr(v) — Sry—1) < A+ sup{Sk+1 — Sk : k € N};
e kdyz 7(\) = 1, pak S.(x ) = S1.

Odtud plati
E[SHam] SA+E[ST] +E[(sup{Sus1 — Sk + ke NDT| < +oo.

Podle Doobovy véty, véta 0.1, plati Sy x n) s, S(A).

n—-+4oo
Takze )
Sh - ]I[sup{S;C tkeEN}<A] = S‘r()\,n) : H[sup{S;C 1 keEN}<A] ﬁ) S(/\) : H[sup{S;C tkeEN}<A]-
Odtud
) +o
Sn  Lsup( S, : keN} <+o0] #S = S(1) - Ljsup(sy, : keNy<1] + Z S(A) - Ta—1<sup[Sy : keN}<A]-
A=2

Q.ED

Véta je vhodna naptiklad pro submartingaly s omezenymi prirustky.
Nyni se vratime k dusledkim Doobovy véty. Na jejim zdkladé odvodime vétu o séitatelnosti fady n.v.
a zakon velkych ¢isel pro martingalové diference.

Definice 4.12. Uvazujme indexzovou mnozinu I = {1,2,...,n} nebo I = N nebo I = —N nebo I = Z.
Necht T = {t; : i € [} C R je takovd, Ze kdyZ i,i+ 1€ I, pak t; < ti11.

Kdyz (X¢,t € T) je (Fi, t € T)-adaptovany proces a X¢ € Ly pro kazdé t € T, pak rikime, Ze
(Xy.t eT) jsou (F;.t € T)-martingalové diference, jestlize E [Xti+l ‘ fti} =0 s.j. pro kazdé i,i +
lel.

Ddle budeme rikat, Ze (X;.t € T') jsou martingalové diference, jestlize (X, t € T) jsou (S, t € T)-
martingalové diference pro prirozenou filtraci S; = o(Xs,s < t,s € T).
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Pro spojity ¢as je mozné pojem ,martingalovych diferenci“ chapat jako postupné ,zahustovani“ in-
dexové mnoziny. Pfipomenme si, ze v deterministickém piipadé vede tento postup k pojmu derivace a
integralu. Obdobné u martingalt vede k pojmu stochastického diferencialu a stochastického integralu.
Tato teorie v8ak jiz pfesahuje ramec tohoto textu.

Nyni se soustfedme na vétu o séitatelnosti fady a na zakon velkych é&isel.

—+o00
Véta 4.13. Necht (Xy,t € T) jsou martingalové diference a X,, € LLg pro kazdén € N. Kdyz > Var (X}) <

+o0
+00, pak je fada Y, X scitatelnd s.j. i v Lo.
k=1

Dikaz: Piedpoklady véty 0.1 jsou splnény, protoze

E [
Tudiz je fada scitatelnd s.j. Uvazované n.v. jsou nekorelované a tak je scitatelnost v Ly ekvivalentni s
konecnosti souctu jejich rozptylu.

n

> X

k=1

n 2 n —+ 00
]g E (ZXk> = |E[X?] + ) Var(X;) <, |E[X?]+ > Var(X;) < +oc.
k=1

k=2 k=2

Q.ED

Véta 4.14. (SZVC pro martingalové dlference) Necht (X, t €T) ]SOU martingalové dzference aX, €l
pro kazdén € N. Kdyz0 < b, /+ooazvarxk)<—|—oo potom ZXk—Jr»Oa ZXk—>O

n—-4oo
Diikaz:
“+oo
1. Pro n.v. f—:, n € N jsou splnény predpoklady véty 0.13. Tudiz fada k¥1 )b(—: je scitatelnd s.j.

0.

7 Kroneckerova lemmatu jiz plyne Z X

n——+00

n——+00

n n 2
2. 7 Kroneckerova lemmatu vyplyva, ze biz > Var(Xy)=E l(bi > Xk) ] (.
" k=1 " k=1
Coz je dokazovand konvergence v Lo.

Q.ED
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Kapitola 5

Centralni limitni véta

s vy

Véta 5.1. (CLV McLeish 1974) Necht pro kazdé n € N je ddno k, € N a redlné n.v.
Xl,naXZ,nu e 7an,n € I[Jl~

(i) (Xgn,k=1,2,...,k,) jsou martingalové diference pro kazdé n € N.
(i1) sup,cyE [max{|Xk1n| ck=1,2,... k. )| < 400,

(iii) max{|Xpn| : k=1,2,... ky} ——0,

kn b
(i) > X7, 1.
k=1

n—-+4oo
k"l D
Potom > Xk.n —+>X a L(X)=N(0,1).

k=1 n—
Dikaz: Viz [5], véta VI.4.1. na str.370.
Q.E.D

Nyni provedeme diskusi podminek zarucujicich CLV pro martingalové diference. Budeme uvazovat
trojihelnikové schéma martingalovych diferenci.

Definice 5.2. Necht pro kazdé n € N je ddno k, € N a pravdépodobnostni prostory (Qy, An, Py). Budeme
Tikat, Ze redlné n.v. X1, Xon, ..., Xk, n @ 0-algebry Fi n, Fon, ..., Fipn C Ay tvort
trojuhelnikové schéma martingalovich diferenct, jestlize pro kazZdé n € N je splnéno:

(i) FinCFonC...CFrpnCAn.
(lZ) le, Xg)n, A uan,n S Ll.

(i11) (Xin, k=1,2,...,k,) jsou (Fgn, k=1,2,.... ky,)-martingalové diference.

Budeme oznacovat

M, = max{|Xp,|:k=1,2,...,k.},
ko
v, = ZVar(X;m),
k=1
kn n
Vo = > Var(Xpn|Feo1n) = E[XZ, | Fa-1m).
k=1 k=1

Pak uvazujeme nasledujici podminky:

43



44 KAPITOLA 5. CENTRALNI LIMITNI VETA

Stejnomérna asymptotickd zanedbatelnost (SAZ): M, +> 0.
k"l P
Normalizaéni podminka (N): > X7 N 1.
k=1 n—+oo
Feller-Lindebergova podminka (FL):
kn
Ln(e) =) E[XZ,Ix0. 1> —— 0 prokazdé e > 0.
k=1

Podminéna Feller-Lindebergova podminka (PFL):

kn
PLn(e) = > E[X2,Jyx, . 15¢ | Fr-1.n] ﬁ»o pro kazdé e > 0.
k=1

Lemma 5.3. (FL)= (PFL).

Diikaz: Pro e > 0 plati E[PL,(g)] = L,(¢).
Tudiz Lo (e) ——— 0= PLy(e) — M 0= PL,(e) —F—0.

n—-+oo n—-+oo

Q.ED

Lemma 5.4. (FL) = (Mn %o) = (SAZ).

Dikaz: Definujme 7, = min{k e{1,2,...,k,} : X%)n = Mﬁ} Poznamenejme, ze nejde o markovsky
cas.

Pak pro kazdé € > 0 plati

o

n

E[M2] =E[X7 ] SE[X? .Iix,, .2a) 7 <D E[XETixe . >q] +€° = La(e) + €%

Tn,T
1

>
Il

Odtud jiz plyne tvrzeni lemmatu.

Q.ED

Lemma 5.5. Kdyz {V,,,n € N} jsou stejné stejnomérné integrovatelné, pak (PFL) = (FL).

Dikaz: Kdyz jsou {V,,,n € N} stejné stejnomérné integrovatelné, pak také {PL,(¢),e > 0,n € N} jsou
stejné stejnomérné integrovatelné, nebot 0 < PL,(¢) < V,,. Pak jiz automaticky z (PFL) plyne (FL).

Q.ED

Priklad 5.1. Kdyz V,, +1 a E[V,] R 1, pak jsou {V,,n € N} stejné stejnomérné integrova-
telné a (PFL) = (FL). Stejnd stejnomérnd integrovatelnost vyplyvé z toho, ze
E [Val,>2] = E[Va] = E [Valy, <g)] ———0.

n—-+o0o

Podle lemmatu 0.5 jiz vime, ze z (PFL) plyne (FL).

Lemma 5.6. Kdyz plati (FL) a sup{v, : n € N} < 400, pak E HZZLI X, —Va

} —F—0.
n—-+oo



Dikaz: Pro € > 0 dostavame odhad

IN

kn 2
<Z (X/%,’ILHHXk,n‘<5] -E [X;E,n]lnxk,nka] fkl,n})) +2L,(e) <

k=1

k’!l
{(X;?,nﬂ[xk,nkal —E {Xg,nﬂ[\xk,nKE]

7

fkl,n}ﬂ 4 2Ln(e) =

k=1
ko
=\ <E [(Xﬁ,nﬂ[xk,n@ﬂ -E {(E | X211 fkl,nDQD +2Ln(e) <
k=1
kn
< e E [X,fyn]I“XkMQ]} £ 2L0(¢) < ex/im + 2L (2).

k=1
Z platnosti (FL) pro kazdé £ > 0 plati

kn
hmsupE[Zan—Vn <ey/sup{v; : j € N}.
n—-+oo —1

Odtud jiz plyne tvrzeni lemmatu.

Véta 5.7. (CLV Brown 1971) Nechf pro kazdé n € N je ddno k, € N, redlné n.v.
Xin,Xony ooy Xiom €Ly a o-algebry Fon, CFin C Fon C ... C Fppyn C An.

(i) (Xpn,k=1,2,....ky) jsou (Fin, k=1,2,...,k,)-martingalové diference pro kazdé n € N.
(ir) Je splnéna podminka (PFL).

(ii) Vi 1.

n—-+oo

Potom fj Xem —2—X a £L(X) =N(0,1).

n—-+4oo

Dikaz: Zavedeme nové n.v. Y, = kall[zk prok=1,2,... k,.

j=1
Uvédomme si jaké vlastnosti tyto nové n.v. maji

1. Prokazdé n e N, k=1,2,...,k, plati
E[Yin | Fro1,n] =E[Xkn | fk—1,n]]1[zk

=1

E[x2 | fj,m]g]

E[X], |]“j—1,n]§2] =0 s.j.
2. Evidentné |Yy | < | Xk | a tudiz je splnéno (PFL).

3. Nyni se podivejme na V,, = Z E[Y? n | Fiim].
j=

j=1 j.,n | "7:] 1 "]<2}

kn
Va E[XZ, | Froin] Ijsr
2 POES
k

|
(]

(X2, fs—mJ) st e 7]

=1

kn k
+ <Z E [Xs%n ’ .7:5—1,71]> H[Zk E[X2, | Fia n]<2<2k+1 [x2 | fj—l,n]] <2

=1

45

kn kn
E [ Y Xin—Val| < [Z Xl X nl<el = E[XR nlixe ni<e] | fklyn])| +2Ln(e) <
k=1 k=1

Q.ED

S.J.
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O P , P
a také V;, —— 1, protoze V,, ——— 1.
n—-+4oo n—-+oo

4. Vime, ze je splnéno (PFL) a V,, < 2 s.j. a tak podle lemmatu 0.5 je splnéno (FL). Z lemmatu 0.4
plati E [max{|Yin| : k=1,2,...,k,}] —+>O.
Vime, ze V,, < 2 sj.atakio, =E [Vn} < 2. Déle jiz vime, ze plati (FL) a tak pouzitim lemmatu
P

P k 2
0.6 dostavame T e
Ek*l kyn n—-4o0o

krn
Jsou tedy splnény predpoklady véty 0.1 a tak plati > Vi, — P2 Xa L(X) =N (0,1). Konvergenci
k=1

n—-+4oo

pro puvodni n.v. dostaneme z toho, ze

kn kn kn,
P <; Xin # ZYM> <P (Z E[X2. | Fr1n] > 2) —0

k=1 k=1
Q.E.D
Uvédomme si, ze Feller-Lindebergova CLV je specidlnim ptipadem Brownovy CLV. Z nezévislosti totiz

kn
dostdvdame (PFL)=(FL) a V, =wv,= > Var(Xy,).
k=1



Kapitola 6

Konvergence U-statistik

Tuto kapitolu lze také nalézt v [5], kap. VL6, str. 399-404. Péknym piikladem vyuzivajicim teorii mar-
tingalt jsou symetrické posloupnosti redlnych n.v. Pro jejich pouziti potFebujeme upfesnit znaceni a
formulace kolem permutovatelnosti posloupnosti realnych ¢isel.

Definice 6.1. Budeme oznacovat

I = {r:N— N bijekce},
I, = {rell:VieNjen(n+i)=n+i},
Dni = A{(x(1),72),...,n(k)) : mell,},
R, = {p: RY — RY : emistuje w € T, tak, Ze Vi € N, x € RY je (p(z)); = To(i)} -

Definice 6.2. Kdyz X,,, n € N je posloupnost realnijch n.v., pak pro kaZdé n € N zavadime o-algebru
F" =0 (Xnti,i € N). Pro celou posloupnost definujeme zbytkovou c-algebru F> = :z Fr.

Definice 6.3. Necht g : RN — R an € N. Rekneme, Ze funkce g je n-symetrickd, jestlize jeji hodnota
nezdvisi na poradi pronich n souradnic. Rigordzné to zapiseme g(x) = g(p(x)) pro kazdé p € R,,.
Mnozinu viech n-symetrickiyjch funkci oznacime SymF,,.

Definice 6.4. Rekneme, ze posloupnost redlnijch n.v. X = (X, n € N) je symetrickd, jestlize pro kazdé
n € N a pro kazdé p € R, plati L(X) = L(p(X)).

Definice 6.5. Kdyz X = (X,, n € N) je posloupnost redlngch n.v., pak pro kazdé n € N zavddime
o-algebru 8™ = o (g(X),g € SymF,). Pro celou posloupnost zavddime symetrickou c-algebru S =
—+oo
S™”.
n=1

Lemma 6.6. Vidy F™* C 8™ pro kazdé n € N a také F> C S*.
Ditkaz: Vezméme A € F". Pak existuje B € B (R") tak, ze

A=[(Xp, k €N) €R" x B] = [[gnx5(Xy, k € N) = 1].

Funkce Ignx g je n-symetricka. Tudiz A € 8™ a dukaz je hotov.
Q.E.D

o-algebry F a S jsou obecné ruzné. Jejich rozdilnost ukazuje nésledujici piiklad.

P¥iklad 6.1. Mnozina Z::i X, existuje| € F>° a mnoZina [ Z:i X, =1| € 8, ale obecné nemusi

byt prvkem F°°.
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Véta 6.7. (SZVC pro U-statistiky) Necht posloupnost redingch n.v. X = (X,, n € N) je symetrickd a
f:R¥ — R je méritelnd funkce, kterd sphiuje f (X1, Xa,..., Xx) € Ly. Potom

Xik>L)E[f(X15X27'-'7Xk) | Soo] .

n—-+oo

117 127'-'5
€Dy &

Diikaz: Ze symetrie posloupnosti a ze symetrie o-algebry 8™ dostavame
E[f(X1,X2,....,X5) | S"]=E [f (Xﬂ.(l), Xﬂ.(g), e ,Xﬂ.(k)) ‘ Sn] s.j. pro kazdé w € I1,,.

Funkece Y f (:v,,(l), Tr(2)y - - ,xﬂ(k)) je n-symetrickd a tudiz
well,

1
E[f(leXQa"'an) | Sn] = E Z E [f(Xﬂ'(l)vXTr(Q)v"'aXﬂ'(k)) ‘ Sn} =

'ﬂ'EHn
] o Z F (X, Xng2)s - Xny) =

mwell,

1
- EE Z f (Xﬂ'(l)’ XW(2)7 R Xﬂ'(k))

TFEHn

117 127"'7Xik) S.])-
€D &

Vime, 7 S' 582D 8% D ... a 8 =2 8" Proto

E[f (X1, Xa,..., Xp) | 8" —L—E[f (X1, Xs,...,X1) | .

n—-+4oo

Odtud jiz plyne pozadovand konvergence U-statistiky

n—
( i Xy Xiy) === E[f (X1, Xp,..., Xp) | $%].
1€Dn &
Q.ED
Poznamenejme, ze symetrické statistice (";!k)! S (X, Xiy, ..., Xy, ) se v matematické statis-
€Dk

tice fika U-statistika. Pouzivé se k odhadovani parametru modelu. Zname-li jeji rozdéleni, ptipadné jeji
asymptotické rozdéleni, pak s jeji pomoci muzeme testovat statistické hypotézy tykajici se odhadovanych
parametru.

Pripomenme, ze o ndhodnych velicinach fikame, ze jsou podminéné nezavislé, pokud jejich sdruzené
podminéné rozdéleni existuje a je soucinové. Rikdme, ze jsou podminéné stejné rozdélené, pokud jejich
podminénd rozdéleni existuji a rovnaji se. Viz napiiklad kapitola 9 v [4] nebo kapitola VI.1 v [5]. Tyto
vlastnosti muzeme ovérovat nasledovneé.

Lemma 6.8. Méjme dvé ndhodnych velicin X, Y s hodnotami v méritelném prostoru X a o-algebru
G C A. Pak X, Y maji podminéné stejné rozdéleni vzhledem k G tehdy a jen tehdy, kdyZ pro kaZdou
omezenou méritelnou funkci g : X — R plati

Elg(X) [ G=E[g(YV) ]G] s

Lemma 6.9. M¢jme kolekci ndhodnych velicin (X;,i € I), kde pro kazdé i« € I md X; hodnoty v
meéritelném prostoru X;, a o-algebru G C A. Pak X;,i € I jsou podminéné nezavislé vzhledem k G tehdy
a jen tehdy, kdyz pro kaZdou konecnou mnozZinu J C I a omezené méritelné funkce g; : X; — R, j €1
plati

[T x| G| =]]Elg (X)) |G si

jeJ jeJ

Véta 6.10. (De Finetti) Kdyz je posloupnost redlngch n.v. X,,, n € N symetrickd, pak X,,, n € N jsou
podminéné nezavislé a podminéné stejné rozdélené vzhledem k S°°.
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Dukaz: Ovérime kritéria z lemmat 0.8 a 0.9.

1. Necht g : R — R je omezend méfitelnd funkce, pak podle véty 0.7 pro kazdé ¢ € N plati

Elg(X)| §)= lim Zg tin ——— 30 (X) =E[9(X,) | §] s

n—-+4+oo N

2. Necht k € N a g1,92,...,9r : R — R jsou omezené méfitelné funkce. Pak podle véty 0.7 plati

E g1 (X1) g2 (Xa) . g0 (Xp) | 8] = fim =P

n—-+400 n!

Z g1 (Xil)g2 (Xlz)gk (Xlk) =

iG’Dnyk

k n
. (n—k)!
—ngm Hzgi (Xj) = = > 91 (Xiy) 92 (Xiy) o g (Xi) | =
i=1j= T ie{1,2,..n} =D,
k k k
=]] tim — Zgz =[[Elg:(x1) | ¥ =[]Elg: (X) | $=] sii.,
i=1 i=1 i=1
protoze card ({1, 2,... ,n}k - Dn,k) =nk— (n%'k), =0 (nk_l) a funkce g1, g2, ..., g jsou omezené

méritelné. Téz vyuzivame predchoziho bodu dukazu.
Tim jsou pozadovand podminéna nezavislost a shodnost podminénych rozdéleni dokazany.
Q.ED

Uvédomme si jaké bezprostiedni disledky ma de Finettiho véta. Pokud mé symetrickd posloupnost
navic konecny rozptyl, dokazeme popsat jeji kovarianéni strukturu.

Tvrzeni 6.11. Necht posloupnost redlngjch n.v. X,,,n € N je symetrickd a md konecnyj rozptyl. Oznaéme
Y =E[X; | 8]. Pak pro kazdé k,r € N, k # r plati

Elxd] = EY], 6.1)
E[(Xx)?] = E[(X1)?] 2E[(Y)?], (6.2)
EX:X,] = E[(Y)?], (6.3)
Var (X}) Var (X1) > Var (Y), (6.4)

cov (Xi, X)) = Var(Y). (6.5)

Diikaz: Vypocitejme prvni a druhé momenty dané symetrické posloupnosti. Pro kazdé k € N plati

E(Xy] = ELX]=E[E[X| 8] =E[],
E[(X0)?] = E[(X0)?] 2 E[E[X: | %)) =E[(v)?].
Var (X)) = Var(X;)=E [(Xl)ﬂ —(E[X1])? >E [(Y)Q] —(E[Y)) Var (Y)

S vyuzitim véty 0.10 pro kazdé k,r € N, k # r dostdvame

EXkX,] = E[E[XpX,| S¥]=E[E[Xy| S*E[X, | 7]
= E[E[X:| S¥]E[X:1| S| =E[(V)?],
cov(Xp, Xp) = E[XeX,]—E[XW]E[X,]=E[(Y)?] — (E[Y])* = Var(Y).

Q.ED

Povsimnéme si, ze kovariance v symetrické posloupnosti nemuze byt zaporna! Posloupnost je nekore-
lovana pouze tehdy, kdyz Y je skoro jisté rovna néjaké konstante.

Kdyz je symetricka posloupnost navic po dvou nezavisla, pak je i.i.d. Pii dikazu opét vystacime se
znalosti de Finettiho véty.
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Lemma 6.12. Necht posloupnost redlngch n.v. X,,,n € N je symetrickd a po dvou nezdvisld. Pak pro

kazdou A borelovskou podmnozinu R plati
P(X1€A|S8S®)=P(Xoe6A|SF)=P(X35€A|S8)=...=P(X1€4) s

Dakaz: Podle véty 0.10 jiz vime, ze uvedené podminéné pravdépodobnosti jsou skoro jisté stejné
nahodné veliciny. Posloupnost je navic po dvou nezavisla. To umoznuje ukazat, ze sledované podminéné
pravdépodobnosti jsou skoro jisté rovny své stiedni hodnote.

Podle véty 0.10 jsou ndhodné veli¢iny Iy, caj,n € N podminéné nezavislé za podminky &*.
Dostavame tedy

E[P(x;e4]8%)? E[P(X1€A| S®)P(Xoe A| S®)=E[P(X1 €A, XseA| )

P(X;€A, Xoc A)=P (X, €A)-P(X,€A) =P (X, € A)>.

Odtud dostavame
Var(P(X1€A| 8%) = E [P(X1 €Al 82| —P(X, e A)?=

Tudiz ndhodnd veli¢ina P (X7 € A | §) je skoro jisté rovna P (X; € A).

Tim je tvrzeni dokazano.

Q.ED

Tvrzeni 6.13. Necht posloupnost redlngjch n.v. X,,,n € N je symetrickd a po dvou nezdvisld, pak je i.i.d.
Diikaz: Podle predchoziho lemmatu 0.12 a podle véty 0.10, pro kazdé Ay, ---, Ak, k € N borelovské
podmnoziny R plati

P(XJEA],lg_]Sk) = [( EAJ,1<j<]€|SOO)]

k k k
- H (X;ed;| 8 =E|[[PX;€4)| =]]Px;€4))

j=1 j=1
Tim jsme ukézali nezavislost a posloupnost je i.i.d.

Q.ED

Kdyz symetricka posloupnost obsahuje ndhodné veli¢iny, které maji alternativni rozdéleni, pak muzeme
kovarianéni strukturu posloupnosti upftesnit.

Tvrzeni 6.14. Necht posloupnost redlngjch n.v. X,,,n € N je symetrickd a X1 nabijvd pouze hodnot 0 nebo
1. OznacmeY =E[X1 | 8®] =P (X1 =1| 8%). Pak pro kazdé k,r € N, k # r plati

ElXx] = E[Y], (6.6)

[ 2] = E[Y], (6.7)
E[XyX,] = E[(Y)?], (6.8)
Var(Xx) = E[Y](1-E[Y]), (6.9)
cov (Xy, X,) = Var(Y). (6.10)

Diikaz: Veétsi cast tvrzeni je jiz obsazena v lemmatu 11. Zbyva vypocitat pouze rozptyl posloupnosti.
Pro kazdé k € N plati

E[(X0)?] = E[(X1)?] =E[x)]=E[Y],
Var(Xy) = Var(X1) =E[(X1)?] = (E[X1])? =E[Y] - (E[Y])> = E[Y] (1 — E[Y]).

Q.ED
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Opét zjistujeme, ze kovariance je vzdy nezaporna. Déle posloupnost je nekorelovana, kdyz Y je skoro
jisté rovna néjaké konstanté. Dvé alternativni ndhodné veli¢iny jsou nezavislé tehdy a pouze tehdy, kdyz
jsou nekorelované. Proto vime, ze danéd posloupnost je po dvou nezavisla, kdyz Y je skoro jisté rovna
néjaké konstanté. Podle véty 13 jiz vime, ze symetrickd posloupnost alternativnich nahodnych veli¢in je
ii.d. pouze tehdy, kdyz Y je skoro jisté rovna néjaké konstanté.

Dokazeme vsak vice. Lze pfesné popsat podminénd konec¢nérozmeérnd rozdéleni posloupnosti.

Tvrzeni 6.15. Necht posloupnost redlngjch n.v. X,,,n € N je symetrickd a X1 nabijvd pouze hodnot 0 nebo
1. Oznaéme Y =E[X; | 8] =P (X; = 1| 8). Potom pro kazdé k € N a i € {0,1}" plati

P(Xi=i1,Xo=1g,.... X =i | Y) =
= P(Xl :il,XQZiQ,...,Xk:ik | SOO)
_ Ycard(j:ijzl)(l _ Y)card(j:ij:O) s.J.
Ditkaz: Kdyz k € N a i € {0,1}*, pak podle véty 0.10 plati
P(X1=1i1,Xp=1g,.... X =ip | §) =
=P(X1=41| §)-P(Xa=ia| 8)-...- P(Xp =ir | )
k
_ Yij (1 _ Y)lfij _ Ycard(j:ijzl)(l _ Y)card(j:ij:O) SJ
j=1
Nédhodna velicina Y je S>°-méfitelnd. Proto plati
P(Xl Zil,Xg Zig,...,Xk Zik | Y) = P(Xl Zil,Xg Zig,...,Xk Zik | SOO) SJ
Q.E.D

Specialné pro soucet n ¢lent symetrické posloupnosti alternativné rozdélenych nahodnych veli¢in
zname jeho podminéné rozdéleni. Pro k =0, 1,...,n totiz dostavame

P znjszk y|=p Zn:ijk 5 :(Z)Yk(l—Y)”’k 5.
j=1 =1
Tudiz
P zn:Xj:k = () Ep*ra-v
j=1

Muzeme fikat, ze soucet n ¢lenu symetrické posloupnosti alternativné rozdélenych ndhodnych veli¢in ma
»smichané binomické rozdéleni s parametry n a Y “.
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