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Tyto pozndmky byly vytexany spoleénou praci nékolika studenti 3. ro¢niku bakaldiského studia
obecné matematiky. Bez jejich iniciativy by tyto poznamky nevznikly.
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1 Komplexni derivace

1.1 Zavedeni zakladnich pojmu

R? je redlny vektorovy prostor dimenze 2. Definujeme v ném FEuklidovskou normu a
metriku:

o 2| =224y, 2= (2,y) €R?
e plz,w) = |z—w|, z,w e R
Definice 1.1. Prostor C je prostor R?, v némz definujeme navic:
 ndsobeni (x,y) - (u,v) = (zu —yv,zv + yu)
« ztotoznujeme (x,0) = x, neboli R C C
 znacime i = (0,1)
Znaceni 1.2. Nechf z =z 41y, kde 2,y € R. Potom
o Z:=x—1y je komplexne sdruzené cislo k z,
o Re(z) : == je redlnd cast z, Im(z) :=y je imagindrni cédst z,
o |z| = /22 +y? je modul nebo absolutni hodnota z.

Vlastnosti 1.3.
Vlastnosti C. Necht z = (x,y) € C.

« Potom z=z+iya (+i)?=—1.

Nésoben{ v C zahrnuje ndsobeni v R i nasobeni skaldrem v R?.

2:

S

o 2|"=zz, zw=Z W, |z2w|=|z]-|w|, z+Z=2-Re(z), 2 —z = 2i-Im(z),

C je téleso.
Pozor, C nelze rozumné usporadat!
¢ i>0= —1=i*>0,

e i< = —1=4¢2>0.

1.2 Linearni zobrazeni

Definice 1.4. R? je redlng vektorovy prostor dimenze 2, jeho baze je {(1,O)T, (0, 1)T}.

Obecné R-linedrni zobrazeni L : R? — R? mé tvar

()= G o) 1



kde a,b,c,d € R. C je komplexni vektorovy prostor dimenze 1, jeho béze je {1}. Obecné
C-linedrni zobrazeni L :C — C m4 tvar Lz =wz,z € C, kde w € C. Necht z = (z +iy),
= (a+1b). Potom

Lz = (a+1ib)(z+iy) = (ax — by, bz +ay) = (Z _ab> <§> :

Pozorovani 1.5. R-linedrni zobrazeni (1.1)) je C-linedrni, pravé kdyz d = a, ¢ = —b.
Poznamka 1.6. C-linedrni zobrazeni jsou velmi specificka R-linedrni zobrazent.

Umluva 1.7. Nebude-li fedeno néco jiného, funkce znamend komplexnd funkci komplexni
proménné. Na f:C — C se mizeme vzdy divat jako na f:R? — R?, protoze C ~ R2.
Necht f je funkce z C do C. Spojitost a limita se definuje stejné jako v zakladnim kurzu
matematické analyzy.

Definice 1.8. Pro zp € C,0 > 0 znacime U(zg,d) :={z € C: |z — 20| < 0} a nazyvame ji
okoli zp. Dale P(zp,0) :=U/(20,9)\ {20} nazyvame prstencové okoli. Pokud ¢ neni dilezité,
budeme ¢asto psat jen U(zg), P(20).

Potom definujeme

e lim f(z) =L, pokud Ve >0 30 > 0 Vz € P(z20,0): f(z) € U(L,¢)

Z—20

e [ je spojitd v zg, pokud Zli_)rrzlof(z) = f(20).

1.3 Diferencovatelnost
Definice 1.9. Funkce f je v zg R-diferencovatelnd, pokud existuje R-linedrni zobrazent

L:R? = R? takové, 7e
lim f(zo+h)— f(z0) — L(h)
h—0 |h|

=0.

Poznamka 1.10. Potom df(zg) := L je tzv. totdlni diferencidal f v zp a plati, Ze

Fz0) G (z0)

- ox oy 2
df(z0)h : ) D h, heR?,
or oy

kde f(z,y) = (fi(x,y), fa(z,y)). (Tato matice se nazyva Jacobiho matice.)

Definice 1.11. Rekneme, ze funkce f je v zg C-diferencovatelnd, pokud existuje konecna

limita
f(z0+h)— f(20)
- .

/ .
2p) = lim
/ ( 0) h—0
Cislo f(z0) nazyvame komplexni derivaci f v z.

Poznamka 1.12. Jako pro redlnou funkci redlné proménné plati (f+g) = f' +¢/,
(F-9) =L'g+9' T, (f/9) =LEL a (fog) = (f'og) ¢

Priklad 1.13.

e (2" =n-2""1 2eCaneN.



e f(z) =z neni nikde v C C-diferencovatelnd, ale f(x,y) = (z,—y) je vSude R-
diferencovatelnd. Skutecné, pro zg € C libovolné, mame

lim flzo+h) = f(20) _ |
h—0 h h—0

D“D“\

avsak posledni limita neexistuje.

Véta 1.14 (Cauchy-Riemannova). Necht f je funkce definovand na okoli zg € C. Pak
nasledugjici tvrzent jsou ekvivalentni:

1. Existuje f'(z0)
2. Existuje df(z0) a df(z9) je C-linedrni

3. Ezistuje df(20) a v zg plati tzv. Cauchy-Riemannovy podminky:

0 0
S o) = (), (CR)
N1 df2

a9 ——(20) = —%(20);
kde f(x,y) = (fi(z,y), f2(x,y)).

Diikaz. (2. <= 3.): Plyne z pozorovani pro linedrni zobrazeni
(1. <= 2.) Podle definice w = f’(zp) znamend, Ze

f(z0+h)— f(z0) —wh.

0= }lblg% N (1.2)
Po vynasobeni vyrazu v limité h/|h| dostaneme, zZe
h—0 |h|
coz je ekvivalentni tomu, ze df(z9)h = wh, h € C. Z (1.3) plyne (1.2) vynasobenim
|h|/h. O
Poznamka 1.15.
o Existuje-li f'(29), potom df (z0)h = f'(z0)h,h € C a f'(29) = a—f( 0)
« Plati, 7e (CR) <= 9L (20) = —i§L(20)
Diikaz.
o df(z0)1 = G (20) + %2 (20) =t GL(20)
o ziejmé
[

Priklad 1.16. Necht f(z) =z, pak f(x,y) = (z,—y). Déle

ofy =1, oh _ =0, of _ =0, of _ -1
or dy ox dy
Mame, ze f € C*° (Rz), ale v Zédném z € C nespliiuje (CR)), proto neni nikde

C-diferencovatelnd.



Definice 1.17. Necht G C C je oteviena a f: G — C. Potom fikame, ze f je na G holomorfni,
pokud f je C-diferencovatelnd v kazdém zy € G. Znac¢ime H(G) prostor vSech holomorfnich
funkci f: G — C. Rikdme, 7e funkce F je celd, pokud F € H(C).

Priklad 1.18.
e Polynom p(z) = agz" +a12" ' +...+ay,, z € C je celd funkce.
o Necht R= P/Q, kde P, @ jsou polynomy, které nemaji spole¢né kofeny a @ # 0. Potom
racionalni funkce R je holomorfni na C\Q~1({0}), kde Q~*({0}) je kone¢nd mnozina.
1.4 Elementarni funkce v C
1.4.1 Exponenciala
Definice 1.19. exp(z): =e"(cosy+isiny), z=x+iy € C
Vlastnosti 1.20.
o exp |r je redlnd exponenciéla
o exp(z+w) = exp(z)exp(w)

o exp/(z) =exp(z), z€C

f(z) =exp(z), fi(w,y)=e"cosy, fa(x,y)=e"siny

9h =e"cosy = 0k Of :exsiny:—%

Ox oy’ Ox oy
Tedy f € C*(R?) a plati viude v R? 2 C. Z CR-véty a poznamky 3.7 mame f/(z) =
exp(z), z € C

o exp(z) =Y 205, 2€C.
o exp(C) =C\{0}

e exp neni prostd na C, je 2wi-periodicka a plati dokonce:
exp(z) =exp(w) <= Ik €Z: w=z+2kmi

o Necht P:={z¢€C|Imz € (—m,n|}. Potom exp |p je prostd a exp(P)=C\{0}.

Poznamka 1.21. Necht z = x + iy je komplexni ¢islo, pak se na néj muzeme divat jako na bod
v roviné urceny kartézskymi souradnicemi x a y. Poldrni (goniometricky) tvar komplexniho ¢isla
ziskame tak, ze si body x a y vyjadiime v polarnich soutradnicich a ty pak dosadim do rovnice
udavajici z. Tedy = =rcosy, y =rsing, z = +iy = r(cosp+ising) = |z|e?, kde r = |z] a ¢ je
argument z. Polarni souradnice nam rikaji, jak je daleko od pocatku r a v jakém smeéru £ se
bod z nachézi.

Zna&eni 1.22. Necht z € C\{0}. Potom polozme Arg(z) :={p € R |z = |z]e"*} Je-li Arg(z)N
(—m, w] ={¢po}, potom arg(z) := ¢g je tzv. hlavni hodnota argumentu z.

Plati:
o Arg(z): ={arg(z)+2kn|keZ},

o funkce arg: C\{0} — (—m, 7], kde arg je surjektivni a navic je konstantni na poloptimkéch
vychézejicich z 0. Déle je arg spojitd na C\ (—oo, 0], ale neni spojitd v zddném z € (—o0, 0].



1.4.2 Logaritmus

Pro dané z € C fesime rovnici e = z.
e Pro z =0 nem4d rovnice reseni.

o Pro z#0 je z = |z]e?¥8(?) = gloglzltiare(2) — e« J k€ Z: w = log|z| +iarg(z) + 2kmi.



Definice 1.23. Necht z € C\{0}. Polozme
o Logz: ={weCl|e” =2}
o logz: =log|z| +iargz, tzv. hlavni hodnota logaritmu z.
Vlastnosti 1.24.
Necht z € C\{0}.
o Logz={logz+2kmi|kcZ} alog=(exp |p)~ !, kde P je mnozina z vlastnosti exponencialy.

o log neni spojitd v zddném z € (—o0,0], ale log € H(C\ (—o0,0]).

Navic log’'z =1, 2 € C\ (—o0,0].

z
o log(l—2)=-37>", %, lz| <1
Pozor na pocitani s komplexnim logaritmem!
o exp(logz) =z, log(exp z) # z, z toho, Ze exponencidla je 2mi-periodicka

o log(zw) # log(z) +log(w)

napt. 0 =logl =log((—1)(—1)) # 2log(—1) = 2mi

1.4.3 Obecna mocnina

Definice 1.25. Necht z € C\{0} a « € C. Potom hlavni hodnotu a-té mocniny z definujeme
2%: =exp(alogz). Polozme mq(z): = {exp(aw) | w € Logz}.

Vlastnosti 1.26.
o e® =exp(zloge) =exp(z)
e Jeli z>0a a€R, potom z% je v souladu s definici z MA.

o ma(2) = {22 | ke Z}, 2 #£0
Diikaz. w € Logz <= w =logz+ 2kmi O

o (%) =azv1 2€C\(~,0])) aacC

o (142)* =200 (2) 27, [2] < 1, kde (§) = ala=tzfamntl)
Pozorovani 1.27. Necht z € C\{0}.

e Necht a € Z. Potom mq(z) = {z*}.

o Necht a € Qa a=p/q, kde g €N, p € Z a p,q jsou nesoudélni. Potom

p 2kmip

mg(z):{zqe a :kE{O,l,---,q—l}}

tvori vrcholy pravidelného g-ihelnika vepsaného do kruznice se stfedem v pocatku a
D
polomérem za.

o Necht a € C\ Q. Potom je m(z) nekonecné.



Priklad 1.28.
o VTT=e¥ =i, my(—1) = {&i}

e® (nesouhlasi s definici z MA!), m1(—1) = {e%i,e_%i,—l}
3

1
2

o V-1

e il=e"2, m(i)={e 2t | keZ)

Pozor na pocitani s mocninami!

o (2w)e £ 20w
wapt. 1=vI= /(DD #vV- 1TV I==-1
Poznamka 1.29. Je-li f: C — C, potom f(z) = f(z) +2f(—z) + f(2) —2f(—z).

suda Cast licha cast

1.4.4 Hyperbolické funkce
e® = cosh(z) +sinh(z), kde

Definice 1.30.

z —z
cosh(z) := %, zeC

z_ =z
sinh(z) := %, 2e€C

Vlastnosti 1.31.

e cosh’z =sinhz, sinh’ z = cosh z

2n . 2n+1
o coshz=> 7" A, sinhz=> 7=

(2n)! n=0 (2n+1)!
1.4.5 Goniometrické funkce
e = cos(z) +isin(z), kde
Definice 1.32. , '
cos(z) 1= - +2€_ZZ ,z€C
sin(z) := %,z eC

Vlastnosti 1.33.

e cos a sin jsou rozsitenim piislusnych redlnych funkei z R do C.
o sin’(z) = cos(z), cos’(z) = —sin(z)
e sin i cos jsou 2m-periodické, ale nejsou omezené na C. Plati, ze sin(C) = C = cos(C)

e ina C plati souctové vzorce, atd.

: 00 n 23" 00 n_z
o sin(z) =>,2(—1) (Qni:ll)g, cos(z) =3 p2o(—1) (2n)!




2 Krivkovy integral
2.1 Zakladni vlastnosti
Definice 2.1. Necht ¢ : [a, 5] — C. Potom
1. ¢ je krivka, pokud je ¢ spojita
2. @ je requldrni krivka, pokud je ¢ po ¢astech spojité diferencovatelnd, tzn. ¢ je spojitd na
[, B] & existuje déleni a =ty < t; < --- < t, =f takové, ze S0|[ti7ti ] je spojité diferencova-

+1
telné pro kazdé i =0,---,n—1.

Definice 2.2 (Usecka). Necht a,b € C. Potom o(t) := a+t(b—a), t € [0,1] je tise¢ka z a do b.
Znacime [a;b].

Znaceni 2.3. Necht ¢ : [, 5] = C a 9 : [y,d] = C jsou (reguldrni) kiivky. Potom jejich soucet

o(t) pro t € [av, 3] | pokud ¢(8) =1¥(7).

je reguldrni kiivka. (p41)(t) := (t—B+7) prote[B,0+p8—n

Definice 2.4 (Lomenné ¢ara). Rekneme, 7e reguldrni kiivka ¢ je lomennd ¢dra v C, existuji-li
21,22, 21 € C takovd, Ze ¢ = [21; 20] + [22; 23] + -~ + [26—1; 21

Definice 2.5 (KruZnice). Necht zo € C a r > 0. Potom ¢(t) := 29 +re', t € [0,27] je kruznice
probihand v kladném sméru (proti sméru hodinovych rucicek).

Poznamka 2.6. Pro kiivku ¢ muze byt jeji graf (¢) := ¢([a, 5]) napiiklad ¢tverec (Peanova
kfivka).

Umluva 2.7. Pokud nefekneme néco jiného, kfivkou budeme rozumét requldrni kiivku v C.
Pripomenuti 2.8. Jako v MA definujeme

1. VSe po slozkach, naptiklad:
¢ (t) = 1 (1) +igh(2),

/ﬁgp(t)dtz/j@l(t)dtﬂ/ﬁw(t)dt,

maji-li pravé strany smysl. Zde ¢(t) = (¢1(t),p2(t)) = @1(t) +ipa(t)
2. Délka krivky:
vie) = [ I la,
je-li  regularni.

Definice 2.9. Necht ¢ : [, 5] — C je reguldrni kiivka a f : (¢) — C je spojitd. Potom definujeme

B
[ 1= [ sewyema (21)
® «

Poznamka 2.10.
1. Krivkovy integral (2.1]) existuje vzdy jako Riemanntv.

2. PiSeme také [ f(z)dz



Zakladni vlastnosti 2.11.

1. Je-li p kiivka, f a g jsou spojité funkce na (p) a A, B € C, potom

/(p(Af%—Bg):A/@ijB/wg.

2. Je-li p kiivka a f je spojita funkce na (p), potom

Lf\ < max| |-V ().

Diikaz. Oznacime M :=max, |f|. Potom mame

L1]=|[ seorewa < [l ol

8 B
< [ Ml @lde= 0 [ "I @)]de=1-V(p)

[0}

O
3. Necht ¢ : [a,8] = C, ¢ : [y,d],— C jsou kiivky a ¢(8) = (). Potom
Lot = L0+
Pt ¢ P
a
[ =1
= @
kde (=p)(t) :=¢(—t), t € [-B,—a] je opacnd krivka k .
4. Kiivkovy integral nezdvisi na parametrizaci krivky. Necht ¢ : [, 5] — C je kiivka,
w: [v,0] =% [a, B] je spojité diferencovatelné s w’ > 0 a ¢ := pow. Potom
L=
¢ P
Diikaz.
subst.
o ’ / r=w(t) [P ’
1= [ seemn)d o a0 [ semdmar= [ 5
vy o ©
O

2.2 Primitivni funkce

Definice 2.12. Rekneme, 7e funkce f mé na oteviené G C C primitivni funkci F, pokud F' = f
na G.

Priklad 2.13. % je primitivni funkei k 2™
na C pron=20,1,2,3,...
na C\{0} pron=-2,-3,—4,...

10



Véta 2.14 (O vypoctu kiivkového integralu pomoci PF). Necht G C C je oteviend a f
md na G primitivng funkci F'. Necht ¢ : [a, B] — G je krivka a f je spojit na {p). Potom

1. [, f=F(p(B) - F(e(e))
2. f(pf =0, je-li p uzaviend, tzn. p(a) = ()

Poznamka 2.15. Ukazeme si pozdéji, ze funkce f, kterda ma na G primitivni funkci, je na
G holomorfni, tudiz i spojita.

Drikaz. 7 |Cauchy-Riemannovy véty| plyne, ze

d _ 8F / 8F !/ !/ ! N /N A / /
&(F(w(t))) = e LT g, e = et il = F(p(t) (1),

Tato rovnost plati az na koneéné mnoho t € [«, 8], neboli F o je zobecnénd primitivni funkce k
integrandu. Mame tedy

L= Cpew)emar= [ (Plow)) at = Flo(8) - Fs(a)

Priklad 2.16.

« 1 je holomorfnf na C\{0}, ale na C\{0} nemd primitivni funkei, nebot vime

d .
/ & o #0 pro o(t) = €, t € [0, 27].
o Z
+ - md na C\(—oo, 0] primitivni funkei log(z).
1
log/(2) = =
og'(z) =~

Piipomenuti 2.17 (Souvislost). Necht G C C(R") oteviend. Nasledujici tvrzeni jsou ekviva-
lentni:

(a) G je souvisld, tj. G je oblast.

(b) G je krivkové souvisld, tzn. pro kazdé z1,z9 € G existuje spojitd kiivka ¢ : [, f] = G
takova, ze p(a) =21 a (B) = 2.

(¢) Pro kazdé z1,29 € G existuje lomennd ¢dra ¢ : [a, 5] = G takova, ze p(a) = z1 a p(5) = 22.
Diikaz. (a) < (b): vite z MA; (c) = (b): jasné; (a) = (c): ukéze se podobné jako (a) = (b) O
Véta 2.18. Funkce f je konstantni na oblasti G C C, prdvé kdyZ f' =0 na G.

Diikaz. = Jasné.
< Necht z,w € G a p je lomend ¢dra v G spojujici z a w. Potom f(w)— f(2) = [, f'=0, protoze
f je primitivn{ funkci k f’ na G. O

Dasledek 2.19. Jsou-li Fy, Fy primitivni funkce k f na oblasti G C C, potom existuje c € C
tak, Ze Fo = F1 +c.

11



Dikaz.
(F,—F) =F-F=f-f=0.

O]

Véta 2.20 (O existenci primitivni funkce). Necht G C C je oblast a f je spojitd na G.
Nasledugjici tvrzent jsou ekvivalentni:

1. f md na G primitivni funkci.
2. f¢f =0 pro kazdou uzavienou krivku ¢ v G.

3. f(pf nezavisi v G na krivee ¢, tzn. pro kazdé dve krivky ¢ : [, 5] — G, 1 : [7,6] = G takové,
Ze p(a) =9 (7) a (B) =4(9), plati [, f = [, f.

Poznamka 2.21. Pi{pomind vétu o potencidlu z MA (7)
Diikaz véty[2.20.

1. = 2. Vime z véty o vypoctu integralu pomoci primitivni funkce
2. = 3. Polozme 7 := ¢+ (=1). Potom je 7 uzaviend a z 2. dostaneme

o=[r=[s-] 1

3. = 1. Volme 2y € G pevné. Pro kazdé z € G najdéme lomenou ¢aru ¢, v G, kterd zac¢ind v
2o a konéi v z. Definujeme F(z) := fcpz f, z € G. Definice F je korektni, nezavisld na volbé ¢,
protoze predpokladame 3. Ukazeme, ze F' je hledand PF k f na G. Necht z; € G. Dokazeme, ze
F'(z1) = f(z1). Volme r > 0, aby U(z1,7) C G. Je-li |h| < r, potom

Fet)-Fen2 [ p- [ j= .
Pz tu © u
kde u = [21; 21 + h] je dsecka, tzn. u(t) = z1 +t.h, t € [0,1]. Tedy

Z1

F(Zl—i-h)—F(Zl)—/f—/olf(Z1+th)hdt,

tudiz
Ha+2_ﬂa%ﬁVﬁ=/%ﬂm+m%f@m“'
0

To se blizi k nule pro h — 0, protoze

[ Gertm =< _mas 17G)- )] 250

26[21;21 +h]

ze spojitosti f v z1. Mame, ze F'(z1) = f(z1). O
Znaceni 2.22.

1. Rekneme, ze M C C je hvézdovitd, pokud existuje zo € M (tzv. stred hvézdovitosti), pro
ktery [zo; 2] C M pro kazdé z € M.

Poznamka. Konvexni C hvézdovita.
2. Rekneme, ze A C C je trojihelnik s vrcholy a,b,c € C, pokud
AN ={aa+pBb+vye| o, B,y > 0,0+ +v=1}

(konvexni obal a,b,c) a znac¢ime A := [a;b] + [b;c] + [c; a]. Pripoustime i degenerované A,
tzn. a,b,c mohou lezet na jedné primce nebo body a,b,c mohou splyvat...
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Dodatek 2.23. Necht f je spojitd funkce na hvézdovité oblasti G C C. Je-li

f=0, (2.2)

oA
pro kazdy trojihelnik A C G, potom f md na G primitiond funkci.

Diikaz. Necht zg je stied hvézdovitosti G, Pro kazdé z € G polozme ¢, := [z0; 2] a F(z) := [ _f.

Rozmyslime si, ze dikaz je zcela analogicky (3) = (1) pfedchozi véty, kdyz misto
(3) uvazujeme . O

Poznamka 2.24. Cauchyho véta — Necht G C C je oteviend, f € H(G) a ¢ je uzaviend kiivka
v G. Potom Cauchyho véty nam tikaji za jakych podminek na G a ¢ je f¢f =0.

Véta 2.25 (Goursatovo lemma — ,,Cauchyho véta pro A%). Necht G C C je otevrend,
fEH(G) a A je trojuihelnik v G. Potom

f=0. (2.3)
A

Diikaz. Oznacéme ¢q := 0/\. Sporem: Predpokldadejme, zZe |f%f| =: K > 0. Zfejmé A je ne-
degenerovany. V /A vedme stfedni pricky a oznacme 1, 19, 13, ¥4 obvody ¢ty vzniklych
trojuhelnik (¢4 je obvod vnitiniho trojihelnika). Obvody vnitinich trojuhelniki v (vlevo
dole), 1o (vpravo dole), ¥3(nahote) a 14(uprostied) probihdme proti sméru hodinovych rucicek.
Potom [, f= [y, [+ [y, [+ [y, fH [y [ Ex ji=1,....4 tak, Ze |fwj1 fl=%avyy,) = @.
Ozna¢me @1 = 1);,. Indukei sestrojime posloupnost (uzavienych) trojihelniki, tz Awj, zase
rozdélime na 4 mensi A-y stfednimi prickami a proces opakujeme. Pak Ag:=AD A1 DAy D ...
s obvody g, ¢1, P2, -..takové, ze

o
. Mame, ze (| A; ={20} C G, protoze diam(A;) — 0. Polozme
=0

e(z): =

{ LB p(z), 2 € G\{z0};

0, z=2z

Potom ¢ je spojitd na G a méme pro j € Ny

RO / (£(a0) + £/ (z0) (2= 20))dz+ [ (2)(z—20) (b)

J P

kde prvni integrand vpravo ma PF na C a prvni integral je roven 0. Pro kazdé j € Ny z @), (]ED
dostaneme

K
0<—=< f e(2)(z—20)| < V3(p;) - max\5| @Y ( ) -max|e|,
4] (©5)
kde tfeti nerovnost plati diky tomu, Ze |z — 2| < V(yp;). Z predchoziho tedy méame (po vynasobeni
49): 0< K <V2(p) ‘r<na§<|£| — 0, protoze ¢ je spojitd v zg a £(29) = 0. Coz je spor. O
®j

13



Véta 2.26 (Cauchyho véta pro hvézdovité oblasti). Necht G C C je hvézdovitd oblast
a f € H(G). Potom f md na G primitivni funkci. Ekvivalentné: plati, Ze fsof =0 pro kazdou
uzavrenou krivku ¢ v G.

Diikaz. Z Goursatova lemmatu a dodatku k vété o existenci primitivn{ funkce (Dodatek 5.23). O

Poznamka 2.27. Goursatovo lemma a tedy i predchozi véta plati i pro funkci f, ktera je spojita
na G a holomorfni na G\{zp} pro néjaké zp € G.

Diikaz. Necht A je nedegenerovany trojihelnik v G. Rozlisujeme piipady:
1. Necht zp ¢ A. Potom [, f =0 dle Goursatova lemmatu.

2. Necht zg je vrchol AA. Necht /A, je trojuhelnik podobny s A, A, C A a z je jeho vrcholem.
Necht pomér stran A ku A\, je roven . A, A’ jsou trojihelniky vzniklé rozdélenim A
na t¥i trojuhelniky (A, A/, A”). Obvody vzniklych vnitinich trojihelniki prochdzime
proti sméru hodinovych rucicek. Potom [y f = [ya. f+ Jonr [+ Joan |, kde posledni dva
integraly jsou rovny 0 podle bodu 1. Tudiz | [y f| = [oa, f] <&V (0A) -maxa |f]| —— 0.

e—0+

3. Necht zg lez{ uvnitt strany A. Potom A roziizneme na dva mensi trojuhelniky A" a A"
se spole¢nym vrcholem v zg. Jejich obvody prochazim proti sméru hodinovych rucicek.
Potom [y. f = [oar [+ [opr [, kde oba integraly na pravé strané jsou rovny 0 podle bodu
2. Tudiz [y, f=0.

4. Necht zg lezi uvniti A. Potom A roziizneme na t¥i mensi trojuhelniky A" a A", A" se
spole¢nym vrcholem v zg. Jejich obvody prochézim proti sméru hodinovych rucicek. Potom
Jon k= Jons ¥ fopn [+ Jgpam [, kde jsou vSechny tii integraly na pravé strané rovny 0
podle bodu 2. Tudiz [, f = 0.

O]

2.3 Cauchyiv vzorec pro kruh

Véta 2.28 (O derivovani podle komplexniho parametru). Necht ¢ je krivka v C a Q C C
je otevrend. Necht F(z,s) a komplexni derivace %—f(z,s) jsou spojité komplexni funkce na () x §).
Pro kaZdé s € Q) polozme ¢(s) := [, F(z,s)dz. Potom ¢ € H(Q) a ¢'(s) = [, %—I;(z,s)dz, s €.

Diikaz. Pro s =s;+is2 = (s1, s2) € Q mame ¢(s) = ffF(cp(t), (s1,82))¢ (t)dt, pokud ¢: [, 8] =
C. Podle vét o spojitosti a derivovani integralu zavislého na realnych parametrech mame
%(3) = f@ %j(z,s)dz, pro s € Q a j = 1,2. Navic jsou tyto parcidlni derivace spojité a spliuji
—podminky. To je vidét z toho, Ze %(z,s), 7 =1,2 jsou spojité a splnuji -podminky.
Z (CR)) dostaneme, ze funkce ¢ je komplexné diferencovatelna a komplexni derivace se rovna
derivaci vzhledem k té prvni proménné. Odtud plyne véta. O

Definice 2.29. Necht je ¢ uzaviena kiivka v C a s € C\(p). Potom ¢islo

1 d
indws::—/ i
®

2T Z—S

nazveme indexem bodu s vzhledem ke krivce ¢

Poznamka 2.30. Ukazeme si, ze ind, s se rovna poctu obéht ¢ kolem s v kladném sméru (tzn.
proti sméru hodinovych rucicek).
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Véta 2.31 (o zakladnich vlastnostech indexu). Necht ¢ je uzavrend krivka v C a G :=C\(p).
Potom je G otevrend, funkce s — ind, s je konstantni na kaZdé komponenté G a na jediné jeji
neomezené komponenté je nulovd.

Dukaz. (i) Podle predchom véty je ¢(s) :== 2}” » Zdzs, s € G holomorfn{ a pro kazdé s € G je

¢ (s) = 5t - (Z “y =0, protoze f(z):= = 5)2 mé PF na C\{s}. Tedy ¢ je konstantni na
kazdé komponenté G.

(ii) Volime R > 0, aby () C U(0, R). Potom C\U(0, R) je obsaZeno v jediné neomezené
komponenté Gy mnoziny G. Navic pro s € C\U(0, R) je funkce g(z) := z—is, 2€U(0,R)
holomorfni a dle Cauchyho véty pro hvézdovitou oblast je ¢(s) =0

O

Piiklad 2.32. Necht 2o € C, r >0 a p(t) := z +re', t € [0,27]. Potom
ind,, s — 0 pro |s—z| <,
1 pro|s—zo| >r.

1
27t Jp Zz— zo

Véta 2.33 (Cauchyav vzorec pro kruh). Necht G C C je otevrend a f € H(G). Necht
U(z0,7) CG a o(t) :=zo+1.e", t €[0,2n] (). Potom plati

Lo f), ] f(s), ls—zl<r
/@ dz_{ (V)

Spocetli jsme, Ze ind, zp = = 1. Zbytek plyne z pfedchozi véty.

21t Jo,z—s 0, I|s—zol>r
Duikaz. Existuje R > r tak, ze U(zg, R) C G.
(i) Necht |s — zg| < r. Definujme

zZ—S8 ’

f'(s), =z=s.
Potom h € H(U(zo, R)\ {s}) a spojita na hvézdovité oblasti U(zp, R). Potom z Cauchyho véty

1 1 d
O:—,/h— ) g, f(s)-—,/ :
27 Jp 2w Jpo 2z — 8 21 Jpo 2z — 8

—_———
=ind, s=1

h(z ':{f(z)f(s) z#s a zeG

(ii) Necht |s— 29| > r. Volme R’ € (r,|s— z0|), aby U(20, R') C G. Potom f(2)/(z—s) je holomorfni
funkce na U(zg, R') a z Cauchyho véty je

O]

Dausledek 2.34. Necht G C C je otevrend a f € H(G). Potom f md komplexni derivaci vSech
rddi vsude na G. Necht U(zop,7) C G a ¢ je jako v (x). Potom

k! f(2) k
(k) — =0,1,2,3,... z()
Y (s)= 2FZ[0(Z )k+1dz |s—zol <r a k=0,1,2,3, (CV:™)

Zde fO) = f a k-td komplezni derivace f*) je definovand jako ) = (f(kfl))’, ma-li pravd
strana smysl.
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Dikaz. Z véty o derivaci integralu dle komplexniho parametru a (C'V,]), protoze

d’f( 1 )_ k! ”
dsk \z—s/) (z—s)kt1’ S

O]

Véta 2.35 (Morera). Necht f je spojitd funkce na oteviené G C C. Potom f € H(G), prdavé
kdyz
/ =0 pro kazdy trojihelnik A C G. (2.4)
oA

Diikaz. "=": Goursatovo lemma
"<": Necht U := U(zp, R) je libovolny kruh v G. Protoze f je spojitd na U, U je hvézdovita
oblast a

F=0

[oZAN

pro kazdy trojihelnik A C U, m4 f na U primitivni funkci F, to znamena, ze f = F’ na U.
Protoze F € H(U), méme f' = F” na U, tudiz f je holomorfni na U. Protoze U byl libovolny
kruh v G, je f € H(G). O

Véta 2.36 (Cauchyho odhady). Necht zyp € C, r € (0,4+00) a f je holomorni funkce na
otevrené mnoziné obsahujici U(zg,r). Potom pro kazdé k=0,1,2,... je

k!
— . (k) <
Vseld:=Ul(zy,r): |f (S)|_(d(s))k+1 I%%XV’, (COy)
kde d(s) = dist(s,0U) "L min|s — 2|
e d(s) := dist(s, = minls —z
k+1
Y. (k) k2770 :
vset (z0,3) 196 < S 2 maxly] (€0y)
|f*(20)] < oy I%?Li{XUc’ (COs3)

Diikaz. dostaneme z , protoze

k! f(z

B gy =|F [ _SE) R
f (S)|_‘2ﬂi[0(2—s)k+1dz‘§2w anr (d(s))k+1 Halglx|f|

alz—s|>d(s), z€0U={p), zde ¢(t) =z +7-€, t €[0,27].
CO4)) plyne z (CO1)), protoze d(s) > 5 Vs € U(zo, 1/2).
C'Os)) plyne z (CO4)), protoze d(zp) = 7. O

Véta 2.37 (Liouville). Je-li f holomorfni a omezend na C, potom je f konstantni.
Diikaz. Ukézeme, ze f' =0 na C. Oznaéme M :=sup¢ |f| < +00. Necht zp € C. Z (COs3)) dosta-
neme pro kazdé r > 0

1 M
! <= <— —= 0
Fzo)l < 7 max [ff< == o> 0

tudiz f'(z9) = 0. O

Disledek 2.38 (Zakladni véta algebry). V C md polynom stupné aspon 1 vidy aspon jeden
koren.
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Diikaz. Necht p(z) = apz" +a12" 1 + ... + an, kde a; €C,ap#0an>1.

Sporem: Predpoklddejme, ze p # 0 na C. Polozme f :=1/p. Potom f je holomorfni a omezena
na C, tudiz dle Liouvilleovy véty je f i p konstantni. Tedy p’ =0 a 0 = p{™ = nlayg, coZ je spor.
Omezenost f: Mame

£(2)] ! <2 L 0
z)| = —.
2" (ag+ %+ %) | T |a0‘_\%\_m_|¢%|

pro r = |z| = +o0.
Existuje ro € (0, +00) tak, ze |f(z)] <1, je-li |z| > r¢. Funkce f je omezend na U(0, o), protoze
je tam spojita. O

Lemma 2.39. Necht ¢ je krivka v C, f, jsou spojité funkce na (©) pron=1,23,... a fr = f
na {p). Potom f je spojitd na () a
@ ©

Dukaz. Mame

[ =] £ V() max| - 5= 0
® ()

O]

loc

Véta 2.40 (Weierstrass). Necht G C C je otevrend, f, € H(G) pron €N a f, = f na G.
loc
Potom f € H(G) a fr(bk) = f%) na G pro kazdé k € N.

Diikaz. (1) Z¥ejmé je f spojita. Necht A je trojihelnik v G. Potom

0:/ fnLeﬂ)na fZO
oA oA

Z Morerovy véty je f € H(G).
(2) Necht k € N a zy € G. Volme r > 0, aby U(zp,7) C G. Potom z (COs) mame:

v U (20.5) s [#8)(s)— F) ()] = ®) (5| < K27 noga
s€U (205 ) [P =100 = U= N0 )] < = a1 = g1
O
2.4 Mocninné rady
Definice 2.41. Necht {a,}>2, C C a zg € C. Potom
Zan-(z—zo)”, zeC (2.5)
n=0

je mocninnd rada o stfedu zq s koeficienty {ay}5,.

Vlastnosti 2.42.

(1) Konvergence (na cviceni)
Existuje jediné R € [0,+o0] takové, ze

o tada (2.5)) konverguje absolutné a lokalné stejnomérné na U(zg, R) :={z € C: |z — 2| < R},
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« Tada ([2.5)) diverguje pro |z —zp| > R.
Cislo R se nazjva polomér konvergence (2.5)) a plati, Ze

1
~ limsup /[an]’
n—+oo

kde polozime 2 § = 100, =0.
(2) Oznacime-li soucet na U(zp, R) jako f, potom je f € H(U(zo, R)) a

Vk €Ny Vz € U(zy, R) : Z an.n =k +1)(z—20)" ",

1o (k)
specidlné aj = fT(,ZO)

Poznamka 2.43. Mocninnou fadu derivujeme "¢len po ¢lenu', mizeme na U(zp, r) zaménit
sumu a komplexni derivaci.

Diikaz. Uzijeme Weierstrassovu vétu na
N

=Y an(z—20)", z€U(z,R)
=0

Dosadime-li do (2.5)) z = zg, mame f*)(zg) = a,.k! O
Véta 2.44 (O rozvoji holomorfni funkce na kruhu do mocninné fady). Necht R € (0, +00]
a f € H(U(zo, R)). Potom existuje jedind mocninnd rada Z an(z—20)", kterd md na Uz, R)

n=0
v . n)
soucet f. Navic plati, Ze a, = I n(!zo), n € Np.

o . v vy . ()
Diikaz. 1. jednoznacnost: Ziejmeé z toho, ze a,, = ! ngzo), n € Ny.

2. existence: Necht z € U(zp, R). Volme r > 0, aby |z — z9| <7 < R. Potom z (CV,) je

1
):7_/ f(w) dw, (a)
2mi Jpow—2z
kde p(t) = 29 +re', t € [0, 27].
Pro kazdé w € (p) mame
1 1 1 1 = (z—2)"

p— = . p—y —_—, b
w—z (w—z2)—(2—-2) w-z 1-I-2 nzz:o(w—zo)"ﬂ ()

Kde [Z=22] <1 a suma konverguje stejnomérné pro w € (). Dosadime (E[) do @ Potom

n=0

(n)
Zz—z f n(!ZO)

z (cv¥).

Piiklad 2.45. ¢ = 3 %’:’ z € C, protoze exp € H(C) a exp™(0) = exp(0) = 1.
n=0
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Véta 2.46 (O nulovém bodé). Necht f je holomorfni funkce na okoli zg € C a f(z9) = 0.
Potom bud

1. ezistuje r >0, Ze f =0 na U(zg, 1), nebo
2. existuje r >0, Ze f #0 na P(z0,7) :=U(20,7)\{20}-
V pripadé 2. existuje jediné p € N takové, Ze
f(z0) = f'(z0) = .. = fP D (20) =0, fP)(z0) #0. (2.6)
Cislo p nazgvdme ndsobnost nulového bodu zy funkce f.

Poznamka 2.47. Navic zg je nulovy bod f nasobnosti p, pravé kdyz existuje r >0 a g €
H(U(z0, 7)) tak, ze Vz € U(zg,7):

9(2) 70 a  f(2) =(2—20)"9(2). (2.7)
Diikaz. Mame, 7ze f(z)= > an(z—20)", z € U(2p, r). Pokud nenastane 1., potom existuje n € N,

n=0
(n)
ze 0# a, = fTS’ZO). Zvolme nejmensi p € N, aby a, # 0. Potom plati 1 a

VzeUl(zo,r): f(z)=ap(z—20)P +...=(2—20) Zanz—zo )P (2.8)

= g(2)

Déle g(z) definujeme jako posledni sumu. Protoze g(zo) = a, # 0, existuje r > 0, ze g # 0 na
U(zo,7) a f(z) = (2 —20)Pg(2) # 0 na P(zp,r). Obracené tvrzeni z poznamky je snadné. O

Véta 2.48 (O jednoznaénosti pro holomorfni funkce). Necht ) # G C C je oblast a
fy9 € H(G). Pak jsou ndsledujici turzeni ekvivalentni:

1. f=¢g na G;

2. mnozina M :={z€ G: f(z) =g(z)} md v G hromadny bod, tj. existuje zo € G takovy, Ze
Vr>0: MNP(z,7)#0

3. existuje zg € G, ze Yk € Ny : f(k)(zo) = g(k)(zo) )

Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti ¢ =0 na G (jinak uvazme f —g).

1 = 2: trividlni, 2 = 3: Necht zp € G je hromadny bod M :={ze€ G: f(z) =0}. Z véty o
nulovém bodé je f =0 na néjakém okoli zq, tudiz plati 3.

3 = 1: Necht N:={z€G: YkeNy: f*)(2) =0}. Potom ) # N, N je uzaviens v G, protoze
viechny f) jsou spojité. Navic N je oteviend. Necht z; € N. Podle véty o nulovém bodé existuje
r>0,% f=0naU(zy,r). Tedy U(z1,7) C N. Protoze G je oblast, dostaneme N = G a specidlné
1. O

Priklad 2.49. Vzorecek sin(2z) = 2sin(z)cos(z), z € C dostaneme z véty o jednoznacénosti,
protoze obé strany rovnosti jsou celé funkce a vime, ze rovnost plati na R (tzn. plati 2).

Poznamka 2.50. Podobné Ize fadu vzorecka bez pocitani zobecnit z R do C!

Véta 2.51 (Princip maxima modulu). Necht G C C je oblast a f € H(G). Potom je f
konstantni na G, pokud |f| nabjvd na G lokdlni maximum, tzn. existuje zo € G a r >0 tak, Ze

VzeUl(zo,r) CG: |f(2)| <|f(20)] (2.9)
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o0
Diikaz. Necht plati 1) Potom f(z) = 3 an(z—20)", 2 € U(20,7). Pro 0 < p <r plati, ze

n=0
) 2 1 2m 12 1 21 [ X - 00 -
n=0 m=0
= 1 2r 00
=2 > -@p’”m—/ et dt =3 fan[*p*",
27 Jo —
n=0m=0 n—0
(2.10)
nebot
1/27r git(n—m) qp _ { 0 pron#m,
21 Jo 1 pron=m.
Nebo-li |ag|? > |ao|? + |a1|?p® 4 -, tudiz 0 = a; = ay = ---. Dostavame, Ze f = ag na U(z,7) a z
véty o jednoznacnosti f = ag na G. 0

3 Reziduova véta

3.1 Riemannova sféra

Rozsitime C o nekonecno. Polozime S = CU{oo}, kde 0o ¢ C, a pro € > 0 zavedeme okoli kolem
oo nasledovné P(co,¢):={z€C:|z| > %}, U(oo,€) := P(00, ) U{o0}.

Definice 3.1. Rekneme, Ze z, — 29 v S, pokud Ve >0 Ing €N Vn > ng : 2z, € U(z, €).
Poznamka 3.2. Z definice plyne:

e z,—2zovSazgeCs 2z, — 2z vC.

. zn—>oo<:>\zn]—>+oo<:>$—>0. Zde L :=0a |oo| := 400.
Poznamka 3.3. S je jednobodova kompaktifikace topologického prostoru C.
Vlastnosti 3.4.
Na S zavedeme metriku g (neni jedind), tz.

(zn 2 v S) < 0(zn, 20) 200, (*)

Navic (S, o) bude izometricky s jednotkovou sférou S? := {(a, 3,7) € R3: a? + 2442 =1},
kterou chapeme jako metricky podprostor R3. Specidlné (S, o) je kompaktni.

« Definujeme stereografickou projekci ¢ : C — S?\ {N} jako na obrazku, kde N = (0,0, 1).
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N (severni pél)

(rovina rovwiku)

T

Polozme ¢(00) := N. Pro z € C je {¢(2)} = (S\{N})Np., kde p. je polopiimka z N pro-
chazejici bodem z € C. Potom ¢ : S =% S? je bijekce.

Cviceni 3.5.

— 2z 2y 2421 _ .
o (2):= <12+y2+1,x2+y2+1, e ) c=zrt+iyeC

¢ 07, 8,7) = (125,15 ), pro (@, 8,7) € S2\ {N}

o Polozme o(z, w) :=|p(2) — p(w)], z,w €S, kde |- |5 je eukleidovska norma v R®. Potom ¢
je izometrie (S, o) na S2.

o Plati (f). Skutecns, z predchoziho bodu a z cvideni mame: 9(zy,, 20) — 0= ¢(zn) — ¢(20) <
Zn — 20 V'S, protoze ¢ i ¢! jsou spojité.

o Necht z, € C a 2, — 0o. Potom |z,| — +00, ¢(2,,) € S%, proto ¢3(z,) — 1. Odtud ¢(2,) —
N :=(0,0,1)
e Necht (an’ Bna ’Yn) c SQ\{N} a (an7 ﬁna ’Yn) nif N. Potom |¢_1(Oéna an 771)|2 = (11:’;2232 =

'}i‘% — +oo. Tudiz ¢~ (an, Bn, Yn) — 0.

Definice 3.6. Necht f:S—Sa zp,L €S. Potom L =1lim,_,,, f(2), pokud pro kazdou {z,}72; CS,
20 # zn plati z, — 20 = f(zn) — L.

Poznamka 3.7. Plati:
1. lim, o0 f(2) =lim,—0 f (1/2), mé-li alespon jedna strana smysl.
2. lim,,,, f(2) =00 <= lim,,,,1/f(2) =0.

Véta 3.8 (Aritmetika limit v S). Plati:

lim (f(z)+g(z
(

2—20 Z—20

)= lim f(2) = lim g(2),
)

)
lim (f(2)-9(2)) = lim f(2)- lim g(2),
hmz—)zo f(Z)

. f(z
lim -
lim, ., g(2)

(
Z2—20 g(z

) _
)

)
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maji-li pravé strany smysl, pokud definujeme Ya € C: a/oo =0, Ya € S\{0}: a/0 =00, Vac C:
atoo=o00, Ya € S\{0}: a-o0o=o00.
Nedefinujeme: 0/0, oco/o00, 0o=+o0, 0-00.

Priklad 3.9. Raciondlni funkce lze chapat jako spojité funkce z S do S. Skutecné, necht R = P/Q,
kde P, @ jsou polynomy, @ # 0 a P, (Q nemaji stejné koteny.

1. Necht Q(z0) = 0. Potom P(zp) #0 a lim,_,,, R(z) = co. Polozme R(zp) := c0.
2. Pokud R # 0, potom

£0
: a2+ +ay {0+ 2 pro n <m,
leR(Z):ll)m b D = lim 2 DT ) =0 @ pron=m,
oo Z—00 2300 b 1 bm
0o < m bO+z+Zm 00 pron > m.
£0

Polozme R(00) := lim,_o R(2).

3.2 Izolované singularity

Definice 3.10. Necht f je holomorfni funkce na P(zp), ale neni holomorfni na U(zp). Potom f
ma v zg

1. odstranitelnou singularitu, existuje-li lim,_,,, f(z) € C,
2. pol, je-li lim,_,, f(z) = oo,
3. podstatnou singularitu, pokud lim,_,,, f(z) neexistuje.

Priklad 3.11.

sin z

ma v 0 odstranitelnou singularitu,
z

210 ma v 0 pol,

e ma v 0 podstatnou singularitu.

Véta 3.12 (O odstranitelné singularité). Necht f je holomorfni funkce na P(zg). Nasledujici
turzent jsou ekvivalentni:

1. zg je odstranitelnd singularita f,
2. existuje r > 0 tak, Ze f je omezend na P(zg,r),
3. existuje F' € H(U(zp)) tak, Ze F = f na P(z).

Umluva 3.13. Odstranitelna singularita je vidy odstranéna ve smyslu (3). Dodefinujeme f v
zp holomorfné.

Diikaz. (1) = (2): trividlni, (2) = (3): Polozme

o(z) = { (z—20)2f(2) pro z € P(z),

0 pro z = zp.
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Potom g € H(U(o)), protoze

Navic pro kazdé z € U(zp) je

9(2) =D an(z—20)" = (2 = 20)*F(2),
n=2

kde
def. S n—2
F(z) = Zan(z—zo) , 2€U(20).
n=2

Ziejmé F € H(U(z0)) a F'= f na P(zp). (3) = (1): jasné. O
Véta 3.14 (O pélu). Necht f je holomorfni funkce na P(zy). Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. zg je pal f,

2. h:= % a h(zg) :==0 md v zp nulovy bod nasobnosti p pro néjaké p € N,

3. existuje p € N tak, Ze
lim (z — z0)? f(2) € C\{0},

Z—r20
4. existuje p €N tak, Ze Vk € Z
o0 pro k <p,
Jim (z—20)ff(z)={ eC\{0} prok=np,
0 0 pro k > p.

Cislo p z @—@ je urceno jednoznacné a nazyvd se nasobnost polu zy funkce f.

Poznamka 3.15. PiSeme f(z) ~ g(z) pro z — 2, je-li lim,_,,, Iz) ¢ C\{0}. Potom @ =

) 9(2)
f(z)~ i=s0)7» Pro 2 = 20.

Diikaz. @ = @ Protoze lim,_,., f(z) = oo, je lim,_,., ﬁ = 0. Po odstranéni odstranitelné
singularity mé& 1/f v zo nulovy bod koneéné nasobnosti p € N.
= @ Existuje 7 >0 a g € H(U(29)) tak, ze g # 0 na U(zo,7) a h(z) = (z —20)Pg(2), 2z €

U(zp, ). Potom

1
lim (z—20)? f(2) = e C\{0}.
Jig o= £) = 7 € CVO)
)
@ = Méame
o0 pro k < p,
lim (2 —20)* f(2) = lim (2 — 20)* P (2 — 2)Pf(2) ={ € C\{0} prok=p,
Z—r20 Z—20 | ——

€ C\{0} 0 pro k > p.

= (1.) Polozime k = 0. O

Véta 3.16 (Casorati-Weierstrass). Necht f je holomorfni funkce na P(zy). Ndsledujici torzend
jsou ekvivalentni:
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1. zg je podstatnd singularita f,

2. ¥r>0: f(P(z, r)) =C.
Poznamka 3.17 (Velka Picardova véta). @ = @

3. Vr>0:C\f(P(z0, 7)) je nejvyse jednobodova [hluboka véta, dikaz nebude].
Priklad 3.18. exp(C\{0}) =C\{0}, exp(1/z) ma v 0 podstatnou singularitu.

Drikaz. @ = @ Jasné z definice limity.

- @ = @ Predpoklddejme, ze existuje r > 0 tak, ze C\ f(P(z0, r)) #0 a f € H(P(z0, 7)).
Potom existuje U(ug, §) C C\f(P(zo, 7)), specidlné mame, ze 0 < |z — zo| <7 = |f(2) —ug| > 5.
Definujeme

1 *
g(z) = m, z € P(zp, 7). (*)

Potom je g holomorfni a |g| < % na P(zg, r). Tedy 2y je odstranitelnd singularita a existuje
L :=lim, ,,, g(z) € C. Potom mame

. ) .. 1\ ] oo proL=0,
Zlgglof(z) o zh—>I£lo U0+ g(z)) | €C proL#0.

Tedy f méa v zg bud odstranitelnou singularitu anebo pél. O

3.3 Laurentovy rady
Definice 3.19. Necht {a,},/>° . C C a z; € C. Potom

—+00 —+00 —+00
Z an(z—20)" = Za_n(z—zo)_"—l—Zan(z—zo)" (3.1)
n=-—o0o n=1 n=0

(L) (H) (R)

je Laurentova tada s koeficienty a,, a stiedem zy. Rada (R) je reguldrni ¢dst (L) a fada (H) je
hlavni ¢dst (L). Rekneme, Ze (L) konverguje, pokud obé jeji éasti, tj. (H) i (R), konverguji.

Priklad 3.20.

1 <1
e — =
*P <z> Z nlzn
n=0
Vlastnosti 3.21 (L).
@ Konvergence: Existuji jedindg R,r € [0, +00] tak, Ze

1. fada (R) konverguje absolutné a lokdlné stejnomérné na |z — 29| < R a diverguje na
|z — 20| > R,

2. fada (H) konverguje absolutné a lokalné stejnomérné na |z — zg| > r a diverguje na
|z — 20| <.

@ Soucet: Necht 0 <r < R < +oo (toto ne vzdy plati: muze se stt, ze fada nekonverguje).
Polozme mezikruzi P(zp,r, R) :={2 € C: r <|z— 2| < R}. Oznac¢ime-li soucet (L) jako f,
potom na P(zp, 7, R) je f holomorfni, fadu (L) tam derivujeme "¢len po ¢lenu', atd.

Poznamka 3.22. Plati P(z, R) = P(z,0, R).
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1
—

Z a_pw". (*)
n=1

Diikaz. @ Cislo R je polomér konvergence mocninné fady (R). Pro w =
mocninné radé

~ Je fada (H) rovna

Cislo % je polomér konvergence 1}

@ Plyne opét z Weierstrassovy véty. O

Ukazeme, ze f € H(P(zo, 7, R)), pravé kdyz existuje jediné (L), které mé na P(zo,r, R)
soucet f.

Lemma 3.23. Necht f je holomorfni funkce na P(zy,r, R) :={z¢€ C|r < |z — 29| < R}, kde
0<r<R<+o0. Pro kazdé p € (r, R) oznacme

@p(t) == 20+ pe', pro t € [0, 27) (D)
aJ(p) = f% f. Potom je J konstantni na (r, R).

Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti necht zp = 0. Necht p € (r, R). Potom mame

21 . . 2 .
Ty =i [ fpetypetdr=i [ glpeat,
0 0
kde g(2) := f(z)-z, z€ P:= P(0,r, R). Déle
/ i ! it it 1 /
S(p)== [ g(pe")pe dt:f/ g'=0, (<)
p 0 p Pp

protoZe ¢’ ma PF g na P. Plati ([x]), protoze

d ; d d véta . . i ;
dip (g (,oe’t» = ﬁ cost+ CTZ sint “he g'cost+ig'sint =g’ (pe”) e’

]
Véta 3.24 (Cauchyho vzorec na mezikruzi). Necht f € H(P), kde P := P(zp,r, R). Necht
r<rog<Rop<R asé€ P(z,ro, Ry). Potom plati

1 1
fo) = [ LB g —,/ 1) g, (0)
2mi Jpp, 2= 2 Jop, Z2—S
kde ¢, je jako v @
Diikaz. Pro z € P polozme
, FE=SE) hro 2 £,
(2) = 1'(s) pro z =s.

Potom h € H(P), protoze h mé ,odstranénou® singularitu v s. Podle lemmatu méme

d d
/ h= fe)dz f(s)/ : , kde posledni integral je roven 27i-ind,, s = 2mi,
¥Ry wr, * 95 OR S 0

/ h= M — f(s)/ dz , kde posledni integral je roven 2mi-indy, s=0.
SOTO (’DTO z—S [2) S

70

Déle [, 1=, h, tudiz plati ). 0
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Véta 3.25 (O Laurentové rozvoji holomorfni funkce na mezikruzi). Necht P :=
P(z9,7, R), kde 0 <r < R < +00. Necht f € H(P). Potom existuje jedind Laurentova Tada

[e.o]

> an(z—20)", (L)

n=—oo

kterd md na P soucet f.

[e.°]
Dukaz. 1. jednoznacnost: Necht plati f(z)= Y. an(z—20)", z€ P. Jelipe (r, R) am€eZ,
n=-—00

pak

o0 o0

(z)(z—zo)f(mﬂ)dz:/ Z an(z—20)" "t dz = Z an/ (z—20)" ™t dz =

®p P n=—o0 n=—00 Pp

= 27 - A, kde v druhé rovnosti suma konverguje stejnomérné na (p,) a posledni integral
je roven 0 pro n # m a 27i-indy,, 20 = 271 pro n.=m.

Zaver: koeficienty se daji vyjadrit pomoci souctu f jako

Gm /wp(dz,meZ, (**)

T 2w 2 — zg)mHl
kde ¢, je jako v @ Podle lemmatu integrandy nezaviseji na p € (r, R).

2. existence: Necht s € P. Volme r < ry < Ry < R, aby s € P(z, ro, Rp). Potom z Cauchyho
vzorce mame

flo) = [ f@dz 1 [ Jz)dz (a)

2mi Jpp, Z—s 2miJo,, Z—S

+o00 — )
1 1 1 1 _Z(s 0) )

i—s (z—20) — (s —20) - Zz—20 -2 _n:O (2 — zg)n+1’

nebot % < 1, tedy fada konverguje stejnomérné pro z € (¢r,);
—+00 n
_ - . =-) = = ¢
z—s (2—20)—(s—2) s—z 1-2=2 = (8 —20)" 1
nebot % < 1, tedy fada konverguje stejnomérné pro z € (¢,). Dosadime @, do

@) a dostaneme

X (s— )" X (=)
f(s) = 1/@ y szl (z)dz+i/ vzl s

© 2mi Ry i (2= 20)" 27 Joor, = (8 — 20)" T
+o0 +00 (32)
= Z(S — Zo)n “ Qg+ Z(S — Zo)_n_l “Q_ (1),
n=0 n=0
kde a,, jsou jako v @
O

Véta 3.26 (O Laurentové rozvoji kolem izolované singularity). Necht f € H(P(zo,7)) a
+o0
f(z)= > an(z—20)", z € P(20,7). Potom

—00

1. f md v zy odstranitelnou singularitu < Vn <0: a, =0;
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2. f ma v zy pol ndsobnostipe N a_, #0 aVn < —p: a, =0;

3. f md v 29 podstatnou singularitu < a, # 0 pro nekonecné mnoho n < 0.
Diikaz.

1. jasné

2. f mé v zp pdl nasobnosti p, pravé kdyz g(z) := (z — 2z0)P f(z) ma v 2y odstranitelnou
“+oo
singularitu a po jejim odstranéni je g(zp) # 0. Neboli (z —20)Pf(z) = > bn(z — 20)",
n=0
z € P(z0,7) a bop = g(20) # 0, tzn.
bo by

400
f(z) = =) LA an:%bn(z—zo)” P,z € P(z0, 7).

3. Z 1., 2. mame, ze f nema v zy podstatnou singularitu, pravé kdyz a, # 0 pro konecné
mnoho n < 0.

O]

Véta 3.27 (Rozklad holomorfni funkce s kone¢né mnoha izolovanymi singularitami).
Necht G C C je otevrena, M C G je konecnd a f € H(G\ M). Pro kazdé s € M oznac¢me H,
soucet hlavni ¢dsti Laurentova rozvoje funkce f kolem s. Potom existuje jedind h € H(G) tak, Ze
f=> Hs+hna G\ M.

seM

Dikaz. Ziejmé Vs € M : Hg € H(C\{s}). Funkce h:= f— > Hjg je holomorfni na G\ M a v
seM
bodech s € M mé odstranitelné singularity. Skutecné, necht sy € M. Potom existuje ro > 0 tak,

ze P(so,r0) CG\M a f = Rs,+ Hs, na P(so,70), kde Rs, je soucet regularni ¢asti Laurentova
rozvoje f kolem sg a Ry, € H(U(so,70)). Tedy na P(sg, r9) mame

h=Rg+Hs— > Hy=Ry— Y HyeM(U(so, ).

seM s 50
seM,
O
3.4 Reziduova véta
+o00
Definice 3.28. Necht f € H(P(z0)) anecht f(z)= > an(z—20)", z € P(z0). Potom reziduem

f v 29 nazveme cislo res,, f :=a_;.
Véta 3.29 (Reziduova na hvézdovitych oblastech). Necht G C C je hvézdovita oblast,
M C G je konecnd o f € H(G\ M). Necht ¢ je uzavrend krivka v G\ M. Potom mdme
/ f=2mi Z resg f-indy s. (RV)
® seM

Poznamka. Pro M = () dostaneme Cauchyho vétu.

27



Dikaz. Podle predchozi véty existuje h € H(G) tak, ze f = Y. Hs+h na G\ M. Potom méame
seM
J,f= % J,Hs, protoze [ h =0z Cauchyho véty pro hvézdovité oblasti. Pro kazdé s € M:
seM

/so dz—/Za,n dz—Za,n/ Z_S)n:27ri‘ressf-ind<ps,

jelikoz suma konverguje stejnomérné na (¢) a posledni integrél je roven 0 pro n # 1 (nebot jinak
maé integrand PF, a tudiz je integral pfes uzavienou kiivku nulovy) a 2mi-indys, je-lin=1. O

Pi¥iklad 3.30. Necht ¢ := o+ +[—1;1], kde ¥ T (t) := €', t € [0, 7]. Potom C\({¢) = GoUGoo,
kde Gy je omezend komponenta ("vnitiek") a G, je neomezend komponenta ("vnéjsek"). Plati

ind,s = L s€Gy
710, s€eGu

Polozme @ := 1~ +[1; —1], kde ¢~ (¢) := €%, t € [-m, 0]. Potom pro |s| < 1 mame

1 =ind, iz s =ind,s+indgs.

3.5 Specialni typy integrala
Véta 3.31. Necht R= P/Q, kde P,Q jsou polynomy, které nemaji spolecné koreny a plati
1. Q#0 na R,

2. st(Q) > st(P)+2, kde st(Q) je stuperi polynomu Q.

Potom o
/ R(z)dx = 2im - Z ress R. (3.3)
—00
Q(s) =0
Im(s) >0
Diikaz. Ukazte, Ze integral v (3.3)) konverguje, pravé kdyz plati 1., 2 (za cviceni). Necht r >0 a
o =@l F 2, kde p(t) :=t, t € [-r,r] a 2(t) :=re, t €[0,7]. Je-li r > 0 tak velké, aby uvnit¥
or lezely vSechny poly R z horni poloroviny, potom

2ir. Y ressR(R:V)/ R:/ R+/ R. (3.4)
r o} w2
Q(s) =0
Im(s) >0

/R: Rrif/ R.
or - —o0

Protoze fng — 0 pro r — 400, dostaneme z 1) pro r — 00, ze plati 1) Nebot existuje
C >0, r9 >0 tak, ze |R(z)| < 7%, je-li |z| =7 > 1rp. Mame totiz

Mame

|R(z)| _ aozn_i_alzn*l_.,—‘,—an :i’ ‘n m+2 a0+ L4 +g;’f
bozm—l—blzm_l + ...+ by, ’zP by + bl + .+ ng
Zi%o%
Tedy
C r—00
/ R| <V(y:) max|R|<rmr— — 0
2 (2) r?
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Priklad 3.32.

00 1.2 1 00 1
I:/ vt 2/ 2+ ————dx =im- (res;, R+res;, R)
0

a:4+1 Oow4—|—1
——
suda )
i N2 Xy .om
= 1402 —(1—i)?| =———=2.2i= —,
15 i = >] IV e,
protoze
res;, R = s Sl _Z(Zk +1) 2,
1 1 1
res,, R=—=(i+1)(1+i)—= = ———=(141)?,
== (D14 = (1)

resle:—i(—i—Fl)(—l—i—i) ! (1—1)2.

1
V2 42
Véta 3.33. Necht R= P/Q, kde P,Q jsou polynomy, které nemaji spolecné koreny a plati
1. Q+#0 na R,
2. st(Q) > st(p)+1.
Necht a > 0. Potom

/OO R(x)e"®dx = 2ir - Z resg (R(z)emz>. (3.5)

- Q(s) =0
Im(s) >0

Dikaz. Za cviceni:
o Dokazte, ze Newtonuv integral v (3.5) konverguje prave kdyz plati 1., 2.
o Jak se spocte tento integral pro a < 07

az

Jako v predeslé vété integrujeme podél ¢, funkci R(z)e'** a posleme r — oo. Plati, ze

/ R(2)e"**dz =% 0 (3.6)
z Jordanova Lemmatu (bylo na 5. cviceni), z 2. totiz mame, ze lim,_,o, R(z) = 0. O

Poznamka 3.34. Je-li a < 0, potom (3.6) obecné neplati. V tomto pfipadé je nutno integrovat
pres dolni pulkruznici.

Priklad 3.35. Spocteme Fourierovu transformaci F funkce f(z):= x%ﬂ, kde
(FN) =5 / flz)e®de, t € R.
o Necht t > 0. Potom (F f)(t) =i-res; (f(2)e?) =i- % = 62:
» Necht ¢ < 0. Potom (F f)(t) = i-res_ (f(2)e™*) - (=1) = =i+ 5575 = 5
Lépe: N |
(FH() = 217T /00 cos(t:zl)——::;zm(tx)dx: 62 teR.
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Priklad 3.36.

protoze

I =2mires; f =2mi

29
4 Obecna Cauchyho véta pro cykly

4.1 Vyznam indexu

Poznamka 4.1. Otédzka: Jak ind, s vypocitat? BUNO: s =0.

Znaceni 4.2 (Polarni vyjadreni). Necht ¢ : [, 5] — C\{0} je spojitd. Vime, ze 0 # z =
|z|e?® = e?, kde 0 € Arg(z) a ¢ = log|z| +i6 € Log(z). Potom pro kazdé t € [, 5] je 0 # ¢(t) =
lo(t)]e?®) = e?®) | kde O(t) € Arg(p(t)) a ¢(t) = log|p(t)| +i6(t) € Log(p(t)). Otézkou je, zda
lze 6 a ® zvolit spojité na [«, f].

Definice 4.3. Necht ¢ : [a, 8] — C\{0} je spojita. Rekneme, 7e 6 : [, 5] — R (resp. ¢ : [, 5] — C)
je jednoznacnd vétev argumentu (resp. jednoznacnd vétev logaritmu) kiivky ¢, pokud je 6 (resp.

¢) spojitd na [a, 5] a Vi € [, 5] : 6(t) € Arg((t)) (vesp. ¢(t) € Log((?)))-

Poznamka 4.4. Vzdy existuje jednoznacné vétev argumentu a logaritmu pro spojitou kiivku ¢
(cviceni). Dokazeme si to jen pro regularni kiivky.

Véta 4.5 (O jednoznaénosti jednoznac¢né vétve argumentu a logaritmu). Necht ¢ :

[a, 5] — C\{0} je spojitd krivka. Potom

o ¢ je jednoznacnd vétev logaritmu ¢, pravée kdyz Re(¢) =log|e| a Im(¢) je jednoznacnd
vétev argumentu @.

o Jsou-li 01,05 jednoznacné vétve argumentu @, potom existuje k € Z, Ze 0o = 01 + 2km.
Drikaz.
o 7 definice argumentu a logaritmu.

o Pro Vt e |a,f] existuje k(t) € Z, ze 02(t) = 01(t) + 2k(t)7. Protoze k : [, 5] — Z je spojita
a [a, f] je souvisld, je k konstantni na [«, 3]

d

Véta 4.6 (O existenci jednoznac¢né vétve logaritmu pro regularni kiivky). Necht
¢ [a,B] = C\{0} je reguldrni krivka. Potom existuje jednoznacnd vétev logaritmu ¢ krivky ¢ a
plati, Ze

[Z =690,
©

z

Navic Im(¢) je jednoznacnd vétev argumentu ¢.

Diikaz. Hleddme spojité ¢ takové, ze ¢ = e?. Ziejmé @% = ff%dt. Polozme ¢y(s) :=

IN %dt, s € [, B]. Potom ¢g je spojitd na [«,f] a ¢ = % na [o, ]\ K, kde K je kone¢na.
Potom na [, 5]\ K je (pe=%0) = (o' —p¢h)e~? = 0. Tedy existuje c € C, 7e pe~ % = e na [a, f3].

Polozme ¢ := ¢ +c. O

30



Véta 4.7 (O vypoctu indexu). Necht ¢ : [, ] — C je uzavrend reguldarni krivka a s € C\(p).
Necht ¢ :=p—s a 0 je jednoznacnd vétev argumentu krivky @. Potom

(%)~ ()

ind, s =ind>0 =
ind, s = ind o

(oVI)
Specidlné, ind, s € Z.
Poznamka.

e Je-li ¢ pouze spojitd, definujeme ind, s vztahem .

o 7 je jasné, Ze ind, s je pocet otoceni ¢ kolem s proti sméru hodinovych rucicek.

Dikaz. Mame, ze
= 1 B Yt —p(t)-s 1 [d :
ind@sz i(t)f,/ () at” A s—,/N—Z:imd~0V§ta
LP Z

! (6(B) — () = i(umgz)(ﬁ) —ilm¢(a)) = 0(8) —b(a) _ K

= o o o

pro néjaké K € Z, kde ¢ je jednoznacénd vétev logaritmu ¢. Ziejmé Re(¢(5)) = log|o(8)| =
log|p(a)| = Re(¢p(a)) a Im(¢) je jednoznacnd vétev argumentu @. O
4.2 Obecna Cauchyho véta

Definice 4.8. Konecnou posloupnost I' := {¢1,...,on}, kde n € N a ¢1,...¢, jsou uzaviené
(regularni) kiivky v C, budeme nazyvat cyklus.

Znaceni 4.9. Necht I' = {¢1,...,¢,} je cyklus. Definujeme
e graf I' jako

o délku I jako

o je-li f spojitd na (T'), pak

fi-

n

ka,

k=1
o index .
. . 1 dz
indp(zg) := kgllnd@k(zo) = Tm/r P
o wnitrek I" jako IntI" := {zp € C\(I') : indr(29) # 0},
o wvnéjsek I' jako ExtI := {z9 € C\(I') : indr(29) = 0}.
Poznamka 4.10. o Rozmyslete si, ze podobneé jako pro kiivky, je zobrazeni z — indp(z) € Z
konstantni na kazdé komponenté C\(I') a jedind neomezend komponenta C\(I') lezi v

ExtI.

o Zfejm¢é mame rozklad C =IntI'U(T") UExtI", kde IntT', ExtT" jsou oteviené a (I'), Int T'U(T")
jsou kompaktni.

31



Poznamka 4.11. Uzavienou kiivku ¢ chapeme jako cyklus I' := {¢}.

Piiklad 4.12. Je-li ¢ :=p =, o(t) := €™, pro t € [0,27]. Potom (¢)) = {z € C:|z| =1}, Intyp =)
a Exty = C\(¢).

Véta 4.13 (Obecnad Cauchyho pro cykly). Necht G C C je otevrend a T je cyklus v G, tedy
(') C G. Potom plati, Ze

Vi eH(G): /f:O, (CV)

r

prdvé tehdy, kdyz IntI"' C G.
Priklad 4.14. Necht f je holomorfni funkce na mezikruzi P(zp,r, R), kde 0 <r < R < co. Necht
r<r <re<Rag;t):=z+rje’ t€[0,27]. Potom vime, Ze Jor =1, [ Plyne to z piedchoz
véty pro I':= {=¢1,p2}. Protoze IntI" = P(z9,71,72), mdme 0 = [ f = f‘Pl f— fsoz f.

Véta 4.15 (Reziduova pro cykly). Necht G C C je otevrend, I je cyklus v G a IntT C G.
Necht K € G\ (') je koneénd a f € H(G\ K). Potom plati

/ f=2mi Z res(f)-indp(s). (RVC)
seEK
Drikaz. Zcela analogicky jako pro na hvézdovitych oblastech. O

Diikaz vety 4.1 (Obecnd Cauchyho pro cykly).

"==": Necht plati (CV). Je-li 29 € C\G, pak f(z):= = zo € H(G) a podle 1) je indp zg =0,
neboli zg € ExtT.

"«=": Necht IntI' C G a f € H(G). Nejdrive dokazeme, ze

f(z)dz

veEe G\ (T): il o€ = f(§)-indp¢, (CV,)
coz je ekvivalentni s
L[ f@-fO 1 [ fE@de
R e e P (GE3 *)
Polozme FE&-1©
R % pI’OZ%f, (Z,E)EGXG7
9(=:8) = { f’(z)5 pro z=¢&, (2,£) e GxG.
Potom

(a) g je spojitd na G x G. Jasné v bodech (z, £), z # . Necht 2y € G. Dokazeme, Ze g je spojitd
v (20, 2z0). Necht £ > 0. Protoze f’ je spojitd v zp € G, existuje r > 0 takové, ze U(zp, ) C G

a
VzeUl(zo,r): |f'(2) = f(20)] <e. (x)

Je-li 2,6 € U(zp,7) a z # &, potom pro tsecku (p( ) =E+t(z—=&), t€]0,1] plati

[ 1= [ Feo)c-gu--g- [ e,

tudiz
()
< e.

[ (#ott) - oy

l9(2, ) — g(20,20)| =

Pro z € U(2o,7) je
19(2,2) = 9(20,20) = |f'(2) = f'(20)| < €

z (X))
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(b) Vz€ G :g(z,-) € H(G). Jasné pro  # z. V £ = z je ale odstranitelna singularita. Polozme

Me) = 5 [ (. )dz €€G.

Podle véty o derivovani integrélu podle komplexmho parametru plati, ze h € H(G). Je-li

¢ € GNExtT', potom z (*) mame h(§) = dz Polozme

27rz Fz
_ 1 1/
hE) =5 s ¢ €ExtT\G.

Potom h je holomorfni na G i na ExtI', tedy i na celém C = GUExtI'. Ukadzeme ze h
je omezena. Potom z véty [2.37| (Liouville) plyne, Ze h je konstantni. Skutecné, méme
limg_,00 h(§) = 0. To plyne takto. Necht (I') C U(0, R). Je-li |{| > R, potom

1

H(©)] < 5 V(D) -max] ]

— 0,
|§| R ¢—oo
protoze |z —&| > [£| —|2| > || — R. Tedy h =0 na C, specialné plati (C'V,).

Déle zvolme £ € G\ (I') a polozme

fi(2) == (2=8)f(2), z€G.
Podle (CV2) je
/f(Z)dZ— fl(_) . i- f1(€)-indpé& =0.
r r z—¢& \_;,0_,

V diikazu potiebujeme lepsi vétu o derivovani integralu podle komplexniho parametru.

Véta 4.16 (O derivovani integrialu podle komplexniho parametru). Necht G C C je
oteviend a T' je cyklus. Necht g je spojitd funkce na (I') x G a Vz € (T) : g(z,-) € H(G). Potom je
funkce

)i= 9z 4z €6
holomorfni na G.

Diikaz. Ztejmé je h spojita na G. Necht A je trojuhelnik v G. Potom

[ woac= [ ([aoaz)ac™ [ (] god)ds-

Clgzsafy,
Z Véty (Moreral) plyne, ze h € H(G). O

4.3 Jednoduse souvislé mnoziny

Lemma 4.17. Necht G C C je hvézdovita oblast. Potom plati

IntT’ C G pro kazdy cyklus (resp. uzavrenou krivku) T' v G. (JS)

Diikaz. Plyne z Véty [2.26] (Cauchyho véta pro hvézdovité oblasti) a z Véty [4.13] M
|Cauchyho pro cykly]).
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Otazka: Charakterizuj oteviené mnoziny G C C, pro které plati (JS]).
Véta 4.18. Necht G C C je oteviend. Potom plati (JS)), prave kdyz S\G je souvisld.

Diikaz. T&zs. Bude v magisterské prednasce [KA |
Necht T" je cyklus v G. Polozme indroo = 0. Potom indr : S\(I') — Z je spojita, tudiz
konstantni na kazdé komponenté S\(I'). Specidlné Vs € S\G : indrs =0, tedy IntI' CG. O

Definice 4.19. Oteviend mnozina G C C se nazyva jednoduse souvisld (j.s.), pokud S\G je
souvisla.

Poznamka 4.20. Spravna topologicka definice pomoci homotopie: Oteviena mnozina G C C
je jednoduse souwvisld, pokud je kazdéd uzaviena kiivka v G homotopicka s konstantni kiivkou,
tzn. ’lze ji stdhnout v G do bodu’.

Priklad 4.21. Hvézdovité oblasti C jednoduse souvislé oblasti (oteviené mnoziny).

Dausledek 4.22 (Cauchyho véta pro j.s. oteviené mnoziny). Necht G C C je jednoduse
souvisld otevrend mnozina a f € H(G). Potom pro kazdy cyklus T v G plati

Af:Q

Dukaz. 7 Véty plyne IntI" C G. Véta pak plyne z Obecné Cauchyovy véty pro cykly a
z Véty [2.20] (O existenci primitivni funkce]). O

Neboli f ma primitivni funkci na G.

Disledek 4.23 (Reziduova véta pro j.s. oteviené mnoziny). Necht G C C je jednoduse
souwvisld oteviend mnoZina, I' je cyklus v G, K C G\ (') je konecnd a f € H(G\ K). Potom

/ f=2mi Z ress(f)-indp(s).
r seK

Diikaz. 7 Véty plyne IntT" C G. Vysledek pak plyne z Reziduové véty pro cykly (RVC). O

4.4 Konec¢né souvislé mnoziny

Definice 4.24. Rekneme, Ze oteviend mnozina G C C je konecné souvisld, pokud S\G m4
kone¢né mnoho komponent. Tyto komponenty nazveme dirami G. Oznacme je Ko, K1,..., K,
kde Ky je neomezend komponenta (tj. obsahujici c0) a Kj,..., K,, jsou omezené komponenty
(tzv. omezené diry). Takovou mnozinu G nazyvame (14 m)-souvislou. Specidlné, jednoduse
souvisla odpovida m = 0, dvojité souvisla m =1 atd.

Priklad 4.25.

1. JednodusSe souvisla oteviend mnozina G C C: jedina dira Ky =S\G, tedy m = 0. Napf.
pas G={z€C:0<Imz < 27}.

2. C\{0}: dve diry {0} a {oo}, tedy m = 1.

3. Mezikruzi P(zg,m, R) :={2€ C:r < |z—2z0| < R}: dvé diry U(zp,7) a {|z — 20| > R} U{o0},
tedy m = 1.

4. Stérbinova rovina C\[—1,1]: dvé diry [~1,1] a {oc}, tedy m = 1.

Protoze G je oteviend v C, je S\G uzaviend v S, tedy kompaktni. Kazda dira K; je uzaviena v
S, tudiz kompaktni; omezené diry Ki,..., K,, jsou kompaktni v C.
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Definice 4.26. Necht G C C je konec¢né souvisld oteviend mnozina s omezenymi dirami
Ki,...,Kp,. Pro kazdé j € {1,...,m} zvolme reprezentanta a; € K;. Uzaviené kiivky v1,...,%m
v G nazveme standardnimi smyckami pro G, pokud

ind,, (ar) = & (J,k=1,...,m).
Lemma 4.27 (Existence standardnich smyc¢ek). Standardni smycky pro G vidy existuji.

Dikaz. (Néznak. Podrobnosti v ) Omezené diry Kji,...,K,, jsou kompaktni a po dvou
disjunktni, tedy jsou navzajem v kladné vzdalenosti. Pro kazdé j zvolme € > 0 mensi nez polovina
vzdalenosti K; od ostatnich komponent S\G. Pokryjme K; koneénym sjednocenim S; uzavienych
¢tverct miizky s krokem /2. Hranice 0S; orientovana proti sméru hodinovych rucicek je po
¢astech linedrni prostd uzaviend kiivka lezici v G s indps, (a;) = 1 a indgg; (ax) =0 pro k # j.
Jako 7; vezmeme 0S;.

Je-li Kj = {a;} jednobodova, lze za v; vzit pozitivné orientovanou kruznici |z —a;| = € pro
dostatecné malé e tak, aby P(aj,¢) C G. d

Definice 4.28. Necht G C C je konec¢né souvisla oteviend mnozina se standardnimi smyckami
Y15+, Ym- Pro f € H(G) definujeme periody f kolem K; jako

Pi(f):= [ fdz, ji=1,...,m.
s

Poznamka 4.29. Pro cyklus I' v G hodnoty indr(a;) nezavisi na volbé reprezentanta a; € Kj,
protoze index je konstantni na komponentach C\(I') a K je souvisld. Obdobné periody P;(f)
nezdvisi na konkrétni volbé standardni smycky ;. Libovolné dvé standardni smycky kolem K
dévaji stejnou periodu, jak plyne z nasledujici véty.

Véta 4.30 (o periodach). Necht G C C je konecné souvisld otevrend mnozina s omezenyms
dirami K1, ..., K,,, reprezentanty a,. .., an, a standardnimi smyckami~yy,...,Ym. Necht f € H(QG)
a T je cyklus v G. Potom

/F fdz="P;(f) indp(ay). (VP)
j=1

Poznamka 4.31. Véta o periodach zobecnuje ziejmé Reziduovou vétu pro j.s. oteviené mnoziny
Skutecné, je-li K; = {a;}, potom P;(f) = 2mires,,(f). Rozmysli.

Znaceni 4.32. Pripomenme, ze jsou-li ¢: [a,b] = G a9 [c,d] — G uzaviené kiivky s ¢(b) = (c),
jejich soucet ¢ +1) je uzaviena ktivka, kterd prochdzi nejprve po ¢, poté po 1. Opacnd krivka
= prochazi ¢ v opacném sméru. Pro n € Z definujeme celociselny ndsobek ny predpisem:

o+ +¢ (n krat) n >0,
ny = ¢ konstantni kiivka v bodé p(a) n =0,
(=) +--+(=¢) (In] kedt) ~ n <O0.

7 definice a linearity integralu plyne
fdz= n/ fdz a indp,(a) =n-indy(a) (nez). (4.1)
ng @
Diikaz. Necht T'= {p1,...,¢n} a n;j :=indr(a;) pro j =1,...,m. Definujme cyklus
" i ={Q1, -y Ony =M1V o s NV }-

Ukézeme, ze IntI'™ C G, tj. indp«(a) = 0 pro kazdé a € C\G.
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Pripad a € KogNC. Kazda kiivka mé index 0 kolem bodid neomezené komponenty svého doplnku,
tedy indp«(a) = 0.

Pripad a € Ky pro néjaké ¢ € {1,...,m}. Index je konstantni na K, (kterd je souvisld), tudiz
indr(a) = indr(ag) = ny. Ze standardnosti smycek plyne ind,, (a) = ind,; (ag) = d;¢. Tedy

m
indp«(a) =ng+ Z(—nj) 00 =ng—mng=0.
j=1
V obou pripadech IntI'* C G. Z Obecné Cauchyovy véty pro cykly je Jp« =0, a tedy z

linearity
m
[r=m [ 1=0
L
coz je (VPJ. O

Véta 4.33 (Kritérium existence primitivni funkce). Necht G C C je konecné souvisld
otevrend mnozina se standardnimi smyckamiyi,...,vm a f € H(G). Potom md f na G primitivn{
funkci, pravé kdyZ md vsechny periody nulové, tzn. Pi(f) =0 pro kazdé j =1,...,m.

Diikaz. =: Zfejmé. <: Plyne piimo z Véty [4.30l Jsou-li vSechny periody nulové, pak [.f =
321 Pi(f) =0 pro kazdy cyklus I' v G, tudiz f md na G primitivni funkei. O

Priklad 4.34. Mezikruzi G = P(zp,r, R), jedna omezend dira K1 = U (zp,r). Kazdé f € H(G)

mé Laurentiv rozvoj f(z) = _cn(z —20)" a perioda je Py(f) = 2mi-c_;. Funkce f ma

primitivni funkci na G pravé tehdy, kdyz c¢_; = 0. Rovnost integrala f‘Pl f= fsa2 f z Prikladu
plyne rovnéz z Véty o periodach protoze g2 je standardni smycka pro G.
4.5 Jordanovy krivky

Definice 4.35. Rekneme, Ze uzaviend spojita kiivka ¢ : [a, 3] — C je Jordanova, pokud <p|[a 5)
je prosté zobrazeni.

Poznamka 4.36. Pojem indexu, vnitfku a vnéjsku lze zobecnit i pro spojité uzaviené kiivky
(nejen regularni).

Véta 4.37 (Jordanova). Necht ¢ je Jordanova krivka v C. Potom Inte a Ext jsou oblasti a
C\(¢) =IntpUExty. Navic bud'Vs € Inty: ind,s =1, nebo Vs € Inty: ind,s = —1.

Dukaz. Tézky, nebude. O

Poznamka 4.38. Jordanova véta 1ikd, ze kazda jednoducha uzaviend kiivka v C rozdéluje
rovinu na pravé dvé oblasti, ohrani¢enou (Int ) a neohranicenou (Ext ). Index ¢ je konstantni
na Intp a roven +1. Podle znaménka indexu mluvime o kladné/zaporné orientované Jordanové
kiivce . Specialné Int ¢ je jednoduse souvisla oblast.

5 Zajimavé funkce

5.1 Funkce Gama
Definice 5.1 (Funkce I'). Polozme

I'(z):= /;OO t*“tetdt, Re(z) > 0. (5.1)



Lemma 5.2. Funkce I je holomorfni funkce na Re(z) > 0.

Diikaz. Necht z = x +iy. Potom integral konverguje jako Lebesguetv, pravé kdyz Re(z) > 0.
Skutecng, 2~ = eletiy—1)logt, [t>~1] =t*~1. Déle z vét o spojitosti a derivovani integrdlu podle
redlnych parametra x, y mame

r +oo or
gx(:z,y) = /0 t*log(t)e tdt = —ia—y, protoze
6tZ71 6t271
=t*"log(t) = —i .
5 og(t) = —i 3y
Z véty [1.14] (Cauchy-Riemannoval) plyne, ze I' je holomorfni na Re(z) > 0. O

Lemma 5.3. I'(z+1) = z-I'(z), Re(z) > 0. Specidlné, I'(n+1) =n!, n=0,1,2,...

Dikaz.

+oo z —t z,—t +oo
F(z+1):/0 t* e ' dt - [—t e }0 +z-T'(2),
u % paTtes\_;E_/
du =77 vi=—et

O]

Poznamka. Z véty 2.48 (O jednoznacnosti pro holomorfni funkce|) staci rovnost dokdzat napr.
pro redlné z > 0.

Lemma 5.4. Funkci T Ize jednoznacéné rozsirit na funkci holomorfni na C\{0, —1, =2, =3, ...},
pricemz v bodech 0, —1, —2, =3, ... md I jednoduché pdly a res_,I'=(—1)"/n!, n=0,1,2,3, ...

Dikaz. Vime z[5.3] ze
I'(z+1)

I'(z) = ———%, Re(z) > 0. (*)

z
Protoze prava strana mé smysl i pro 0 > Re(z) > —1, z # 0, definujeme pro takovéa z funkci
I'(z) jako @ Nyni mé ale pravé strana smysl pro —1 > Re(z) > —2,z # —1, 0 a pro takova

z rozsifime definici I' opét pomoci (E[), atd. Z véty o jednoznacnosti plyne, ze toto holomorfni
rozsifeni I' je jednoznacéné. Navic mame

reso['(z) =resg <F(z+1)> =I(1)=1,

res_1I'(z) =res_; (itm) =-I'(1)=-1,
I'z4+n+1 I'(1 L (=17
reS_NF(Z):res_n(z(zil)m(zln)) = 75') (=1) :(n!)’ n € Ny,
protoze I'(z+n+1)=(z+n)(z4+n—1)---z-I'(2). O
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5.2 Riemannova zeta funkce
Definice 5.5 (Riemannova ¢ funkce). Pro Re(z) > 1 polozme

()= S ni (5.2)

Lemma 5.6. Funkce ¢ je holomorfni funkce na Rez > 1.
Diikaz. Skutec¢né, fada v (5.2)) konverguje absolutné a lokalné stejnomérné na Rez > 1, protoze

1

nZ

Re(z)-logn i

_nl,oa

:‘e—zlog ‘—6

je-liRe(z) >xo>1a > 2, n%ﬂ < 4o0. Z Véty |2.40| (]Weierstrass[) plyne
¢ e H ({Re(z) > 1}). O

Definice 5.7 (Dirichletova eta funkce).

o0 n+1

Z Re(z) > 0. (5.3)

Lemma 5.8. Funkce n je holomorfni na Re(z) > 0.

Dikaz. Na Re(z) > 1 je dikaz stejny jako pro ¢. Na 0 < Re(z) <1 fada v (5.3) konverguje
neabsolutné - pro reilna z je diikaz snadny. O

Lemma 5.9. Plati
n(z) = (1-27%)¢(2), Re(z) > 1.

Diikaz. Necht Re(z) > 1. Potom

— 2.
<) n:1 2n—1
- > _ (@) +n(z) 1 »
= — —((2), tud
kabs nZ::l 2n—1 nZ::l 2n) 2 3-¢(2), tudiz

n(z) = ((2) =2'7%((2).

U
Lemma 5.10. ¢(z):=1—2'"% je celd funkce, kterd md nulové body prdvé v bodech
2k ::1+k-1(?;gi2, ke,
a to jednoduché.
Diikaz.
o 2172 =e(l-2)l082 — 1 0 (1—2)-log2 = 2kmi, k€ Z,
o O(2)=2'%.log2, ¢'(z)=log2#0.
O

Lemma 5.11. Funkci ¢ lze jednoznacné rozsirit na holomorfni funkci na C\{1} s jednoduchym
polem v 1 aresi(=1.

38



Dikaz. 7 vime, ze pro Re(z) > 1 je

)= s )

Protoze pravé strana @) ma smysl i pro 1 > Re(z) >0, z # z; pro vSechna k € Z, rozsifime
) mame res; ¢ = Jg) = %5 = 1. Pro dalif

¢ holomorfné pro takové z pomoci . Dile 7 (
vlastnosti ¢ viz napt. [CONWAY, J. B.; Functions of one complex variable, Springer, 1978]. [

Lemma 5.12. Mimo kriticky pas {z € C|0 < Re(z) < 1} md ¢ nulové body prdvé v —2, —4, —6,
—8, ..., které se nazyvaji trividlni nulové body.

Riemannova hypotéza‘ Je-li z nulovy bod funkce ¢ v kritickém pésu, potom Re(z) = % Jeden z

nejslavnéjsich otevienych problémiu v matematice (odména 1 milion $). M4 tzkou souvislost s
rozloZzenim prvocisel, viz [Riemann, B.; Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen
Grosse, anglicky preklad: On the Number of Prime Numbers less than a Given Quantity, 1859]

Véta 5.13 (Eulerova). Je-li Re(z) > 1, potom

() =r:[( ). (5.4)

1—pn*

kde {pn}5> je posloupnost vsech prvocisel.
Poznamka. Zde [[77 a, :=limy_ 100 ]_[7];[:1 Gn, Ma-li prava strana smysl.

Dikaz. Pro kazdé n € N plati
1 —FZOO
= =2 P
1— pn® —
< ™m0

Necht n € N. Potom

n 1 +oo
_ —z *
[I{i—=]=>n (*)
k=1 Py j=1

jsou-li ny, no, ... vSechna ptirozena c¢isla, kterd se daji rozlozit na soucin mocnin jen prvocisel
D1, P2, ---, Pn. Zde se vyuziva jednoznacnosti faktorizace n; jako soucinu provcisel. Pokud v @
posleme n — oo, dostaneme ([5.4)). O

5.3 Prvodiselna véta

Véta 5.14 (Prvociselna). [HADAMARD, J.; POUSSIN, Ch. J. de Pa Valleé; 1896] Necht m(x)
je pocet prvocisel p < x pro kazdé x > 0. Potom

7(x) , Pro T — 00

~ logx

tzn. hrf m(z)
T—r+00 X
( logx )

Poznamka. Prvni velky tspéch KA. Nyni existuji dikazy, které uzivaji pouze elementarni
techniky z UKA - Cauchyho integrilni vzorec, Cauchyho vétu a odhady kiivkovych integrali.
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