
Matematická analýza pro fyziky I

ZS 2016/17, MFF UK

3. Cvi£ení

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

1. Ukaºte, ºe pro kladná £ísla x1, . . . , xn platí

x1 · . . . · xn = 1⇒ x1 + . . .+ xn ≥ n

Návod: Abyste dokázali výrok pro x1, . . . , xn+1, p°edpokládejte, ºe xn < 1 a xn+1 > 1 (pro£ to lze?) a
pouºijte induk£ní p°edpoklad na x1, . . . , xn−1, xnxn+1.

2. Artitmetický pr·m¥r nezáporných £ísel x1, . . . , xn je a = x1+...+xn
n , geometrický pr·m¥r je g =

n
√
x1 · . . . · xn a harmonický pr·m¥r h = n

1
x1

+... 1
xn

.

Dokaºte, ºe a ≥ g ≥ h
Návod: Pouºijte, ºe y1 · . . . · yn = 1⇒ y1 + . . .+ yn ≥ n pro kladná yi.

3. Dokaºte pro (komplexní) £ísla a1, . . . , an a b1, . . . , bn Cauchy-Schwarzovu nerovnost:

n∑
k=1

|ak||bk| ≤
√∑

|ak|2
√∑

|bk|2

Návod: Ov¥°te pro Ak =
|ak|√
n∑

i=1
|ai|2

a Bk =
|bk|√
n∑

i=1
|bi|2

nerovnost
∑
AkBk ≤ 1.

Pouºijte p°itom skute£nost, ºe geometrický pr·m¥r lze shora odhadnou aritmetickým pr·m¥rem.

4. Dokaºte pro £ísla a1, . . . , an a b1, . . . , bn Minkowského nerovnost√∑
|ak + bk|2 ≤

√∑
|ak|2 +

√∑
|bk|2

Návod: Rozloºte sou£et pod levou odmocninou na dva sou£ty a pouºijte Cauchy-Schwarzovu nerovnost.

5. Bu¤ θ 6= 2kπ.
Dokaºte identitu

sin θ + sin 2θ + . . . sinnθ =
sin n+1

2 θ

sin θ
2

sin
nθ

2

a

1

2
+ cos θ + cos 2θ + . . .+ cosnθ =

sin
((
n+ 1

2

)
θ
)

2 sin θ
2

Návod: Rozepi²te
n∑
k=1

e−1kθ.

6. Najd¥te v²echna reálná £ísla x s

1− sin 3x =
(
sin

x

2
− cos

x

2

)2
7. Spo£t¥te následující komplexní £ísla:

a) z = (−
√
5 + i

√
5)3(1 + i)2

b) z =
(−1 + 4i)2

5− 2i



c) z =

(
4− i
2 + i

)2

d) z =
125

(2 + i)3
+ (1 + i)8 − 7i

e)
(
−1− i

√
3
)3 (
−1 + i

√
3
)3

8. Na£rtn¥te v Gauÿovské rovin¥ následující mnoºiny komplexních £ísel:
a) {z ∈ C ; |z| − z = 1 + 2i} b) {z ∈ C ; |z − 1 + i| = |z − 3− 5i|}

c)

{
z ∈ C ; <e

(
1

z

)
≤ 2

}
d)

{
z ∈ C ; |z| ≤ 1 ,

∣∣∣∣z − 1

2

∣∣∣∣ ≥ 1

2

}
e) {z ∈ C ; |z − 1− i| = 2|z + 1 + i|} f) {z ∈ C ; |z| > 1−<e(z)} .

9. Dokaºte, ºe pro v²echna komplexní £ísla z, w ∈ C platí tak zvaná rovnob¥ºníková identita

|z + w|2 + |z − w|2 = 2
(
|z|2 + |w|2

)
.

Jaká geometrická v¥ta se za ní skrývá?

10. P°eve¤te následující výrazy na trigonometrický tvar z = r (cosϕ+ i sinϕ) :
a) (1 +

√
3i)(1 + i)(cos a+ i sin a), a ∈ R b) −5 c) i+ sin(2α)− i cos(2α), 0 ≤ α < π

11. �e²te rovnice pro z ∈ C, z = x+ iy :
a) z3 = i b) z6 = −27 c) z4 = 1 + i

√
3 d) z2 + 2 = 0

e) z2 + 2z + (1− 8i) = 0 f) z4 − 2z2 + 2 = 0 g) z2 = 3 + 4i h) z2 = 5− 12i

12. Spo£t¥te p°esnou hodnotu cos
π

5
und sin

π

5
.

Návod: Poloºte z = cos
π

5
+ i sin

π

5
a pouºijte z5 + 1 = 0 stejn¥ jako z +

1

z
= 2 cos

π

5
.

13. Na£trn¥te v C následující mnoºiny

a) {z ∈ C : |z − i| = 3}, b) {z ∈ C : |z + i| = |z − 1|}, c) {z ∈ C : |z2 + 1| = |z2 − 1|},
d) {z ∈ C : |z + 1| = 2|z − 2|}, e) {z ∈ C : Re(z + 2) ≥ Imz}.

14. Udejte trigonometrickou reprezentaci £ísel

a)
1 + i

2
, b)

(
1 + i

2

)2

, c)

(
1 + i

2

)30

, d)
(1 +

√
3i)15

(
√
3 + i)24

.

Najd¥te reálnou a imaginární £ást a absolutní hodnotu

e)
1 + i

1− i
, f)

1

i
, g)

i+ 1
1+i

i+ 1
1−i

.

15. Budiº z1, z2, z3 komplexní £ísla s vlastnostmi

|z1| = |z2| = |z3| = 1

a

z1 + z2 + z3 = 0

Ukaºte, ºe z1, z2, z3 jsou vrcholy rovnostranného trojúhelníka.
Návod: Pouºijte

|z + w|2 + |z − w|2 = 2(|z|2 + |w|2).


