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7. Cvi£ení

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

1. �e²te diferenciální rovnice - speciální pravé strany

a) y′′ + y = 4 sinx

b) y′′ − y = ex cosx

c) y′′ + y′ + y = e−x cosx+ e−x sinx

d) y′′ − 5y′ + 4y = 4x2e2x

e) y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = ex − x+ 16

f) 2y′′′ − 3y′′ − 3y′ + 2y = (ex + e−x)2

g) y′′′′ − 2y′′′ + y′′ = ex + 1

h) y′′′′ + y = (x+ 1)4

2. �e²te diferenciální rovnice - Variace konstant

a) y′′ + y = tanx

b) y′′ − y = 2ex

ex−1

c) y′′ + y = cos−3 x

d) y′′ + 2y′ + y = e−x lnx

e) y′′ − 3y′ + 2y = e3x

1+ex

f) 4y′′ − 4y′ + y = ex/2
√
1− x2

3. Nech´ f(x, y, z) = 1√
x2+y2+z2

. Dokaºte, ºe
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
= 0 pro (x, y, z) 6= (0, 0, 0).

4. Spo£t¥te v²echny parciální derivace prvního °ádu

a) f(x, y, z) := z · arctan(x/y) b) f(x, y, z) := x(y
z)

5. Spo£t¥te smí²ené parciální derivace druhého °ádu

a) f(x, y) := arccos
√

(y/x) b) f(x, y) := x(y
2)

6. Základní pojmy vektorové analýzy. Budiº f = (f1, f2, f3) a fi = fi(x1, x2, x3), i = 1, 2, 3. Nech´ mají
funkce f1, f2 a f3 spojité parciální derivace prvního °ádu v kaºdém sm¥ru. De�nujeme rotaci vektorového
pole f

rot f :=
(∂f3
∂x2
− ∂f2
∂x3

,
∂f1
∂x3
− ∂f3
∂x1

,
∂f2
∂x1
− ∂f1
∂x2

)
,

divergenci vektorového pole f

div f :=
∂f1
∂x1

+
∂f2
∂x2

+
∂f3
∂x3

.

Dokaºte následující identity:

div(grad f) =
3∑
i=1

∂2f

∂x2i
pro f : R3 → R,

rot(grad f) ≡ (0, 0, 0) pro f : R3 → R,

a
div(rot f) ≡ 0 pro f : R3 → R3.



7. Dokaºte následující odhady pro n ∈ N :

(1)
(n
e

)n
<
n!

e
< n

(n
e

)n
(2) lim

n→∞

1

n
n
√
n! =

1

e
.

8. Spo£t¥te následující limity:

a) lim
n→∞

2n2 + n− 3

n3 − 1
b) lim

n→∞

2n3 + 6n

n3 − 7n+ 7
c) lim
n→∞

2n5 + 3n− 2

n5 − 3n3 + 1
,

d) lim
n→∞

2n2 + 2n+ n sin 2n

n cos 3n+ (2n+ sin 4n)2
, e) lim

n→∞

(2n + n2)2

(5 + 1
n)
n

, f)∗ lim
n→∞

nn+1

(n+ 1)n
.

Nápov¥da k f)

Z Bernoulliho nerovnosti plyne pro x ≥ − 2
n , ºe

(1 + x)n =
[
(1 + x)n/2

]2
≥
[
1 +

n

2
x
]2

= 1 + nx+
n2x2

4
.

9. Spo£t¥te následující limity:

a) lim
n→∞

xn

1 + x2n
, x ∈ R b) lim

n→∞

(√
n+ 1−

√
n
)

c) lim
n→∞

(
1

n2
+

2

n2
+ · · ·+ n− 1

n2
+

1

n

)
d) lim

n→∞

(√
n+
√
n−

√
n−
√
n

)

e) lim
n→∞

3
√
n+ 1− 3

√
n f)∗ lim

n→∞
n
(√

n2 + 2− 3
√
n3 + 1

)
.

10. Ur£ete limity následujících posloupností pro n −→∞.

a)
(n+ 1)!

(n+ 2)!− n!
b) n2

[(
1 +

3

n

)5
−
(
1 +

5

n

)3]
c)

(−1)n n
2n2 + 5

d)
n!

nn

e) n
√
3n + 5n + 7n f)

√
(n+ a)(n+ b)− n, a, b > 0

11. Ukaºte, ºe posloupnost reálných £ísel (ξn)∞n=1 de�novaná pomocí ξn+1 =
1

2

(
ξn +

a

ξn

)
, a ≥ 0,

ξ1 > 0 konverguje k
√
a.

12. Spo£t¥te následující limity:

a)
(
1− 3

n

)2n

b)
(
n2 + 1

n2 − 2

)n2

c)
(
1 +

1

n

)n2

d)
(
1 +

1

n2

)n
.

13. Spo£t¥te následující limity:

a) lim
x→4

x2 − 2x− 8

x2 − 9x+ 20
b) lim

x→0

x− sinx

x3
c) lim

x→0

(
sinx

x

) 3
x2

d) lim
x↑1

lnx ln(1− x)

e) lim
x→3

sin π
2x

(x− 3)2
f) lim

x↓0

ln (sin 5x)

ln(sin 3x)
g) lim

x→0

(2 + x)x − 2x

x2
h) lim

x→1
x

1
1−x

14. Spo£t¥te následující limity:

a) lim
x→1−

(π/2− arcsinx)√
1− x2

,

b) lim
x→0

(1 + arctanx)1/x,

c) lim
x→π/2−

(cosx)x−π/2.


