Matematicka analyza pro fyziky I
ZS 2016/17

1. Cviceni

1. Fiir welche reellen Zahlen x gilt:

9 T x 1
4x — 5 b |—|lz—1]=1 —
a) z° > 4x ) |z + 1] ]a:l] c)m_1 P T
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g) VBz—7)(z—1) <2z —2) h) cosx <sinx i) cos’z > sin’x

j) logi(2? — 3z +3) > 0?
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zu (a)

Es gilt: 22 > 42 — 5 & 22 — 42 + 5 > 0. Nach der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen besitzt
x? —4x + 5 = 0 keine Losungen. Da die Ungleichung aber beispielsweise fiir z = 0 erfiillt ist, gilt sie
demnach fir alle z € R.

zu (b)

Hinweis Ausdriicke in denen Betrige vorkommen, 16st man, indem man diese
durch Fallunterscheidungen geméss der Definition von |z| beseitigt.

Man kann |z 4+ 1| — |x — 1| = 1 dementsprechend wie folgt 16sen:

Fallunterscheidung zur Beseitigung der Betragsstriche

1.Fa11:x+120undx7120<:>:6271undx21<:>m
2Fall: 2+ 1>0undz-1<0<z>-1lundz<le|ze[-1,1)

3Fall: z+1<0undz—1>0& s <—lundz>1& |zl

4.Fall:m+1<0undw—1<0<:>:):<—1undx<1<:>’$€(—oo,—1)‘

Der dritte Fall ist ausgeschlossen und muss daher nicht weiter betrachtet werden.

Beseitigung der Betragsstriche

1.Fall: = lz+1l—-jz-1ll=1lez+l-az+l=1xel

2.Fall: |z €[-1,1) = lz+l-|jz—-1l=1lez+l+z-1=1sa=73

4 Fall: ’xe(—oo,—l)‘ = g+l —-jz-1ll=1e-—ax-1-(—(z-1)=1<zcl

Die Félle eins und zwei sind fiir kein x 16sbar und fallen daher aus der weiteren Betrachtung heraus.
Zusammenfassend ergibt sich:

z 16st die Ungleichung < z € [-1,1) Az =% = 2 = .
zu (c)
, x x 1 z(z+1)—z(x—1) 1 2x 1
Es gilt: — < & < & < *).
P RS S B x2 -1 2—-1  22-1 xQ—l()

Da sich das Relationszeichen einer Ungleichung umkehrt, wenn diese mit einer negativen Zahl
multipliziert wird, ergibt sich durch die Nullstellen 1 und —1 des Nenners von (%) folgenden Fallunter-
scheidung:
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Also erfiillt x € R die Ungleichung . f 17 5 i 1 < o
:IZEL:LlLJLQ:(—OO,—l)U(%,l).

zu (d)

, wenn gilt:

Fiir ‘|m -1 - 5‘ < 1 ergibt sich folgende Fallunterscheidung:

Fall1: |z —1]-5>0Az—-1>0=|z€[6,00

I

Fall 20 [z —1]=5>0A2—1<0= |z € (—00,—4|
Fall 3: |x—1|-5<0A2—1>0= |z €[L,6
Fall 4: |z —1|-5<0A2z—1<0= |z € (-4

- I
—_
~—

Beseitigung der Betragsstriche

Fall 1: = z-1-5<lear<?7 =L =[67)
Fall 20 |z € (—00,~4]| = l-z-5<1&z>-5 = Ly=(-5—4
Fall 3: = 5-z-1<lez>5 = Ly=(56)
Fall 4: |z € (—4,1) = b+r-1<ler<-3 =Li=(-4,-3)

x € R erfiillt die Ungleichung ‘|x -1 - 5‘ < 1 also, wenn gilt:
xe€L=0L1ULyUL3ULy=1[6,7)U(=5,—4]U(5,6)U(—4,-3)=(57)U(—5,—-3).

zu (e)

. T < 1
ur
le+3] z-1

Fall1: z4+3>0A2z—-1>0

F

(%) ergibt sich folgende Fallunterscheidung:

& x>-3Nz>1 = ze€(l,0)
Fall 22 z4+3>0Az-1<0 & z>-3Axz<1l = z€(-31)
Fall 3: z4+3<0Az—-1>0 < =

r<—-3ANzx>1 z €D

Fall4: z24+3<0Az2—-1<0 & z<-3ANz<]1l = z€(—o0,—3)

Fall 3 ist offenbar fiir kein x € R ldsbar und féllt daher aus der weiteren Betrachtung heraus.

Beseitigung der Betragsstriche

Fiir den ersten Fall x > 1 fiihrt (x) auf die Ungleichung 2? — 22 — 3 < 0, welche fiir z € L; = (1,3)
erfiillt ist, da 2> — 22 —3 =0 in z = —1 und z = 3 Nullstellen besitzt.

Im zweiten Fall z € (—3, —1) ergibt sich aus (x) die Ungleichung x? — 2z — 3 > 0, die dementsprechend
fiir x € Ly = (-3, —1) erfiillt ist.

Fiir den vierten Fall z < —3 ist (x) mit der Ungleichung 2 + 3 > 0 #quivalent. Da diese aber fiir alle
x € R erfiillt ist gilt: Ly = (—o0, —3)

x € R erfiillt die Ungleichung also, wenn gilt:

|z + 3 -
2 €L =L ULy ULy = (1,3) U (=3,—1] U (=00, ~3) = (1,3) U (=00, —1) \ {—3} .

zu (f)




Da unter einer reellen Wurzel stets nur positive Zahlen stehen diirfen, ergibt sich fiir
V2x — 4 —+/x —1 < 1 von vornherein die Beschrinkung x > 2. Weiter folgt:
V2r—4—Vr-1<1e20-4<1+2Vr—1+r-1or-4<2V/r- 1o’ -8r+16<4dr—-4 &
x? — 122 4 20 < 0. Da die Nullstellen von 22 — 122 4+ 20 = 0 bei z = 2 und 2 = 10 liegen, ist die
Ungleichung v2x — 4 — vz — 1 < 1 fiir x € L = [2,10] erfiillt.

zu (g)

Zunéchst muss fiir \/(3z — 7)(z — 1) < 2(z—2), (3z—7)(z—1) > 0 gesichert werden, da reelle Wurzeln
nur fiir positive Zahlen definiert sind. Folglich ist = > % bzw. x < 1. Da jedoch stets auch 2(z —2) > 0,
also z > 2 delten muss, da sonst \/(3z — 7)(z — 1) < 0 sein miisste, entfiillt der Fall # < 1. Die Losung
ergibt sich nun durch folgende Umformungen: /(3z —7)(z — 1) < 2(z —2) = 3z — 7)(z — 1) <
4(r —2)? < 322 — 102+ 7 <422 — 162+ 16 © 0 < 22 — 62 + 9. Da f(x) := 22 — 62 + 9 eine doppelte
Nullstelle bei 2 = 3 hat, sind ihre Funktionswerte stets positiv und /(3z — 7)(z — 1) < 2(x — 2) ist
fiir alle 2 > 7 erfiillt.

zu (h)
Wir 16sen erstmal die Gleichung cosx = sinz. Der Fall cosz = sinz = 0 kommt nie vor; es gilt also
cosx = sinz # 0. Das ist dquivalent zu tanx = 1, d.h.

xz%—i—kﬂ, ke

Die Ungleichung ist sicher auf den Stellen x = 2im,l € Z, nicht erfiillt und auf den Stellen x =
(2l + V)7, € Z, erfiillt.

Als Losung der Ungleichung ergeben sich also Intervalle der Form

[G+km T+ (k+ D], kel

die einen Punkt der Form z = (21 + 1)7,l € Z, enthalten. Also

T 5%
2y okr. 28
[44- 7r,4+2k7r}, ke,

zu (i)
Wir schreiben die Ungleichung um:

cos® z > sin? x,

1 — sin? 2 > sin® x,

1

Die Losung lautet dann

zu (j)




wobei In der natirliche Logarithmus ist. Die Ungleichung ist also dquivalent zu

In(z? — 3z +3)  In(z? — 3z + 3) >0
In(1/3) B —In3 -

Man iiberzeugt sich leicht, dass 2 — 3z +3 > 0 fiir alle 2 € R und In3 > In1 = 0. Also ist die
Ungleichung dquivalent zu
In(z? — 3z +3) <0

und, nach bekannten Eigenschaften von Logarithmus, ist das wieder dquivalent zu
22 —3x+3<1e(z—-2)(x—-1) <0,

d.h. z €[1,2].

. Fiir welche x € R gilt:

a) |22 — 4z + 3| < 2% — 4|,

b) |z +1| = || + |z — 1] <2,

¢) |2? +x —2| <=,

rz+1
)

Zu a)

Wir schreiben die Ungleichnug erstmal um:

o,

< |x|.

[(z =3)(z = )| < |(z = 2)(x +2)].
Die “wichtige” Punkte sind also —2, 1,2, 3. Wir machen folgende Fallunterscheidung;:
I. Fall € (—o0, —2]:
1? — 4z 4+ 3 < 2? — 4, d.h. § <z, also keine Losung im Interval (—oo, —2]. Ly = 0.
IT. Fall -2 <2z < 1:
22 —4r+3< —2?+4,dh.x e[l + \/g,l - \/g] Es ergibt sich Ly = [1 — \/g, 1].
II. Fall 1 < < 2:
—(2? =4z +3) < —(2®—4),dh. T > 2, dh. Ly =[1,%].
IV. Fall 2 < ¢ < 3:
—2?+4r—-3<2? -3, dh.x €[1+,/3,00), dh. Ly =[1+4/3,3].
V. Fall z € [3,00):
1? —4dz+3 <2?—4,dh I <z dh Ly =[3,00).

5
L:UlLi:u\/g,Z}u[H\/g,oo).

Zu b)
Fallunterscheidung:
I. Fall x < —1:

—z—1+z—2+1<2 dh.z>-2 dh L) =(-2,-1].
I Fall # € [~1,0] :

r+l4+zr—2+1<2.dh 2<0,dh Ly=[-1,0).

TI1. Fall z € [0, 1] :

r+l—z—x+1<2 dh z>0,dh L3 =(0,1].



IV.Fall x > 1:
r+l—z+ar—-1<2 dh <2 dh Ly=1[1,2).
L= (-2,2)\{0}.
Zu c)
Alle Falle mit z < 0 kann man sofort ausschlieffen.
I. Fall z € (0,1]:
—2?—z+2<z,dhze(—1-+3,-1++3),dh Ly =(-1++3,1].
II. Fall z > 1:
2’ +r—-2<ux dh ze€(—v2,v2),dh Ly =[1,V2).
= (-1+V3,V2).
Zu d)
[ Fall z < 0:
xTH < —z,dh z2+1>—22 dh 2?2+ 2+ 1> 0. Das stimmt fiir alle z € R, also L; = (—00,0).
II. Fall x > 0 :

r+1<z2? dh xze [1_2‘/‘;’, 1+2\/5], also Ly = [1+2\/g,oo).

L=11ULs.

. Loesen Sie die Ungleichungen

1 1

a) x+2§2x2

b) [2?2 — 2z — 3| > 2% — 22 -3

o)vr—12<zx

a)
o 1L .
Fél:rx<—2 : IT2§2m1_2ﬁ2x—2§x+2ﬁx§4
F%Lr—2<ac1 : m§2172:,2x—22x+2:x24
FALr 1 <z s <gms=2—-2<r+2=z<4

Insgesamt: (—oo, —2) U (1,4]
b)

2?2 =22 —3|>2? - 20 -3 =220 -3<0 (—1,3)

\/m—12<x:,:c212/\:1:—12<:v2::1:212

. Beweisen Sie fiir alle a,b € R: a) |a + b| < |a| + |b], b) ||a| — |b]| < |a — b].
Wir fiihren eine Fall-Unterscheidung durch.
L.La>0,b6>0, II. a >0,b<0, II. a <0,b >0, IV.a<0,6<0.

Zu I: aus a,b > 0 folgt auch a + b > 0. Die Ungleichung hat also die Form a +b < a + b und ist
offensichtlich richtig.

Zu IV: aus a,b < 0 folgt auch a + b < 0. Die Ungleichung hat also die Form —(a +b) < —a — b und ist
ebenfalls richtig.

Zu 1I: Die Gleichung lautet |a + b| < a —b. Falls a + b > 0 ist, dann ist es zu zeigen, dass a+b < a—b
ist, d.h. b < 0. Das ist aber in dem Fall II. erfiillt. Falls a + b < 0 ist, dann muss man zeigen, dass
—(a+b) <a—0b,dh. a>0. Das ist in dem Fall II. wieder erfiillt.

Zu I1I: Vollig analog zu 11



b) Wir beweisen eine dquivalente Ungleichung, nédmlich:
—la = b <laf - [b] <[a—b].
Die erste Hailfte folgt aus a)
bl = |b—a+a| <|b—al+|a| = |a—b| +a],

d.h. |a —b| + |a] —|b| > 0, d.h. |a| — |b] > —|a — b|.
Die zweite Halfte folgt analog:
la| = la —b+b| < |a —b| + |b].
. Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen richtig sind und geben Sie ihre Negationen!
a)Vx e NJyeN: y>ux
b)VxeN3yeN: z>y
c)VeeRIyeR: x>y
d)Va e RYbeRVceR: la—b+c| > |a|l — |b] — ||
)
f)
g)JacRVYe>0VaceRIzeR: z€ (a,at+e¢) & |z —al <1

VeeNJyeNVzeN: z>0 = y<z
VaeRIe>0daeRVzER: € (a,ate) & |z —a|<1

Zu a) Ja, die Aussage stimmt. Fiir alle x € N gibt es ndmlich wirklich ein y € N (man nehme z.B.
y=x+ 1), so dass y > x ist.

Negation lautet: 3Jr e NVy e N: y < z.

Zu b) Nein. Die Negation lautet 3z € NVy € N: x < y und diese Aussage stimmt. Wenn = = 1 ist,
dann gilt tatsichlich fiir alle y € N, dass 1 < y ist.

Zu c) Ja. Zu jedem x € R findet man wirklich ein y € R (z.B. y =z — 1), so dass y < z. Die Negation
lautet Ir e RVy e R: <y

Zu d) Ja. Der Beweis folgt aus
la|=la—b+c+b—c|<|la—b+c|+b|+]|—¢cl=l]a—b+c|+ b+ ||

Die Negation lautet Ja e RIbe R Ic € R: |a — b+ ¢| < |a|] — |b| — |¢| und diese Aussage ist falsch.

Zu e) Ja. Zu jedem z € N finden wir ein y € N (Wahl: y = x), so dass fiir alle z € N die Implikation
z>x = y < z gilt. Negation: Ir e NVy e Nz e N: z>zund y > 2.

Zu f) Ja. Zu jedem a € R finden wir ein ¢ (Wahl: ¢ = 2) und ein @ € R (Wahl: & = a 4 1), so dass
x € (a,a+€) = (a,a + 2) dquivalent zu |x — (a + 1)| < 1 ist.

Negation:
JaeRVe>0VacRIzreR: (x € (a,a+¢€)und |z —a| > 1) oder (z & (a,a+¢€) und |z — af < 1)

Zu g) Ja. Wir wihlen a = 0. Zu jedem ¢ > 0 und zu jedem a € R finden wir dann ein z, (z. B.
r = max(a+e€,a+ 1)), so dass die beide Aussagen x € (a,a+¢€) und |z — «| < 1 falsch sind (und daher
aquivalent).

Negation:
VaeRIe>0JdaeRVzeR: (r € (a,a+e€)und |x —a| > 1) oder (x & (a,a+€) und |z — | < 1)

. Sei A, B,C C X. Beweisen Sie:

a) (AUB)NC=(ANnC)u(BNO),
b) (ANB)UC =(AUC)N(BUC),
c) A\ (A\ B)=AnNB,



d) A\ (B\C)=(A\B)U(ANCQ).
Zu a)

x liegt in (AU B) N C genau dann, wenn = in AU B und gleichzeitig in C liegt, also genau dann, wenn
es in einer der Mengen A und B und in C liegt.

Wenn z in A und C liegt, dann liegt es auch in AN C und dann auch in (ANC)U (BN C). Wenn es
aber in B und C liegt, dann ist es auch in BN C, also auch in (ANC)U (BN C).

Wenn z in (ANC)U(BNC) liegt, dann liegt es in AN C oder in BN C, also in A und C oder in B
und C'. Es liegt also auf jeden fall in C und in einer der Mengen A und B.

Zu b) Analog zu a).

Zu c)
r€ A\ (A\B)& (x€ A) AN (x ¢ A\ B)
SxelA) N ~(reA AN x¢B)
S (xeA) N ((xeA) Vo(x¢B))
s (xeA) N (g A V(reB))
S(wed) A (@A) V(zeA)A(eB)
<0 V((xeA)AN(xeB))
& (xre A)N(x € B)
SreANB
Zu d)

€A\ (B\C) & (z€d) ANaxg(B\CO)

@ecA) AN (zgB) V(zel))

S ((zedl) AN(xgB)) V(zeA) N (xe0))
& (reA\B) V (xe ANC)

< (

A\ B)U(ANC).

Versuchen Sie ¢) und d) auch “deutsch” zu sagen!

.St f: X =Y, 9g:Y>Zundh=gof:X — Z.
Entscheiden Sie, ob folgende Aussage richtig sind:
a) Sind f und g injektiv, ist auch h injektiv.

b) Sind f und g surjektiv, ist auch h surjektiv.

¢) Sind f und g bijektiv, ist auch h bijektiv.

Kann man in a), b) oder ¢) eine der Voraussetzungen weglassen? Und gelten in a), b) oder c¢) auch die
umgekehrte Implikationen?

Falls h bijektiv ist, geben Sie eine Formel fiir h~! an!
Zu a)

Sei f injektiv, d. h. f(z) = f(y) = z=uy.

Sei auch g injektiv, d. h. g(a) = g(8) = a=p.

Nach der Definition von h ist h(R) = h(3) dquivalent zu g(f(R)) = g(f(3)). Daraus folgt (v = f(R), 5 =
f(3)), dass f(N) = f(3), und daraus wieder ¥ = 3. Also ist h auch injektiv.

Zu b)



Sei f und g surjektiv, d.h. f(X) =Y und ¢g(Y) = Z. Oder noch anders, fiir jedes z € Z gibt es ein
y €Y, so dass g(y) = z ist. Und fiir jedes y € Y gibt es ein x € X, so dass f(z) = y. Insgesamt gibt es
fiir jedes z € Z ein x € X, so dass h(x) = g(f(x)) = z. h ist also surjektiv.

Zu c)
Folgt aus a) und b)

Keine der Voraussetzungen darf man weglassen. Die Gegenbeispiele sind nahliegend und trivial. Z. B.
findet man eine Funktion f und eine injektive Funktion g, so dass h nicht injektiv ist.

Sei X = {1,2,3},)Y = {1,2,3,4} und Z = {1,2,3}. Weiter sei f(1) = 1,f(2) = 2,f(3) = 3 und
g9(1) =1,9(2) =2,9(3) = 3,9(4) = 1. Dann ist h(1) = 1,h(2) = 2, h(3) = 3, also h ist injektiv, aber ¢
ist nicht! Die Umgekehrte Richtung zu a) gilt also nicht allgemein. h ist auch surjektiv, aber f nicht.
Also auch in b) kann man die Richtung nicht umdrehen, sowohl wie in c).

Die Formel fiir b=t lautet h™! = f~to g™t d.h. h7Y(z) = f~1 (g7 ()).

Der Beweis dieser Formel ist direkt, wenn auch f und g bijektiv sind. Sonst wére eine Verallgemeinerung
der Definition f~! nétig.

.Sei f: X =Y, A BC X,C,D CY.Gilt allgemein:

a) f(A)U f(B) = f(AUB),

b) f(A\ B) C f(A)\ f(B),

&) F(A)\ F(B) C f(A\ B),

d) (AN B) = f(A) N £(B),

&) fH(C)U FH(D) = fH(C U D)?

Zu a) Ja, diese Formel stimmt.

Setzen wir voraus, dass x € f(A)U f(B) liegt. Dann liegt es in f(A) oder in f(B). In dem ersten fall
gibt es ein @ € A mit f(a) = x, in dem zweiten b € B mit f(b) = . In beiden Fillen gibt es dann ein
Element ¢ € AU B mit f(c) =z, also z € f(AU B).

Riickrichtung: Sei z € f(AU B). Dann existiert ein ¢ € AU B mit f(c¢) = x. Weil ¢ in AU B liegt, muss
es in A oder in B liegen. In dem ersten Fall liegt dann = = f(c) in f(A), in dem zweiten dann in f(B).
In jedem Fall liegt aber = in f(A)U f(B).

Zu b) Nein.

Man betrachte z. B. X = {1,2,3},Y ={0,1},A={1,2}, B = {3} und f(1) = f(3) =0, f(2) = 1.
Also f(A\ B) = {0,1} und f(4)\ /(B) = {1}.

Zu c) Ja.

Seiz € f(A)\ f(B).D.h. z € f(A) und = & f(B). Also es gibt ein a € A mit f(a) = x aber kein b € B
mit f(b) = x. Daraus folgt, dass a ¢ B und z € f(A\ B).

Zu d) Nein. Man kann z. B. dasselbe Beispiel als in b) benutzen. f(ANB) =0, f(A) N f(B) = {0}.
Zu e) Ja.

Wenn z € f~H(C)Uf~1(D) liegt, dann liegt es in f~1(C) oder in f~1(D). D. h. f(x) € C oder f(z) € D.
In beiden Fillen gilt, dass f(z) € C' U D, also dass = € f~1(C U D).

Wenn z € f~1(CU D), dann liegt f(z) in C U D. Also liegt f(x) in C oder in D, und dementsprechend

xin f~1(C) oder in f~1(D). In beiden Féllen liegt aber z in f~1(C) U f~1(D).

. Man skizziere in der (x,y)— Ebene die Menge aller Punkte (x,y) mit:

a)z? —2ly/>1 b)|z| <5 und |y|<5 c)|z|]<5 oder |y <5 d)x?+y*—2@x—y)<2

o)zl +ly=2 f) (@-1)°+(y+2°<4 g lr—yP —le+y’ <1 h)a®+y* <4, @17+ > 1.

zu (a)




x?—1

2
-1 y < ,falls y > 0
222yl >1e2y <2? -1y <= )
1—2
y > , falls y < 0
fx)
2
4 b 4 :
zu (b)
fx)
4
8 4 0 4 8 -
4
zu (c)
v
8
4
8 4 0 4 8 >
4
8
zu (d)

2?2+ y?—2(x—y) <2 (r—1)%+ (y + 1)? < 4. Die Menge aller Punkte (z,y) € R2, die also der
Ungleichung 22 4 y? — 2(x — y) < 2 geniigen, liegen in der abgeschlossenen Kreisschreibe (mit Rand)
mit dem Radius 2 um den Punkt (1, —1).

zu (e)
|z + y| = 2
Fallunterscheidung

1.Fall: 2>20ANy>0=>y=2—-x
2. Fall: z2>20Ay<0=y=a2—-2
3. Fall: 2 <0Ay>0=y=x+2
4. Fall: z2<0ANy<0=>y=—(x+2)



zu (f)

X
“y
2

¥Xx




zu (g)
Da |z|? = 22 fiir alle x € R gilt, folgt: [z —y> — |z +y|> <1 & (x —y)? — (z + y)? < 1. Und weiter:
(z—y)?—(r+y?<ler? —2oy+y’— (@2 +2y+y’)<le

1

1 y>—4—,fallsx>0

Adry<lesy>-——-& v
4 1

y< —— falls x <0
4x

zu (h)

10. Skizieren Sie die Graphen der Funktionen
a) fi(z) =sin(z), fo(z) =sin(2z), f3(z)=sin(2z+3%), fi(z)=sin(z+7Z)+1,

D) @) = o) = gs(e) =

x+3
c) hi(z) = l[|lz] =1 =1 =1f,  ha(x) = [[|[5z] = 1] =1 =1|, ha(z) = |[[|lz + 3] = 1| = 1] = 1].
Geben Sie fiir die Funktionen in b) ihre Definitionsgebiete und Umkehrfunktionen!
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c¢) Erstmal machen wir Skizzen von |z|, |z| — 1,||z| — 1|, ||z| — 1| — 1 und |||z]| — 1| — 1]:
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11. a) Sei f(x) = 42_‘/\/55. Finden Sie D(f) - maximales Definitionsbereich von f, W(f) - Wertebereich von

fund f~L
b) Sei f(x) = g;ig Finden Sie D(f), W(f) und f~L.

Damit der Ausdruck wohl definiert ist, muss z > 0 sein und 4 # /z, also = € [0,00) \ {16}.

2\/x _—2(4—\/:2)+8__2Jr 8
4—\x 4—\/z B 4—\/z
Wenn z € [0,16) liegt, ist € [0,4) und 4 — \/z € (0, 4], und schlieflich 435 in [2,00) und —2 + ﬁ

in [0, 00).
Man iiberlegt sich, dass man diese Kette Implikationen auch umdrehen kann.

Falls = € (16, 00), ist /z € (4,00), 4 — /= € (—00,0), und schlieklich 4_8ﬁ in (—o0,0) und —2 + 4_8ﬁ

in (—oo, —2).

Also W(f) = (=00, —2) U [0, c0).

Aus der Betrachtung folgt auch, dass f : D(f) — W (f) bijektiv ist.
Falls y € W(f) und y = f(z), dann gilt

) 4 4y \?
VT :y@ﬁ:f@m:(lf),
y

4—\/x 2 24y

. 2
Die letzte Aquivalenz gilt, weil 2 € D(f) immer nicht-negativ ist, also f~!(y) = (%) :
Zu b)
D(f) =R\ {-3}.
Um den Wertebereich zu finden, schreiben wir die Formel fiir f(x) um:

204+3 2 —3+3 2 5 1
M) = 2 =5 32 3738 3212

2
—= <3 2€(0 &
m€< 3,00) z+2¢€(0,00) T

Genauso folgt © € (—00,—2) & f(z) € (—o0, 3).
Also W(f) =R\ {3}.

Aus der Gleichung f(z) = y folgt sofort z = f~1(y) = 253,



