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1. �e²te diferenciální rovnice - speciální pravé strany

a) y′′ + y = 4 sinx

b) y′′ − y = ex cosx

c) y′′ + y′ + y = e−x cosx+ e−x sinx

d) y′′ − 5y′ + 4y = 4x2e2x

e) y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = ex − x+ 16

f) 2y′′′ − 3y′′ − 3y′ + 2y = (ex + e−x)2

g) y′′′′ − 2y′′′ + y′′ = ex + 1

h) y′′′′ + y = (x+ 1)4

�e²te diferenciální rovnice - speciální pravé strany

a) y′′ + y = 4 sinx

Char. rovnice: λ2 + 1 = 0, λ1 = i, λ2 = −i, FS: cosx, sinx
Part. °e²ení: yp(x) = Ax cosx+Bx sinx =⇒ A = −2, B = 0
y(x) = c cosx+ d sinx− 2x cosx

b) y′′ − y = ex cosx

Char. rovnice: λ2 − 1 = 0, λ1 = 1, λ2 = −1, FS: ex, e−x
Part. °e²ení: yp(x) = Aex cosx+Bex sinx =⇒ A = −1

5 , B = 2
5

y(x) = cex + de−x + 2
5e
x sinx− 1

5e
x cosx

c) y′′ + y′ + y = e−x cosx+ e−x sinx

Char. rovnice: λ2 + λ+ 1 = 0, λ1,2 = −1
2 ±

√
3i
2 , FS: e−x/2 cos(

√
3x/2), e−x/2 sin(

√
3x/2)

Part. °e²ení: yp(x) = Ae−x cosx+Be−x sinx =⇒ A = 1, B = −1
y(x) = ce−x/2 cos(

√
3x/2) + de−x/2 sin(

√
3x/2)− e−x sinx+ e−x cosx

d) y′′ − 5y′ + 4y = 4x2e2x

Char. rovnice: λ2 − 5λ+ 4 = 0, λ1 = 1, λ2 = 4, FS: ex, e4x

Part. °e²ení: yp(x) = e2x(Ax2 +Bx+ C) =⇒ A = −2, B = 2, C = −3
y(x) = cex + de4x + e2x(−2x2 + 2x− 3)

e) y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = ex − x+ 16

Char. rovnice: λ3 − 3λ2 + 3λ− 1 = 0, λ1 = 1, λ2 = 1, λ3 = 1, FS: ex, xex, x2ex

Part. °e²ení: yp1(x) = Ax3ex =⇒ A = 1/6
Part. °e²ení: yp2(x) = Ax+B =⇒ A = 1, B = −13
y(x) = cex + dxex + d′x2ex + x3ex/6 + x− 13

f) 2y′′′ − 3y′′ − 3y′ + 2y = (ex + e−x)2

Char. rovnice: 2λ3 − 3λ2 − 3λ+ 2 = 0, λ1 = 2, λ2 = −1, λ3 = 1/2, FS: ex/2, e−x, e2x

Part. °e²enís RHS=e2x: yp(x) = Axe2x =⇒ A = 1/9
Part. °e²enís RHS=e−2x: yp(x) = Be−2x =⇒ B = −1/20
Part. °e²enís RHS=2: yp(x) = C =⇒ C = 1
y(x) = c1e

x/2 + c2e
−x + c3e

2x + xe2x/9− e−2x/20 + 1

g) y′′′′ − 2y′′′ + y′′ = ex + 1

Char. rovnice: λ4 − 2λ3 + λ2 = 0, λ1 = 0, λ2 = 0, λ3 = 1, λ4 = 1, FS: 1, x, ex, xex

Part. °e²enís RHS=ex: yp(x) = Ax2ex =⇒ A = 1/2
Part. °e²enís RHS=1: yp(x) = Bx2 =⇒ B = 1/2
y(x) = c1 + c2x+ c3e

x + c4xe
x + x2ex/2 + x2/2.



h) y′′′′ + y = (x+ 1)4

Char. rovnice: λ4 + 1 = 0, λ1,2,3,4 = ± 1√
2
± 1√

2
i, FS: e±x/

√
2 sin(x/

√
2), e±x/

√
2 cos(x/

√
2)

Part. °e²ení: yp(x) = Ax4 +Bx3 + Cx2 +Dx+ E =⇒ A = 1, B = 4, C = 6, D = 4, E = −23
y(x) = span{FS}+ x4 + 4x3 + 6x2 + 4x− 23

2. �e²te diferenciální rovnice - Variace konstant

a) y′′ + y = tanx

b) y′′ − y = 2ex

ex−1

c) y′′ + y = cos−3 x

d) y′′ + 2y′ + y = e−x lnx

e) y′′ − 3y′ + 2y = e3x

1+ex

f) 4y′′ − 4y′ + y = ex/2
√
1− x2

a) y′′ + y = tanx

Hom: FS: {cosx, sinx}, yH = c1 cosx+ c2 sinx
yP = c1(x) cosx+ c2(x) sinx

c′1(x) cosx+ c′2(x) sinx = 0

c′1(x)(− sinx) + c′2(x) cosx = tanx

c′1(x) = − sin2 x/ cosx

c′2(x) = −c′1(x) cosx/ sinx = sinx

c1(x) = sin(x) + log(cos(x/2)− sin(x/2))− log(sin(x/2) + cos(x/2))

c2(x) = − cosx.

b) y′′ − y = 2ex

ex−1
Hom: FS: {ex, e−x}, yH = c1e

x + c2e
−x

yP = c1(x)e
x + c2(x)e

−x

c′1(x)e
x + c′2(x)e

−x = 0

c′1(x)e
x − c′2(x)e−x =

2ex

ex − 1

c′1(x) =
1

ex − 1

c′2(x) = −c′1(x)e2x = − e2x

ex − 1

c1(x) = ln(1− ex)− x
c2(x) = −ex − ln(1− ex).

c) y′′ + y = cos−3 x

Hom: FS: {cosx, sinx}, yH = c1 cosx+ c2 sinx
yP = c1(x) cosx+ c2(x) sinx

c′1(x) cosx+ c′2(x) sinx = 0

c′1(x)(− sinx) + c′2(x) cosx =
1

cos3 x



c′1(x) = − sinx/ cos3 x

c′2(x) = −c′1(x) cosx/ sinx = 1/ cos2 x

c1(x) = −1/(2 cos2(x))
c2(x) = tan(x).

y(x) = c1 cosx+c2 sinx− 1
2 cos(x)+

sin2(x)
cosx = c1 cosx+c2 sinx+

2 sin2(x)−1
2 cosx = c1 cosx+c2 sinx− cos(2x)

2 cosx

d) y′′ + 2y′ + y = e−x lnx

Hom: FS: {e−x, xe−x}, yH = c1e
−x + c2xe

−x

yP = c1(x)e
−x + c2(x)xe

−x

c′1(x)e
−x + c′2(x)xe

−x = 0

c′1(x)(−e−x) + c′2(x)e
−x(1− x) = e−x lnx

c′1(x) = −xc′2(x) = −x lnx
c′2(x) = lnx

c1(x) = −
x2

4
(2 lnx− 1)

c2(x) = x lnx− x.

y(x) = c1e
−x + c2xe

−x − 3
4e
−xx2 + 1

2e
−xx2 lnx.

e) y′′ − 3y′ + 2y = e3x

1+ex

Hom: FS: {ex, e2x}, yH = c1e
x + c2e

2x

yP = c1(x)e
x + c2(x)e

2x

c′1(x)e
x + c′2(x)e

2x = 0

c′1(x)e
x + 2c′2(x)e

2x =
e3x

1 + ex

c′1(x) = −exc′2(x) =
−e2x

ex + 1

c′2(x) =
ex

ex + 1

c1(x) = −ex + ln(ex + 1)

c2(x) = ln(ex + 1).

f) 4y′′ − 4y′ + y = ex/2
√
1− x2

Hom: FS: {ex/2, xex/2}, yH = c1e
x/2 + c2xe

x/2

yP = c1(x)e
x/2 + c2(x)xe

x/2

c′1(x)e
x/2 + c′2(x)xe

x/2 = 0

c′1(x)e
x/2/2 + c′2(x)e

x/2(1 + x/2) = ex/2
√
1− x2

c′1(x) = −xc′2 = −x
√

1− x2

c′2(x) =
√

1− x2

c1(x) =
1

3
(1− x2)3/2

c2(x) =
1

2
(x
√

1− x2 + arcsin(x)).



3. Nech´ f(x, y, z) = 1√
x2+y2+z2

. Dokaºte, ºe
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
= 0 pro (x, y, z) 6= (0, 0, 0).

Mit r :=
√
x2 + y2 + z2 erhält man

fx(x, y, z) = −
1

r2
· x
r
= − x

r3
und

fxx(x, y, z) = −
r3 − x · 3 r2 · x

r
r6

= 3x2 · 1
r5
− 1

r3

und analog

fyy(x, y, z) = 3y2 · 1
r5
− 1

r3
, fzz(x, y, z) = 3z2 · 1

r5
− 1

r3

also

fxx + fyy + fzz =
3

r5
(x2 + y2 + z2)− 3

r3
= 0.

4. Spo£t¥te v²echny parciální derivace prvního °ádu

a) f(x, y, z) := z · arctan(x/y) b) f(x, y, z) := x(y
z)

Zu a)

∂f

∂x
=
z

y
· 1

1 + x2

y2

.

∂f

∂y
= −xz

y2
· 1

1 + x2

y2

.

∂f

∂z
= arctan(x/y).

Zu b)

∂f

∂x
= yzxy

z−1.

∂f

∂y
= zyz−1xy

z
lnx.

∂f

∂z
= xy

z
yz lnx · ln y.

5. Spo£t¥te smí²ené parciální derivace druhého °ádu

a) f(x, y) := arccos
√

(y/x) b) f(x, y) := x(y
2)

a)
∂2f

∂x∂y
=

1

4

1
√
y(x− y)3/2

b)
∂2f

∂x∂y
= 2yxy

2−1 + 2y3xy
2−1 lnx.

6. Základní pojmy vektorové analýzy. Budiº f = (f1, f2, f3) a fi = fi(x1, x2, x3), i = 1, 2, 3. Nech´ mají
funkce f1, f2 a f3 spojité parciální derivace prvního °ádu v kaºdém sm¥ru. De�nujeme rotaci vektorového
pole f

rot f :=
(∂f3
∂x2
− ∂f2
∂x3

,
∂f1
∂x3
− ∂f3
∂x1

,
∂f2
∂x1
− ∂f1
∂x2

)
,

divergenci vektorového pole f

div f :=
∂f1
∂x1

+
∂f2
∂x2

+
∂f3
∂x3

.



Dokaºte následující identity:

div(grad f) =

3∑
i=1

∂2f

∂x2i
pro f : R3 → R,

rot(grad f) ≡ (0, 0, 0) pro f : R3 → R,
a

div(rot f) ≡ 0 pro f : R3 → R3.

rot(grad f) =

(
∂2f

∂x2∂x3
− ∂2f

∂x3∂x2
,

∂2f

∂x1∂x3
− ∂2f

∂x3∂x1
,

∂2f

∂x2∂x3
− ∂2f

∂x3∂x2

)
= (0, 0, 0).

div(rot f) =
∂2f3
∂x2∂x1

− ∂2f2
∂x3∂x1

+
∂2f1
∂x3∂x2

− ∂2f3
∂x1∂x2

+
∂2f2
∂x1∂x3

− ∂2f1
∂x2∂x3

= 0.

7. Dokaºte následující odhady pro n ∈ N :

(1)
(n
e

)n
<
n!

e
< n

(n
e

)n
(2) lim

n→∞

1

n
n
√
n! =

1

e
.

Wir setzen als bekannt voraus, dass die Folge (
1 +

1

n

)n
monoton-wachsend ist und gegen e konvergiert und die Folge(

1 +
1

n

)n+1

monoton-fallend ist und gegen e konvergiert.

Wir schreiben
cn =

nn

enn!
, dn = ncn = n

nn

enn!
.

Aus den Abschätzungen

cn+1

cn
=

(n+ 1)n+1

en+1(n+ 1)!
· e

nn!

nn
=

1

e
· (n+ 1)n

nn
=

1

e
·
(
1 +

1

n

)n
< 1

dn+1

dn
=

(n+ 1)n+1

en+1(n+ 1)!
· e

nn!

nn
· n+ 1

n
=

1

e
· (n+ 1)n

nn
· n+ 1

n
=

1

e
·
(
1 +

1

n

)n+1

> 1

folgt, dass (cn) eine fallende und (dn) eine wachsende Folge sind. Aus den Ungleichungen

cn < c1 =
1

e
, dn > d1 =

1

e

folgt (1).

wir schreiben (1) um:

e
(n
e

)n
<n! < en

(n
e

)n
n
√
e · n

e
<

n
√
n! < n

√
e n
√
n · n

e

n
√
e · 1

e
<

n
√
n!

n
< n
√
e n
√
n · 1

e

Aus lim
n→∞

n
√
e · 1

e
=

1

e
= lim

n→∞
n
√
e n
√
nd�ot

1

e
folgt auch lim

n→∞

n
√
n!

n
=

1

e
.



8. Spo£t¥te následující limity:

a) lim
n→∞

2n2 + n− 3

n3 − 1
b) lim

n→∞

2n3 + 6n

n3 − 7n+ 7
c) lim
n→∞

2n5 + 3n− 2

n5 − 3n3 + 1
,

d) lim
n→∞

2n2 + 2n+ n sin 2n

n cos 3n+ (2n+ sin 4n)2
, e) lim

n→∞

(2n + n2)2

(5 + 1
n)
n
, f)∗ lim

n→∞

nn+1

(n+ 1)n
.

Nápov¥da k f)

Z Bernoulliho nerovnosti plyne pro x ≥ − 2
n , ºe

(1 + x)n =
[
(1 + x)n/2

]2
≥
[
1 +

n

2
x
]2

= 1 + nx+
n2x2

4
.

Zu a)

2n2 + n− 3

n3 − 1
=

2n2

n3 + n
n3 − 3

n3

n3

n3 − 1
n3

=
2
n + 1

n2 − 3
n3

1− 1
n3

.

Aus 2
n → 0, 1

n2 → 0, 3
n3 → 0 folgt 2

n +
1
n2 − 3

n3 → 0. Ebenso folgt 1− 1
n3 → 1. Insgesamt konvergiert

an → 0
1 = 0.

Zu b)

Folgt analog:
2n3 + 6n

n3 − 7n+ 7
=

2 + 6
n2

1− 7
n2 + 7

n3

→ 2

1
= 2.

Zu c)

2n5 + 3n− 2

n5 − 3n3 + 1
=

2− 3
n4 − 2

n5

1− 3
n2 + 1

n5

→ 2

1
= 2.

Zu d)
2n2 + 2n+ n sin 2n

n cos 3n+ (2n+ sin 4n)2
=

2 + 2
n + sin 2n

n
cos 3n
n + 4 + 4 sin 4n

n + sin2 4n
n2

→ 2

4
=

1

2
.

Zu e)

Alle an sind positive und lassen sich abschätzen durch

0 ≤ an =
22n + 2n22n + n4

(5 + 1
n)
n

≤ 4n + n22n+1 + n4

5n
=

(
4

5

)n
+ 2n2

(
2

5

)n
+
n4

5n
→ 0 + 0 + 0 = 0.

Also geht auch an gegen 0.

Zu f)

Wir schreiben erstmal an um:

an =

(
n

n+ 1

)n
· n =

(
1− 1

n+ 1

)n
· n.

Nach der Ungleichung aus dem �Hinweis� folgt
(
x = − 1

n+ 1

)
, dass

an ≥ 1 + n ·
(
− 1

n+ 1

)
+
n2

4
·
(
− 1

n+ 1

)2

· n = 1− n

n+ 1
+

n3

4(n+ 1)2
=

1

n+ 1
+

n3

4(n+ 1)2
→∞.

Also ist auch an →∞.

Überlegen Sie sich, dass die klassische Bernoulli-Ungleichung das Ergebniss nicht liefert, und das die
Verallgemeinerung aus dem �Hinweis� also nötig war.



9. Spo£t¥te následující limity:

a) lim
n→∞

xn

1 + x2n
, x ∈ R b) lim

n→∞

(√
n+ 1−

√
n
)

c) lim
n→∞

(
1

n2
+

2

n2
+ · · ·+ n− 1

n2
+

1

n

)
d) lim

n→∞

(√
n+
√
n−

√
n−
√
n

)

e) lim
n→∞

3
√
n+ 1− 3

√
n f)∗ lim

n→∞
n
(√

n2 + 2− 3
√
n3 + 1

)
.

zu (a): Hier ist zunächst festzustellen, dass der Ausdruck
xn

1 + x2n
für x = −1 alterniert, was bedeutet,

dass für x = −1 der Grenzwert nicht existiert. Da
xn

1 + x2n
=

1
1

xn
+ xn

gilt , ergibt sich insgesamt

folgende Fallunterscheidung:

lim
n→∞

xn

1 + x2n
=


0 falls |x| < 1

¬∃ falls x = −1
1
2 falls x = 1

0 falls |x| > 1

zu (b) lim
n→∞

(√
n+ 1−

√
n
)
= lim

n→∞

((√
n+ 1−

√
n
) (√

n+ 1 +
√
n
)

√
n+ 1 +

√
n

)
= lim

n→∞

1√
n+ 1 +

√
n
= 0

zu (c) lim
n→∞

(
1

n2
+

2

n2
+ · · ·+ n− 1

n2
+

1

n

)
= lim

n→∞

(
1

n2
+

2

n2
+ · · ·+ n− 1

n2
+

n

n2

)
= lim

n→∞

( 1

n2

n∑
k=1

k
)
= lim

n→∞

( 1

n2
n(n+ 1)

2

)
=

1

2

zu (d) lim
n→∞

(√
n+
√
n−

√
n−
√
n

)
= lim

n→∞

n+
√
n− (n−

√
n)√

n+
√
n+

√
n−
√
n
= lim

n→∞

2
√
n√

n+
√
n+

√
n−
√
n

= lim
n→∞

2√
1 + 1√

n
+
√

1− 1√
n

=
2

2
= 1

Zu e)

Wir benutzen die Formel a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2) für a = 3
√
n+ 1 und b = 3

√
n.

an =
3
√
n+ 1− 3

√
n

1
·

3
√
(n+ 1)2 + 3

√
n+ 1 3

√
n+

3
√
n2

3
√

(n+ 1)2 + 3
√
n+ 1 3

√
n+

3
√
n2

=
n+ 1− n

3
√
(n+ 1)2 + 3

√
n+ 1 3

√
n+

3
√
n2

=
1

3
√
(n+ 1)2 + 3

√
n+ 1 3

√
n+

3
√
n2
→ 0.

Also geht an gegen Null.

Aus der Rechnung folgt auch, dass n
2
3an → 1

3 . Wir wissen also nich nur, dass an gegen Null geht,

sondern auch �wie schnell�, nämlich als 1
3n
− 2

3 .

Zu f)

Wir folgen der Aufgabe e) mit dem Unterschied, dass wir die Formel

a6 − b6 = (a− b) (a5 + a4b+ · · ·+ ab4 + b5)︸ ︷︷ ︸
?



anwenden und das für a =
√
n2 + 2, b = 3

√
n3 + 1:

an = n(a− b) = n
(a− b)

1
· ?
?
= n · a

6 − b6

?
= n · (n

2 + 2)3 − (n3 + 1)2

?

= n · n
6 + 6n4 + 12n2 + 8− (n6 + 2n3 + 1)

?
=

6n5 + 12n3 + 8n− 2n4 − n
?

.

Es gilt

lim
n→∞

a5

n5
= lim

n→∞

(n2 + 2)
5
2

n5
= lim

n→∞

[n2(1 + 2
n2 )]

5
2

n5
= lim

n→∞
(1 +

2

n2
)
5
2 = 1

und ähnlich für die andere Summanden in ?. Also

an =
6n5 + 12n3 + 8n− 2n4 − n

?
=

6 + 12
n2 + 8

n4 − 2
n −

1
n4

?
n5

→ 6

6
= 1.

10. Ur£ete limity následujících posloupností pro n −→∞.

a)
(n+ 1)!

(n+ 2)!− n!
b) n2

[(
1 +

3

n

)5
−
(
1 +

5

n

)3]
c)

(−1)n n
2n2 + 5

d)
n!

nn

e) n
√
3n + 5n + 7n f)

√
(n+ a)(n+ b)− n, a, b > 0

zu a)
(n+ 1)!

(n+ 2)!− n!
=

(n+ 1)n!

((n+ 2)(n+ 1)− 1)n!
=

n+ 1

n2 + 3n+ 3
=

1 + 1
n

n+ 3
n + 3

n2

n→∞−→ 0

zu b) n2
[(

1 +
3

n

)5
−
(
1 +

5

n

)3]
= n2

[
15

n
+

90

n2
+

270

n3
+

405

n4
+

243

n5
+ 1− 15

n
− 75

n2
− 125

n3
− 1

]
= 15n+ 90 +

270

n
+

405

n2
+

243

n3
+ 1− 15n− 75− 125

n
− 1 = 15 +

145

n
− 405

n2
− 243

n3
n→∞−→ 15

zu c)
(−1)n n
2n2 + 5

=
(−1)n

2n+ 5
n

n→∞−→ 0

zu d)
n!

nn
=

1 ·

(n−1)−Faktoren︷ ︸︸ ︷
2 · 3 · · · · (n− 1) · n

nn
≤ nn−1

nn
=

1

n

n→∞−→ 0

zu e) Es gilt: 7
∞←n←− n

√
7n ≤ n

√
3n + 5n + 7n ≤ n

√
3 · 7n = 7

n
√
3
n→∞−→ 7 ⇒ lim

n→∞
n
√
3n + 5n + 7n =

7

zu f)
√
(n+ a)(n+ b)− n =

(n+ a)(n+ b)− n2√
(n+ a)(n+ b) + n

=
n2 + n(a+ b) + ab− n2√
n2 + n(a+ b) + ab) + n

=
a+ b+ ab

n√
1 + (a+b)

n + ab
n2 + 1

n→∞−→ a+ b

2

11. Ukaºte, ºe posloupnost reálných £ísel (ξn)∞n=1 de�novaná pomocí ξn+1 =
1

2

(
ξn +

a

ξn

)
, a ≥ 0,

ξ1 > 0 konverguje k
√
a.

Zunächst kann man festhalten:

ξn ≥
√
a für n ≥ 2,



denn nach der Ungleichung zwischen dem arithmetischen und geometrischem Mittel gilt:

ξn =
1

2

(
ξn−1 +

a

ξn−1

)
≥
√
ξn−1 ·

a

ξn−1
=
√
a.

Weiterhin ist die Folge (ξn)
∞
n=2 monoton fallend:

ξn+1

ξn
=

1

2

(
1 +

a

ξ2n

)
≤ 1

2

(
1 +

a

(
√
a )2

)
= 1.

Somit existiert der Grenzwert:
λ = lim

n→∞
ξn.

Und mit

λ =
1

2

(
λ+

a

λ

)
⇔ λ2 =

1

2
λ2 +

a

2
folgt λ =

√
a . [(−

√
a ) entfällt, da ξn ≥ 0.]

12. Spo£t¥te následující limity:

a)
(
1− 3

n

)2n

b)
(
n2 + 1

n2 − 2

)n2

c)
(
1 +

1

n

)n2

d)
(
1 +

1

n2

)n
.

zu a:

lim
n→∞

(
1− 3

n

)2n

= lim
n→∞

[(
1 +

(−3)
n

)n
·
(
1 +

(−3)
n

)n]
= lim

n→∞

(
1 +

(−3)
n

)n
︸ ︷︷ ︸

=e−3

· lim
n→∞

(
1 +

(−3)
n

)n
=

e−6

zu b:(
n2 + 1

n2 − 2

)n2

=

[
n2
(
1 + 1

n2

)
n2
(
1− 2

n2

)]n2

=

(
1 +

1

n2

)n2

·

[(
1 +

(−2)
n2

)n2
]−1

n→∞−→ e · (e−2)−1︸ ︷︷ ︸
=e3

zu c:

Für jedes k ∈ N und n > k gilt

an =

(
1 +

1

n

)n2

=

[(
1 +

1

n

)n]n
≥
[(

1 +
1

n

)n]k
.

Die Folge rechts konvergiert gegen ek. Also ist lim inf
n→∞

an ≥ ek für alle k ∈ N. Die Folge ist also divergent.

zu d:

bn =

(
1 +

1

n2

)n
=

[(
1 +

1

n2

)n2
]1/n

.

Der Ausdruck in [. . . ] konvergiert gegen e und 1
n → 0. Man würde also natürlich vermuten, dass

bn → e0 = 1 konvergiert. So einen Satz (d.h. an → a, bn → b =⇒ abnn → ab) haben wir aber nicht
bewiesen! Wir müssen also einen Umweg nehmen. Z.B. folgt aus der Betrachtung in 4a)

1 ≤ bn =

(
1 +

1

n2

)n
≤
(
1 +

1

kn

)n
→ e1/k, n > k.

Also gilt 1 ≤ lim inf
n→∞

bn ≤ lim sup
n→∞

bn ≤ e1/k für alle k ∈ N , d.h. lim
n→∞

bn = 1.



13. Spo¢t¥te následující limity:

a) lim
x→4

x2 − 2x− 8

x2 − 9x+ 20
b) lim

x→0

x− sinx

x3
c) lim

x→0

(
sinx

x

) 3
x2

d) lim
x↑1

lnx ln(1− x)

e) lim
x→3

sin π
2x

(x− 3)2
f) lim

x↓0

ln (sin 5x)

ln(sin 3x)
g) lim

x→0

(2 + x)x − 2x

x2
h) lim

x→1
x

1
1−x

zu a :

Nach der Regel von l'Hospital gilt:

lim
x→4

x2 − 2x− 8

x2 − 9x+ 20
= lim

x→4

(x2 − 2x− 8)′

(x2 − 9x+ 20)′
= lim

x→4

2x− 2

2x− 9
= −6

zu b :

Nach der Regel von l'Hospital gilt:

lim
x→0

x− sinx

x3
= lim

x→0

(x− sinx)′

(x3)′
= lim

x→0

1− cosx

3x2
= lim

x→0

(1− cosx)′

(3x2)′
= lim

x→0

sinx

6x
=

1

6

zu c :

Nach der Regel von l'Hospital gilt:

lim
x→0

(
sinx

x

) 3
x2

= lim
x→0

exp

(
3 ln( sinxx )

x2

)
Nebenrechnung:

lim
x→0

3 ln( sinxx )

x2
= 3 lim

x→0

ln( sinxx )

x2
= 3 lim

x→0

ln sinx− lnx

x2
= 3 lim

x→0

cosx
sinx −

1
x

2x
=

3

2
lim
x→0

x cosx− sinx

x2 sinx
=

3

2
lim
x→0

−x sinx
x2 cosx+ 2x sinx

=
3

2
lim
x→0

−x cosx− sinx

4x cosx+ (2− x2) sinx
=

3

2
lim
x→0

x sinx− 2 cosx

(6− x2) cosx− 6x sinx

=
3

2
·
(
−2

6

)
= −1

2
=⇒ lim

x→0

(
sinx

x

) 3
x2

= e−
1
2

zu d :

Nach der Regel von l'Hospital gilt:

lim
x↑1

lnx ln(1 − x) = lim
x↑1

ln(1− x)
1

lnx

= lim
x↑1

−1
1−x

− 1
(lnx)2

· 1
x2

= lim
x↑1

(lnx)2

1− x
· x. Da x → 1, gengt es lim

x↑1

(lnx)2

1− x
zu betrachten.

lim
x↑1

(lnx)2

1− x
= lim

x↑1

(2 lnx · 1x)
−1

= 0 =⇒ lim
x↑1

lnx ln(1− x) = 0

zu e :

lim
x→3

sin π
2x

(x− 3)2
= −∞ weil sin

(π
2
· 3
)
= −1.

zu f :

Nach der Regel von l'Hospital gilt:

lim
x↓0

ln (sin 5x)

ln(sin 3x)
= lim

x↓0

1
sin 5x · 5 cos 5x

1
sin 3x · 3 cos 3x

= lim
x↓0

5

3
·
cos 5x
sin 5x
cos 3x
sin 3x

= lim
x↓0

5

3
· cos 5x
sin 5x

sin 3x

cos 3x

=
5

3
lim
x↓0

3 cos 3x · cos 5x− 5 sin 3x · sin 5x
5 cos 3x · cos 5x− 3 sin 3x · sin 5x

=
5

3
· 3
5
= 1

zu g :

Nach der Regel von l'Hospital gilt:



lim
x→0

(2 + x)x − 2x

x2
= lim

x→0
2x

(1 + x
2 )
x − 1

x2
= lim

x→0
2x︸ ︷︷ ︸

=1

· lim
x→0

(1 + x
2 )
x − 1

x2
=

lim
x→0

(1 + x
2 )
x ·
[
ln
(
1 + x

2

)
+ 1

1+x
2
· x2
]

2x

= lim
x→0

(1 +
x

2
)x︸ ︷︷ ︸

=1

· lim
x→0

ln
(
1 + x

2

)
+ 1

1+x
2
· x2

2x
= lim

x→0

ln
(
1 + x

2

)
+ x

2+x

2x
= lim

x→0

ln
(
1 + x

2

)
2x

+ lim
x→0

1

2(2 + x)

= lim
x→0

ln
(
1 + x

2

)
2x

+
1

4
= lim

x→0

(
1 + x

2

)
· 12

2
+

1

4
=

1

2

zu h :

Nach der Regel von l'Hospital gilt:

lim
x→1

x
1

1−x = lim
x→1

e(
ln x
1−x) = exp

(
lim
x→1

(
lnx

1− x

))
= exp

(
lim
x→1

(
1
x

−1

))
=

1

e

14. Spo£t¥te následující limity:

a) lim
x→1−

(π/2− arcsinx)√
1− x2

,

b) lim
x→0

(1 + arctanx)1/x,

c) lim
x→π/2−

(cosx)x−π/2.

zu a : lim
x→1−

(π/2− arcsinx)√
1− x2

= lim
x→1−

− 1√
1−x2

−2x√
1−x2 ·

1
2

= 1

zu b : lim
x→0

(1 + arctanx)1/x = exp

(
1

x
ln (1 + arctanx)

)
lim
x→0

1

x
ln (1 + arctanx) = lim

x→0

ln (1 + arctanx)

x
= lim

x→0

1
1+arctanx ·

1
1+x2

1
= 1 =⇒ lim

x→0
(1 +

arctanx)1/x = e

zu c : lim
x→π/2−

(cosx)x−π/2 = exp
((
x− π

2

)
ln cosx

)
lim

x→π/2−

((
x− π

2

)
ln cosx

)
= lim

x→π/2−

ln cosx
1

x−π
2

= lim
x→π/2−

1
cosx(− sinx)

− 1

(x−π2 )
2

= lim
x→π/2−

(
x+ π

2

)2
cosx

·

lim
x→π/2−

sinx︸ ︷︷ ︸
=1

=

lim
x→π/2−

2
(
x+ π

2

)
− sinx

= 0 =⇒ lim
x→π/2−

(cosx)x−π/2 = 1


