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9. Cviceni

1. Uréete horni a dolni souéty funkce f(z) = 22 pro rovnomérné rozdéleni intervalu [0, a]. Spoctéte takto
a

integral /nr:2 dx .
0

Da die Funktion f(z) = 22 auf dem Intervall [0, a] fiir alle @ € R, stetig und streng monoton wachsend
ist, kénnen mit Blick auf die Unter- und Obersummen sowie fiir die dazu gehérige (Aquidistante) Zer-
legung folgende Festsetzungen getroffen werden:

Zerlegung der Intervalls [0, a] :
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Berechnung der Ober- bzw. Untersumme von f bzgl. Z auf [0, qa] :
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L = [(14z- 7) =3 dz. Mit der Substitution ¢t = z + 1/z ergibt sich 2 —tz +1 = 0. Also
1
2

Ty = 3 (tj: Vit — 4). Das Integral wurde gerade so zerlegt, dass bei I; die kleinere Losung von

Interesse ist, d.h.:
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Also gilt:
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3. Pomoci Riemannova integrilu spoctéte:
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Die Summe kann als Untersumme der Funktion f(x) = — beziiglich des Intervalls [1,2] interpretiert
x

1 .
werden. Dabei wird [1, 2] in n dquidistante Teilintervalle I; := [1 + Z—, 1+ Z] ,i1=1,2,...,n, der
n n

1
Liange — zerlegt.
n
1
1+
Damit wird obige Summe tatséchlich zur Untersumme. Im Grenzwert n — oo strebt das Feinheitsmaf
der Zerlegung gegen 0, die Untersumme strebt dabei gegen das Unterintegral der Funktion. Da f stetig,
damit Riemann-integrierbar ist, folgt:

Da f im betrachteten Bereich monoton fallend ist, gilt: inf flx) = f(z;) =
xel;

. 1 1 1 dzx
lim + 4+t — )= —=In2
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4. Spoctéte

27 iy

a) / d b) /\/mda:

2sinx —cosx + 5

—2m 0
/2 1/2
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c) / Tt oosz d) / cos nl_xdx
0 ~1/2

zZu a)
Die Funktion (2sinz — cosz +5) ! ist 2m-periodisch. Zum Berechnen des Integrals geniigt es iiber eine

Periode zu integrieren.
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Zunachst werde eine Stammfunktion mittels bekannter Substitution tan 5= t gesucht.
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Das obige Integral kann nicht einfach als 2[F(7) — F(—n)| berechnet werden, da F' an diesen Stellen
nicht definiert ist. Es kann jedoch als Grenzwert verstanden werden.

21

/ 2sinx —dz;osx +5 - 61_i>r51+2[F(7r —e) - Flmte)] = <2\7Tf ; 2_\;> \2/7%

—27

Ein Begriindung dieses Grenziibergangs liefert folgende Abschitzung:
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2sinx —cosx + 5 2sinx —cosx + 5 2sinx —cosx + 5 2sinx —cosx + 5
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zu b)

14+ cos2z =14 cos’x —sin®z = cos®> z + sin’ x + cos®> z — sin z = 2 cos® z

w/2 s
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zu d)
cosx ist gerade. (cosx = cos[—z])
1+=z 1-2z

D ilt: = =—1 = —h(—
agegen gilt: h(x) no— DI h(—x)

= h(z) ist ungerade.
Das Produkt einer geraden und einer ungeraden Funktion ist wieder eine ungerade Funktion. Das
Integral einer ungeraden Funktion iiber ein Intervall symmetrisch zur 0 verschwindet, folglich:

1/2
1
/ cosxln1+x dr =0

-1/2
. Riemannova funkce

1
Bud R(x) = 0 pokud z je iraciondlni, a f(x) = — pokud x = = (p € Z,q € N a p, ¢ nesoudélné.)
q

Q3

Ukazte, Ze R je na [0, 1] riemannovsky integrovatelna.



Finden Sie eine Folge von Zerlegungen Z,,, so dass die entsprechenden Obersummen gegen Null kon-

vergieren. Die Untersummen sind alle Null. Dadurch ist / R(z)dz = 0. Eine mogliche Wahl ist z.B.
0

1 2
Zn:{O,E,E,,l}

Die entsprechende Obersummen sind dann kleiner als
1
n! Z n H 0.

6. Spoctéte plochu mnoziny ohranic¢ené kiivkou

K= {(:r,y) oo a4y = 1}.

Udélejte si nejprve obrazek. Tato kiivka se nazyvé asteroida.
Néavod: Pron € N, n > 2 plat{

: n—1
sin x cos T n—1 _
/cos”xd:z:: + /cos” 2pdx.
n n

Skizze:

Die Fléche ist symmetrisch, Subst. z'/3 = sin ¢:

1 jus
F=4. / (1—2?3)32dg = 4. /2 (cost)®3sin’ t cos tdt
0 0

/(cos t)%sin? t cos tdt = /(cos4 t — cos® t)dt =
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= — -4 = cos sint + —
6 24 8 2
bl T 3T

1 1
F:4F124'3-/2cos4tsin2tdt:12 77777 2 _ =20
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7. VySettete konvergenci nebo divergenci nésledujicich nevlastnich integréli:

*  dx /°° _ /OO sint /OO sin?t
a —_—, b x"e \/de, c —dt, d dt.
)/1 Vad +x ) 0 ) o t ) 0 3

Zu a)
Die Funktion ist stetig, also Riemann-integrierbar auf jedem Interval [1, N]. Auf [1,00) gilt

1 1
<
Va3t o T 28/?

0<

o0
und Integral / 3—% konvergiert. Also konvergiert auch Integral in a).
1 X

Zu b)

n € N ist ein Parameter. Bei Null ist die Funktion stetig und beschrénkt, Konvergenz von
oo
/ a"e Vidx
0

ist also dquivalent zu Konvergenz von

o0
/ e Vedz.
1
Finden Sie eine Konstante ¢,, so dak auf [1, co] folgende Abschitzung gilt:
e VT < cnx 2.

Das Integral in b) konvergiert also fiir alle n € N.
Zu c)

t
Wir zeigen, dafs die Funktion F' : ¢ — / f(s)ds das Cauchy-Prinzip erfiillt, wenn s — oo strebt. Wir
0

Vsint
[ty
w T

von oben abschétzen fiir v > w gross. Durch partielle Integration ergibr sich aber
Ysinz cosx v Y cosw
/ dz = [— } — / 5—dx,
u T xT u u T

Y sinx 1 1 Yde 1 1 11Y 2

v 2w ow x
Das Integral ist konvergent.

miissen also

[F(u) = F(v)| =

also gilt

u

Zu d)
/°° sin’t i/(kﬂ)ﬂ sin2tdt>§: 1 /"““)” 2
= > —_ sin =
o t Pl t = (k+1)m Jir
T o
1
:/ sin? tdt - — =
0 i k + 1

Das Integral ist also divergent.



8. (i) Spottéte plochu elipsy

.7}2 2

/C:{(x,y)ER2:a2+Z2§1}, a,b> 0.

(i) Spoctéte plochu ohrani¢enou Bernoulliho lemniskdtou:
K={(z,y) e R*: (2* +y*)? = 2a°(2* —y*)}, a>0.

Néavod:

Odvodte parametrické vyjadieni v polarnich soufadnicich.

r=ay/2cos(2¢p), € (0,v2a).

V2a
Integrujte pak od nuly do v/2a délku paprsku, ktery je omezen lemniskatou, tedy / ro(r)dr.
0

Zu (i):

Die Fléche ist symmetrisch:
F=4F
wobei Fj die Flache von

2 y2

x
ist.
Also ist (Subst. s = z/a)

a 2 1
F:4/ b\/l—";dx:élab/ \/1—32ds:4ab%:7rab.
0 0

Zu (ii):
Die Fléche ist wieder symmetrisch, wir betrachten also nur den Teil, wo z,y > 0. Die Polarkoordinaten
werden durch

T
tangpz;, m2+y2:r2

definiert. Also

2 2
9 r 2 tan“ ¢ 9

* T 1+tane’ 4 _1+tan2cpT'

Die parametrische Darstellung lautet also

2

= 2a”r% cos(2¢), T~ cos 2.

4 9 Ql—tan2gp
- v
2a2

=2
" “ 1+ tan?



10.

2
,
Nach dem Hinweis integrieren wir also (Subst. s = —)

2a?
V2a V2a 2 2 1 9
/0 ro(r)dr = /0 7“5 arccos ;?dr = C;/o arccos(s)ds = %.

2
Die gesamte Flédche ergibt sich dann als 4 - % = 2a°.

. Ukazte, ze

lim 3 =1.
t—o0 e
t
Es gilt
t 2
. 22 . ez
lim e2dr = lim — = oo.
t—00 0 t—o00

Wir konnen also die Regel von L’Hospital anwenden. Dabei gilt

/
2 /2

2
VAN e 2T — e
ezdr ) =e?, — | =
0 t t
t oo
e2dx 9
| -

= lim —— =
e% t—oo t2 — 1
t

m‘“‘m

Also gilt

lim 1.
t—o0

Bud f: [0,00) + [0,00) déna.
(i) Plyne z / f(z)dz < oo vidy h_)m flx)y=07
0 r—00

(ii) Plyne z / f(z)dr < oo vzdy existence limity ILm f(z)?
0 Tr—r00

oo
(iii) Bud f navic stejnomérné spojita. Plyne pak z / f(x)dx < oo vzdy lim f(x) =07
0 T—00

Zu (i) und (ii):
Nein. Man betrachtet z.B. die Funktion (Machen Sie sich eine Skizze!)

_ : k
o) = 3 sin(2* e e 1)

Zu (iii): Ja.
(o]
Sei f gleichméfig stetig mit / f(z)dx < oo und lim f(x) # 0. Dann gibt es ein € > 0 und eine
0 T—r 00
monotone Folge x,, — oo, so dakf(z,) > e,n = 1,2,.... Man kann voraussetzen, daf |x,+1 — z,| =
Tpt1 —Tp > 1fiirallen=1,2,....

Aus der gleichméfige Stetigkeit folgt die Existenz von einem 1 > § > 0 mit

@)= f) <5 fir |-yl <o

Auf jedem Interval (z, — 0,2, + ) ist also f grofser als §. Insgesamt gilt

oo Tn+0

/0 f(z)dz > nzl/%_d f(z)dx > ;25; = o0,

also ein Widerspruch.



11. Vysetiete konvergenci nebo divergenci nésledujicich nevlastnich integréali

a)/l lnxde b)/oo lnx2dx c)/oo Sin(l/x)arctanxdx d)/g ln(sinx)_
0 1—=z 0 1+IL' 0 e 0 \/E

Zu a)
Die Funktion ist stetig auf (0,1) und beschrankt auf jedem (e¢,1—¢€),0 < e < 1/2. Wir untersuchen also

nur Konvergenz von
€ 1
/ e und / e
0 1—e

Wir sagen, da f(x) ~ g(x) bei xg ist, falls
f(z)

v=wo g(x)
existiert und ungleich Null und ungleich +o0 ist. In dem Sinne ist
Inx

1 2::51n:v, z— 0T,
—x

€
Aus der Konvergenz des Integrals / Inz dx (siche Aufg. 5b) folgt dann auch die Konvergenz von
0

€

1

/ nmz dx. Ebenso gilt
0o 1—=x

1 1
2o 2l a1, a1

1
|
Das Integral / ne

1
nx
5 dx ist also auch konvergent. Insgesamt ist / ﬁdx konvergent.
1l—e+ — & 0 -

Zu b)
Bei Null gilt wieder

Inx

1_’_72%lnac, r— 07"
x

Inx

2 dx folgt aus der Ab-

€
1
und das Integral / ne
o1 + 22

o
dz ist konvergent. Die Konvergenz von / 7
1

schitzung
Inz 1

[Eehr A

<1

und Konvergenz von /
1

Zu c)
Wir diskutieren wieder Konvergenz bei Null und bei co. Fiir 0 < z < € gilt

sin(1/x) arctan < arctanz 1, -0+
x x
Weiter gilt
sin( 1 t sin(1 1
sin(1/x) arctan x - sin(1/x) ~ L o
x x x
Das Integral ist also konvergent.
Zu d)
Die einzige Singularitdt liegt bei Null vor. Es gilt
In(si 1
n(sinz) Inz 5o 0+

Vi T e
Inz

NZA

jus 1 n
dx ist konvergent. Folglich ist auch / ’ M dx konvergent.

1
und das Integral /
0 0 Ve
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13.

Spoctéte

*  dz 1 © zlnzx ® arctanz
b Inz d ———d d ——d
“>/_m1+x2 )/o nee C)/o T+a22 )/0 (1t a2

Zu a)

*  dx . .
— = lim arctant — lim arctant = 7.
—50 1 + x t—o00 t——o0

Zu b)

Die Stammfunktion zu Inz auf (0,1) ist F(z) = xlnx — .

rz—1 z—0

1
/ Inz de = lim F(z) — lim F'(z) = —1.
0

Zu c)
Die Stammfunktion ist (partielle Integration!)
1 l22lnz
F(z) = —>In(1 -
und - |
/ &da;— lim F(z)— lim F(x)=0.
o (1+4+x2)2 T—00 0+
Zu d)

Nach der Subst. ¢t = arctan x ergibt sich
° arctanz /”/2 t /”/2
————— dx = —dt = tcost dt = — —
/0 (14 22)3/2 0o V1+4tan?t 0

Bud f spojitd na [0,00), a necht existuje li_>m f(x) = A. Dokazte, ze pak lim /f
X o0

T—00 I
Es gilt:
] T 1 o 1 x ] o ] x
s [rwar—al=|3 [0 - [oe) - aa) = [ 110 - ajde s f1rw -
0 0 o 0 <C zo

Wiéhlt man zg so, dass |f(z) — A| < % fiir x > x, dann gilt:

C
/f A[ dt + — /f —Al < — 0 —|— — 0 % < ¢ fiir hinreichend grofes x > xo.
x

/\
w\m

<1

Damit ist die Behauptung bewiesen.



