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Predmluva

Prvni d11 "Teorie miry a integrdlu® vznikl plevdiné plepsdnim mych poznd-
mek k plredndlce z Matematirké analyzy pro posluchage MFF KU, Chci proto upozor-
nit, %e predloZené skripté nemaji v Z4dném pripad® rdz ulfebnice, Jsou pouze
udebni pomlickcu pro atudenty. Plvodni rozsah prednddky Jjeem pro dfely tohoto
textu bonékud rozdi{til; rovndZ tak jesem piidal fadu problémd a netrividlnich
cvideni, na nich? md &tendf moZnost sl provéfit, zda ldtce porozumél. Nekterd
z nich mohou byt pouZity té% v Matematickdém prektiku &1 zaddvény Jeko rodnikové
prdce.

Dékuji na tomto misté RNDr Ivanu Netukovi, ktery cely text peZlivé pileletl
a svyml pozndmkami i pfipominkami piisp&l na mnoha jeho mistech k lepSi srozu~-
mitelnosti. RovnéZ tak ddkuji posluchali MFF Janu Pachlovi za pomoc pifi defini-
tivn{ dpravé@ skript.

Praha, leden 1971 Jaroslav Luked
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dvod

V tomto krétkém s ne z2cela pfesném udvedu naznadime, co chdpeme pod poJjmem
mira &1 integrdl, s jakymi otdzkami se setkéme a jaké problémy asi budeme Fe¥it.

Integrdl. Chceme-11 dafinovat integrdl, kupf. na intervalu (a,b) , musime
predeviim urlit tfidu funkel & (definovanych na (a,b) ), které majl tento
integrdl mit & ddle musime zadat zobrazeni I (integr&l) mnoZiny funkei 8 do
El ; pritom poZadujeme, aby jak systém Q tak integrdl I m&ly jlsté "rozum-

né" vlastnosti. Uvedme mlespon nékterd:

(L) fge®, X, L ¢ E, => dr + fgel a

I(0¢f+ﬂg) = 001f+/313 (1inearita),
) rel, £2 o, =1 >0 (monotonie),
{N} je-ii £ =1 na {(a,b}, potom reb a If = b-a ,

(s) £ €8 ,z —>r —> rel If, —> If (“spojitost®),
’ " .

(i) tel = | fk €B ("absolutni konvergence")

Rbzné integrdly aplf;uji &1 nesplnuji tyto poZadavky. Tak kupf{kladu vSechny,
s kterymi se setkdte, maji vlastnost (L), Riemenndv fntegrdl navic vyhovuje
(M), (N) a (AK); Newtonliv zase pouze (M) a (N), a %4dny z tdchto dvou nesplnuje
(S). Lebesguedv integrdl vyhovuje (M), (N), (AK) i (5) (v podstat#), Stieltje-
sdv integrdl naproti tomu vlastnosti (M), (N} a (S) nemé. Toto nenfi oviem jediné
rozliBeni rdznych integrdld. Jak jsme JiZ Fekll, proces integrace spofivd v urde-
ni dvojice (8 y I} a rlzné integrdly se takd 1131 tim, jak "Siroky"” je aystém

integrovatelnych funkci 6 . Obvykle plati vZta (8% na Stieltjeadv integridl,
ktery je v jistém smyslu vy jimkou):

Jeou-11 (81 y 1), (92, I,) davé dvojice a je-11 f€ elﬂ 92 , potom

Historickj sehrdly ddleZitou roli teorie Riemannova a Newtonova integrdlu;
definice t&chto integr4ld - alespon pro spojité funkce - jsou velmi ndzorné a
ptirozend. Pozdéji se objevily snahy roz8iFrit systém integrovatelpnycn funkci a
tedy vybudovat "hodn& obecny™ integr4l. Velmi uspokojivym vy¥sledkem tdchto enah
je definice Lebesgueova integrdlu, s kterym se sezndmite v tdchto skriptech. Mimo
tento integrdl byla poddna Fads daldich definic, kterd vychdzely ze zmindnfch
tendenci,



Fosléze se nékteré teorie integrdld rozs$ifily i na obecnd j31 prostory nel
Je red4lnd osa, UvaZovala se ebstraktni mnoZina X , Jisty systém 77t Jejich
podmnoZin, tffda funkci 8 y definovanjch na mnoiind Me Pl ("funkce inte-
grovatelné”) a zobrazeni I" : 8, — ]:':1 ("integrdl®™). Nyni tedy ji2
v teorii integrace vystupuje treojice (777 , & K ¢ Iy) 8 kromé& obvyiklych poZa-

davkd na systém Ql B integrdl I, (Jjako jsou (L) - (AK) ) byly pfiddny
daeldi, kupfikladu '

H
g
-t
=
-
.
)

(X)Lt
121
@-‘ o0
(L) f = f,
- gl Iui

kdykoliv M = U M posledn{ mno%iny jsou po dvou disjuktni a

i'
fe®y,-

Lze Ffci (velmi zhruba), %e zatimco Riemanndv integrdl splnunje pouze podminku
(k), Lebesguelv integrdl ji%? splnuje navic 1 poladavek (6.

Mira. Na81 enahou je - OPét tieba v E, - naldzt jistou tf{du mnoZin M a
ka¥dé mnoZiné Me M pritadit &islo ALM , které bychom mohli nazyvat mirou
této mnofiny, pfifemf poiasdujeme, obdobn& jako u integrdlu, splnéni jistych
axiomd. Nap¥fklad :

*

(1) a,B8e M , aeB = A A < MB,
(11) <a,bP €M a /L(a,b) = b-a ,
(111) A,Be M , ANB=8=>AUBeM , L (AUB) =M b+ MB,

L ,
(1v) & €M po dvou disjunktni = ) 4 €M a

n=1
(u( nL=len)= Z_lf"an ‘

Znova poznamene jme, %e naBim cilem je najit co nejv&tdi systém mno¥in AL
ma jici n¥které z té€chto vlastnosti, a %e nemusime uvaZovat zrovna podmno¥iny E
ale podmnoZiny néjaké obecné mnoZiny X .

1

V Adalsim textu ae vynasnafifme FeBit ndsledujici dva z4klsdni problémy:
1. (a) mdme~1i vybudovédn "integrdl®, odvedit z néj prf{sludnou "mfru",

(b) méme-1li Ji%Z .zavedenu "miru®, zkonstruovat z n{ “integrél”,
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2. méme-11 vybudovén "integrél® (2i "miru"), rozsir:i tento na co ne jvé t8f
systém funkci (&1 mno¥in} se zachovénim jeho (i jejich) zékladnfch
viastnosti.

Zkoume jme nyni podrobnéji jednotlivé otézky.

{la)

(1v)

(2)

Redenf této otdzky fe veelku snadnd. Necht ( 8 , 1) je integsf} ma mno2i-
n& X . PoloZme

d’&={ncx; cAES} y MA = Ie,

(kde ¢, Je tzv. charskteristickd funkce mnofiny A ). Lehko zjistime, Ze

z rdznych vlastnostf integrdélu pak vyplyvaji odpovidajici{ vlastnosti miry
A . Timto zpldsobem odvodime tfeba Jordan-Peandv objem z Riemannova

integrdlu, Lebesgueovu miru z Lebeagueova integrélu, &i abstraktni miru

z Danielliova integrélu.

Zde jde o obrsdceny postup. Nechi gi je nira na systému M podmnoZin mno-
2iny X , chceme definovat integrdl I a systém funkci 8 . Postup je
zhruba ndsledujici: ne jdfive definujeme prirozenym zplsobem integrdl z funk-
cl, které lze vyjddiit jako linedrni kombinace charakteristickych funke{
mno%in ze systému M , potom uvaiujeme viechny limity takovychto funkef
a pomocl limitniho pfechodu definujeme integrédl i pro n&. Tohoto postupu
pouZijeme pfi vybudovadni Lebesgueocva integrélu z Lebesgueovy miry &i
abstraktnfho (Lebesgueove) integrdlu z abstraktni miry.

Vecelku jednoduchym zpldeovem vybudujeme teorii Riemannova &i Newtonova inte-
grélu. Ddle ndm pdjde o to, tento integrdl roz¥iiit na obecnd jil systémy
funkci. V t&chto skriptech ukéfeme pomoci tzv. Daniellovy metody, %e tento
problém lze uspédné kladné vyFeSit. Obdobn® ukédZeme, 26 1 miru na ne prilis
"bohatém" systému mnoZin lze vidy roz8ifit na mnohem vétdl aystém mnoiin.

Podotykém, %e hlavnim cflem teorie miry a integrélu je vybudovédn{ teorie

Lebesgueovy miry a Lebesgueova integrdlu (al jiz abstraktnf &1 v E, ). K tomu

Jjaou

mo¥né, jak jeme viddli - a jak jeBtd uvidime -~ dva zdkladni pfistupy.

Schematicky zndzornéno:

&)

Riemanndv &1 Lebesguedv Lebesgueocva
Newtondv integr4l - mira
integrél {Daniellova ’
metoda)
Jordan-Feanlv | Lebeagueova | Lebeaguelv
ob jem M mira e dntegrél




Ka%dd 2z tdchto metod (at ji% prvni, které se obvykle #ikd Daniellova metoda
rozdifensi funkciopdlu, &i druhd - vybudovdni integrilu na zakledé miry) md avou
vyhodu i nevyhodu a rdzni matematici - at jiZ svétovi, ale také i u nés -
maji k nim rizné vyhrady. *) Osobn& se domnivdm, %e k vieobecnému metematickému
vzd&léni patfi znalost obou t&chto metod, a proto jsem se snalil je obé& ukdzst
v piedloZenych skriptech. OvSem stadi s1 vybrat pouze jednu z té&chito metod a
seznamovat se jen 8 ni. I to je moiné.

-

A koneln& posledni pozndmku. Skripta jesem Umysln® nepsesl tak, aby se co
ne jkrat&im a ne jelegantn® jSim postupem dosp&lo k vybuddvéni teorie miry a inte-
grélu.‘Naopak, snafil jsem se vidy ukdzat rdzné metody a porovndvat jejich
vzteh. Tak je tomu napf. pfl vybudovédni Lebeagueovy miry v El y pP1 roziitovd-
ni{ abstraktn{ miry, pfi soudinu m&r a jinde. Ctend#, ktery se zajimé pouze
o konstrukci treba Lebesgueova integrdlu v E, , si plZfe predist jenom nékteré
odetavece. 0 jejich vybéru by se viak mél, alespon si myslim, nejdff{ve poradit
8 nékym zkudené jdim.

TéZ&1 partie oznafuji hvézdilkou ( ») .

+) Uvedme 248t polemiky, kterd se objevila v .Bull. Amer, Math. Soc. V roce
1953. "Myj zdvér poéle skutednostf, kterd mdm dosud po ruce, je, %8 autofi
vynale¥ill velké usilfi. Jaem skoro na pochybdch, zda jelich pojeti bude mit

Jaky trvaly vliv.”
{Paul R. Halmos o knize N. Bourbakl, Intégration).

"Nakonec chce recenzent vyslovit svéd pohordieni nsd autorovym tvrzenim,
%e teorie miry (jak Jje chépdna v této knize} je zdkladem teorie integrace.

To byle bezpochyby pravda jedtd pled nékolika lety, ale nadt&stl tomn jiZ
tak neni, nebot stdle vice matematikd se prikldni k “funkciondlnimu pfistu-
pu” integrovéni. Je vidy ukvapend délat néjaké predpovédi; recenzent si
viek nutné muei myslet, fe tato kniha pfes avé ndkterd p¥ednosti bude odlo-
fena apolu 8 ostatnimi knihami stejného zaméfeni k mnohym jinym zastaralym
teoriim na regdl v krdmku starych kuriozit sstematiky."

(J. Dieudonnd o knize K. Mayrhofer, Inhalt und Maes.)

10 - 29571



I. RIEMANNUYV INTEGRALL

l. Riemannavy integrdl

Obsah: A. Definice Riemannova integrélu.
B. Podminky integrability.
C. 2Zdkladni vlastnosti E-integralu.
D. R-integrédl jako funkce intervalu.
E. BR~integrdl jeko limita hornich a dolnich soudti.
F. R-integrdl jako funkce horni meze.
G. Zména integrované funkce.
H. Limitni pfechod za integra&nim zhamenim,
I. Cviden{ s problémy.

A. DEFINICE RIEMANNOVA INTEGRALU

]1.1 | Definice. Bud <{8,b > uzavieny interval v E,. Délenim intervalu
¢8a,b » rozumime ka’dou koneZnou (uspofddancu) mnoZinu D C <a,b)> tvaru

D={ 8 =X X { e (xn=b}.

MnoZinu vSech délenf intervalu (a,b) znalme gymbolem I (a,b))‘ . Bud
f omezend funkce na intervalu (a,b> . Pro ksfdé¢ déleni

D=1 a=x <%  olx, = b}e 3% ((a,b)) intervalu (8,b> definujeme
redlnd ¢isla
n
S (£,D) -*—Z sup £ (x) . (xi - xi._]_) '
i=1 XE<XI'_’,XI“)
n
8 (£,D) = inf £ (x) .« (x4 - ’Fi-l) R
i=1 xe(Xi_ijXi)

tzv, horni a dolni soulet funkce f pil délenf{ D .

Oznalima-11 M=gsupf(x), m=inff (x), Je zfejmd

xe<a,b> xe <, >
m.(b-n) 28 (£,D) €8 (£,D) €M . (b - &) pro libovolnéd D& & « <a,b2 ).
Tedy mnofina vi8ech hornich scultd { S (£,D); D€ (< a,b” )} Jje omezend

zdols, mnoZina v3ech dolnich soudtd {a (r,D); DE 9« £ a,b> )} je omezend

- 11 =



shora {(tyto mno2iny Jjsou dekonce omezené}. Horni a doln{ Riemanniv integril
funkce f pPes interval ( a,b) definpujeme vztahem

e 3

(R) f f =inf S (£,D) , {R) ff =sup & (f£,D) .
7 befia,dy) DER(Ka, b))

a .

¥V pfipadd, Ze horni a dolni Riemanndv integrdl spljvaji, Fikdme, Ze funkce f
Je riemamoveky intagrovatelnd pfes interval ( a,b> 8 spolednou hodnotu horniho
8 dolniho integrdlu pak nazyvéme Riemannovym integrdlem (&1 krétce R-integrdlem)
funkce f pies interval < a,b > . Zavedeme ndsledujfci znalec: :

3 2
R ({a,b > ,)df {f; (R) f £ = {R) / t ] aysiém v3ech
‘ g ;

2

riemannovsky integrovatelnych funkei,

; 3 3
‘(R)f'f# (R) ff =(a)ff pro FER (< 8,5)) ...
a e a

R-integrdl funkce f pfes interval (a,b )} . 3

Pro zkrdceni pisme nékdy - nehrozi-li nedorszuméni - misto (R) / f pauge
: S

/f ;i amisto £f€ R ({ a,b>) Plkejme té% ndkdy, Ze ff exigtuje.

a &

11.2| Pozndmky.

(a} Mohli bychom definovat horni sculty 1 pro-necmezend funkce (&1 pro
zdola &1 shors neomezend funkce) 7

(b) Mohli bychom definovat horn{ R-integrdl i pre zdola neomezend funkce
{shora neomezené funkce) 7

(e} Mohli bychom definovat R-integrdl kupfikladi i pro funkce omezené
na intervaian (0, + w) 7

1.3 Pf‘ikledy .

(a) Bud f konstantni na intervalu ¢ a,b>, f(x) = K pro vdachna
x €{a,b> . Potom fteR({({{a,b>) =
3
‘(R)/f = K - (b-‘a) . %kdtel
(b) 'Buaa'E- Dirichletove funkce na intervalu ( 3,9 )‘, 3.
F(x) =1 pro x ¢ { 3,5) raciondlni,

i

O
5
Potom (n)[r‘ 0, (R) F =2, tedy F/éR( <3,52> ).
DokaZte! '

—
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(e)

(a)

B. PODMINKY | INTEGRABILITY -

Definujme funkci G na intervalu 0,1 pPedpisen

G{x)

=

0 pro xg{0,1> , x#

G(%) 3. ‘

Potom GER ({ 0,1>) a (R)/G = 0 . Doka%te!
Bud V tzv. Riemannova funkce? v intervalu <0,1> (pro

xe"(‘o,l) y X = -E ; kde p,q Jjaou pfirozend pescuddlnd &iala, je

5[/ {x) = % y Dbro ostatni x € {0,1) pak ;V (x} =0 ).
1

DoksZte, %e }I/G R{<0,1>) a'(n)jf}y.—,o .
. o

AN

-

V daldfm odvodime nZkteré nutné s postadujic{ podminky integrability, tJ.
podminky, pédlo nichZ umime rozhodnout, zda funkce £ 1leZf &i nele%{ v asystému
R { < a,b )Jf). Jinymi slovy, podminky, za nichZ funkce f md &¢i nemd Riemanniv
integrdl. Uvodem tohoto odstavce ukéleme, Ze v£dy plat{ nerovnost

3 ' é _
(R) / f é {R) /f . Vysvétlete, pro¢ vAsak nemiZeme pouZit ndsledujfci idvehus
g ;

@

“pro ketdé déleni D€ & (<a,db >) platt S (£,0) > 8 (£,D), tedy 1

3 é
inf S (£,D) > sup 8 (£,D) , 1tJ. tn)fr < (R} /r ¥
D D a a

[1.4] Lenma. Bad ¢ cWgzérs oA IntuTvalu a,b>, budte Dy, D, € & (< a,02),

D, C D, (nékdy té% Ffkdme, %e d¥len{ D, je zjemndnim d&leni D, ).

Potom S (f, Dl) =2 s (f, D2)'

-8 (£, D)) % 8 (£, Dy).

Ddkaz:  Nechl zpotétsu Dy = { a=x X< X, =b t,

D
D2-
Trozen

ia=xo(xl(... (xn'=b}u Ty}=D1U{3i ’ 3# Dy (v ptri-

dm usporddsni). : '

Potom existuje index i tak, fe x, ; {y (x; , a zlejmk

sup £ (x) . (y - x; ) +eupf(x).(x, -y €

REH_ ¥ xe<y %y
£ sup £ (x) . (x; - x;_9) 3
X €<, x> i‘ -1

odtud jiZ spadno plyne tvrzeni.
Obecné tvrzeni pak jiZ dostanete napfiklad indukef.

-13 =



1.5 | Lemma. Bud f omezend na intervalu ({ &,b > , budte D,, D€ & (< a,b D).
Potom 5 (f,D,) = s (f,D;) (tj. kaidy horni soulet je v&tS{ nebo roven
neZ libovolny dolni soudet).

Ddkaz: FPoloifme D =D, UD, (ndkdy *{kdme, 3e d8len{ D je tzv. spo-
le&né zjemndni déleni D, a 1D,). Potom poulitim ptedchoz{ho lemmatu
dostédvime

$ (£, D) @ S (£,0) > s (£,0) > a(f,D,).

- V&ta, Bud f omezend v {a,b)> , potom
4 1
(n)/rﬁ (R) / £ .
& a

Ddkaz, Plyn_e. z 1.5 - vysvétlete podrobné!

1.7} Véta (nutné a postafujici podminky integrability}.

Bud f omezené v intervalu < a,b)> . Potonm
rerR(<Cap )PV E>0 Tpe T (L adbd> ) tak, e

0<€s (£,D) -8 (£,D) < &

Dikaz 1) predpoklédejme, Ze podminka je r'lv%na. Zvolme £ > 0.,
BExistuje tedy déleni D € 2 (<a,b> ) tak, %e

0 €8s (£,D) -8 (£,D)<E

Potom

3 [
/ff:S(f,D)(s(f,D)-i-E é/r+£ , tedy
2 a

3 ]
oe [r- /r <E. _
a a ] 3
Ale £ > 0 bylo libovolnd, odtud plyne, Ze f f = _/ f (vysvétlete!)
atudf2 FER( {a,b>). a  a

2) Nechl nyn{ naopsk £ € R ( < a,b > ); zvolme £ > 0 . Existu-

j1 ddlent Dy, D, ed(<a,b>) tak, Ze
3 i3 3

Srre >swm2 [ froe<aupne [,

a a a 4
Polofme D = D, U D, ., Potom _ ;

é |
0€5 (£,D) - 8 (£,D) £S (£,D)) -8 (£,D)) < [£+& - /r+£=z&.
: a 2

- 14 -



Tedy k zadanému &£ >0 jeme nalezli ddlenf D € & ( ¢ a,b >) ﬁak, ie
0<€5 (£,0) -8 (£,D) <2 &,
&imZ Je druhd 48t implikace z véty dokdzdna.

[1.8' V&ta. (postadujic{ podminky integrability)
Flatfi nisledujici implikace:

(a) f spojitd na (e,b> ——=> f €R ( {a,b > ),
{b) f monotonni na {a,b) == fE€R ({ab> ).

Diksz. Bud f spojitd na intervaiu < a,b > , zvolme £ >0 . UkdZenme
nejdfive, Ze existuje déleni

D= { 8 =x, (% (eeekx, = b } intervalu (a,b)  tak, %e

sup f(x) - inf f£(x) < £ pro vBechna 1 {i=1,...,n)
x€ <x,-_,rx,- > ) HELH; XD

Funkce f Jje spojitd na intervalu <a,b> , tudif i stejnomérné spojitd
na {a,b) ;' existuje tedy k nafiemu zvolenému C)O_ ‘8islo ;}0 tak,
Ze .

x,y € {ab) , Ix-y|<5=>-l fix) - £(y) I(&

Bud D = {a=x°(xl<...(’xn=b} takovéd Adleni, Xe

xJ-xJ_l((Y pro J = l,e.ssy, 0 &

V kazdém intervalu (X ,1-1. , xy > existujl ty, ¥y tek, le

f(tj) = gup f(x) , f(y.‘l) = 1inf £ix)
'xeo:;.,;*j) X€<Ki g Xi>
{ cddvodn&te!l).

Potom oviem | tJ - ¥ lé

T Y |<5' pro kaidé j=1,...,n, tudif

sup f£(x) - inf fix) = fﬁtJ) - f(yJ)<£ pro ka¥dé J
X€<N.1. %2 XKy, %2 (3 =3,.0ym).

Pre jdeme nyni k vlastnimu dikazu.

M&jme ddno libovolné & > O , podle prededlého najdeme déleni
D€ H(<ab)) tak, aby

sup fix) - inf f£(x) ¢ —5%; pro vdechna i (i=1l,...,n).
xe Ky, % XEKiy %2
Potom
n
0%S (£,D) - s (£,D) = Z {(sup £{x) - inf £(x)) (’1 - 21_1) <& ,
1al xe<X, %> €L 0 %3
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tedy podle v&ty 1.Y je fE€R (<a,bd)
b) Bud £ neklesajici v (a,bd , zvolme £ >0 .
Nechi '

(b - a) . (£(b) - £(a))

j@ prirosend 8islo. Rozdélme interval < a,b > d%lenfim D ha n atej-
njch A118, tj.

D= { ﬁ*-xo(k1=-a+%(b-a)<... <xn=b],

potom

(o]
Y

S (£,D) - a (£f,D) =

#

Z ’(aup £(x) - inf f(X))- (xy = x5_4) =

.

.jb

i ' b-a R
e ;L:I 6 2(x) = £xg 1)) o (xg = x4 1) =5 )i_z_—lf(xi)-f(xi_l),=

2B (r(0) - 20a)) <€,
oplt tedy f ¢ B¢ x,b>) podle wity 1.7.

Pgzndmka: Pomocnéd tvrzeni v prvni #4eti dlkazu mohou poslucha2i, znajicf "pliZi-
vé lemma", dok&zat pouéitim tohoto lemmatu, jeatliZe definuj{ relaci
’
vztahem uv > exlstuje déleni D = {u = X, Xy 4 ...(x = v}

intervala {u,v> C Ca,b> tak, Ze

sup f£(x} = inf £(x) { £ ©pro viechna i =1,...,n.

e 1in> X€<"'-n"i> :

P1{¥ivé lemiia. Bud ? relace na intervalu a,b)> (tj. g‘) C <a,b> x {a,b>)
m,g;nuaici pi‘edpok lady:

L] alg? b s zb_sD e =>aPe (transitivita),

2 Hwe ¢apy 3550 Vu, ve Capd>

Be gx~d,xp, vE  x, x+8>=% ufv
{ Lokdlni vliestnost ),

ai”bﬁou: a S” b .

©, efRraoN? YLaSINOSTD R-INTEGRALY

%8 Zatdtki pripomenshme nékolik definic a lemmat z L. semestru.
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‘ l.9l Definjce.

Budte A, B C El neprdzdné mnofiny, bud Ae El .
Lefinujme mnofiny A + B C E;, A A CE, vatahy

A+ B g—{{ a+b; s €A, beB}.
Aa dﬂd {la; aEA} .

(pozor - nepleite 8i mnoZinu A + B & mno%inou A UB 1),

1.10| Lemma, Budte A, B ('.El neprdzdné a omezend mnofiny, bud A e El .
Potom mnoZiny A + B, A A jsou neprdzdné, omezené a plati:

sup (A + B) = sup A + sup B ,
inf (A + B)
sup /11

inf A + inf B,
A sup A, je-li A 20,

- A inf A, Je-11 A < 0,
obdobné pro tnf A A.

u

Dfkaz. ZFfejmé mnofiny A + B , A A Jjsou neprdzdné a omezené (podrobnd
oddvodnéte!).

UkdZeme, %2¢ sup (A + B) = gup 4 + sup B ; oznadme G = sup A + 8up B.
Méme ukdzat dvé implikace:

1) x€A+B =>x %6,
2) Ve >07 =xea+B tak, 28 G-E<x%G.

1) Bud x €A+ B =5existujt a€ A, bEB tak, ¢ a + b =x .
Protofe je a<gup A ,b*supB, je x=a+b€G,

2) Zvolme £ >0, existujl a €A, bE B tak, fe

supL--%—(aéaupA, supB-——g—-(béaupB,
oznalme x = A +b . Potomovéem x€ A +B 8 G- £ < x€G,
Tedy sup(A + B)=G .

Obdobné dokaite sami ostatni tvrzeni,

1.11] Véta (linearits R-integrdlu).

Plati ndeledujici implikace:
1) fER(Cab>), A€EE =2 Af€R ((ab>) a

3 ]
a/)l.r=14/r,

2) f,gER(Ca,bd )= f+g8€R(a,b>) a
3 3 4
f(f+g)=/ £+ /3.
A - S a
. Dikaz. 1) Pro A =0 je tvrzeni sfejmé; bud A > O . Zvolme 1libovolné
alent D€ D ( <a,b> ). S poukitim pledchozfho lemmatu dostévéme

27571 P2
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S(A£,D) = ) sup Aflx) . (xy-x; ;)=

Z R‘ sup f(x) . (x; - x; ;)

A . 5(f,0),
tedy —_

é 7
/2f=1nrstlf,m=1gflscf,n) A.mrs(f,n)=/1/f,
D - 3
a

obdobné dokdZeme, Ze

3 i _
d//lr: Z/r'."“
= 2
Odtud plyne _
4 3
/Afz /1f=}l./f.
a a a
Pro A <0 a De & ( (a,b)> ) pak dokaite, %e
S(A D) = As (£,D),

3
tedy /xl £ =1inf S (A £,D)
a

H
n

inf A . 8 (£,D) =

3
;{sups(f,D)=2./f,
a

Q

.
obdobné /2 t= a. /1’ , odtud jiZ vyplyvd tvrzeni.
a

2) Je ztejmd, %e pro libovolnou mnoZinu E (B C < a,b > ) plati

{f(x) +g(x);x€E}C[f(x); xEE} +{g(x); xEE}
{dokaite! UkaZte, #e nemusl nastat rovnost téchto mno2in), tedy vidy
£(x) + gl € £ix) + .
xseugt x &ix)) xaeug x) xggg gix)
inf .
xenE (£(x) + g{x)) 2,‘122 £{x) +i2£ g(x)
Bud ped ¢ {a,b » ), potom podle pfedchozihc Je

S (¢ +g,D) £5 (£,D) + s (g,D),

odtud plyne, e pro livovolnd Dy, I)2 €D (a,b) ) mdZeme naldzt
DEI( b)) (kupffkladu D =D, U D) tak, %e

S(f+g,D) £5(£,D) +S(g,D) €5 (£,D) + S(g,D,).

Tedy

- 18 - 27571 Z2



/(f+g)

a

13:‘ S (f + g,D) £inf S({f,D) + inf 8(g,h) =
4 3
/f + _/g .
a Q.
{(Podrobn® oddvodn&te!) Obdebnéd doké¥eme, Ze
3 3 b
/(f+g)£~/f+ /g.
a a a

Spejenim v3ech nerovnestl pek dostaneme

3 3 3 3 F3
ff*-/gé/(i‘+g)£/(f+g)é/f+/g,
@ a a a a a
3 3 3
tedy £ + g €R ( (8,b> ) a/(f+g)=/f+/g.
@ a

a

1]

‘1.12 Véta (monotonie R-integrédlu)

Budte f£,g €R (*{a,b>), f£g na (ab> .

8 3
Potom f £ = /8 .
a a

Dikaz: Twvrzeni je bezprosifedn{ disledek definice.

1.13 Definice.

‘Bud f : X—-=E, funkce na mnofin& X .
Definujme funkce £, £ : X—= {0, + oo) vztahy

£% : x — max (£(x), 00, x€X,

f~ : x-» max (-f{x),0), x€X.

(Kreslete v El) .

Funkce f+, £~ nazveme kladnou a zdpornou &fsti funkce f .

Vlastnosti funkeci f*, £ .

Necht f je funkce pna mno¥ind X ( £ 1 X —=Ey) .
Potom

SRR SN 0, £ > 0 na X (zépornéd &4st je nezdpornd funkce!),

2) £=¢" -f ns X,

3) |f] =7+ £ na X,

Ddkez. Provedte sami |
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1.14] Lemma. Necht f je funkce na mnoZind M , potom

sup £Y(x) - 1inf £¥(x) = gup f(x) - inf f{x) .
Xenr XeM xeM xenM

Dikez. Bud f2 O na M, potom ¥ =f(a £ =0) a tvrzen{ je
zFejmé. Stejn® tak pro f €0 .
Nechi nyni existujt x, €M, x, €M tak, Ze f(x) > 0, f(x;)< 0.

Potom sup £(x) = sup £ (x) , inf £'(x) = O, inf £(x) £ 0 (odGvodnéte
XEN XeEM x& M xeM
podrobnd!) a tvrzeni opdt plati.

1.15

Véta ("absolutn{ konvergence" R-integralu)

; 2
Budl £E€R(<a,b> ). Potom |£| € K( <Ca,b>) a /f = /Ifl_
Q- a

Ddkaz. Zvolme £ > O . Podle vdty 1.7 existuje Def (< a,b > ) tak,
%o ‘
0£35 (f,D) -~ s8{f£, D)L .

Vzhledem k pifedchozimu lemmatu dostévdme
0<s (£',b) - s (£7,D) €5 (£,D) - 8{£,D)< &£

(oddvodnéte podrobnd!), tedy opdt podle 1.7 je f € R (<a,b>) .
Ze vztahu £ =f' - f @& z véty 1.11 plyne £ € R( {a,b)>) .
Tedy lf|=r* + £ € R( {a,bd>) .

Druhou &4st tvrzeni dostaneme Jji% lehko:

AL

Il. 16[ Pozndmky.

(A)

Na tomto misié bychom chté&li upozornit na analogli mezi teorii Ffad a
teorif{ integrélu. Oznadme symbolem A mnoinu vBech konvergentnich
tad a symbolem AKX  syetém vBech absolutiné konvergentnich fad. Pro
vé L&l jesnost rozlidujeme nyni dva pojmy:

b (un) +e. Tada u_, co je vlastné posloupnost { un},

Zun .+ soutet Fady r(un) , cof je redlné &islo.

Jsou znédmy nésledujici vfastnoat:_l:

a) AXCK , K -AX 2 & {uvedte pffklad),
b) Mo JEAK , M )EAX =P (v, + v)IEAK a

Z (uqi- v, ) =Zun -I-Zwn s
(obdobné pro systém X 1},

- 20 -



{B)

(c)

¢) Hul€EAX ,A1 € B = MAw)IEAX 8 A u, = AZun
(obdobnd pro systém K ),
a) f‘(un),r(vn)e‘.x y u, v, |4 n%Zuu-'éZvn.

e) i“(un)e-ﬂ]é = #u|) €eAX a lZ unl éZ lunl'
Posledni vlastnost neplati pro systém X , tj. ‘
tHu)e X > #(|u, ]) €X (uvelte prixlaal).

Je prévé vidét, %e Riemanniv integrdl md obdobné vlastnoati jako absolutnéd
konvergentni Fady {srovnejte tuto vlmstnost s obdobnou vlastnosti Newtonova
integrdlu - viz 3.7.a a té%f 10. 8, ktery je viastnd “"nesbsolutnéd kon-
vergentni® , a Lebesgueova integr{lu - viz 9.43.f #i 18,23.D, ten Je
"absolutn® konvergentni"). QOstatné Pady a soudty je mofno v jistém smyslu
chépat jako funkce a integrdl - viz cvideni 9.J.

Porovnejte xupikladu té¥ analogické véty pro fady a integrély.
Vétu 1.15 nelze pbratit, neplati tedy tvrzeni

|fle R (Cab)> )= fER(8,b))
{opdt porovnejte s Fadamil}.

Uvedme pFikisd

: 1 pre x €<0,1> raciondlini,
{(abp= 0,1>, £ flx) =" -
-1 pro xé€ <0,1> iraciondlni.

Uka%te saml, Ze plati implikace

£, ¢ R(< a,b> ) =5 max (£,8), min (£,8) € B( < 8,b> ).

1.17} V&ta. Budte f,g €R ( {a,b> ), potom f.g€ R (<a,b> )
¢ £ 3
(ale nikoliv j1% x/’ £.8 =v// f. J/rg - uvedte piiklad!).
QL @

DOkaz. Stadi dokdzat tvrzent

feER(Cab> ) => f9€ R(<ab> ),
nebot

f.g = 1 [ (£+g)° - (f-g)z]

a vyuZijeme vétu 1.11.

I) Necht f A v, fE€R (< a,b } ). Potom pro libovolnou anoiinu
M C <a,b> platd

sup £ < {sup f)2 ; inf 2 2 (inf £)°
M M | M
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(x € M =0 £ f(x) < sup f(x) =0 = f2(1) = (sup £)° —
=ssup f2 < (sup f)2 Y.

Funkce f je na intervalu (a&,b> omezend, existuje tedy K >0 tak, Ze
lf(x)! £K pro viechna x & < a,b> .

Zvolme &£ >0 . Yodle 1.7 existuje D€ & (< a,b ),

D:{e:xoqxl.{...(xn:b tak, Ze
0 £5 (£,D) -8 (£,D) C —ELE- ;
potom ovBem
0£5 (£2,D) - s(£2,D) = J_ (sup £2 - inf £2) (xg-xy4) €
XECK g0 X 2 ’“:(xz‘-u I P4

€ ) (sup £)° -(1nr %) .(x, - x, ) =
=£(sup £ - inf £) . (sup £ + inf f) (xy - x55) %
22K.) (sopf _inf ) . (x, - x, ) = 2€ (S (£,D) -

~8(f,D))< £ , tedy podle 1.7 je f2 €eR{ ZLm,b> ),

~

II) Bud nyn{f £ € R ( < a,b > ) livovolnd, potom podle 1.15 je
[fl €R({a,b> ) a podle prededlé c.i.. dikazu je
['f'|2 €ER({ab >). Ale ze vztahu £2 = lf|2 plyne nade tvrzeni.

D. R-INTEGRAL JAKO FUNKCE INTERVALU

£
Doposud jsme vyletfovall vlastnosti R-integrdlu / £ pfi pevndm inter-

. -9
valu (a,b> v zdvisloseti na integrované funkci, Nyni budeme zkoumat R-integral
v zdvislosti na oboru integrace. '

1.18| Véta. Bud f €R ({ab >), necht c € (a,b) . Potom

£f €ER({a,e) ), fER(Kc,bD)a

y. é £
Jf £ = q/‘f +‘//
@ o [+ 2
(eprdvnd bychom méli pest f[(a e €R ( {aye> ) atd.,
3
dovolime ei zde men¥i nekorektnost).

DOkaz. 2Zvolme £>0 . Podle 1.7 existuje déleni D € J ( ¢ a,b > ) tak,%e
0O€£S (£f,D) ~-s(f£,D)< &L .
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Polotfme-11 D, = D U { c }, dostévéme podle 1.4
0 €8 (£,D) - s(£,D,) £5(£,D) - s (£,D) <&

Bud D = Dc/<a,c> (tj. D = D, N <a,c> ), potom Ded (La,e > ) a
0£8 (£,D) - s (£,D) €5 (£,D,) - s(£,D)<E ,
tedy f € R ({a,c> ). Obdobné& dokdZeme, e f€ R ( < c,b > ).

Bulte nyni D€ J ( <aye> ), D,€F ( ep>), D=D U D, .
Potom zte jmé DEY (¢ a,b>) a
- #
$ (£, D)) + 5 (£, Dy} = S (£,D) e/f,
(-9
odkud pfechodem k infimu dcatdvdme (proveate podrobnd) nerovnost
c £ ¢
/f +ff é/f .
@ e a

Z dolnich sou?tld pak vyplyne obrdcend nerovnost

c & &
ff +/f = /f , &imZ je naSe tvrzeni dokdzdno.
Q ¢ a

Véta. Buldte a {c b, fER( Ca,e> ), fFER (L c,b> ).

y 3 c . 4
Potom fER( {a,b >) a /f=/f+/f-
a a [l

Dlkaz. Sta¥f dokdzat, e f € R {( {a,b > ) {rovnoset

£ ¢ y 3
/f = /f + / f pak vyplyvd z prededlé vity),
a a ¢

Zvolme tedy & > ¢ . Existuji délent Dleﬂ ( <me > ),
D€ F(<Ce,b> ) tak, ze

0=s (f£,D)) - 8 (£,Dy) < —g', 0 €8 (£,D;) - 8 (£,D;) < %.
PoloZfme-1i D =D, U D, , je DED ( <a,p> ) a

0 £5 (£,D) - a(£,D) = S(£,0)) + S(£,D,) - a(£,D]) - 8 (£,0,) < & ,

tedy podle 1.7 je f & R ( C a,b > ).

Definice.

Pro libovolné a € El a pro libovolnou funkci f definovanou v bodé a
poloime '
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pro a,b € E1 , b<a ,pro f definovanou v {b,a > poloime

(R)f =~cR)ff.

pokud f € R ( <b,a> ).

1.21[ Ddsledek.

DokaZte saml, Ze

& ¢ &
/“/“/f'
a. a [

kdykoliv =a,b,c € El a kterdkoliv dva integrdly existuji.

E. R-INTEGRAL JAKO LIMITA HORNTCH A DOLNICH SOUTTU

Il.22| Definice.

Bud D = { a=x ¢ x< a0 (xp = b} déleni intervalu < a,b)> . Cisle

Y (D)

L]

max {(x, - x, -)
i 4T L

pazyvédme normou d&leni D .

1.23| Vita, Bud {D }69( { a,b)> ) posloupnost ddlenf intervalu < a&,b}

s vlastnoati lim W (D } =0 . Potom
A —pon y 2

f€R(<8b>)"?lins(fD)—1imS(fD)=/f.

.. M-»oo0 N oo
-

Dikaz. Predpoklddejme, 2¢ f 20 v {a,b> a zvolme &£>0,
Necht f(x) < ¥ (x € <a,b> ). Nalezneme a8lenf D, €& ( (a,b> ),
Dl = { a = xo < xl < se 8 < xn = b} tak' aby -

. _ ¢
S(£,D,) - /f<—§—.

X

Poloime O =—%r;" . Nech} d8lent D€ Z( Ca,b) ),

D={a=yo( yl‘<...(y‘=b}-mé tu vliestnoet, Ze » (D)< 4 . Potom

E / 4
sS(r,D) = sup fi{x) . (¥y,-¥,.q) = ves * e
' =1 xecy; J J-1 Z . Z !
/
kde v prvnim soultu Z ... 8e ptitd pfes véechna s takovd, Ze interval

(ys, 354-1) obaahu,je bod d&leni Dl a v soudtu E « pPes viaechna ostatni s .
- 24 -



Fotom

£

/
PERRSE

L

Vi

a Z e £ S(f,Dy)

Tedy S(f,D) - /f < £ , odkud Jji% plyne tvrzeni. Je-1li nynf f 1ibovoln4,

L= %

poufijeme prdve® dokdzané

na funkce f°, f~ (provedta!).

(Uvédomte 8i, Ze jsme dokézali vlastn® o ndco vice, neZ poZadovala vita 1,23!)

Véta. Buite D € ¥ (< an>), 1imp (D) =0, necht

Dn = { a =

Pro kaZidé déleni

— P n . _n
“"‘o"fl"‘l

a oznalme
G, =G«

Potom plati

B o) n n
Xo < Xy { enn <xkn =

b}.

Dn zvelme body: 5

£§ géxﬂ

-3

£

i

< x

n
kn-l

)

n n n

t; Dn; {?: "'s‘gin)r‘

s
fER(Can> ) =>lm G, = /f.
a-

Dikaz. Pro ksZdé

s (f, Dn) <

n

A s o

plati

& <

, € s, D),

odkud vzhledem k predchozl vétd 1.23 dostdvédme tvrzeni,

|l. 25 | Poznédmka.

Vétu 1.24 lze téX obratit v ndsledujicim smyelu:
*Necht pro kaZdou posloupnost déleni D € Z( <a,b>) s viastnostt

Lim I)(Dn)= 0 a pro ka%fdy vybsr bodd ;; . vevy

nosti z vdty 1.24)

Potom £ € R( < a,b)> }, hodnota limity 1im & (£,D; ,

nezdvisi na volb& poslcupnosti {Dn} a na volb& bodd

plati

1im & (£}

M-y O

» . .
fk,, {splnujici nerov-

existuje vliastni lim & (£;D ; n "y
n’ [} n » LN [ f‘n -
ssey, £7 )

L ) f;, "
. ; peey f a
1 X,

£

f: ., f: ) = ,cn)""'_/ £ .

X a

-
LA N

Dn;

Tuto v&tu nebudeme dokazovet; poznamene jme pouze, %¢ timto zplsobem lze té%

definovat systém funkci

a R-integrél na <{a,b> a odvo-

R (La,b>)

dit jejich zdkladni vlestnosti. Zdjemce odkazujeme na cvifenl 1.J.
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F. R-INTEGRAL JAKO FUNKCE HORNI MEZE

1.26] Véta. Necht f €R (<a,b)> ), nechl
X

Fix—s (£, X € <a.b>

a

(podle vaty 1.18 “/‘f existuje pro xefdé x € {a,b> ) .
Potom plati: ad
1) F je spojitd v { a,b)>,

2) f spojita v x, € {8,b> = existuje F.'(xo) a F"(xo) = £(x_)
(v kxrajnich bodech zleva &i zprava),

Dikaz. Ad 1) Oznalme M = sup |f(x) \ . Budte x, x, € < a,b> ,

potom xeca é>
X x
F(x) - Flx )| = fr é/]r\ cu.|x-x];
X, Xy

odtud jif vyplyvéd tvrzeni (provedte podrobné&!).

Ad 2) Bud x € (a,b) , zvolme &£ >0 . Existuje >0 tak,
ie ' -

xelx, -8 ,x,+d ) C (a,b)==>lf(x)'-f<xo) <& .

Potom oviem

o(]x_x°l<é-____>| F(x) 'F(xo) ‘f(lo)

- X
x Q

1 X < £
—x—"_fx—o . /(f(t) - f(xo)) dt : T-x—';—J II - xol
X, -0

Pro x_ =8 &1 x_=b provedte dikaz sami.

I
™

0 2]

|1.27| Poznédmky.

(o) Bul I CE, interval libovolného druhu, bud f spojitd na I , zvolme

"

X
a €EI . Fodla véty 1. B.a existuje (R) / f pro kaZdé x €1 a podle
prededld véty je funkce F , a

X
F:xf-'/r, xel
@

primitivnf funkc{ k funkci f na intervalu 1 . Dokdzali jsme tedy tvrze-
ni, %e ke katdé spojité funkcl na intervalu I exigtule primitivni
funkce.

(B) Bud f spojitd na intervalu ¢ a,b > . Bud F primitivni funkce k funkei
f na intervalu ( a,b)> (podle predchoziho F existuje!). Potom

(R) / £ = F(b) - F(a)
a.
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(timto jeme tedy prevedil vypolet R-integrdlld - prozatim u spojitych
funkcf -~ na vypofet rozdilu hodnot primitivni funkce; viz tdéi obecnd j&i

vétu 1.28).
X

Plkaz: Bud G ! x —» /f . Podle 1,26 je G primitivnf funkef k f na

[~ 7]
{ a,b>, existuje tedy C € E, tek, Ze

F(x) = G{x) + C pro viechna x € {a,b> .

Pro x = a dostdvdme C = F(ma) - G(a) = F{a); pro x = b potom

F(b) = G(b) + C = G(b) + F(a) , tj.
4
G(b) = / £ = F(b) - F(a) .
ar

(C ) Ve vét& 1,26 jsme dokézali, Ze (za predpokladu f&R ( (a,b) ) )

X 7
(/f) = f(x) pro viachna x &€ {a,b? , v nichf je funkce f

spojitd. #

Uvedeme piiklady:
a) f:f(x) =1 pro x € {0,1)

f{x) = 0 pro x € {-1,0)

potom £€ R{ ¢ -1,1> ) (ukeite! - zfejmé& f € R( < 0,1 ),
f€ R {-1,0> ) - viz obdobny pFfiklad 1.3.¢ - a podle vdty 1.19
i f€R( {-1,1>),

x
F:x——"/f —
o

F(x)
F(x)

x pro x€& (0,1> ,
0 pro xe <-1,0) ,

tedy F (0) neexistuje.
- , 1 1 '
b) £ 3 £{(x) = 0 pro x€.‘<0,—)U(§,l>,
f(-%)= 1,
potom £ € R( { 0,1 > ) {viz piikled 1l.3.c) a
X .
F:x——rff =2 F(x) =0 pro x€ 0,1 ,
P _
tedy F(%) = 0, alkoliv f(%) =1 .

c) Je moino sestrojit piriklad funkce f € R( < a,b)> ), aby f byla nespo-
Jitd v bodd x € (a,b) a
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1.28
Nechi k funkci f existuje primitiwni fufikce G na i .cv:alu < 2,b >

|1.29

Pi(x,) = £lx,)) (Fx) = [2)72
.

UkaZte, %e nemusi platit implikaca:
f md primitivafl funkci v {a,b) => fFE€ R (< a b)),

Bude platit tsto implikace, pfiddme-1i podminku, aby f byla omezend na
<&,b> (1238{ problém - viz tfeba |9 |, pt. 8.54)7

Véta., Nechi fE& R((a,b))’ F : x—!-ff, x€ < b> .

(pcdstatny pradpokladi!), Potom

X
G(x) = G(a) + F(x) = G(a) + /f
.
pro vdechna x € (a,b> .
Tedy funkce / £ Je primitiyni funkce ¥ funkel £ pa J a,b> , tj.

(/ ), f£f(x) pro vBechna x € ¢ a,b> . Specidlnd té%

&
/f = G(b) - G(a) .

-

Ddkaz. Pro x = a platf rovnost G(x) = G(e) + F(x), bud tedy

x € (&,b > . Zvolime-li d&len{ D -—{ a =y, ¥y ey = x}'éa@((ﬁ,::)}
potom g

n
8(x) - G(a) =1Z=1. (G(yi)_ - G(yi-l)) -
=£G‘( gi)(yi‘yi-l) =Zf( 51).(.‘1{31_1) =& (£3D; §1" ., ;n)=

gi € (:"1-1' yi) {pouZfilil jsme witu o pfirastku funkce).

Bud nyni b € & ( ¢ a,x>) posloupnost ddleni s 1lim » (D} =
potom pro piislufnou posloupnoat @'n platf podle 1.24

r3
lim 6'n= fr,
au
X
-tedy G{(x) - G(a) = /r.
a

Ostatni tvrzeni jsou Jjii snadnym dldsledkem.

Pozndmky . .

(4)

Rovnoat (R) ff = F(b) - F(a) platf{ tedy za tdchto predpokladd:
) a
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1) &R <a,b)>),

2) F je primitivni funkce ¥ f na <{ab>.

(B) Necht F° existuje v intervalu ( a,bd>, potom
) . ‘
F(x) = F(a) + R fp'<ﬂ> F'€ R( ¢ a,b>)!!
a X

(C) Necht re€R( <a,b>), F: x—> /f , x € ¢a,b> . Neecht k funkei f
existuje primitivni funkce G na otevfenédm intervalu (a,b) , necht

existuji vlestni 1lim G(x), lim G(x) . PoloZme G{b) = lim G(x),
X-’a..li- X X —= =

G(a) = lim G(x). Potom G(x) = G(a) + F{x) pro vBechna x€ (a,b>
X —= a,-f-

a tedy / ) = f(x} pro v3echna x € (a,b) . DokaZte a porovnejte
s 1.28! *

&
(D) Vyslovte véty obdobné vétém 1.26, 1.28 t4% pro /f !

G. ZMENA INTEGROVANE FUNKCE

1.30.! Formulace probldmu

Je ddna funkce f € R( {a,b>) a mnoZina A Cd{a,b> .V bodechlnnoiiny
A zménme libovolné hodnoty funkce £ a takto nové definovanou funkci osnalme
fA . Hleddme nyn{ nutné a postafujici podminky k tomu, aby platila implikace

& &
teRrR((eb)y)=>f,€ R({8,b)>) a ff=/rA.

-3 as
Ztejmé nutnou podminkou je, sby funkce f, byla omezend na intervalu <(a,b )

Véta. Bud £ € R( ¢ a 0 >), X, € <a,h> . Nechf funkce ¥ je defino-
véna v intervalu a,b)> a nech"E = v {a, b> - { } Potom
feR(Ca,b)> ) a

& &L
Je. [z
a a
(V tédto v&t& jsme tedy vySettovali pfiped, kdy A = {xo} Je jednobodové
mno%ina).

Dlkaz. Oznadiime-1i f - f = g v £ a,b) , J8 8=0 v {a,b) - {xo}
a obdobn& jako v prikladu l.3.c zjistime, 2¢e g €R( {a,b> )} a
&

!g=0.

Tedy dle véty 1.11 je f
&

R 3 ; 4
= /1‘ - g
V.

-g€ R( <ayp> ) a

!

]
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[1.32 | Poznéuky .

(4)

(B)

(¢

Indukci mifeme ztejm® rozdi¥it tvrzeni pfedchozi véty 1.31 na piiped
koneéné mnoZiny A .

Tvrzeni zfejme neplati ji% pro libovolnou apodetnou podmnoZinu
A C<Ca,b> .
Piiklad:
{a,b> = (0,3>, A = raciondln{ ¢isla v {0,3>,

£ =0 v {0,3),

A0 pro x €<0,3> - A,
£, :fA(x) =0
l pro xe€ A .

Potom fE€R(<0,3> ), £, £ R(<0,3>).

3 3 : 7
/f=o, /fA=3, /fA=0).
/] ] o

K tomuto probldmu viz téZ cvideni 1.Q.

H. LIMITNYf PRECHOD 2ZA INTEGRACNIM 2ZNAMENTM

1.33| Formulace problému. V tomto odstavci se budeme zabjvat mdsledujicim

problémemn.
Je déna posloupnost £ € R( {a,b>), necht £, —=f na {a,b> .
Ptdme se, za jakych podminek plaiil, Ze

(1) feR { {8, b} )y

(i1) ff “-“-"/

¥ S ¥ 3

Bod (1i) miZeme plfepsat jJako 1lim /f = / lim £, odkud jif je vidét,
proé mluvime o “limitnim pfechodu Z8 integra!nim .,.namenim .
UkdZeme, Ze obecné nemusi platit ani (i) ani (ii).

(A) Lehce sestrojite posloupnost funkef £ € R( (0,1>) a funkci f na
<0,1) tak, sby f ~>f na {0,1) a funkce f nebyla omezend na
£0,1>. Provedte!

Nemdfe tudiZ byt £ € R( { 0,1> ).

(B) UkéZeme, Ze anl v pfipadé omezenosti funkce f na <0,1> nemus{ byt
£ €R({ €0,1)> ). Necht { } .y Je posloupnost vlech raciondlnich
¢1gel intervelu <0,1) , definujme

. fn(x) =/1 y Jestlile xé{rl,...,rn} .
. ™~0 pro x €<0,1> - {rl,...,rn}.

Potom f, € R( < 0,1>) pro ks%dé n €N (prot?), f —f, kde



1 pro x€<0,1 x raclondlni
f(x) _=/ ’ > ] ]
0 pro x€<0,1>, x iraciondlni;

f Je tedy Dirichletova funkce. Vime jiZ, e f¢& R( < 0,1)> ).

Pozndmka. Povéimndte si, Ze fn/ f pa {0,1>

(konvergence Je dokonce monotonni!).

(C) Sestraojte posloupnost f, € R( < 0,1> ) (nejlépe na zékladd obrdzkul)
: £

tak, aby f —=0 v <0,1)> a /fn =1 pro kazdé n €N . V tomto
Qs

pFipadé bude tedy splnéno (i)}, ale nikoliv ji% (ii).

[1.34] véta. Necht £ €R( <a,b)> ), nechl JSa=ET v (A

{a)

{b)

&
Potom £ ER({ {a,b> ) =& /r—'-—r.
a

n
[- %
Je tedy stejnomérng konvergence postaujici podminkou pro platnost (i) a
(i1).

Dikaz. Poddme ndznek dikezu, podrobnesti zpracujte sami! Zvolue £>0
& naleznéme n, € N tak, sby

£(x) -~ £(x) |< &€

pro viechna n 2 n, & v3echna x € {a,b> .

UkéZeme, fe funkce f Je na (a,b) omezend. Je-11 totif x€ (a,b) ,

je
£(x)|< £, (0] + &

0

a funkce fn Je omezend.
o ‘

Bud n 2 n, , polofme g =f - f . Potom pro libovolné déleni
ped( Ca,b> ) jo ‘

S (£,,0) - s (g,,D) £2E (b - a) ,
a navic .
S (f,.*+ g, D) €5 (fn" D) +S (gn' D),

3 (fn + gn, D} 2 s (fn, D) + 8 (gn’ D). |
Z podminky f,€R(<a,b »>) plyne existence déleni D €d(<a,bd>), pro nés

S (f,, D)) -8 (£, D& .

Tedy
$(£,D) -8 (£, D) =85 (£, +gy, D) - slg, +8&, D) %

€8S (£, Do) - s{'fu, Do) +‘S(;n. Do) - n(gn, Do) <
< £+26 (b -a) = &€ (L+e2(b - a) ),
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coZ dohromsdy s v&tou 1.7 ddvd f € R { Ca,b »}.
Bud néno,potom If -f]€R((ab))a

/f-/ f(f-f) /lf—f

odkud jiZ snedno plyne tvrzeni.

€ £ (b - al,

1.3%| Pozndmka. Hlavni obti% pfedchoziho dikazu spolivals v tvrzenf, Ze

f € R( ¢ a,b > ). Dikaz {i1) je pak jiZ snadny.

Sami dokeite (bez pou2iti vdty 1.34!) ndsledujici vétu:

"Nechl f, € L (e ), £f,==f na {a,by. Potom

¥ y
feT(<a,bd) a /fn-——:—/f.
. A a

L

1.36| Pozndmke. Uvedeme je&té deldl dvé véty pro limitni pPechod u H-integrdlu.

Jejich ddkezy jsou snadnymi ddsledky vé&t 10.13, 9.37 a 9.38 (&1 18,25,
18.26) pro Lebeaguedv integrdl, miZete se k nim tudiZ vrdtit po prostu-
dovéni piisludné teorie L-integrélu.

(1) ™ Neeni £,€ R(< 8,02 ), nechi fn/ f na {a,b> a necht
f€R{ (a,b)> ) (posledni pfedpoklad neni zbytedny, viz 1.33.Bl).

& o
Potom ffn—*/f .
a a

Névod k primému dikazu.

a) ldiene pfedpoklddat, 2e f 0, f € R( { e,b> ); stall dokdzat, Ze
nnff 0 . Neeht limd/;n=c>0.

Bud M = sup {rl(x) } X € .<a,b)} , jeat M > 0 . Poloite

.A= a,b 'f(x)m
a {x€<'>' >3(b—a)}

8 naleznéte déleni D € 9 ({a,p) ) tek, aby

L
/ [
fn - 8 n' Dy— .
-

3

Ukalte, Ze kaldd mnofina 4  obsahuje ajednoceni konelnd mnoha disjunikt-
nich intervald celkové délky aleapoﬂ -_BEH_ .

oy oo
DokédZete-1i, Ze N A, # 0 (nezapomente, je
' n=l 0

N

ziskéte epor. Dikez,tvrzenf, %e .. A, £ 0 je oviem obtiindj3f (lze

mlC A ), lenko jif

pouzit budte 9.47.f anebo tzv. Arzelovu v&tu - viz déle),

(B)* Necht r_ , f €R( <a,b>), £ ~+~f na (a,b).
Nechl posloupnost {fn} je stejn® omezend, tj. nechl existuje
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K >0 tak ze ‘f(x)l K pro kezdé n €N o kaidé x€ (a, b) .

Potom ff '—"/f.

Nédvod k pifimému ddkazu.

Vzhledem k nerovnesti

&
j‘fn"
o, a

dat, %e £_ 2> O na‘<a,b> ' fn;—t- 0 . Necht neni lim /fn =0 .
[~ 5

stai opét predpoklé-
Fa
11
Provedete-11i negaci vyroku "lim./‘fn = 0", lze opét {neni nikterak
a.
snedné!) pouZitim Arzelovy v&ty ziskat spor.

Ar zelova veéta: Nechl Fn je posloupnost koneényeh s,jédnoceni

k -
disjunktnich intervald obsaZenych v <a,b? , F = I}1U l,}Inn a necht
X i}

existuje ¢ > O tak, Ze % vol(IIil) > c pro kaldé n +), Potom
existuje x € (a,b) ndlefe jic{ jisté podposloupnosti Fn (tj. exts-
tuje posloupnost n, tak, 2e N F y & , jinymi slovy

k
idm sup F # 8 ).

I. CVICENT A PROBLEMY

Definujme funkce f,g8 na 0,1 ppedpisem:

1.B

f{x) = x, gl{x) = 12.

UksaZite pfimo pomoc{ definice, %e f,g € R( { 0,1) ) &

4 {
1 f 1 .
f =3 & = .
/a' 2 7 4 3

Névod. UkeZte, Ze 8(f,D) €3 £5 (£,D) pro ketaé D€ J (< 0,1 ) ).

Ddle vyufijte toho, e pro dileni D intervalu ( 0,1> na n stejnych

dflkd je S$(f£,D,) = .% + st e(£,D) = % - 311‘ .

Je-1i F polynom ng intervalu (a,b> , potom PE€ R( < a,b> ). Za ja-
kych predpokladl mdZe raciondlni funkce v (a,b> lelet v R ( (a,b>)?

Bud f € R( { a,b > ); predpoklddejme, 2¢ £ 20 v (a,b)> a nechl funkce

4 Je v jistém bodé ¢ € {a,b> spojitd a klednd ( f{c) > O ). Potom

/f >0 , dokaZte !

Speciélné Je-li fel(<a,b> )y, £ 20 ¥ <ab> [ ’
potem £ =0 v (ab) .
—_
+) wol I znqmné délku intarv.glu I
21571 P3 .
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1.D| Necht funkce £ Je spojitd a kladnd v intervalu a,b> . Potom funkce

F: x—s-jxf , X € {a,b> je v intervalu (a,b) rostouct, dokaZte!
a-
1.E| Necht f€ £ (< a,b)>). Potom existuje c€ < a,b> tak, ¥e
& .
ff=f(c)(b-.) .
<&

DokaZte! {viz té% vétu 1.16).
Plati toto tvrzeni i pro f € R( { a,b > )?

1.F| Zkoume jte otdézku limitntho prechodu za integrainim znemenim (viz 1,33) pro
nédsledujici posloupnosti funkci; :

n
i
(8) £ (x) =Z . xedond,
i=1

n
X
(o) £ (x) ai—:—xn—" x €£0,1) ,

/-,"f , je-11 x € {0,1> raciondlnt,

£ (x) =
(e} fa ~~o , Je-1i x & <0,1)> iraciondlni,

2.n
(@) £.(x) = nx(1 -x)?, xe<0, 1)

1.G| Necht r € T( {a,b)), f,=%f na (a&,bd.

(a) Definujeme-1i

X X
Fn(x) = ffn y F(x) = _/ £, x€<ab>,
a @

Je FnzF na Ja,b>» . Ukaitel

(b) Je-1i nevic ge€ r( {a,b > ), potom

¢ £
lim /rng=/fs.
Q-

n-»on @

1.H| Nechi
1 pro x =0
3/
£f(x) 1 ‘
TS~x . [—] pre x € (0,1>([z] Jeo celd &dst z ).

x
1

Ukaite, ¥¢ £ & R{ < 0,1 > ) a spoltate / £
[]

(a) Bud f ¢ Z‘_’:( L ay > ) nezdpornd, poloime

f o\
we (L)
Dokaite, %e 1lim a = aup { :(x) s x€ (a,b}} .

Plat{ tvrzeni 1 pro nezépornou f € R( £ 0,1 >t

21571 13
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{b) Pro f € R({0,1>) poleime

n

UkeZte, Ze lim b = ff . Neni-1i f € R( < 0,1) ),mi%e, ale nemusi
v [

poeloupnost { bnT konvergovat .

Uvedte priklady!

1.J| Jiné definice R-integrdlu

V celém odstavci predpoklddejme, Ze f je omezend funkce na intervalu
(a,b> . Je-11 D = L 8= x,{ X e {x, =D dadleni intervalu
4 a,b> , ozna¥me symbolem I{D) aystém vdech n-tic f = (§1,..., fn)
takovych, Ze ‘

gléxl'-‘- 524...5 X, 1 % §n‘—"xn. Ddle poloZme

6 (£,2,§) = Z £ . Gy - xpy)

i=1

(a) Véta. Funkce £ € R( { a,b > ), pravé kdyZ existuje K¢ E, tak,
%te je splnéna podminka. o
(%) "Ke ka¥dému £ > 0 existuje déleni DQE K% ({a,b>) tak, aby

I 6 (f,D' § ) - K 4-»‘& y
kdykoliv dflenf D Je zjemndni{ D (D ,C D) a Ee I(D)".

Je-11 podminka splnéna, potom K = /f.
. & &

Nédvod k dikazu. Je-1li £ € R{ < a,b> ), polo¥te K = £ a ukaite, Ze
podninka (%) je splnéna (uvddomte si, %e s8(f,D) £ &6 (£,D, £ ) % s(z£,D)
§ € I(D) a poufijte 1.4 a 1.7). Nach{ naopek podmink (%) plati.

Ukazte, ¢ £ ER( Cab>) a /’r (je-11 DeJ ( <ab> ),
€ > 0, nalezndte ;1, 52 I(D) tak, aby

s(e,0) < £ + 6 (£,D, gl) , a(£,p) > € (£, §2) - £ a poutij-
te (=) ).

(b) Vétma. Funkce f € R( {a,b> ) , prav@ kdy% existuje L € El " tak, Ze
je splnéna podminka:

(%) "Ke kaZdému £> 0 existuje J>0 tak, e
& 2,5, ; Y- |< €,
kdykoliv VY (D)< & , § € I(D) ".

Névod k dlkazu,. Po:wte obdobn# Jako v (a), pouZijte 1.23, reap. ddkaz
véty 1.23. & . .
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Uvddomte st v Zem tkvi rozdil v8t (sa),(Db)!
(c) Dokaite v&tu 2z pozndmky 1.25!

{d) PouZijte podminek (%) a (xx) Xk definici H-integrdlu s na zdkladé této
definice odvodte nékteré jeho zdkledni vlastnostil -

ll.Kl* R-integrdl jako limita zobecnénych posloupnosti

Uvedeme jedid jednu zajimavou definici R-integrdlu. K ni v3ak potfebujeme
vybudovat teorii tzv. zocbecndénych posloupnosti.

{a) Definice. L!snérnénjin souborem nazveme dvojiel (A,-i }, kde A je

mnoZina 8 > je bindrni relace usporddéni (usmérnéni) na A taeko-
vd, Ze:

(1) a,b,c €A, a =2 p,b=2 ¢ =—Ha & ¢,

(11) a € A —> a = a,

(1ii) a,b € A =2 existuje ¢ € A tak, 2e a = ¢, b =2 ¢ .

P¥iklady

(1) MnoZina v8ech prirozengch &1isel 38 "normdlnim" uspofdddnim.
{2) MnoZina redlnych &isel s "ppirozenym® uspofddénim.

; (3) MnoZina vdech okolf ug (x) 5 &> 0} bedu x v metrickém prosto-
ru 8 nspordddnis danym inklusi.

(4) Mnofina v3ech déleni intervalu (a&,bd 8 uspofdddnim:
def.

Dy = D, < > D, je zjemnéni Dy tj. (D} C D).

(5) Mnotina v8ech déleni intervalu (a,b> 8 uspordddminp

o
= def.
D= Dy ¢

SV (D) = V(D).

(b) Definice. Zobecnénou posloupnost{ nazyvédme trojicl (F,A,=% ), kde
(A, =2 ) je usmdrnény soubor a F:iA — E) Je redlnd funkce na A .

Priklady

(1) Ka%dd redlnd posloupnost Je zobecnénd posloupnost,

. (2) Bud f omezend funkce na {a,b> , necht F(D) = S(f,D) znamené hor-
ni soulet funkce f pF{sludny d&lendi D , potom

(F, d(<anp>),2 ), (F, & (adb>), =)
Jjsou zobecndné posloupnosti, definujeme-1i =t &1 =2 ¥ jaxo

v predchozim odstavci.

(¢) Definice, Bud (F,A, =2 ) zobecnsné posloupnost, y € E, . Rixdme,
Ze (F,A, == ) Xxonverguje k y (piSeme 1lim (F,A, = ) = y), jestliZe
*Ke kaidému £> 0 existuje 8, € A tak, Ze pro kazgg

a€aA, aorﬁ a plati Fla) -y (< g ."
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(a)

Odvodte sami z4kladni viastnosti zobecn&nych limit (existence, jednoznad-
nost, limita soudtu atd.). UkaZte,té2, Ze teorie limit zobecndnych pésloup-
nosti v sob& zahrnuje specidlnd teoril limit posloupnosti i teorii limit
funke{ (at jiz Jjednostrannych &1 oboustrannych, ale i limit v nevlastnich
bodech).

Bul f omezend funkce na intervalu {a,b> . Definujme uspordddni na mnoZi-
né viech délent 2 ( < a,b > ) podle a.4 (tj. D, 2 Dy, jestliZe

Dl C DE)'

Potom.-

lim (S(f,D), D (<ab > ), i)= (R-)ff.

a.
&
1im (a(f,D),_,@ (< 8,b>), = )= (a)f £ .
a

Dble ukaite, %¢ f € R ( ¢ a,b > ), prévé kdyi-;obecnéné posloupnost
(S(f,D) -8(£,D) , D ( (ayb> ), 2 ) xonverguje k nule.

{viz 1.4J).

(e) Véta. Nechlt f je omezens fucTce na ({a,b>. Bud A = {[ D, 5-] ;

(£)

{g)
(h)

(1)

peE (e ), §€I(D)

Definujeme relaci =2 na mnoZiné A4 vztahem:

[Dl. §]-_4 [ D,, ﬂ , Jestlize D, C D, .
Déle definujeme funkeci Ff na mnofiné A vztahenm

Ff<[D,§]) = & (f,D, § ) (opét viz 1.J).

UkaZte, %e (F,,A, =t ) Jje zobecndnd posloupnost a f € R( <L a,b)> ),

prévé kdyi (Ff,A, = ) konverguje. (V tomto prfipadé pak

&
1in (Fp,h, =2 )= [ £0)
a

Ndvod. Poufijte wdiu .z l.J.a,.

Véta. Budte opét f, F,, A jeko v pfedchozim odstavci.
Definujme na mno%ind A uspofdddni = * predpicem

[Dl. f] = [Dg. 4 ] , Jestlize ¥ (D) € ¥ (D).
UkaZte, %e (Ff,A, 4 %) je zobecnéné posloupnost a f & R{ {a,b> ),
pravé kdyZ (Ff,A, = *y konverguje (a opét lim (Ff,_A, A M =

y4
=‘£r).

Ndvod. PFi ddkazn pouiijte v&tu z l.J.b.

Uvidomte sl rozdil mezi vétami z odstaved (e) a (£} !

Pou%ijte vét z odstaved (e) & (f) k definici R-integrdlu a pomoci nf od-
vodte ndkterd jeho zdkladni vlastnosti!

Definujme mnoZinu A a relace = & = * sako v (e) &i (f),
Bud F redlnd funkce na A (ne nutnd funkce & (f£,D,f) ! ).
Jestlite 1im (F,A, = ) =y, potomi 1lim (F,A, ‘2 ) = y . Dokaite !
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(J) Bud (a,b> = (0,1>, definujme fumkei F = F([D,ﬁ'])
(D: 0=x0<x1<...('xn=1} , g = ({1,..., gn) c I(D)) vztahem
< 1 . < <z
B /l » JeatliZe x; =3 pro nédjaké 1, 1 £ i < n-1,
F ([D’gl ) N TS~0 v ostatnich pfipadech.

Ukeite, 2¢ lim (F,A, = ) =1 a %e (F,A, = *)} nekonverguje.

| (k) Uvédomte 8i, %e ve specidlnim pffpadd® F = & (f,D, § ) z konvergence
F {(F,A, =2 ) ji%f wvyplynula konvergence (F,a, =™)1

! f l.L[ Nulové mnoiiny

Pro potfeby dald3iho odstavce Jje nuind zavédst pojem tzv. (lebesguoveky)
nulovych wmnofin., Podrobn&ji se s timto pojmem setkdte sf v teorili L-integré-

lu (viz 9.25 &i kap.l4). Mno¥fina N € E1 ge nazyvd nulovd, jestlife ke kaZ-
dému £ > 0 mifeme naldzt posloupnost intervald { (an, bn) } tak, aby
i o,
(1) N ¢ kgl (e ,b,) ,
o
2 - < &
(11) — (bn an) .

Dokazujte ndsledujici tvrzeni.

(A) Kazdd koneénd mnoZine v E, je nulovd.

(B} MnoZiins raciondlnich &{sel je nulovid.

(C) Interval (1,4) neni nulovd mnoZina.

(D) Je-1i N nulovd, M C N, potom i M Jje nulovd.

() Je-1i {Nn} posloupnost nulovych mnoZin., je i mnoZfina N =1\J) N

il n
nulové. n=1

Ndvod. Zvolte £ >0 ; ke kafdému n nalezndte posloupnost intervald

e v o

ol
n n
a b )} tak, aby
{ i ! i izl !

o Uo(8.s) . L (a5

i=1 2"
L- -]

Potom systém vBech intervalld {Qeg, bg)} Je spoletny a vyhovuje pod-
afnkém (1) , (1i). 1,0=1

{F) KaXdd spoletné mnofina je nulovd.

(G) Cantorovo diskontinuum je mnofina nespoletnéd a nulovd ( viz [57] ,
pr. 5.7).

[1.l|" Existence R-integrélu

Vime ji%, e ka2d4 spojitd funkce v intervalu (¢ a,b» Jje riemannoveky
integrova telnd, Na druhé atrand existujl nespojitd funkce leiicl v aystému
R( { a,b > ). Jak dalece mohou bt nespojité, ukazuje ndsledujic{ véta.
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() V&ta, Bud f omezend funkce na intervalu <a,b> , neeni Cp Je mnofina
viech bodd nespojitosti funkce f v (a,b> . Potom

fe€ R( {a,b)) , prdvé kdyZ mnofins Ce Je nulov4.
Névod k dlkazu.

(A) Pro n €N bud
A, = { x € {a,b> ; ke kaZdému $>0 existu ji

B,t €(x -8 ,x+38) N<Ka,b> tak, e f(e)-f(t)l? %

LSS}

[ -]
UkaXte, Ze Cp = U A
n=1 &

{B) Mno%ina C. je nulovd, prdvé kdyZ ka¥dd mnoZina A, Je nulovd.

f

(C) Ka%d4 mnoZina A, Je kompaktni (uka%te, %e mno%iina hromadnych bodd A, Je
dd4sti A, ; odtud vyplyne, Ze AL Je uzaviend).

(D) Bud n€N; E>0 a fER(<a,b> ).
Podle véty 1.7 naleznfte déleni D ={ 8 = X KXy ane Xy = b} tak, aby

k
Z(aup_ £{x) - inf f(x) ) . (xi -x ) < =5
i=1 xe(x,-_! x> X€Lx; 12(,-)

Naleznéte nyni §, 7 € (D) , 5’ = El,,..., g‘k), ? = (?1,..., 71‘ )
(viz oznalenf{ v 1.J) tak, aby
f(;i)éf(‘zi) pro ka¥dé i = 1,...,k,

AT EULERY + 1 gestitse (x,_,x)N A £0,
k

) £
- (e cfp - (7). txy - %)< = .
Odtud jiZ lehko vyplyne, %e mnofina A, Je nulovd.
(E) Necht mno%ina Cp, Je nulovd. Predpoklddejme, %e K = aup] fix) l:
x €<a,b>}>0 . Zvolte & >0 . Naleznite n > —?-(-%-—QL 8 posloupnost

intervald (ai,bi')} tak, aby

y > :
(a,,b,}) DA (b, - a,) < —Q
iy o1t n' Gm T ™ 4
VyuZijte kompaktnosti A & naleznéte body y, ¥y < +.¢ < ¥Yap < ¥2p+1
tak, aby
P .
U ‘ : ) £
50 Wap¥254) Dy G2 gy - ¥250 < 5 -
p
Nalezné&te nyni déleni mnoZiny <a,b> - U (323. y2,j+1) tak, abysate

. =Q.
jedt& piidénim bodd {yo,....yzpﬁ} obdrgan déleni D€ (<Ca,§d>)
s vlastnoat{ S(f,D) - a(fr,D)< E.
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{b)
{c)

(a)

Jiny dlkaz tdéto véty je popsén v [ﬂ'] , dodatek D III.
Pomoci této véty dokaite nékterd véty pro R-integral, kup#.
r£,8 €ER( (a,b> ) =P £ +g € R{(<La,b>) .
£
Bud f €R(Ca,b> ) , £20 v (a,b)>, nechi f f =0 . Potom mnoiina
H = X € ¢a,b)> ; £(x) > Ot je nulovd. @
Dokxasite (viz té% obecndj8{i vétu 1l.Q.f).

Négvod. UkaZte, e H C C, .

- -

|1.N| T ¢ <e&,b> ) a R (<a,b> )} jako metrické prostory

(A)

(8)

(€)

(D)

(E)

Pro f,8 € &( < a,b> ) poloite
G (£,8) = nax{ lf(x) - g(x)‘ ;X e<a,b>}.
Ukaite , 2e (C (<a,n>), 6) Je dplny metricky prostor.

Pro t,g¢ £ (<a,b>) ddle poloite
y)

| ?(f‘,g)= [lf—gl.

Ukaite, Ze definice (f,8) J\e\ korektni, a Ze (C‘(( a,b> ), f’) Je metric-
ky proator, ktery vBak jiZ neni uplny.

Studujte vlastnostl identicikého zobrazeni (spojitost, spojitost inverzniho

zobrazeni) prostoru (f {(Ca,b)), 6) na (f ({a,b>), go) .

Pro f,g € R ({e,b>) poloite

£
P (£,8) =!\f-s|'

Op%t ukaite, %Ze definice gD {(f,g) mé emysl, a %e funkce ? pd4 ndsledujici
vlastnosti

(v @ (e,8) 2 o0,

{(ii) f=g=>?(f,g)=0,‘

(i11) gD (f,g) = @ (g,f) ,

(tv) @ (r,8) & f (£,n) +« @ (n,8),

(v) S” (f,g) = 0 & £ =g.

Tedy (R (<a,b>), g)) neni J1% metricky prostor (funkce ? je pouze
tzv. pseudometirika na R (<{a,b>) ).

Definujme relaci ~~ na R {{a,b>) vztahem

f~ g , jestliZe mnoZina {x 6{a,b); £(x) # g(x)} je nulovs.
UkeaZte, Ze viten je vztahem ekvivalence na R ({a,b>) .

Ndvod. Zfejm& £ ~s £ pro ka’dou f € R({a,b>) a jestlife f ~ g ,
pak 1 g ~ £ . Je-1i konedné f~~ g 8 g ~s h , potom ze vztahu
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{x; £ix) # h(x)}c{ x; fix) £ g(x) }U { x; g(x) #£ h(x)}
a z vliastnosti nulovych mnofin plyne, ¢ f ~~ h.

(F) Pro fE€R (<a,b>) oznalme symbolem [f] mnofinu vdeeh g € R {(a,b>),
g ~ £ . Déle poloZme R* ((a,b>) = { [£]: feRr ((a,b))} .

A
(G) UkaZte, Ze pro f & [f], ge [g] (f,ge R {{a,b>) platsl
y !

fle-al- fle-3).

a
Mifeme tedy pro [f], [g] € R*¥(¢ a,b> ) poloZit

3
(i1 1)) = [le sl
Ukaite, 2e (R* ((a,b)), d) Je metricky prostor (pouZijte 1.M.d !).

(H) UkeZte, 2e (R* ((a,b)>),d ) nenf uplny.
Ndvod. UvaZujte posloupnost

/\é pro x€ (f,1>,
\0 pro x €0, %)
pro {ab> = (0,1>.
(I) Budte f,g € £(<a,b>), &€ [r] .Potom £=g v Ca,b> , dokaite!

(J) UxaZite, %e mno%ina [ * ={ [f] i T E t((a,b) )} je hustd
v (R® ((a,b>), da) .

fn(x) =

Pozndmka. Nedplnost prostoru (B* ({a,p>) ), a tedy i "prostoru R({ a,bD>) *
" néds vede v del¥im k vybudovéni teorie Lebe sgueova integrdlu. Nejde vlastné
o nic jiného, ne% o zupln¥ni prostoru R {{a,b }) . Zhruba lze rici, Ze
riemanovaky integrovatelnd funkce Jjsou k lebe sgueoveky integrovatelnym funk-
cim v podobném vztshu, jako raciondlnf &i{sla k redlnym &#{alfim.

1.0] Cviteni. Bud f € R(<a,b>) . Potom mnoZina bodd nespojitosti funkce f
Je v intervalu (a,b)> 1. kategorie, a tedy mnoZina bodd spojitoati je hus-
td v {8,b) . Dokaite!

Pozndmka., Nevyplyvd ndkteré z téchto tvrzeni jii ze cvileni 1.M ?

Tam jame totiX ukdézall, Ze mnofina bodd nespojitosti funkce f Je nulovd.
A musi jiZ nulovd mnofina byt 1. kategorie, &i Jeji doplndk huaty? Ujasndte
sl to ! (Viz té%f cvi¥eni 10.H).

Ndvod,

PoloZme pro n € N
1

F. ={ x, € (a,b) ; x:t:‘ sup f(x) - f(xo)l 2 5 ] .
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UkaZte, %e mnofiny F_ jsou Fidké (v opaném pi{padd by toti% existoval

interval < & ﬂ}c {a,b > s viastnosti f # R( <00,/J'>) Yo Nyni ji%
lehko dojdete {: zévéru.

Il.PI"" Cviteni. Bud f omezend funkce na intervalu (a,b> . Pro
x € {a,b> poloime

M,(x) = lim (sup £(x"))
£ 5»0, IX“x168"

mf(x) =1lim ( inf £(x7) ) .
d-+0, I~ xX1& &

Funkce M, m, (které jsou na celém {a,b)> korektnd definovdny) nazyvdme
horn{ & dolni Baireovou funkci (plfisluZnou k funkei f ).
Ukaite, Ze

(8) me €£f €M, na {a,b)> , _ ‘
(b) funkce M, (resp. m, } Jje polospojitd shora (resp. zdola) na {a,b)
() £ Je spojitd v bodd x<~dme(x) = Mplx).

Dédle poloite

G(£) ={ [x,y]é E, ; x€ {a,b>, mp(x) Sy élf(x)}
a dokaZfte, Ze '

(4) mno%fina G(f) Jje uzaviend v E, ,
(e} £ER (<a,b))<=>7l2(‘z(f) = 0 (kde 32 Je Lebesgueova mira v Ez).

L & &
2,600 = (1) [ gemp) = (1) fuf -~ (1) /mr .
* Qa a

Pokuste se z (c) a (e) odvodit v&tu (a) v 1.M | (Viz téZ ["’] , dodatek
D.III.).

ll.QI Cvident

(a) Bud fE€R({a,b>), £ >0 viudev <a,bd> , potom

£
@ /£>0. Dokattet
a.

Névod.

X

Poufijte 1.C a 1.M &i uvaZujte funkei F(x) = ff .
& a

(b) Bud £ER(Cab>), £20 v {apnd , (R)/'f=o. Potom

Q.

mnofina H, = { x € <£a,b); fix) > 0} Je nulovéd, jak Jsme ukdzali
JiZ v 1.M.d.

{c) V kapitole o Lebesgueovd integrdlu dokédZeme vitu:
3
"f€L(a,bd), £20, (L) /f = 0 => H, Jje nulovd".
‘ a
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(d4) Plat{ takovdto véta: ‘

“r € R((a,b>), £ 20, (R f f=0 ==> mno¥ins H, mé Jorden-Peandv
objem nula"? @

{e} V kapitole o Lebeagueov# integrdlu ddle dokdZeme vitu:
4
"f€L (< abd), £20, Hynulova => () [r=0",
a

plat{ analogickd v&ta pro R-.integrdl a Jordan-Pesniv objem?
(f) Doka%te viétu:
"Bud f € R((a,b>), £20 . Potom

{R) ff)o ¢{=—=) mnofina Hf chgahuje interval.”

Névod. Necht (ec,a)> C Hy . Potom poufitim (a)

- v e e

£ od )

[or e

@ 4

Nechl naopak (R) f £ >0 a necht mno%ina Zp = { x € {a,b)
a

f{x) = 0} je hustéd v <a,b> . Oznedime-1li X, mnoZinu bodd spojitos-

t1 funkce f , Je <a,b> ~ K, nulové a’ K,C Z, . Tedy mnoZina
<a,b> -Z, je nulové a poufijeme-1i teorii L-integrdlu, dostaneme

&

s
(R)/f=(L)ff=(L)ff+(L)/f=

@ a Z, <¢,5->-Zf«,
Podati se vdm vymyelet dlkez-bez pouZitf }-integrélu?
(g) Bud fe R({a,b> ), £20. Potom (R) f £ >0 pro ked§ interval

(£, />c<a b , pravé kdy: mnodina zf je Fidké. Dokaite!

1.R| Problém. V' 1.I.b jsme ukéAzali, ¥e plat{ implikace:

n
*r€ R{ < 0,1) ) => lim 3 Z (1) = (R) £."
n n
[

nl-» o0 i=1

Definujme nyni systém funkci R {({a,b)) takto:

b-a & b
f ({a,b>) =,{ fiexistuje vlaetni 1lim—— fla+i —;;—9--)}

nees N 4
i 4

. ) 0
Pro r€ f (<a,bd>) oznaéme hodnotu posledni limity (R) J t.

o o
Zkoume jte vlastnosti systému R ({a,b)>) =& “"integrélu® (R) ff ‘
a
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(vztah k R-integrélu, linearitu, monotonii, aditivitu, absolutni konver-
genci & j.). Zkuste si té% spofftat né jaké priklady, kupt.

ol
o
(R) f D, kde D Je Dirichletova funkce.
e :
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2, Jordan-Peandvw objenl

Obsah: A. Charakteristickd funkce mnoZiny.

B. Jordan-Peandv objem.

C. CviZeni a problémy.

A. CHARAKTERISTICKA FUNKCE MNOZINY

——

12.1.I Definice charskteristické funkce

Nechl je ddna libovolns mnofina P . KaZdé podmnoZiné M C P prifadi-
me redlnou funkcl c definovanou na mnoiim P (). oy P-*El') vztahem

1 pro x €M
eylx) = ’
™~~o0 pro X€P-M,

Funkei ¢y nazveme charekteristickou funkci mnofiny M ; tato funkce je tedy
definovéna tek, %e v bodech mnoZiny M npabyvd hodnoty 1 a v bodech mimo mnofinun
M hodnoty O . UkdZeme, Ze funkce ¢y skutedné "charakterisuje™ mnoZinu M .

Predeviim pro libovodné mnoZiny M, NC P plati
M= N{=pey = CN »

kteroufto ekvivaelenci jistd sami lehko dokdZete.

Na druhé stran&, libovolnd redlnd funkce ¥ definovand na P a nabfva-
Jic{ pouze hodnot O a 1 je charakteristickou funkci néjaké (jednoznalnd urde-
né) mnofiny M , stali toti% poloZit

M= {xeP; y/'(x)=1} ,

potom zie jmé 1,0 =cy -

Podle pfededlsého existuje tedy (vzdjemn¥ jednoznménd) prosté zobrazeni syatd-
mu viech podmnoZfin dané mnofiny P na systém vBech redlnych funkci{ na P , naby-
vajicich hodnot @, 1 , realisované vztahem

ls——-—c—cl, M C Pe.

2.2. Viestnosti

M

Budte M, N, M, C P, potom
a) IIFN,<=>cI € cy,
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b) CyuUN = max (CH’ cN) , C MAN = min (c“, cN), CI[-N =Cy - CH(‘;N ,

¢) M, CM,C ..., M

3, m=cn, ~ o

n
o0
d) lllDM23 ceey M= Ql lnﬁc“n\ Cy -

Dikaz. a) Necht M C N ; je-11 x €M, jei X€N a cylX) = cy(x) = 1.
Neni-11 x €M , je cu{x) = 0 a nerovnost cylc) € cy{x) pletf. Obrécent, bud
°y écN a zvolme x € M . Potom cu(x) =1 a tedy té% cylx) =1, tJ. x €N.

b) Mdme dokdzat rovnost dveu funkcf, cy, .,y = max {¢y, cy) , musime tedy
ukdzat, Ze cIUN(X) = max (c"(x), cy(x) ) pro kaidi x € P. Rozlifenim jednotli-
vjyeh p¥{padd (x € MUN , x g{ M UN ) doataneme lehko tvrzeni.

¢) Podle predchozi tdsti je c, < cy. £ .-r £y . Mdme ukdzat, Ze
1 2
lim ey (x) = cy(x)- pro katdé x € P . Zvolme Xx € P . dJe-1li x €M , existuje
n
n tek, Ze xelk pro viechna k & n , potom ovdenm clk(x) =1 a cn(x) =1,

tedy 1im ¢y (x) = cy{x). Nenf-11 x €M, je ¢y (x) = O pro viechna n ,
n n
cy(x) =0 a opdt tedy lim cln(x) = cy(x) .

B. JORDAN ~ PEANUV OBJEM

UvaZujme uzavfeny interval (a,b) . Kafdému intervalu <ay, b;> C (a,b)>
umime prifedit urfité #islo - jeho délku ~ miru, kterou oznalime symbolem
vol ({ay,b3>) = b, - & . Cht¥li bychom nyni pfirozenym prozdifenim pojmu dél-
ka ptifadit i Jinym podmnoXiném « a, b #{slo, které by odpovidalo jejich
*délkém”™ &1 "mirdm". Jinymi slovy, chceme vybrat mezi véemi podmnoXinami {a,b>
Jistou tf{du mnoZin J{ & ksZdé mnotiné A € 2 chceme pFitadit redlné &fslo
VA t8k, aby platilo:

(I) A€Y == VA 2 0,
(II) A, BE2l ; AEB => VA< YB,
(111) A,Be) ,ANB=¢ => AU Bel ,
V(AUB) = wA+ VB,
(IV) I C £a,b) Jje interval (uzavieny, otevienj, polouzavieny) =>
= I€ N a8 YI=vwoll.
Poviimnime ai faktu, Ze pro interval I C<{a,b> Je cy €R (La,b>) a
ya
(R) f ey = vol I (ukafitel).
-3

Tento-fakt nds vede k ndsledujici definici.
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‘2.31 Definice J{ (< a,b>) a W

Necht je dén uzavreny interval < a,b)> C E; . Oznafme symbolem
A (<a,b>) systém viech podmno%in z a,b) , pro n&¢ jejich charakteris-
tickd funkce je riemannovsky integrovatelna v {a,b> , tj.

I (a7 ={ AC (ayb); ¢, €R t<a,b>)] .
Pro kaZdou mnoZinu A€ 2L (<a,b>) poloime
'

»A=<R>ch.

a
Systéma mno%in ¢ ({ 8,b)) budeme ¥fkat systém vlech jordan-pesnovsky m&fi-

e e e e — e e

telnych mnoZin v { a,b> a zobrszeni Y (¥: (La,b>») —:—El ) pak Jordan-

Peandv objem, &f{slu ¥ A (pro A €2Z (< a,b>) Jordan-Peandv objem mnoiiny A.

I 2.4] PoznAmka

Bislo VA a systém JY (L a,b>) "nezdvisi" na intervalu a,b)> v né-
sledujicim smyslu: je-1i A C (ay,dy> N {ay,b >, Aé%((al,b1>) , Je
1 AEZL((my,by>) a

4 4
y A= {R) ch = (R) /cA._
th az

DokaZta sami toto tvrzeni pouitim v&t 1.18 a 1.19.

\

¥ dal3fim predpokléddme, %e je pevnd ddn intervel {a,b> C El .

12.5] Viastnosti #¢ (e,b ) )

(1) g, {awdDel (La,b)),

(1L, ) A, BEJ ({a,b> )=> ANB, AUB, A-BC M .

Déle systém 27 ( { a,b>) obsahuje vdechny podintervely intervalu {a,b)
libovolného druhu a rovnd%f v3echny jednobodové mnoXiny v (a,b> . .

Dikez.

(1,) Funkce cy Jje identicky rovna nule v <a,b> , funkce c<a.b>
identicky rovna jedné, ob& tedy leZi v eystému R (<{a,b>).

(IIp) Bulte A,BE 22 ((s,b)>) , potom ¢,, cg € R({a,b> ) & tvrzenf
plyne z v&t 2,2, 1.16.C a 1.11.

Sami dokaZte (viz obdobné priklady 1.3), Ze charakteristickd funkce intervalu
&i jednobodové mnoZiny lezf v R (a,b>}.
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l 2.6 I Poznédmky

Systému mnofin, ktery splnuje poZadavky I, , 11, , se nékdy rikd téi
algebra mnoZin (viz odstavec 13.l)s Systém 27 ({a,b>) je tedy algebra mno-
Zin (v intervalu (a,b)» ). ‘

]2. 7' Viastnosti V.

(I,) AE I =>ya 2 0,
(1I,) veg =0,
(I, ) A, Be, ACB == VYA £ VB,

(IV ) A, BEJL, ANB=§ =DY(AUB) = YA+ VB.

Navic JI = vol 1 pro kaZdy interval IC < a,b> 8 P({x}) = 0 pro kaZdé
x€ {a,b) .
Dikaz.,

Tvrzeni plyne ihned pomoci vty 2.2 ze zndmych vlastnost{ R-integrélu
{pouzij 1.12, 1.11, 1.3).

2.8| Definice.

Ka%idé omezend mnofiné A C.El miZems - pokud jeji charskteristickéd funkce
Je riemannovsky integrovetelnd v ndjakém uzaviendm intervalu (a,b)
obsahujicfm A -~ prifadit redlné Zislo, Jordan-Peanldv objem A , nezdvisle
na volbd (a,b) (viz poznémku 2.4).

Oznatme tudff 27 = ~) 2L ( {-n,+n» ) . Pro kedou mnoZinu A € JT
méme definovdno &islo VA . Systdm FL je systém viech omezenych
Jjordan-peancovsky mé&ritelnych mnoZin v El a M Jje Jordan-?eanﬁv ob jem.

Odvodte sami zdkledni vlastnosti 4L a VY | UvBdomte si, %e systém JL  ji¥
netvofi algebru, ale pouze okruh !

|2.9 I Pozndmka.

Systémy U a 2L ({a,b?) Jaou uzavfeny na tvofeni koneZnjch sjednoceni
a prinikd. Naproti tomu jif nejscu uzavieny na operaci nekonelného ajednccenij
Presné ji - neplatf ndsledujici implikace

A €N (Kap))=> U a4 € A (ap)).
n=1

Piiklsad.

Vime ji%, %e systém 2Z{ ( { a,b)») obsahuje viechny jednobodové mnoZiny.
Oznad{me-1i symbolem Q mno%inu vSech raciondlnich &fsel v {0,1> , je Q
s jednocenim spoletnd mnohe mnofin z 27 (<0,1>) a Q ¢ 2L {€0,1> ) - charak-
teristické funkce c, Je toti? Dirichletova funkce a ta (viz pFf. 1.3) neni
R-integrovatelné.
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C. CVICEN! A PrROBLEMY

2,A( Horn{ a dolni objem

Bud A C El omezend mnoZXina. Existuje interval <a,b> tak, Ze
A Cd{a,b).

Definujme

¢ *
f €a VA= / %A
@ a
a nazvéme &isla J‘_A s V4 dolnim & hornim Jordan-Peanovym objemem mnoZiny A,
UkaZte, Ze:
(a) definice Y, 4, V* 4 nezdvisf na volb& intervalu < a,b>

(b) 0<€ Y ag Wa < + oo pro kaidou omezenou mnofinu A T E; ,

”
(c) A€ Feya= YV,
(d) jsou-1i A, B omezené mnoZiny, A CB, potom PA < UB,

Va € V'8,

(e) jsou-1i A, B omezené a disjunktni, potom platl nerovnosti
" e
%h + YBE U(AUB) £ YA+ V< JSaur £ Vas VB,
(f) gje-1i A C <a,b> , potonm
>

HAa+V (<a,b» - 4} =b - a-.

(a) Bud A C E; omezend, potom
Il

(%) V’A=1nf{£ vol I, ; U I, D4, 1
=1

Jeou uzavienéd 1ntervaly} '

i=1 1
dokaite!
n
Ndvod. Jsou-1li [ 1 1ntervaly 8 uvedenou vlastnoati, je
Zayou-. 121 n
N Y 1 2 V1, - Z vol I, .
(1=1 1) 1= 1

Dale pouZijte definice horniho R-integrdlu.

(b) UkaZte, Ze vztah (%) platf i v pripad&, kdy I, Jsou oteviené inter-
valy. Ddle doka¥te, Ze v (%) se mifeme omezit na intervaly, které jsou
po dvou disjunktni !

|2.c| Jind definice X a V.

Bud A C E, omezend mnoZina. Definujte horni objem ¥* A podle
vztahu (¥)v 2.B, ddle definujte doln{ objem )M A podle 2.A.f (UkaZte,
%e definice Vy A nezdvis{ na volbé intervalu <(a,b> !).

Polokte

(4 ={A C E;; A je omezend, ) A = V*A},

27571 P4
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. .
pro A€ X bud YaAa= Yal(= VA . Nazdkled® téchto definic
odvodte vlastnosti J{ a V

Pozndmka. Mnoz{ autofi prévé timto zpisobem definuji objem omezenych mnoZin v E,
a nepotfebujl k tomu tudf% teorii R~integrdlu.

IE.Dl Charakteristika #¢

(a) Bud ME 22, E C E, omezend. Potom
" -
VE= VEANA MW+ YE-u). (#x)
DokaZte!
Ndvod. Ze vztahu E = (E/) M){J (E -~ M) pouitim 2,A.e dostancte
V'E € YYEN N+ VE-N.

Na druhé stren® (opd¥t pouiitim 2.A.e)
o

1«"E+uué U*(EUH)-r v*(Eﬂl)éV*(E-u)-o- VM S+ Y(ENMNM).

{b) Bud M C.E1 omezend. Necht vztah (%%} platf pro kaZdou omezenou
mnoZinu E , potom M € 7 | Dokaite!

Ndvod. Necht M C (a,b)> , potom z (%) -lyne (volime E = {a,b> )
b-a= VN + Y a,b>- M),

tudfz Y M = V*M (pouzili jsme 2.A.f).

Pozndmka. MAme tedy vysledek:
Mc 2 , prdvd kdy: vztah (#x) plat{ pro kaZdou omezenou mnoZinu E CE;.

Definujte horni objem V* podle 2.B a systém 77 pouzitim (¥w). Odvodte
%z tdto definice zdkladni vlastnoati eystému ¢ a zdkladni viastnostl funkce
y* uvaiované pouze na systdému L (viz té2 cvideni 13.F.c)

2,Ef CviZeni,

{a) Bud A C E, omezend mno%ina. Fotom Vi = V*K (A je uzdvir A ).
DokaZte !

T
Névod. Nechl { Ii} Jsou po dvou disjunktni uzaviend intervaly takové, Ze
it n

n
- -— »
Aac U I, . Potom X C U 1,. rtudts VR € VA (poutijte 2.B).
=1 1=1

Obrédcend nerovnost je zfejmd.
(b) Necht A € 72¢. Potom A € &L , dokafte!

Ndvod. PouZtjte nerovnosti
o L3
e 1 =
A YA VIS V.
(c) Platf implikace: A€ L —> A€ L 7

(@) Bud ¢ C€<0,1> Cantorovo diskontinuum. Potom C € N a VC=0.
DokaZte!

27571 24
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(e)* Bud BE€ 2 perfektni, ridkd mnoZins. Potom ¥ B = O . DokaZte!

Névod. Ukeite, %e B = 0 .

(£)* Lze néktery z pPedpokladd o mnoZins B v (e) (B € 2L , perfektnost,
f{dkost) vynechat?

2.F Cvideni,

Necht K C E, je kompaktni nulové mnofina (viz 1.1L).
Potom je K € # a VK =0 . Dokaite !

2,G¥| Jests charakteristika R ((a, bd).

Bud f omezend funkce v intervalu < a,b > , nechi Cp, Je mno%ina vdech
bodd nespojitosti funkce f v intervalu (a,b) . Fotom

£f€ R(<a,b>) , prévd kdy? existujl uzavienéd mnoZiny

F objemu nula tak, Ze C. = U F_.
n b e

o0
Ndvod k ddkazu. PouZijeme cvideni 1.M. Tam jsme ukAzali, Ze Cf = U A,

kie A_ jsou kompsktnf mnoiny. M&-11 kafdé mnofina A_ nulovy "

objem, Jje téZ nulovd a tudii i Cf Jje nulovd. Obrdcend, je-1i Cf nulo-
vd, je kaZdd mnotina A nulovéd. Nyni stalf pouiit 2.F. '

2.H Problém.

V souvislesti s ptedchozimi cvidenimi lze formulovat nédsledujic{ problém:
*Je kaZdd nulovd mnoZina v El {(viz 1.L) sjednocenim spoletn# mnoha
mno¥in objemu nula?”
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II. NEWTONUYV INTEGCRI KL

3. Newtontyvw integrédl

Cbsah: A. Definice N-integrslu.
B. Z24kladni vliastnostl N-integrdlu.
. Metody vypoZtu N-integrdlu.

D. Integrél a plocha,

c

D

E, Véty o stiedn{ hodnoté.
F, Existenca N-integrdlu.
. _

. Cvilen{ & problémy.

A. DEFINICE NEWTONOVA INTEGRALU

|3.1[ Definice. Nechl funkce f je definovéna v intervalu (a,b) C E, .
Nechi
(1) existuje primitivni funkce F k funkei £ v (a,b},

(ii) existuji vlastn{ limity 1im f(x) , lim F{x) .
_ X —

. x-..-a+
Newtonlv integrdl funkce f pies interval (a,b) definujeme vzishen
A
(N) J/‘f = 1im F(x)}) - 1lim F(x) .
4 X4 X—» a,

Systém vSech funkec{ splnujicich (i) a (ii) znaZme N({a,b)).

¥ &
Misto (N} Jf pidme téZ Jf y nehrozi-11 nedorozuméni; fike jme také
a @
krdtce N-integradl.
3.2| Poznémky. . y
4
(A) UkaZte, %e definice (N inf nezdvisl na volbe primitivni{ funkce
: a
(B) Mfsto vyrazu 1lim F(x)} - 1lim F{x) poufivédme téZ symboll
Xob g Ko @
e b o
[F(x)] ’ [F] .
xX=q a

(C) Je-1i F oprimitivni fuﬁgce k funkecli £ v <a,b>-, potom
£E€N(a,p)) & (M) [ £=Fb) - Fa.
- 3
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(D) Je-1i £ spojitd v (a,b) , potom £ € N((a,b)) . UkaZte!

[3-3[ Pozndmke. MA-11i funkce f mit v {(a,b) N-integr4l, musi mit pfedevdim
v tomto intervalu primitivni funkei. Tudf3 (viz [He—PT] , referdt 1, odst.3}

(4) funkce f musi byt na intervalu (a,b) darbouxovsksd,

(B) funkce f musi byt na intervalu (&,b) funkei Baireovy prvni tfidy,
specidlné:
mno%ina bodd spojitesti funkce f mus{ byt v intervalu (a,b} hustsd.

Podminky (A) a (B) jsou tedy nutnymi (ale nikeoliv postalujicimi) podminkemi
k tomu, aby funkce f 1leZela v systému N((a,b)). Zkoumejte existenci N~inte-
grédlu pro funkce z odstavce 1.3!

|3.4] Vé&ta (vztah R a N-integrdlu).

yl )
Je-11 £ €R(Cab>) N W(law) , e ® [r=m [r.
Q. a

Ddkez. Necht F je primitivn{ funkce k f v ({a,b);dodefinujme F spojité v bo-
dech a,b . Podle 1.29.c je : '

F 4
(H)Jff = F(b) - F{a)
@ &

Ale podle nsa8f definice je (N) Jff = F{b} - F{a).
d

Pozndmka.

Uvédomte 3i, 2e N-integr4l mi¥e existovat 1 pro neomezené funkce (rovnéi
tak pfipoudtime 1 neomezené intervaly). Neni tedy N((a,b)) C R(<=a,b)), stadi

vzit kup¥. funkci L na intervalu (0,1}, Potom
l-x2 1
Hmﬂék__—GZN({O,l)} (Semu je roven (N)Jf 12 7 ), a at dedefinujeme
1542 0 1-x
funkei 1 v bodech 0,1 jakkoliv, nikdy nemﬁﬁe tato funkce leZet v systé-

ul—xz
mu R({0,1>) .

Lze dokdzat, Ze existuji i omszend Tunkce na intervalu 0,1 , kterd tam
maji N-integrél a nemajf R-integrdl. Ale to je ji3 t3281{, viz gupf. [7/'] .
pF. 8.54. '

Obrédcend, neni ani R 0Ca,b’>) C N((a,b)) . Jako piffiklad poslou?i funkce
z l.3.¢c & 1.3.4d.
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B, ZAKLADNI VLASTNOSTI N-INTEGRALU

3.5] V&ta (linerita N-integrilu).

Nechl r,g €N((a,b)) , &, /" € E, . Potom

Af + /g € N((a,b)) a

4 | ¢ ¢
c‘L/A(ﬂcf+ﬂg)= 06/f+/a/g.

(Viechny integrédly - 1 v dal3im - chdpeme pochopiteln® jako Newtonovy).

Ddkaz. Budte F,G primitivni funkce k f,g v (a,b) splnujicl podminku (1ii)
z definice 3.1. Potom funkce 95 =L F +ﬂ G je primitivnf funke{ k funkei
Af+ ﬂ‘g v (a,b) a té splﬁuja podminku {(i1).

Tvrzeni plyne ze vztahl

lim ¢ (x) A lim F(x) + /4 1lim G(x)
X @, x—»a, X— a,

1l

m (x) = & lim F(x) + 4 Lim G(x).
X-r}; X —+ b x"",é-_

IB.SI Véta (monotonie N-integrélu),

Nechl f£,2 € N((a,b)) , £ €g na (a,b) . Potom ff < /g .

£ a a ‘

Specidlné / £F20, jestlife £20 v (a,b) & f € N((a,b)).
[- )

Ddkaz. Necht £ € N((a,b)) , £20 v (a,b} . Bud F primitivni funkce k f
na (a,b) . Potom F =-f 20 v (a,b), tudiZ F je neklesajfci v {(a,b).

Odtud plyne, Ze 1lim F(x) 2 lim F(x). V obecném pfipadé aplikujte prévé
X = b X-Pa.+

dokdzané na funkci g - f .

| 3.7[ Pozndmky . ‘

Poznemene jme, %e neplatf{ (ne rozdil od R-integrélu) nésledujic{ implikace:

(a) f € N((a,b)) =] £] € N((a,b)) (pFiklad uvedeme pozd#ji, viz
3.21), 1lze tedy ¥ici, Ze N-integrdl je neabsolutné konvergentni,
1

Vx

(b) f, 8 € N((a,b)) => f.g € N{(a,b)) (poloite fix) = g(x) =
na (0,1) ).

IJ.B[ Véta (N-integrdl jako funkce intervalu}.

Necht f € N((a,b)), ac<b . Potom f € N((s,c)), £ € N({(c,b))} a

i e ¥ 4
‘Zf=£f+[f.

{Viz poznédmku ¢ korektnosetl v 1.18!).
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Dikez. Necht F je primitivni funkce k £ v (a,b) splhujict (i1). Potom je
F primitivnf funkcf k £ i v (a,c}) a lim F(x) = F(c). Tedy
A

f € N({a,c)). Obdobn& f € N((c,b)) a
& “- ¢ £
ff‘-[F] = (1im F(x) - F(e)} + (F(ec) - 1lim F{x)) = ff*- ff.
a @ .

a xX=4 X-ra, [

|3.9| V&ta (N-integrdl jako funkce intervalu),

Bud f € N{((m,c)) , £ € N{(e,b)) , nechi funkce f je spojitd v bods& ¢ .

y 3 c F3
Potom f € N((a,b)) a ff = ff + ff .
a a e

Pozndmka, Pfedpoklad spojitosti funkce f v bod® ¢ nelze vynechat,
Uvedte pfiklad! Tento trochu nepi{ jemny predpoklad odstranime s zavedenim
zobecndného N-integrdlu v kaepitole 4.

Dékaz. Sta{ pouze dokdzat, %e f € N((a,b)), rovnost integrdll pak vyplyne
z pfedchozi v&ty. Nechi F, (resp. F,) je primitivni funkce k f

v (a,c) (resp. {(c,b} ), nechl 7/" = lim F.(x) ?" = 1im F.(x) .
P ' P ' ' 1 x-yc_l ’ 2 x-vc.,_z
oloime

F. v intervalu (a,c)
1 14y
{g‘l v bod# ¢ ,

Fp v}, -7, ) v (o).

F =

Potom F'= £ urdité v (a,c) U (e,b) . Ale

F'(e) = 1im F () = lim £(t) = £(c) ,
t—a_. t+C_

(kterych v&t pouffvéme?), obdobnd F,(c) = f(c). Tedy F = £ v (a,b).
Odtud ji? snedno vyplyne, Ze f € N({e,b)) (provedte do koncel),

]3.10] Véta (N-integrdl jako funkce horni meze).

x .
Bud f € N((a,b)) , 4) : x-—-rff prc x € (a,b) . Potom é je primi-
3 LR Y
tivnf{ funkce k funkei f v (a,b), tJ. ((N) _/ f) = £(x) pro x€(a,b).
-5

(Porovne jte obdobnou vlastnost R-integrdlu, viz vétu 1.26).
Didkez. Necht F je primitivn{ funkce f v (a,b). Potom

X
f £ = F(x) - 1lim F(t)
a twa, ‘
X

pro kxa%dé x €(a,b) . TudiZ /f Je primitivni funkce X f v (a,b).
a.-
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C. METODY VYPOUTU N-INTEGRALU

V tomto odstavci ukdZeme konkrétnf metody pro vypocet Newtcnovych integrdld.
Jaou viceméné zeloZfeny ns zdkladnich vlastnostech primitivnich funkei.

[3.11] Véta (integrace per partes pro N-integrédly).

Necht funkce f,g maji v intervalu (a,b) primitivni funkce F, G .
Potom
£

s ¢
(N)ng=[FG:‘ -(N)/fG (%) ,
a a

a

maji-11 v této rovnosti alespon dva ze t¥{ vyrezd smysl.

Ddkez. 1. Predpoklddejme zprvu, %e Fg, fG € N ({a,b)). Existuji tedy k funkcim
Fg, fG v intervelu (a,b) primitivnl funkce yl ,?B a tyto funkce méji
vliastni limity v krajnich bodech intervalu (&;b). Ddle wmiZeme nalézt
c € El (pro&?) tak, aby

FG=1y + jb + e v (a,b) .
0dtud plyne, Ze existujfl vlmstnf{ 1lim F G{x) , 1lim F G (x) a
x> a, X4
s & 4 L ¢ 4
[FG] =[2//+55+c] =[y¢]+[é]= /Fg+ /fG.
a a Q ¢ -3 a
2. PPedpoklddejme nyni, Ze pravd strana uvafovand rovnostl (=) mé smysl.
Necht @ je primitivnf funkce v {a,b) k funkei £G . lehko zjistime, Ze
funkce FG - & Jje primitivni funkci k funkei Fg v %Etervalu (a,b)

((FG - 8)" = £fG + Fg - 8" = Fg) a Ze vyraz [FG - s] m§ smysl (co oe
“~ N . a
tim vlastnd rozumi?) Tudi%# Fg € N ({(a,b))} a podle prvni 2dati dikmezu plat{

{»).

]3.12' Véta (substituéni metoda pro N-integrdly).

Necht funkce je spojité a ryze momotonni v intervalu (X, /@ ),
nechi }ﬂ ((X, /f 1) = {a,b) . Déle pfedpoklddejwe, Ze existuje vlastni
derivace " v (6(,/@ ) = }9 “(x) #0 pro ke#dé x € (X, £ ) (neplyne
tento poZadavek ji%f z pfedpokladu ryzi monotonie yQ ?7) . Neehl F je
funkce na (&,b).
Potom

¢ A
(N fF=(m/(F*}9).]}0'
a ré

existuje-11 jeden z napesnych integrdldl.

]

Didkaz, 1. Predpoklédejme, %e F € N((a,b)). & pro uréitost té%, Ze funkce 90 Je
rostouct v (& ,/4 ) . Bxistuje tedy primitivn{ funkce &  k funkei F

v (a,b) a viastai lim @ (x) , u}iécx) . Ze zéklednich vét o primitiv-
x--ba"_ K= 2

nich funkefch vime, Ze funkce f* }0 Je primitivn{ funkei k funkci

- 56 =



?

A

(F*;ﬂ).f v(d,/),vyraz [%*fﬂ}xMSmale
) v A ,
[e- (8] -[8~r]- Jurgr g

v ’
2, Necht nyni (F*fp ) . & € N({a,b) ) ( ¢/ op¥ rostouci). Bud

= 50_1 inverzni funkce k funkci ¥ . Potom ¥ Je rostoucf, spoji-
td na {a,b) =& 5// {{a,b)) = (a’l,ﬂ) , pridems

pro kaZdé t € (a,b) .

/ 1
}I/ (t) = —
_ Py e
Poufijeme-~11i ji%¥ dokédzanou prvni Zdast, obdriime
S

£
x(F*}ﬁ) 549’=a‘/(1r*5ﬁ*51/)./w;5ﬂ.§a—;-= /F

a

D. INTEGRAL A PLOCHA

V tomto odstavel ukdZfeme, jak zkouméni pojmu "plochy" vedlo k definici
integrdlu, at jiZz Newtonova ¢i Riemannova. V kapitole o R-integrélu jsme
vidéli, Jakym ndzornym zpdsobem (pomoci vepisovdni a opisovdn{ "obdélnlikd")
ge doflo k definici tohoto integrdlu.

Bud f spojité a nezdpornd funkce na uzavfeném intervalu < a,b> .

C

Zajimdme se o "plochu" obrazce ABCD , tJ. o plochu
M(f;a,b) = { [ x,y] € Ey; x €<a,b), 0%y €1(x) } .
Nechl ka?dé mnoZiné tohoto typu (tj. vlastné ka2dé spojité nezdporné funkci

na libovolném uzevieném intervalu) umime pififadit redlné Eisle F(f;a,b)
("plochu” mnoZiny M{f;a,b)) tak, %e jsou splpény ndsledujici axiomy:
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(F 1)
(P 2) Pro adecdb Je P(f;a,c) + P{f;c,b) = P(f;a,b).

(P 3) : Je-1i Il(f;af,ﬂ) < Mg;a,b) (tj.{&X, A>C {8,b> =a
0O4£f £g na <a(,,/>) je P(f;OC./g)éP(g;'a,b)-

Pro ka%dé ¢ =0 je P(ec;a,b) = c(b-a) ("plocha" obdélnika!).

Pozndmky .
{4) Je-11 f spojitd a nezédpornd funkce na <a,b> a polo¥ime-1i

Y.
P(f;a,b) = (R) ff .
a.

vyplyvé z vlastnost{ R-integrélu, %e funkce P(f;a,b) splnuje pofadavky

(P 1) - (P 3).
Ukaite neopek z axiomd (P 1) - (P 3}, Ze
) £
P(£; a,b} = (K) f .
a

a(f,D) € P(f;a,b) €5S(f£,D) .

{B) 2 (P1l) a (P 3) plyne, %e P(f; a,b) >0 .

Véta. Je-1li f sBpojitd a nezdpornd v <a,b> a poloffme-1i

F: x — P(f; a,x) , x € <a,b>

(F(a) =0) , je F = f v {a,b> .

Jinymi slovy "plocha: x— = P(f;a,x) je primitivni funkef k f

v {a,b>.

Dikaz. Bud x, € (a,b) . Potom pro b -x, > & > 0 Je
P(f; a, x, + A ) - F(f; 8, x ) = P(£; x , x, + &) {podle P 2).
Zvolme &£ > O & naleznéme O > O tak, aby pro

x€ {x,, x, + &> (C < ab>)
platilo
flx) - & < £lx) < £lx)) +_€ .

Potom podle (P 3) je pro ke*dé h € (0,9 )

B(£lx)) - € ; x;, x;+ h) € P(fx , x,+ h) £P(£(x ) + & jx ., x, +h) .

[+ 0

Odtud podle (P 1) dostdvdme
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[535)

(f(xo) -£ ) . h =P, Xys ¥+ h) = (f(xo) + £ }.h

tj.
F(xo + h) - F(xo)
h

-f(xo) <€r

Tim jsme dokdzali, Ze F_;(xo) = f(xo). Obdobné tvrzeni dokdZete pro

derivaci zleva a pro body X, = 8y X, = b.

Poznémky .

(4)

(B)

Yidime tedy, #e P(f;a,b) = F(b) . Je-1i funkce P jind primitivn{ funk-
ce k funkel £ v intervalu {a,b> , vime jiZ, Ze P = F + jB {(a)
v <a,b> , & tudlZ

P(£; a,b) = F (b)) - P (a).
V posledni formulce je vlastn® obsafen "geometricky vyznam®™ Newtonova
integrdlu.

Shrome nyni uvedené vysledky a uvédomme si problematiku zavdddni inte—
grélu.

Vy3li jeme z ndzorndho pojmu plochy P(f;a,b) (f spojitd (a nezdpornd)
v {8,b> ) a pomoci vepisovdni a opisovéni "obddln{kd" jsme do3li k de-
finici Riemannove integrédlu. Na druhé strané, jak jsme prdvé vidéli,
"plocha® nés té% vede pifirozenym zplisobem k definici integrdlu pomoci
primitivn{ funkce. Ji%Z vime, %e pro epojité funkce ddvaji ob& definice
tuté¥ hodnotu integrédlu. Hoz&i{fime-1i nynzdaefinici R~ & N-integrédlu
i na 3irs%{ t¥{dy funkci, neZ jsou funkce spojitd, dostaneme jiX p¥isluiné
systémy "integrovatelnych"™ funkci rdznd.

g, VvET o stheoNt HoDNOTE

I3.16| 1. véta o st¥edni hodnoté

Dikaz.

Necht funkce f,g Jsou spojité v intervala {a,p> , necht g > 0
v {a,b> . Potom existuje
ys L
fé(a,b} tak, e / fg=f(f) ./ g .
a a-

(Jeliko% funkce f,g Jjsou spojité v {a,b)» , je jedno, zda uvedené
integrdly chdpeme jako Riemannovy ¥i Newtonovy.)

Tvrzen! je zfejmé v piipadd g =0 v <a,b>. Nechl tedy existuje

t, e(:,b} pro né% g(t)) > O . Oznaifime-1i

A= / 2,38 A > 0 (viz tPeba cvileni 1.C). Funkce f Jje v interva-

&
lu {a,b> omezend (prod?), poloiime
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m=min f , M =mex f v {a,b)

Potom mg € fg £Mg v (a,b> , odkud plyne

£ ya 4
m/g-‘- /fgénf.g e m% /f‘géu.
[~ & @ [- B a

Existuje tudi §e<a b> (funkce f Jje spojitd, a tedy darbouxovské

v {a,b}!) tak, Ze f(f)-;1 /fg.

el

3.17| 2. véta o stfedni hodnoté&,.

Nechi funkce f,g” jeou spojité v intervalu {a,b> , necht funkce g je
v intervalu (a,b> monotonni. Potom existuje fe(a,b} tak, Ze

£ &

y 4
/fg=g(a)/f+g(b) /f.
a a f

Dikez. Bud F primitivwni funkce k funkei f v <a,b>, F{a) = 0 (existuje?).

Potom
£ ya £
[ L] - )
a a a .
(Viechny funkce Jjsou spojitd v <a,b> !, lze uZft véty 3.11). Funkce g°
nemdni na intervalu < a,b) své znaménko (pro?); pouiijeme-li pFed-
chozi l.vétu o stfedni hodnot#, obdriime existenci fe <a,by 8 vliast-
noati
£ yi
/Fg"-'F (f) / g’ =7 (f) (£ 4p) - gla) ).
a ’ a o
Tedy
£

p
/fg [Fg] -F(5) (g (b) - gla) ) =
a

a
g(a) (F(f’ - F(a) ) + g(b) {F (b) _F(f) ) .
£

Tim je tvrzeni dokdzdno, nebol F(t) = f f pro ka2dé t€ < a,b)d
(podle které wdty?). a

F. BXISTENCE N - INTEGRA’LU

£

V tomto odstavci budeme vy3etfovat podminky, za Jjakych existuje (N) / f.
Podle definice vime, Ze muse ji byt splnény dvé podminky:

{®) existuje primitivni funkce F Xk funkeci £ v ({(a,b) ,
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(#¥) existujf vlastni limity 1im F(x) , 1lim F(x) ..

X->8, x-»b_

Vime ji% (viz 1.27.A), Ze spojitest funkce f Je postafujici podminkou k splné-

ni (%); omezime se proto v dal%im pouze ma spojité funkce v {a,b) a budeme zkou-

wmat, kdy je splnna podminka ¢¥) , Pro existenci vlastni limity 1im F{(x) znd-
. X=a0
me nutnou a postafujici Bolzano-Cauchyovu podminku: *

BC (v pripadé a €E,):

Xe ka%idému & > O existuje &> 0 tak, 2e I F(x") - F(x")l<5 ,
kdykoliv x', x" € (a, a + &) ‘

I

{v pfipad®é a = - oo ) ;

Ke kedému € O existuje x, tek, ze |F(x’) - F(x")[<e&
kdykoliv x*, x" € (-oo, xo).

V&ta. Bud f spojitd & omezend na omezendm intervalu (a,b) . Potom
£ e N{ (a,b) ).

Dikaz. Necht F je primitivni funkce ¥k £ v (a,b). Jsou-1i x!, x" € (a,b),
mi¥eme nalézt € (a,b) tek, Ze

IF(x?) - F(x")

=¥ CE) o (xr - x") | = ] f(§) CAxt - XM
Z této rovnosti, z pfedpokledd e z BC-podminky plyne tvrzeni.

- Véta. Bud f spojitd funkce v intervalu < a,b). Potom v pFf{pad® b g Ey:

f € N((a,b))<———)\7’£>03 o>0V x!,x" (x?,x"€ (b~ & ,b) =2
xﬂ

ff |<€).

XI
x#
[elcen
K'

V pfipadé b = + &0

£ g N((a,+00) == YV £ > o xov x7,x" (x',x"> x0=>

Ddkaz. Nechl b € B, . Je-li

£
Fit— /f , t €la,b) , je F primitim{ funkce k funkei f v L a,b) a
a
£ € N{{a,b)), prédvé kdy? existuje vliastni 1im F(x).
X-=b_
Nyni stadi pouZit BC-podminka a uvédomit si, Ze
x"

[e]

x/!

lF(x') - F(x")

V&ta. Budte f,g s8pojité funkce v intervalu <Ja,b), necht 0 £ ¢ <g
na (a,b). Potom
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(a) g e N{{z,b))=> f € N {{a,b)) ,

(b) £ %N((a.b)) = gf! N ((a,b)).

Dikaz. Necht b € E; . Zvolfme-11 x’, x" € (a,b) (x%¢x"), Jest

I

»” X

X
Oé/fé/ E -
L

x! x’
Odtud lehko plyne tvrzeni pomoci BC-podminky {provedte podobn&!).

3.21| Priklad. o
(A) UkéZeme, Ze (N) filg‘c-i existuje, tj. 2D X_ ¢ N((0,+e0)).
[/
Je-11i totif x',x" € (0, +o2), x*'Lx" , je
.X/f " )f”
x
\/’S:Lnx= -1 s x — /coax.
] x X <
X : x? x/

TudiZ pro kaZd4 x'= x* € {(0,+ o0) je splnéna nerovnost
»

K” x“ X
sin x p _ 3 co8 X Z
| fore] o [aem ][] <
x’ x! x} X
x
1 1 1
£ vt f"“z’ ] 52(;- *;ﬁ)
X
X
{kterych vét pouﬁvéme? Nezapomente, %e funkce Ei: X Jje na interva-

lu {x?,x")> spojitd a mi%eme proto pouifvat vlastnost{ R-integrélu).

Zvolme nynf £ > O . PoloZime-1i 'xo =g s bude pro x?’,x" x, 3plnéna
x”

. sl
/axnx <’§; =&

xJ

narovnost

tudiZ 1 BC-podminka.

) oo
{B) UkédZeme, %e (N) /3%——1— neexistuje .

0 205
Ne jdF{ve odvodime, %Ze (N) li';—x—l -’-‘-%f— pro ka¥dé n €N
20-1)7F
{in*egrél existuje! prod¢ 7).
Zfe jmé
T 2y end
sin x |sin x| 1 _ 2
] —x—' dxa / S dx —'m-— /lainx'dx —TT—-
2n-9F 2(n-1)¥ 2(n-0)T
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ain x

Predpokldde jme, Ze 1

€N((0,+99)). Pro kezié n € N poloime

sin xl

) =,/’I X

\0
Podle 3.20.a je g, € N({0,+00)) pro kaZdé n€N a
o o 20 % ' 25

fromeis Jo-fT0- 2

0 0 2

pre x € (0,2n7),
g (x

pro x = 2n% .

ain x

14

sin x

-
X dx

2(c- )T

Ms

> 1——2,; (kterych vét uifvéme?).
i=

Tudi2

oo o

/

[
(Viz té% cvideni 3.B.)

ain x s 2 E 1
dx =2 ——— 5 = + @0
B o=l

3.22| Dirichletovo a Abelove kriterium

Nechi funkce f,g Jsou spojité v intervalu < a,b)}, necht funkce g
v <a,b) monotonni{ a m4d tem spojitou derivaci. Nechl ddle budto
¢

{I) funkca F 3 t—> / f (t€ ¢ a,b)) je omezend v <a,b)
a

a lim g(t) = © (Dirichlet)
t—b_

anebo
(II) f€ N{(a,b)) & g je omezend v < a,b) (Abel).

Potom
&

(N) u/f fg existuje, tj. fg € N({a,b)} .
a
(Porovne jte s obdobnym kriteriem pro fadyl).

Dbkaz, Necht napf{kled b = + oo . Poloime pro te€ <a,b)
¢

@(t>=ffg

a
(proZ integrdl existuje?) . Potom bude

-63_



fg € N((a,b)) <=> existuje vlastnf 1imb é (t) <>
. ¢ t_.' n

4,
x!

JE

L

<=>V€>o 3 xov X7, x" (x?,x" > x ==

< &)

Zvolme € > 0 a budte x1x" € {g,b), x* ¢ x" . Fodle Z.véty o stfedni
hodnoté (viz 3.17) existuje SEG_ < x',x" >  tak, e

o § o

/f8=8(1') /f+g(x")/f.

X! x! {

Pfedpoklddejme, Ze Jsou splnény podminky z (I). Existuji tedy K € E,

x, € {a,b) tak, Ze
t

e

a

g(y)l < & pro kezdé y > x_ .

‘£ K pro ka2dé te < a,b),

Potom ovBem pro x',x" > x, Je
x?

fg| € sxg.
K"

Je-1i epln¥no (II), existujf C €E;, x & < a,b} tak, Ze

'g(t)l £ G pro ke#dé t € ( a,b),

I

&

xl

< & pro ka%dé x', X" > x .

Tudi% opdt pro x*, x" > x, Je
X

ff&

xl

< 20& .,

3.23] Pi1iklady.

(A) Volfme-1i {a,b) = {0, +90), F{x) = sinx, g{x) =% , plyne ihned z Di-
o0
richletova kriteria, Ze (N} f—#sii X exiatuje.
[/
(= -]

(B) Zkoume jte existenci (N) f x sinx

1l +x

[/
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G. CVIEENI A PROBLEMY

3.A| Cviteni.
(A) Nechi funkce f,g Jjsou definovdny v jistém redukovaném okolf bodu
x, € El . Rekneme, %e f,g Jeou slab& srovnatelnd v bods X, {pi3eme
£Xg, x—=x ), Jestlife '
existuje >0, K >0, € >0 tak, ze K |g(x)|£]| £00)] 4clgx)]
pro ka%dé x € (x, -4, x, +& ), x # X,
Sami definujte slabou srovnatelnost v bodé zleva, zprava a slabou srovna-
telnost v neviastnich bodech !
f{x} _
(B) Neent existuje ii: -E%;%- = A, nechi 0 < A < +eo . Potom
0
b ¢ }{ £, X n,xo. DokaZte! Lze toto tvrzeni obrgtit?
(C) Budte f,g s8pojité a nezdporné funkce v intervalu < a,b) . Necht
f H g, x—+»b_ , Fotom
£ € N({a,b)) <= g€N((a,b)) ,
dokaZte!
oD
3.B] Cvideni. UkéZeme, Ze (N)/E?—;—’-‘- neexistuje (viz té% 3.21.B).
o 2 1
Névod. Zfejmd l sin x \?- sin® x (x € E}); nechi | 3—;‘:—5 € N{(0,+00)},
Potom z nerovnosti —Eiﬁ—i- 2 _glgﬁé_. = A= c:st
a z véty 3.20 plyne, Ze J:‘m;‘_a‘encto,wo)).
oo
cos 2X -
Obdobnéd jako v 3.21.A lze ukdzat, Ze (N) ——5— existuje; tudi% musi
7
byt % € N({(1l,+o0)) (prod?). Lehko viak vypoltem zjistime, %e toto nemdZe
byt.
3.C| Cvicdeni.

(a)

Bud f epojitd funkce v < a,+o0), necht 1lim f(x) =0 .
X=» + o

Bud dédle ¢ > 0 a poloime
a+nc

an=/f

a+{n-1)c

Predpoklkdejma, e fada 2:: a, konverguje. Potom f € N((a,+o0)) a

oo oo n=1
cm/r = )___ a_ . Dokazte!
n=]1 n

o
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(B) Na zéklad$ (A) ukaite, Ze (N) f-i'if-:—*— existuje !
b
[ -]
3.D| Vypozet (N)‘/““ x
(A) Bud f spojitd v ¢ a,b> . Potom
+ £
lim ff(x) cos nx dx = lim f(x) sin nx dx = 0 .
N« 1=t o3
@

Névod. Vyufijte stejnomérnd spojitoeti Ffunkce f s odhad

I cosnxdxlé
&
7 F v

(B) UkaZte, %Ze lim /"1“ BX 4y = 1im /ain (in+l) X_ 4x = / aig X ax.

s.,? N

[i=»oo Nn=eoo
0

NAvod. Ukafte, %e -
=eg

2 n . oo ¢
/ 8ln NX 4y = [/ B0 Y 4y s uvidomte si, Ze (N) £ = lim £

x y ' t—row
4 P
0 0

v piipadd £ € N((O, +o0)).

ain (2n+l)x ¥

(C) Uxaite, %e 5In ¥ ax = —5

8in (n+% y &

%+cosﬁ/+cos2m+...+cosn0¢= oy .
o0 2 ain -
f
(D) Ukezte, e (N) /- BIBX 4y o 4
X 2
: : 9
Ndvod, Podle (A) dokaite, Ze
gin (2n+l)x _ sin (2n+l)x -
}lf,mw ( 8in x X ) dx =
g
= lim "?"T:E'grji_q'fx_ ain (2n+l)x dx = 0 ,
n=—eoo

aq

a pouijte (C) s (B).

27571 I5
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[3.E] CviZenf{. Polozme f(x) = ain% pro x # 0 . Lze dodefinovat funkei f

v bodd x =0 (a jak 7) tak, aby wdla v celém E; primitivnl
funkei 7

|3.F| Cvilenf. Polofte J¢ = {A C (a,b) ; °A€ N ((a,b))} a vydetfujte
vlastnosti systému J7 !
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4. 2 obecné&ny Newtonitdvw integrdl

Obseah ¢ A. TDefinice a zdkladni vlastnoasti.

B. Cvideni a problémy.

A. DEFINICE A ZAKLADNT VLASTNOSTI

V tomto odstavei zobecnime definici Newtonove integrdlu a pokusime se tim
vyhnout nékterym potf{fim, které s sebou tento integrdl prinddel. Vzhledem k tomu,
%e se nejdnd o nijak podetatné zobecnéni N-integrélu (jak uvidime kup¥. v 4.6),
které ani po strdnce teoretické nepfind3{ mnoho novych my3lenek, omezime se sku-
teénd pouze na definici a nejzdkledn#j8f vlastnostl tohoto integrédlu.

I4.ll Definice. Necht funkce f je defincvédna v intervalu I C.El . Rekneme,
e funkce F je zobecndnd primitivni funkce k funkci f v intervalu I ,
JestliZe

(I) F Je spojitda v I ,

(II) existuje koneiné mnoZina K C I tak, %3¢ F  =f v I-K (tedy a% na
kone#nd mnoho bodd existuje derivace funkce F a a%f na kone&né mno-
ho bodd plati rovnost F~ = f£1 ).

4.2 Pozndmky.

(4) Podotkn®me, Ze mnoiina K mil%e byt pochopitelné& prézdnd.

(B) Tudi? ksfdd primitivwni funkce je té% zobecn&nou primitivni funkei. Ne jiZ
ale naopak! Kup¥ikladu funkce ¥ = 0 je zobecndnou primitivn{ funkci
k funkei f , kde f(x) =0 pro x € (0,1) U (1,3), £(1) = 4 , sle nen{
primitivnf funkeli k £ v {(0,3).

(C) Z definice vyplyvd, %e neni treba se vibec sterat o krajni{ body intervalu
I {pokud k tomuto intervalu patff), mbZeme se proto v deldim omezit pouze
na oteviend intervaly.

(D) RovnédZ tak neni nutné piredpoklddat, Ze funkce f Jje definovdna v_celdm

intervalu I ; atadi predpokléddat (co% ddle budeme vZdy &init), Ze funkce
£ Jje definovdna s vyjimkou koneénd mnoZiny vdude v I .

Potom se funkce F,G 1i%{ o konstantu; presndji - existuje c € E; tak,
e F=G+c¢c v I.
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4.4

Dikaz. Necht I = {(a,b) . Exist%Ji z; €1, 29< 25 (ove {25

z, =4, 2, =b tek, 3¢ F’ =6  =f v katdém intervalu (25 5, 24) &

MiZeme tudiZ nalézt cy € El (1=1,...,n) tak, 2e F = G + cy, v (zi-l'zi)'
Nyni stai vyuZit spojitosti funkei F,G; obdriime rovnoat €13Cy=sae=C

*

n

Definice. Nechl funkce f mé v intervalu (e,b) C.El zobecnénou primitiv-

[4.5]

n{ funket F . Nechl existujf viasthf limity 1lim F(x) , lim F(x),
X->8a, x-+b_

Potom definujeme zobecn&ny Newtondv integrdl (krdtce ZN-integrél) funkce f
rovnosti

4
(ZN)‘/r £ = 1im F(x) - lim F(x)

X-+b_ x—=a,
s

a systém vBech funkci f, pro které je tento integrdl definovén, oznalme
symbolem ZN ((a,b)). '

Pozndmky.

(A)

(B)

(C)

(D)

(E)

4.6

Definice ZN-integralu nez&4%isl na volb& zobecnéné primitivni funkce F ,
Jjek ukazuje predchozi véta 4.3 .

Z¥ejmé N((a,b)) € zZN{({(a,b) a
.4 - &
(M) ff=(ZN)/f
a a

pro kafdou funkei f € N((a,d)). Rozmyslete!

Inkluse systdmd N({a,b)) a ZN{(a,b)} je cstrdé. Ilustrujte toto vjpoftem
integrdld

+f . 5
(ZN) j[aign x, (ZN)j/ log x !
-y 2
y 3

Existence ani hodnota (ZN) jff se nezm¥ni, zménime-1i hodnoty funkce f
-3

v kone&n? mnoha bodech (a,b).

Souvislost N~-integrélu a ZN-integrélu uldvd ndeledu jici vita. Podle ni Je
t6% vidst, Ze ZN-integrédl nenf pF{li¥ velkym "zobecnénim®™ N-integrdlu
{vysviétletal).

Véta. Nechi £ € 2N((s,b)). Potom existujl sz, € (a,b) , 3y {z,¢--- <2

(klademe je8td 3z = a, 2, = b) tak, Ze f£ € N((z;_,,z,)) pro kaZdé
i=1,e0e, 0

a £ a Z;
(ZN) /f = (N) /f .
A i= Z"_f



Ddkaz. Provedte podrobné sami !

4,7 Problém. Plati té%Z obrdcend vdta? TJ. existuje-1i

2
(N) f f pro kazdé i , Jest ji¥ f € ZN((a,b)) a

Zi-q '

n zi
(ZN)ff= Z(N)/f T
i=]
@ Zio1

- V&tas (vliastnosti ZN-integrdlu).

(A) £,g € ZN{{a,b)) =pf+g€ZN((a,b)) &

ya 4 e
(ZN) / (f+g) = (zn)/r + (ZN) / £,
, b4 g 4
(B) £ € ZN((a,b)) , ¢ ¢ B, =>cf € ZN((a,b)) a
ya y 2
(ZN)/cf = c(ZN)/ £,

(C) £, g€ ZN((a,b)), £ 2 g v {(a,b) => (ZN)/f 2 (ZN) /g s
. a a-
{D) je=-1i a<e<¢b , potom
4 e £

(ZN)/..‘.’= (ZN)/f+ (ZN)/f ,

ar a [+3

existuje-11 budto integr4l vlevo anebo oba in‘tagrdly vpravo (porovnejte

8 vétami 3.8 a 3.9 !),
X

(E) Je-1i f € ZN({a,b)) =a é : x — (ZN) /f , Jje funkce é zobeenénou

[
) z
primitivnf funkci k funkei £ na (a,b), piilem: é = £ v té&ch bodech,
v nichZ je funkce £ apojit4. '

(Dalsf vlastnoti ZN-ini'.egrélu jsou ve cviZenich.)

Dlkez. Provedte sami (odvodte ei nejdffve zdkladni vlastnostl zobecnénjch
primitivaich funkci).
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B. cVICENf A PROBLEMY

I4.AI Integrace per partes pro ZN-integrély.

Nechl F,6 jsou zobecn&né primitivni funkce kX funkcim f£,8 Vv intervalu
(a,b) . Potom

F 3 £ &
(ZN) f Fg = [FG]— (ZN)/f G,
a -2 -

ma ji-11 alespon dva vyrazy v této rovnosti smysl (viz té%Z 3.11). DokaZte!

l4.B| CviZeni. Vyslovte pro ZN-integrédl vé&ty obdobné vitdm 3.12, 3.18, 3.20 , 3.22
a dokaZte je!

4.C} J-integrdl

V tomto cvideni ukdfeme jedt& jedno, a to jif dost podstatnéd zobecnéni
Newtonova integrélu.

(A) Reknéme, Ze funkce F je skoro primitivan{ funkecf k funkci f na interva-
lu (a,b} , JjestliZe

(I) F je spojltd v (a,b),
(II}) existuje spofetnsd mnoZina S C (a,b) tak, Ze

F'=r¢ v (a,b) - S.

(B) Jsou-11i F,G dvd skorc primitivn{ funkce k funkci f v (a,b), 1i81i se
Ji% v (a,b) o konstantu. DokaZte !

Je-11 F epojitd v (A , 4> a F 20 v (p{,/{)—s, kde
S Jje spofetnd, potom F(xX) % F(/s) .
Posledni tvrzeni dokaZte tekto. Zvolte £ > O; necht S = { Bn} .
Oznalte '

A:[yﬁ(d,%);f(x)-f(d/)é-f(x-d)-ﬁz L

{n;an<xJ 2
pro katdé x € (&, y}} .

Ukaite, 2¢ A 7@ a 2e A Je interval. PoloZite-1i ¢ = sup A , lehko
ukéZete, %e¢ ¢ € A . Zdvérem stal{ dokdzat, Ze ¢ = /{ (rozliste pripady
c€S5 a ¢ =a.}.

(C) Symbolem J((a,b)) oznadme systém vBech funke{ f na (a,b) takovych, Ze
(I) maji skoro primitivn{ funkci F v (a,b), '

{II) existuji vliastni limity 1lim F(x) , 1im F(x) .
' x-»a, x=»b_
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Pro f € J({a,b)) definujme J-integrdl pfedpisem
.

{J) /f = 1im F(x} - 1im F(x)
x—=b x-»a
a - +
(D) UkaZite, %e definice J-integrdlu je korektni (vysvitlete, co se tim mfini).
(E) Ukaite, Ze ZN((&,b}) < J{{(a,b)} a

£ £
(ZN)/f=(J)/f
@ [+ %4
£
pro kaidou funkei f & (ZN} J[ f.

a

— 2
(F} UkaXte, Ze (J)/D =0, kde D znamend Dirichletovu funkei.
g

(G) Zkoumejte zdkladn{ vlastnosti J-integrdlu !

4.D{ Pozndmka.

Pokusme se shrnout typické rysy definic N, ZN a J-integrdlu. Nejdfive se
definuje pojem "primitivni funkce" k funkei f v (a,b) , pfidemZ se pofaduje,
aby (aleapon)

(I) dv& takové "primitivni funkce” k funkci f se 1iZily v intervalu (a,b)
v2dy o konstantu (toto zaruduje korektnost definice integrdlu),

(I1) "primitivni funkce" k linedrn{ kombinaci funkci byla linedrni kombinaci
*primitivaoich funkei® k t&€mto funkcim {(toto zaruduje pozdé&ji linearitu
integrdlu). '

Nyni uvaZfujeme t#idu viech koneélnyeh funke{ f v (a,b) , kteréd majl "primitdiwni
funkei®, pfidem? tato md vlastnf limity v krajnich bodech intervalu (a,b). Inte-
grdl pek definujeme pravé jake rozdil vichte limit.

V nasem konkrétnim pfipad® jsme uvaZovall tyto pripady:
"primitivni funkce"™ F k funkci f byla vZdy spojitd, a krom® toho

F°=f vBude v {(a,b) (N-integrdl),
F° = f vBude v {a,b) a% na konelnou mnotinu (ZN-integr4l},
F’=1f vBude v (8,b) a% na spofetnou mno%inu {J-integrél).

Jde nyni o to, zda mOZeme je3i& ddle zobecnovat pojem *primitivn{ funkce",
jakym zplsobem toto zobecnénd vlastnd provést a kam sf mdleme dojit (pFi zachové-
ni podminek I, II). Ukazuje sa, %e v podstat® lze zobecnovat dvojim zpdsobem.

(a) rovnost F’ = £ poZfadovat vBude v (a,b) & vyjlmkou jistych “malych®
mnoZin, pridem# je ovlem nutno - pro splndni podminky I - ptedpoklady
nd apojitost funkce F zesilovat,
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{b) mfato obyZejné derivace uvaiovat jisté "zobecnéné derivace" .

Tak kupt. podle bodu (a) lze vybudovat teorii Lebeagueova integrélu (tam roli
"maljch" mnofin hraji tzv. nulové mnofiny - viz c¢videni 1.L - a spojitost F se
nahradi tzv. absoluini apojitosti) a podle bodu (b) zasas Denjoy-Chiné¢indv inte-
grél (e poufitim tzv. aproximativni derivace) éi.symetricky integrdl (viz k tomu

Re-Pr | , praktikum 9, odstavec 9). O nd¥em z toho si oviem povime o v II.di-
le. Foznamene jme pouze zAvdrem, %e definicim integrdlu pomoci “"primitivnich

-
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IIl. DAL3ST DRUHY INTEGRALD

5. Funkea koned¢nde variace

Obaah: A. Definice a zdkladni viastnosti.
B. Jordanova v&ta o rozkladu.
C. Daldf vlastnosti syatému BV ( (a,b) ).
. D. Cviten{ a problémy.

A. DEFINICE A ZAKLADN! VLASTNOSTI

|5.1| Definice. Bud f : <a,b) —» E, redlnd funkce definovand na uzavfenéa
intervalu {a,b) . Pro libovolné ddlenf D = {a =X (X ena KX R b}e
G.ﬁ((ﬂ,b) ) poloZme

(£, D) =1 (£,0) = ; | 20x) - 20x,_ ) |

(kreslete!).

Polo%ime-1i ddle

&
V £=gup T (£,D) ,
et bed(Ka, 45)

& &
nazyvdme &falo V f (0 £ Vr £+ o0 ) varimsel funkce f na intervalu
{a,b).
Symbelem BV ({ a,b>) oznalme systém viech funkc{ f na intervalu <ab),

4
pro néi x £ . +oo0 ., Funkce ze systému BV { <a,b)> ) budeme nazjvat funkce

8 konefnou variac{ na (a,b) .

5.2| Pr{klady.

.(a) Bud f monotonni na intervalu (a,b‘% . Potom T (£,D) = |f£(b) - £(a)]
pro katdé D€ ({a,b)), odkud £ =|2(b) - f(a)l . Systém

BV ({8,b) ) obsahuje vdechny monotonni funkce na {a,b) .

F 3
(b) Funkce f Jje konstantnf na <a,b> , préavd kdy: 1 £ =0.
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(¢) Definujme funkci f na intervalu <0,7J$7> vztahes

£{0) =0, flx) =x. ain% pre x € (0.32.—>.

Ztejmé f je spojité na (0,-;.——-)'

Zvolime-11 délent D €& ({0,2>)

by =] 0 Cxy <xgy € o <3y <2 =R}

2
Xy *T (21 + 1.7 Je°

1
T(f,Dn)é—}—- (1‘0’%'&%“?.-.4' m) .

Odtud vyplyva, Ze

X f=pup T (£,D) = + o0 .

Seatro,jili' jsme p¥iklad epojité funkce 3 nekonednou varisci.

(@) HRekndme, %e funkce f je lipschitzovekd na <a,bd, JestliZe existuje
Xe E, tak, Ze

£f(x) - f(y)l % K

x-yl

pro vdechns x,y € {a,b> . Ozpaifme-1i symbolem Lip, ( { a,b> )} systém
vlech lipschitzovskych funkc{ na <a,b), Jest Lip; ({a,b>)} CBV( (a,bd).
DokaZte! Naleznéte tdZ pfiklad funkce & kone&nou variacf, kterd nenf lip~
schitzovskd.

5.3| Véta {vlastnosti systému BV ({a,bd).

(a) f € BY(<a,b>) =3 f omezend na {a,b> .
(b) fyg € BV(a,b>) = f +g € BV({8,b>) a

4 4 4
V(f+g)£VE+Vg,
[ . @a a

{(¢c) £ €BV(La,b>) , ceE1=>cf€BV ({a,b>) a

¢ )
Voef=|c|Ve.
a a

Dikaz. &) Zvolme x € {a,b > , pud D da%lent {a,b> obsshujlci bod x .
: y i
Potom | £(x) - f(a) [€ T(£,D) , tedy lf(x)lé |f(a}| + ¥

b) Bud DE«Q((a,b>). potom
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£ 4
T(f+8:D)£T(f,-D)+T(S.D)‘-‘-‘Vf-r:g'
a

tedy
é ‘l-
X(f*-g)-—lf*-!g.

-

{(¢) DokaZite sami.

I5.4l Véta (dal3{ vlastnosti BV { {a,b)),

(a) f,g€ BV ({a,bd) = £.g €BV ({a,b)) ,
(b) fEBV ((a,b>) =D |f|eBV (¢ap)),
(c) £f,8 € BV { (e,b>) = max (f,g), min (f,g) € BY { {a,b>).

Dikez. a) Budte f,g €BV( a,b)>) . Podle 5.3 jsou f,g omezend na (a,b>,
nechi | 2] PN I gl £ KB .
Zvolme D={a x°<xl{...(xn=b}€ /) ({a,b>) , potom

i:] f(xi) . S(Xi) - f{xi-l) g(xi_l) ] =

T (fog,D) =
n
=;- lf(xi)(s(xi) - 8lx, 1)) +alx, ) (flx)- £lx, 1)|#
£ K, . T(g,D) + K, T (£,D) <
< & 4
K, x g + Ks x £ .
b) Ze vztahu |a| - lb‘ £l a-0» l lehko odvodime, Ze

T (l#D) £7T (£,0) < £

Ry

P .ll .
pro kazaé D€L ((a,p>) . Tedy ¥ &l v of.
¢) Plyne ihned z pfedchozich vét a ze vztahd

sax (a,b) =%(a+b+]a-b|),

min {a,b) =%(a+ b - \a~b| ).

|5.5| Véta (BY jakao funkce intervalu).

(a) £ €BV (Lo,b)) , (Af>c (aid)
| = re K ,A>) ,
(b) ae{b, f € BV ({8,b)> )
= r=ir+fr,

b <y,
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(¢) a e b, £ &BY ({a,e)),f€ BV ({e,b>)
==> £E€ BV ({a,b>) .

Dlkaz. a) Tvrzeni je zie jmé.

b) Bud De (s, b>), oznalme D, = DU{c}.

Fotom
y | < F] e 4 ‘c 4
T(E,D) £T(£,0) =T (£,D) +T(£,D) €Ve+Vr,

_ 4 e £
odkud plyne, %8 V£V L +V £ .

a, -3 [
Zvolme nyni € >0 , existujf délent D€ & ( ¢a,c>), D€ D ( ge,b >)

tak, Z%e
¥ 1 4

[ [
Polofimé-11 D =D, U D, , j¢ DEF((ab)> ) a

4 e y 3 [ ¥ 3
T (£,D) =T (£,0)) +T(£,0,) > VE+VE-2E.,
a a [ a e

4 e 4
Tedy x > I £+ g f -2¢& . Ale £>0 bylo libovolnd, odkud konedn&
doatévédme ‘

Fé o ¥
Ve VeevVE.
[- 3 a -

{(c) Tvrzen{ plyne ihned z dlkazu %dsti b), kde jame dokdzali, %e vidy platf
s

e 4
VEEVL +V YL,
a [} [

B. JORDANOVA VETA O ROZKLADU

- Véta.

Bud f € BV({ a,b>) a definujme funkci F vztahem
»®

F(a) =0 , F:x—-—lf. x € (a,b>.

Potom funkce F Je neklesajict na a,b > . Navic F Jje spojitd (spojitd
zprave, spojitd zleva) v bod¥ x € £a,b> , je-1l1 f spojitd (zprava,
zlaeva) Vv bod¥é x .

Ddkaz. Budte x, y€ <8,b>, x <y . Potom

a 6 x
F(y)z.Gf=Vf+ f = V£=F (x),
a a x a

Necht nyni funkce f Jje spojitd v bodd® x € (a,b) 3zleva.Chceme dokdzat,
e ¢ . x
lim V£ = V£ |
tox_ 2 a
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Zvolme &> 0 , k nému miZeme palézt d8leni D € &(<a,x>) tak, aby

X
2 (£,D) > Fix) - & .
Ddle miZeme najit tekové y , a <y <x , Ze

f(ix) - £(y) | &

8 %e mezi body y a x Ji% neleZ{ Z4dny bod d¥leni D .
Poloffme-11 Dy =D U{y} , Je D € J(Ca,xd>) a

x »
I (£,0) 2 T(£,D),
tedy

y x
F(y)=€fé T(f, D) =T (£,D_) - | £{x) - £{y}]| > F(x) - 2¢& ,
a @ J a y

cbz ndm sta2ilo dokézat (nezapomente, Ze F Jje neklesajicil).

!S.TI Jordanova v&ta o rozkladu,

Bud f funkce na {a,b)> . Potom

f €BV ({a,b>) D> existuji neklesajici funkcse f,, f5 v intervalu
{a,b> tak, fe¢ f =1 - £, v La,b> .

Dikaz. 1. Budte f,, f, neklesajicf, f = f; - f, .
Potom f € BV(<{a,b> ) podle 5.2 a. a 5.3.

o

2. Nechl naopak f € BV ({a,b> ). Polotme f£,(x) = v

%o AR

-
H

a
x€ {a,b) (Xf

Potom f, je neklesajicf v {a,b)> podle 5.6, f = £, - £5 a stadf
ukézat, e funkce f, Jje neklesajfci.

Zvolme tedy x, y €<a,b) , x <y . Potom

x P4
fzw) - fa(x) =£f- £(y) -Xf*- £(x) =Xf - (£(y) - £(x)}) = 0 .

IST\ Poznémky .

(a} Je-1li f spojitd v bodd =x (spojitd v {a,b> ), lze volit funkce fl,'
£, spojité v x. {v ¢ a,b> ). Toto tvrzenf plyne ihned 2z tvrzeni 5,6.

(b) Je-1i f €BV(<8,b>), md f v kaZdém bod¥ (a,b) limitu zleva i limi-
tu zprave a mnofina bodd nespojitesti funkce f Jje spoletind. DokaZtel

(c) Vyjédreni f = £, - £, nenf zdaleka jednozne¥né (uvedte pFiklad!).
Jak vBak uvidime v dal3{m, lze v tomto vyjddfeni volit *minimdlnf{"
£, & 5.
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5.9| Definice. Bud f € BV( ¢ a,b>). Pro kafdé x € {a,b > poloime

- X
fix) = Y ¢
a

% *
(f(a) = 0). Funkei f nezjvdme variaci funkce f na intervalu <a,b> -
(nékdy téf pouXivéme ndzvu totdlnf variace &i neurtitd variace). Funkce f

- v jistém smyslu - pripomind primitivnl funkci k funkci f (viz téZ cvileni
5.J)'

#
- Véta (vlastnosti funkce f ),

»
Bul f€ BV(<Ca,b>) , necht f je variace funkce f v a&,b). Potom
plati

®
(A) funkce f je neklesajic{ v intervalu {a,b> (specidlné ?e

BV(< a,b>)).

(B) Jje-1i funkt;e f spojitd (zleva, zprava) v bodé x € { a,b> , Je
i funkce f a8pojitd (zleva, zprava) v bodd x ,

(C) Jje-14 <“|/€> C <axb> s Je

ﬂ * 'S
V-f=f(/5)-f(0(),
O

{D) je-1i IQ? takovd funkce v {a,b), Ze pro kaidy interval {& ,ﬁ)c
' |
c <a,b) pleti Vv £ = 50(%) -90 (X , Je funkce F-— y kon-

atantnf v (a, b)“.

Ddkaz. Dikaz tvrzeni (A), (B), (C) je obsafen ve v&td 5.6. Nechi jsou splnény
pPedpoklady (D), bud x e (a,b > . Potom

(x) = P(a) + v £= Pa) + £(x) .
pr) Wai-gf ya+fx

* ‘ :
‘5.11[ Definice. Bud f neurtitd veriace funkce £ € BV (¢a,bS)y . Poloime

+ -
t=3GE+n, =3 (f-2).

+ —
Funkce f, f nazjvéme positivn{ a negativni variaci funkce f na inter-

valu { a,b > .

Pozndmka., Mnozf sutofl nazyvaji neuréitou varisci (resp. poaitivni #i negativni
variasci) celou t#fdu funkcf, liBfcich se od (resp. £ e £) pouze o kon-
stantu. 'Jin{ autofi tuto konstantu specifikuji & nazjyvaji psk neurlitou,
positivni 2¢i negativni variaci funkce
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5.12

-+ -
;, f-% £ia) , f+% fla)

{(které se tedy anulujf v boddé x = a ). My se viak v daldim budeme driet
naSich definic,

. .
Véta (vliagtnosti funkef £, f ).

-+ -
Fupnkce f, f maji ndsledujici vlastnosti:

+
(A) funkce f, f Jeou neklesajic{ v intervalu { a,b >,

(B) je-11 funkce f s8pojitd (zleva, zpravae) v bod# xé(ﬁ,b) y Jeou 1
funkcae ;. E spojitd (zleva, zprava) v bodd x ,
<) £ = ; + E y £ = ; - ;‘ v {a,b> (porovnejte se vztahy
|£]= ¢*
(D) funkce f (resp. ; ) je konstantnf na a,b)>, prdvd kdy: f je ne-
rostoucl (resp. neklesajici) na {a,b) .

v+, f=¢" - 1),
+

Dikaz. Provedte ssmi.

- Vita. Bud f € BV (<a,bD>), £ =f; ~ £, , kie f,, £, Jjoou neklesajict

v {a,b> . Potom existuje neklesajici funkce g v intervalu (a,b>
tak, fe '

+ - .
ty=f+g, f,=f+7g v {a,b) .

+ -
Ddkaz. Poloime g =f, - f (= f, - f) . Sta?f dokédzat, Ze g je neklesajfel.

5.14

Budte tedy x, ye€ <a,b6> , x <y . Potom

f <

LR

Y
£, + 1(-1‘2) =

W <t
<
H
i
+
<
ry
~n
]

{pouZili jeme 5.3.b, 5.3.c), ale

y * »* + - + -
V £=¢£ (y) -f (x) =12 (y)+ £(y) - £({x) - £(x) .
x

Tudif 2 g(x) $2 gly).

Pozndmke. Z predesléd véty vyplyvd tvrzeni o “"minimdlnosti® rozkladu

t =f, - f, 1 Jeou-1i funkce f;, f, neklesajici v {a,b),

+
£=£ -2, a £,(a) =f(a) (=3 f(a)), fr(a) = F(a) (= - 3 £(a)), Jost
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+ —-—
£, ®f, £, f na {abd.

+ -
(Nebolt existuje neklesajfci funkce g tak, Ze £, =2+g, f,sf+g
a gla) =0 .) '

c. DALSI VLASTNOSTI SYSTEMU BV (Za,b))

V dalifm se pokusme Fedit problém, sa jakjch pledpokladd plat{ implikace

f,—1¢ m(ab)-)vf —bvf.

Na pfikladech sami ukaita, 2¢ mlZeme nalézt posloupnost funkci fn €BY (¢s,b>)
tak, aby f ~+f na (a,b) {(dokonce f —gf na (m,b)> ) aabdy

b b : :
v, ‘X’ zf « UkdZeme d4le, Z2e do prostoru funkef BV( (a,b>) lise zavést
a Vole e .

takovou metriku ? y 3o platt

. |
rn_Lrﬁ) v £, —
a .

P <
*

Ne jdtive si viak odvodme jednoduché lemma.

5,15 Lemma, Budte £, , £ funkce na intervalu <, b>
t,— L v (ab} . Potom

b b
V££1lim inf V £
n
] | Restee a
b
Dikaz., Tvrzeni je zfejmé v pFipeddé 1lim inf V £, = +oo,

l-l-—

Nechi tedy 1lim inf £, 2C o0+ . Mifeme nalést vybranou posloup-
. a .

. L b : o
nost {fnk} £ posloupnosti {fn} tak, aby lim :f ?c (pro2?),

By
b
Pro libovolné délent D6 & ({a,b)>) platl T (rnk. ) € ¥ fnk , tedy 1
. L '
b ]
1im T (£ ,n)='r(rn)4 lim vr =C ,

a ™ _."k

Pfechoden k supremu pfes vdechna D€ D (<a,b>) obdrifme nerovnost

b
VrEkC,
a
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Vita. Pro f € BV ({8,b>) poloime .
_ b |
helh=| f(a)l + Ve, (Zf"e;]mé'“'f'“' X0 ).
a
Potom plati:
(1) Jel=0 ¢==> £ =0 na ¢a,bd,
(11) fJar] = 1a| - £+ Je-1i a €E,,
(111) Je+g] = |eh+Jel.

. Jinymi slovy,. funkce: f—-l .fI je..norua: na prostoru funkei " BV(a,b>)
a dvojice (BV (<£a,b)), | ...n ) Je normovany linedrni prostor.

Dikez. Snad pouze ovéfeni "trojﬂhelnikové nerovnosti® je obtiZn&jéi, ale
.If+g“ = lf(a-) +'g(a)1- + .V (f+g) £lf(a)l' +']g(a)]+ VEw Vg=
a a

a
B P R T

- Véta (zavedeni metriky do BV(<a,bD)).
Pro f,g € BV ({a,b>) poloime :
?(f,g) = nf —g“ .
Potom ' ) o 7
() (BV (Layp)), P) e metrieky prostor, |
(B) f£,f, € BV((I‘a,b>) , £, £ = £, v .< a,b),

b b
Ve~ vVre,
a a

(C)* prostor (BV( (a,i:)_-), 59) je (dokonce) dpln$, tj. normovany proator
(BY ( La,b)> ), | ﬂ ) Jje Banachiv,
Dikaz. (A) ZTvrzeni plyne ihned z vlastnosii normy v 5.16.

(B) Nechl :-fn_L £t 'héch{f

. . b
a ()£ (a) - £la)] + v (£, -2 =0.
"R —poO a

: b )
Specidiné £ (a)— f{a} , Vi, -} —~0.
o . a

Zvolme libovolné x € <é,b> . Potom
. . . : o P b o
£00 - e | £ | gh0e) - ) | AR

" 275371 Z6
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{nebol l 99 (x)lé_- lgp (a) I+ 399 - viz kupi‘- d&lmg'-‘j'.;i.a). odkud plyne,

e £, =3 f v<as, b> (proveate podrobné!)

Zbytek tvrzeni dokdZeme pomoci nerovnolti

b b b .
VE - VS l € VAL, - - L. ... o et
a a8 a Lo

b b .
(nebo{ o :Sﬂé gf?ll plats

b

il gy iy lepdy -
=\z(90- y/ ))

(C) Necht posloupnoat { £, } CBV(<a,b>) Je P -cauchyovekd. Lehko zjis-

time (obdobné Jako p#i ddkazu (B)), %e posloupnost fn}-;je cauchy-
ovekd vzhledem ke ste jnomérné konvergenci na_ﬁ(a,b) + Existuje tudil
funkce £ tak, Ze ‘

D <C
~=
[}

£,=%f na {a,b> (pro&?),

Cbdobnd zjistime, %e posloupnost { v fn} Je cauchyovskd ( JakoZto
a .} sy

b
posloupnost redlnych &isell), existuje tedy vlastni lim V fn
a

Dikaz u.konéine, podaﬂ -11 se ndm dokézat, Ze .f € BV( <4a,b>) a
£, L. f . Ale podle lemmatu 5.15 Jje

b I
£, = lin 1; fn.<+°°‘,

W <o

b
v £ % lim inf
a.

tedy f € BV({a,b> }.

Snaime se dokdzat, Ze f _ﬁ, £ .Bud tedy n€N a £ >0.
Potom

lim (f, - £ ) =f - ¢
K - o0 k n o’

tudiZ (opét podle 5.15)

b b
V (f~f£)% 1lim inf Vv (£, - £) .
n - k n
a -y a - .

b
Nalezndme nyni M tak, aby pro i,j * M bylo V (f, - fJ) <E&E.

b - ‘
Podle predeSlého pek bude = V (f - £,) £E&£ po J2M a tvrzent

vyplyne z rovnosti a
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(dokonZete ddkaz podrobad sami!).

IS.lEJ Problém. ZJjistéte, zda implikaci v 5.17.B lze obrétit, tj. zda plati

b b 4
£ € M(<a,b>),rnzr v{a,b), \;rn—- zf—?fn"—"‘ r .

Co kdyi priddme JeBté pledpoklad f € BV( {a,b> )7

2. cvIlENT A PROBLEMY

[5.A] Cvitent. Bulte X > 0, /}0 y fix) = x* sin 1‘ y T € (0,1,
x

£(0) = 0.
UrSete (v zdvislosti na & ,/J ), kdy £ € BV({ < 0,1>)!

- [5.B] Cvitenf. Je-11 f €BV(<a,b>) & inf {|f(1_:)| ; X € {a,b> > 0,
jo § € BV(a,b>) . Dokazte! Stailo by predpoklédat, %e f(x) > O pro
véechna x € a,b)> ¢ '

5,01 Cvideni.
(A) Musi sloZend funkce ze dvou funkel koneZné variace byt funkef konedné
variace? (Formulujte pfesnd ji!)

- (B) Necht ¥ € BV( ( a,b)), W (<ap>)c <&, 4>, pecht funkce @
Je lipschitzovakd na (A ,/{> {(viz 5.2.4). Potom
50 % YeBv(<a,b)) .
(C) Je-11 £ €BV((a,>>), P 21, potom ]rlpe BV(< a,b> ).

5.D] Cvilenf. Je-1i f € Lip;(<a,b>) (viz 5.2.4), Je ¥ Lip(<a,b>).

"
5.E| Cvideni. Bu@ f spojitd v bodd xela,b> (f& BV(<a,b>)). Potom i funk-
ce f (a tedy i funkce £, £ ) je spojJitd v x . Dokaite a porovnejte

s 5.10.B.

Ndvod, VyuZijte nerovnost

' ‘ *
If(x) ey € T £ =L - £lx) .
x

Plati tvrzeni i pro spojitoat zleva &1 zprava? Jeet sprdvnd implikace:

+
f spojitd v x ==Hf spojitd v x 7
Shrnte viechna tvrzeni o souvislostech spojitostl funke{ f, £, £, £ !
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[5.7]

Probléx, V 5,10.B a ve cviZeni 5.E jsme ukézall platnost ekvivalence !

£ epojitd v x¢==>f  spojité v x .
Zkoume jte vitah mezi

existenc!{ f'(x) a existenci (;)'(x).

w
5.G| CviZenf{. Bud f € BV(<{a,b>) , A =17 ({a,b>).
b .
DokaZte, Ze V f = diem A.
a
5.H{ Syetém BV ( la,b>) jako svaz,

(A) Budl X mno%ina. Relaci =% m X nazveme CéstaZnym uvspoldddnim, jestli-

e plati '
(1) x-ﬁy,y'—‘-z-»xd-s,
(11) x=2y, y=2 2 = x = y ,

(1i1) x=x .

(B) Nechl (X, = ) je &4stedné usporédand mno%fina, necht & £ Ac X .
Rekneme, %e¢ G € X je supremem mnofiny X (piSeme G = sup A), je-li
splnéno: '
(1) pro vSechna x € A plat{ x = G,
(2) jestlife pro viechna x e A Je x=G'(G€ X) , potom G =% G”,
Obdobné& definujeme infimum.

{C) Ukatte, Ze sﬁp A nemusi vidy existovat, Existuje-11i sup 4 , je jedno-

(D)

(E)
(F)

(@)

znadné uréeno.

C4stednd uspofddanou mnofinu nazveme svazem, jestlife kaZdd dvouprvigvd
mnoZine méd supremum a infinum. '

Ude jte pfiklad &Edstelné uspoiddané mnoZiny, kterd neni avazem !

Pro f, g € BV(<a,b>) poloime

def
£f€g (==>» f{x) € g(x) pro ke%déd x& <a,b> (prirozené uapo-

prirozenéd uspordddni funkcil).
Uxeite, Ze (BV({a,b)), < ) je svaz.
Ndvod. PouZijte 5.4.c.

-4

Oznedme X = {f € BV({{a,b>) ; f(a) = 0} a definujme (£,2 € X)

def ‘ ‘
f 2 g¢==>g - Je neklesajlcl funkce na < a,b> . Dokalte, Ze

(X, 2 ) je svaz.

X)

______ €
sup (£,0) = £ , inf (£,0)=- ¢

a vyu¥ijte poznatku, Ze
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sup (£,8) =& + sup (£ -g ,.0),

inf (£,g) =g + inf (£ =g, 0 o .

1

5.1j Cviteni a problém.
(A) UkaZte, %e BV(<a,b> )T R{(La,b>) .
Ndvod, PouZijte Jordanovu vétu & 1.8.b.

(B) Do prostoru BV( <a,b>) nlZeme zavdst kromé metriky f z 9.17 téi tedy
*integrdlni{® metriku a pedle 5.3.,s2 1 "supremovou" metriku. Zkoume jte vzd-
Jemny vztah techto metrik! ’

5.J] Cvideni.

. X .
(A) Bud £ spojitd v {a,b) . Poloime Fi x—-vff , xe <a,b> .
Potom F €BV((a,b>) a a '

f 3
b
VF=(R)flfl.
a Q

DokaZte !

(B)* Tvrzeni z (A) zlstévd v pletnosti i pro f € R({a,b> ). Pokuste se o di-
kaz, tento viak Jji% neni nikterak snadny.

¥ x
Névod, Piste F(x) =f £ - /f‘ .
a a ‘ '
(C) Specidiné z (A) plyne: Md-1i funkce na intervalu ¢ a,b> spojitou

derivaci, potom 996 BV( { a,b>) a

b 4 !
| vy 71
- 5
Ib‘.Kl Cvideni. Funkce f md konednou variaci na {a,b> , prdvé kdyZ ke kafdému
x € {8,b) existujlt A, /dx ( A, =0 pro x =a, ﬂx =0 pro x =b ,
v. ostatnich pf{padech o _ , /Kx kladnd) tek, Ze { x - d‘x s X + /Sx >
C {ad> a feB(x-~ Ao x+ ﬂx> }. Jinymi slovy, funkce f

mé konelnou varisci na a,b , prdvé kdy: f je "lokdln&" kone&né
veriace na <{a,b)

DokaZte!
Ndvod. Poufijte 5.5 a Borelovu vétu.

5.0 Cvigent.

(A) Definujme usmérnéni na mnoXiné Xy] {{a,b>) jako v 1.K.a.5 (tj.
-
Dy =7 Dy (==> V(D) ,é Y (D,)). Bud f =8pojitd funkce na (a,b>. Potom

b
lim (T(£,D) ; £ (La,p>), =*)= v ¢
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(Easto té2 pi¥eme ' lim T(£,D) =y £ ) .
y(p)»0 a '
Doka%te!

¥évod. Zvolte & <

P<.o

£, najdste .D_ €9 (Ca,0>) ,

D°={ 8 =x (x1<...<x = } tak, aby T(f,Do)-) A
" Vyuzitim atejnonérné apo,jitoati f naleznte J > O tak, ‘aby
' T(r Do) ‘

If(x) - f(.v) 4 | . l:dykoliv |x-y|< 5.

4 n

Kone&né ukaite, e pro kazdé DE€.@- ((a b> )., pro které ¥ (D)< & ,
platf T(£,D) > A .

(B) Ukalte, %e pro nespojitd funkce tvrzeni neplati,

v

I . I Cviéeni, dJak vypadé lineérni obal mno%iny véech nerostoucich (resp. ros-
toucich, resp. monotonnich) funkef v (a,b> ?

Poznémka. Bul ¥ vektorovy prostor, A C W i’ Nejmendf vektorovy podprostor W
obsahujici mnoZinu A (lze ukdzat, %e vidy existuje a je jednoznadnd
ur&en) nazveme linedrnim obalen mnoiim' A . V nadem pripadé volime za I

‘systém viech funke{ na intervalu (a b) ‘s obvyklyli operacemi).

5.N| Cvigeni. Bud y/ Riemannova funkce na intervalu <& 0,1 > (vis 1.3.4).
Rozhodnéte, zda W € BV(< 0,1) ), resp. trochu obecndji - pro jakd k
Je y; € BV(<0,1>)7

15.0;1 Cvileni. Budte £, € BV( {a,b>) & predpoklddejme, %e

b
(1) existuje K tak, Ze z E £X pro kazdé n (funkce £, ma-
J1 etejnd omezend variace),
(ii) posloupnost redlnych &¢isel {fn(a)} Je omezens.
Potom existuje f€BV({a,bd) a vybrand posloupnost fnk}

z posloupnosti {fn} tak, %e

lim fnk (x) = £f(x) pro ka¥dé x € {a,b}> . ' ,

Bolzano-Welerstrassovou vétou pro reélnd &fsla (z kaidé omezené posloup-
nosti redlnjch Zisel lze vybrat konvergentni posloupnost).

Ndvod_k_dikazu. FPPedpoklddejte, %e vBechny funkce fn Jsou v intervalu (a,b>

neklesajici (jinek pouijte Jordanovu witu o rozkladu). Nechi {xn}

Je epoletnd husté podmnoZina v {a,b) obsahujfci body a,b {existuje
vibec?) .



(a) Uxaite, Ze existuje posloupnost {nk} tak, Ze pro kaZldd 1 € N Je
posloupnost {fnk (xi)} konvergentn{ (poufijte Bolzano-Weieratrasscvu
vétu a diagondlnfi metodu).

(k) Oznaite ?(x) = lim aup fnk (x) pro x € <a,b> . Lrejmd

R _
£(xy) = 1ia £ (x;) pro keldé {.

nk .
Fal
(¢c) Ukalte déle, 2e f(x) = 1im £ (x) v keidém bodé® x , ve kterém Je
funkce ? spojitd. Zvolte E\) 0 , nalezndte xp; Xq * xp<x <xq
tak, aby - . :

~ A. .4\ A
[eexp - e ke, |fxp - fmfce

& n, tak , aby

|fee) -2, xplee , | B -2, (e <€
* o P ’ g’ T o %q ’
kaykollv n_> n, . | | o
(4} Funkce ? Je nespojitd nejvyde v spofetné mnokind bodd ‘{’n} (prodt).

" Posloupnosti redlnych Eisal { fnk '(’1)} Jeou opét omerené a ste jné& Ja-

ko v (a) jetd jednou vyberme p_oalo,up_no.sti{ f “l;} % posloupnosti
{f“k} tak, aby 1lim fn; (x) existovala pro vlechna x € (a, b> .
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6, Riemann-Stieltjesdv integredl

Obgah: A. Definice a zdkladn{ vlastnosti RS-integrélu (7 neklesajfcf).
B. RS-integrdl vzhledem k funkcim s konenou variaci.
. * Zobecnéné posloupnosti a limity.
D.™ Stieltjesiv integrél jako zobecndnd limita.
E., Cviteni a problémy.

A. DEFINICE A ZAKLADNf VLASTNOSTI RS-INTEGRALU ( (¥ neklessjfci)

Rdzné fyzikdlni problémy, jakoi i &1sté teoretické otdzky nés vedou pfiro-
zenym zplaobem k zobecndni definice Rismannova integrdlu. V tomto odstavei vybu-
dujeme teorii Riemann-Stieltjesova integrdlu. Presné jako tomu bylo u R-integré-
lu, kde jesme méli moZnoat volby celd Fady ekvivalentnich definic (viz 1.1, 1.25,
1.J, 1.K), méme i pro definici RS-integrdlu ridzné varianty definice. PFiklonil
Jsem se¢ k jedné z nich, ostatni zplisoby zavedeni RS-integrélu jeou v odstavel D
{6.21, 6.26) &1 ve cvident 6.S5. Pfl tom jii neni zfe jaé, zda rizné definice
RS-integrélu jsou ekvivalentn{ (a také tomu tak nenf! ).

Fl

6.1 ]| Definice RS-integrdlu,

Bud w neklesajici funkce na uzavieném intervalu a,b>, f bud omezend
funkce na {a,b)> a D ={ a=x X 00X, = b} bud d¥leni interva-
lu {a,b).

Utvolme tzv. horni a dolni aoudet,

n
S (£;D) = sup f£(x) . (@(x,} - (x,.4))
g 1=1 xelx; 1,xp) 50 i y 1170
: n
(£,D) = inf f£(x) . (P(x,) - (x, 40} .
i 2 ) g x&xi_lfxi) Pixy ¥ i-1

Stejné jako v 1.5 lze dokézat (provédijtel), fe sgp (£;D)) £ S@(f,D,),
kdykoliv Dy, D,€8& (<a,0)) .
MiZeme tedy definovat horni{ & dolni RS-integrdl vziahy
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r
(‘RSJ_/fdy
a4

&

(RS)/fdfﬂ

a

1nf{ S?(I;D); pe ((a,b))} ’

aup{ s? (£;D) ; e ( La,b> )}

2fejmd je vidy splnina nerovnost (RS)/f d y & (RS) / f dﬁ .
‘

Syatém vi3ech funkel f , pro nd% (pii dané funkciy 1)
S 3

(HS)/ £ dy (RS) f b 4 dy znalme symbolem R, (< a,b>) a apoleinou
a J 3

hodnotu horni}o a8 dolniho integrdlu znaéme v tomto piipadd (RS) / £ d?

&1 krétce f £ dy a fikejme tomuto Bislu Riemann-Stieltjeaﬂv integrdl
«

funkce f podle funkce }9 pfes interval £ a,b>

[6.—2l Pozndmky .

(A) Riemanniv 1ntegrdl Je tedy specidlnim pf'ipadem BS-integrdlu a obdriime jej

volbou funkce ? {x) = x.

(B) Bylo by vhodnd, kdybyste si ji¥ nyni vyPeBili nékterd ze cvideni 6.4, kde

jsou uddny konkrétni pfiklady RS-integrild. &

(C) PFl vySetPovdni vlastnosti RS-integrédlu miZeme zkoumat integriél f fad ? H
a .

(a) v zdvislosti na funkei f ,
(b) v z4visloati na funkci y

(¢) v zévislosti na intervalu ¢ a,b > .

Nejdf{ive sl oviem odvodime nékteré exlstenénf podminky. Ffedpoklddejme,
v dal#d{m, Ze y Je neklesajici funkce v intervalu (a,b)» , f omezena
funkce v (8,b ).

| Véta (nutnd s postadujici podmfnka existence).

Funkce f € Rg ({a,b)>), pravé kdy% ko kxaZdému € > O 1lze najit d¥lent
D& D (a,b)) tak, fe Sy (£;D) - 8y (£;0KE .

Dikaz. Provedte sami podle ddkagu véty 1.7.

- Véta (postadujici podminka integrability).

Ka¥dd spojitd funkce v intervalu (a,b) leii v systému R’ ({a,b>) ,
tedy ¥ ({a,b2)C R, (<a|b>‘)-



Dikaz (obdobny didkazu vity l.8.a). Zvolme & > O . K nému nalezneme déleni
D= {a =X, Xy (e KX, 7 b} tak, aby

sup f(x) - inf f£(x) £ E
xe{xi_l,xi) xe(xi_l,xi)

pro vdechna i (i = 1,...,n) . Potom ovem
Sp (£iD) - 8p (DK E . ( f(b) - Fla))

odkud jiZ plyne podle 6.3 tvrzeni.

- Véta (vlestnosti RS- integrélu v “"zdvislosti na funkci £" ).

Plati ndsledujici{ implikace:

(A) ,86 Ry (<ab>)%f+ge Hy ((ab)) a

/(f+g)d5ﬂ /fd? /gdy

(B) f€ Rgpia,p)), A€ E %Rf&ﬁy((a,b}) a

A R
&/Afdgp=&!fd§a

(C) f€Rp(La,bd), £20 v a,bdm=d [f d¢p 2
'

a

Dikez. Tvrzeni dokeZte sami. PouZijte anmlogické dlkmzy w&t 1.11, 1.12.

- Véta (dal3i viastnostl RS-integrdlu).

Plat{ ndsledujici implikace:

(ay TfE€ R}p(<a,b))=}>|fleﬁy ({a,b>) =

I“'/lfdfﬂ éaf|f]

(B) f,Z2 ¢ Ry({&,b) ) =»max (f,g), wmin (f,g) € Rf (L a,b>) ,

(C) f,ge Rep(La,bd) =P f.g €Ry(Labd) .
¥ ¥

Dikaz. Op&t dokazujte sami podle 1.15, 1.17.

- Vita {vlastnosti RS-integrdlu v “zdvislosti na funkci ? ).

Plati implikace:
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(A) feRg(<ab))NRy(Laby)=>re Ry gy (8,0>) o

&/‘fd(y'«l//):/fdy +/‘fdy .

[-3

(B) re Ry((a,b)) , TR O =Dfg Rcsp (£8,db)>) a

£
/fd(cy)=cffdy.

a a

Dikaz.
(A) Bud Ded (Cs,b>) , poton
S?i_’(f,D) = S¢ {(£,D) + S)p {£,D) .
Tedy nerovnost
&

/ Ta(@+Y) €5y (£,0)) + 5y (£,D)

.3

plati pro keZdé Dl' D, € &« £a,b>) , (provddéjte podrobnd, viz téZ
ddkagz véty 1.11), tudf{% i

£ 4 4

/fd(7+V) 5/fd50+/ fay .

a a

Obdobnd nerovnost se dokdZe pro doln{ integrdl e je jich spojenim obdr-
2ime AlQkaz (A).
(B) Dokazujte sami!l

[6.8] vVéta (vliastnosti RS-integrdlu v "zdvislosti na (a,b) "),

(A) £€Rp(Lab)), 8 {clb=dbreRyglaed), fe RylL ¢,b>) a

F 3 é F 3
K[rdf=/fdjﬁ+ffd9’
-3 &
{viz pozndmku v 1.18!).

(B) fG.Ry_((&,t:)), féRy((C,b))=} fe Ry((&,b)) a

£ y o £
a/fdp+/fd? =¢/fd}?.

Dikaz. Provedte saml podle ddkazd 1.18, 1.19 .
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|6.9| Foznédmka. Ddle bychom mchli vydetfovat - obdobnd jako u Riemannove inte-

grélu - integrél f£4d y Jako%to funkci horni meze, mohli bychom zkou-

mat otdzky limitnich pfechodd
&

4 .
T
f,— ¢ @/t‘nd?—b fd?,'
a a '
&

99ty [ragfie.

vydetlovat "Jordan-Peano-Stieltjeslv" objem, rovnd% jako radu deldich oté-
zek. Nebudeme nyni tyto problémy vydetloval, ponechéme 8i je do odstavce
(D) a do cviZent.

IG.lol Poznémka, UkdZfeme, Ze jii neplatf analogické tvrzeni jako v 1.23, tJ.
neni spravnd véta:

"Necht { D, }c 9(( a,b>) - je poaloupnost d¥lenf s vlastnostf

lim ¥ (D) = 0 , necht re Rp( {a,b>) . Potom

4
lim 8 (£,D;) = lin Sg (£,D) = ]r .
a
P¥{klad. Nechi
0 pro x € £0,1) ,
£flx) = /
\1 pro x € €1,2) ,
0 pro x € {0,1> ,
P (x) = -
\1 prc x €(1,2 > .
2

UkaZte, Ze feR?(f(O,Q)), fr dy‘ =1.
a

Bud D délent { 0,2 urfené d¥lfcimi body:
1¢2 1 1 1
0(3(3( ses <l-;<1+a <..-<2-E<2'

Zfejmé ¥ (D) =2, s(,D) =1, 8(£,D) =0 pro kaztaé n €N .

UkaZte, 3e v tomto p¥ipad® neplati ani tvrzen{ véty 1,24 a tudiZ i defini-
ce RS=integrdlu, kterou bychom z8lo#ili na pozndmce z 1.25, by nebyla
ekvivalentni s nadi definici., O tom v3ak aZ v odstavci D .

Vyslovime nyni vdtu, podle které lze RS-integrdl prfevéet na R-integrédl.
Predpoklady této véty jsou vBak znalnZ ailpé, lze vyelovit véty daleko obecndjii
(viz cviteni 6.D).
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- Véta. ‘

Bud f spojitd v (a,b), nechl & Jje neklessjici v Lo,b> a né
v {a,b) spojitou derivaci. Potom

4 4
(RS)/fd?:(R)-/fy,
a . a

(vime jiZ, Ze oba dva integrdly existujl - podle kterych v&t7).
Ddkez. Bud D€ H(La,bd>), D= {a = x < x evn Lx, = b} .
Extstujft  § € (x,1, x) (1 =1,...,n) ek, ze

P - Pix ) = P fi) c(xy - oxg_y)

Tud{Z n

8? (f,D) = Z inf f(x) . (? (xi) -?(xi"l)) <

=1

42: e 60 Pk (e - x ) # Sp (f,D).

Odtud ji% plyne (viz vétu 1.24) poladovand rovnost (provedte podrobnél).

B. RS - INTEGRAL VZHLEDEM K FUNKCIM s KONEUNOU VARIAC?

D¥ive ne? pfistoupime k definici a zdklsdnim vlastnostem, odvodime si jed-
no potfebné pomocné tvrzeni. '

|6.12I Lemma. Budte f,g,h neklessjic{ funkce na intervalu ¢ a,b> , necil
f = g+th . Potom Rf(.(a,b)) < Rg((a,b)) .

Dikaz. Bud F € Ro(8,b>) ; zvolme £> 0 . Podle 6.3 najdéme
ped({a,bd) , D= { 8 =x X eer Lxy =0 } tak, aby

Sp(F,D) - 8,(F,D) < & .

Potom
n

SS(F,D) - s (F,D) =Z {(sup F(x) - inf F(x)) (g(xy) - 5("1-1” <
g i:l xt(xi."xi> x((x"",xi')

n

5& (sup F{x} - inf F(x}) (£(xy) - £l{x;_,)) =

= S, (F,D) - 8,(F,D),

odtud opét podle 6.3 plyne tvrzeni.
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6.13] Definice. Bud f omezend funkce definované v intervalu {a,b> a
negh"t Je funkce s konelnou_veariac{ v tomto intervelu. Oznadme symboly
59 . 50 pozitivn{ a negativni variaci 5? na (a,b) (viz 5.11).
Rekneme, e funkce f Je riemann-stleltjesovsky integrovatelnd na inter-
valu (a,b>» vzhledem k funkci @ 5 Jestlite
FeRg(Capd) N Bg(La, BDI.
Oznatme Rgp ({a,b)) = Rﬁ((a,b) )N Rg(<u,b) ) a pro
fe R? ({a,b}») definujme Riemann-Stieltjesdv integral vztahem
2 < 4
(RS)/fd =(ns>ffd5d‘—c33)/fa 2
Jrag -y 2
6.14f Poznédmky.

(B)

(C)

Je-11 .funkce ? neklesajic{ v intervalu ( a,b> , neni novd definice
v rozporu s definici v pfededlém odstavci, nebol funkce 99 Je na {a,b>
konstantn{ (viz 5.12.D) a

ffdsp_=o, a/éfd?* = ‘/.‘fdf.k

Naskyth se otdzka, zda definice syatému Ry {{a,b») zdviai na Jorda-
nové *"rozkladu™ funkce 99 (;0 =f, -f,, kie f,, fz Jasou neklesaji-
c¢1). Uvedeme pfiklad, Ze ano.

Bud G funkce z pfikladu 1l.3.¢ & necht funkce h je definovédna pied-
pisem

/0 pPro X & <0,-8:L> '

h(x) =
\1 pro xe(%,l) .
4 .
Potom (R) f G{x) dx existuje, x = [x + h(x)] - h{x) Jje Jordandv
(4]
rozklad funkce x, ale pfitom (RS) Gdh neexistuje (viz kup¥. cvile-
ni 6.0). ']

Z lemmsatu 6.12 vyplyvd, Ze nade definice RS-integrdlu je vlastné “"nejvy-
hodné 81", dostaneme systém R g (¢a,b>) nejvétsi, Presndji - nechl
P=1t -£, (£, £, neklesajici v {8,b> ). Podle 5.13 existuje

v intervalu < a,b > neklesajfci funkce g tak, Ze

+ .
f= P e, = Y +e.
Ze 6.12 tedy vyplyva, Ze

Re, ({a,b)) cRg (LayB>) sz ({8,b>) ¢ Rg(<ap>) ,

Jinymi slovy
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Ry (€2,53) N By (Lab>) CRp(Kab)) .

Jak jsme vidéli v (B), rovnost nemusi nastat.

£ =g +h. Vime jif, 2e R (Ka,b)>) C Rg (¢ a,0>). Za jakych piedpokla-
dd o funkcich f,g,h w=mlile nastat rovnost téchto syetémd 7

* ~

[6.15] veta. Bud PEBV (Ca,b>) , nechi @  je neuréité vuriace funkce f na

{a,b>(viz 5.9). Potom R, { £a,b>) = R; (<a,b>) .

Ddkez. Bud fg Rp({a,b>) ; potom f¢ RF (L 8,b» )N RF(<a,b>) a
podle vty 6.7.A Je f€ R :5”- ({a,b>). Ale f-u- y = - .
Necopak ze vztshu 5" = } ¥ & z lemmatu 6.12 (funkce y-, ¢, 9
Jeou peklesajici! ) plyne, Ze

Rr(( a,b>») C Rg((a,b))n Rsp'(( a,b>) = R’((a,b>) .

- Véta (Zékladni vlastnosti RS-integrélu)

Platf ndsledujici tvrzeni (predpokléddme y » W € BV ({a,b>)) :
(A € (La,dbd)C Ry ({a,0)),

(B;) f.ge By((a,b)) = f +56R9(<a,b>) a
‘ .

[(ug) i@ = ‘fd? +/!§a5v,

(B) fE€Rp({a,bd), c€E =hcre€Ryg (Ca,b)>) =
iy 4

/cfdsﬂ =cj frag@ ,

(c;) feafua,b))—;;] r]€ Ry (La,bd> ) ( =Ry (La,0>)) @
[eag

*
< ﬁf|d5¢7 (1),
a

(C;) f,8 € Rg(a,b)y) =>mex (f,g), min (f,g) € Ry((a,b)) R

(Cy) f.g€ Rep(<a,b)) =P f.g € Rp(Lab)>) ,

(Dy) f€i¢((’a,b))f\ﬁy((a,b))=—?f€ Rg +P(<a,b)) a

jfd(fp+§y)=[‘.fdﬁ9 +a\/:‘dy ,

(D;) f€&Rgp({apd),cé€E = feRcy ({a,b>) a
4 4

ffd(c?)=cffd .
4

a a
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(E;) fe Rp({a,b)), adclb =pf e Rgp({a,cd) , f€ Rgp(Le,b))

a ffd?:/crd?+ /‘fdp
d a &

(By) f€Ryg({a,e)) , fe€ Rg(Le, b))-——')fe ng,t(a,n)) a

J\fd? fdy v/‘.f.'dy

Dikaz. Dikazy plyncu ihned z pf{sludnjch vEt z odetavce (A) a z definice
syatému Rg,((ﬂ,b)) . Pro ilustraci doksZeme (C4), nerovnost v () &
(D), ostatn{ provedte sami.

(Cy): Bulte f,g € Rp{{a,b>) , ti. £,8 € RF(La,b>)N RF(La,bD).
Podle 6.6.C ovliem f.g € Rg'{<a,b>)N Rg(La,b>) = Ry(La,b>).

(Cy): Obdobné dokdZeme, Ze |f| €Rp(a,b>) , kdykoliv fe& Rep( La,b>).
Potom

fag)l l]fdgp ffd?"l ‘ffay? rasp
éflrlasf+/|f|asf=j|fl : csﬂ'+9")=
fiet + ¢

(kterjch vét jsme pouiivali?) .

(D)): Necht f€ Ry (<a,bD>)N By a,b)), tj. nechi
fe RF(Labd)Nn RgiLa, b)) N Ry La,b) )N Ry {Ca,b> ),
Podle 6.7.A je

2eRG JF(La) )N Ry (L ayb))

& £
ffa(§‘+ﬁ)=/fa5f+ /rgyf.
s 4
/fa(y—+;b')=/fasi+/fdy7. :
i J

Obtiﬁ Je nyni v tom, Ze nev:‘.me zda-1i poaitivni {negativni) varisce funkce
SP ¥ Je rovna y + ¢ - (5’ V ) - ostatnd, plati toto?

Ale ze vztahu

y  (x)
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a z véty 5.13 plyne existence neklesajic{ funkce g na (a,b)> takové, Ze
?"-I'Vf:}'{-l-g, y_-pyl-:ﬁ»;g.

Odtud pomoci 6.12 dostdvdme, Ze
te Rﬁ {{a, b)) n R {(£a,bd) N R ((a b> ) .

Tedy kone&né rERH ((a,b}) (H= @ +¥!)a

/rd(?'*fﬂ)-'-ffdﬂé fras /rd(?»«;ﬂ) /rdn+_/;:ag,

cof ve spojeni s (:) 44 hledanou rovnost.

6.17

V daldim ukdfeme, jakym jinym zplsobem lze jedté definovat Riemann-Stiel-
tjestdv integrdl ; ukdZeme, prod jeme se omezili v nad{ definici pouze na omeze-
né funkce f a na funkce 8 konednou variacf. Podotykdm , %e ase jednd o po-
nékud obti¥nédj&f partii a doporuluji Ji ke studiu pouze lep3im studentim.

* 70BECNENE POSLOUPNOSTI A LIMITY

_

,6.18' Definice. Zopekujte 8l pojmy - “usmérndny soubor", "zobecn&nd posloup-
nost”, "zobecnédnd limite™ - kterd jsme zavedli ve cvidenf 1.K. Misto sym-
bolu 1lim (F,A, = ) poulijme oznadeni 1lim F(x) &i téZ lém F .

6.19| Cvideni. Nechi (D, =) je usmérndny soubor; f,g budte redlnd funkce na
D . Dokeite ndsledujici tvrzeni.

(A) Limita lim  f(x) , pokud existuje, je jednoznadné uriena.

(B) Limits m, f(x) existuje, préveé kdy: je eplnéna ndsledujic{ Bolzano-
Cauchyova podminka

(BC) : V £>0. Jxo V x, x" (x"& X x" = Xq m#i £{x") - f(x"){CE .

(C) Existuje-li 1lim f(x) a je-1i c €BE, , existuje téZ lim cf(x) a
plati :
lim, ef{x) = c¢ lim f(x)

(D) Existuje-1i lim_ £(x) , existuje té% lim | f(x)|

|f’(x)| a | la_ £(x)
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{E) Existuje-11 lim, f(x) = A , miieme nulézt K >0 a X, € D tak, Ze

x £ x —=;»|f(x)|é K .

¢
(F) Existujf-1i limity lim, £{x) , lim g(x) , existujf té% limity
lim (f(x) + g(x) )}, lim, (£{x) . g{x) ) a platf

lim (f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim, g(x), limx(f(x) . glx)) =

lim fix) . l:lmx g{x) .

— -

(A) Nechi lim f(x) = A a soulasng lim, f(x) = B . Zvolte £> 0 a nalez-
néte x,, X, € D . tak, aby

x & 1 =y|£0 -a|<g , x & x, =Pl -8lce .

Existuje x € D , x i-xl,x

o o £ E x, . Potom

[»]

iA-B\€|A-f(x°)l + lf“‘o) *B\ £ 2¢.

- (B) Existuje-li 1lim_ f(x) , je BC-podminka splnéna. Naopek predpoklddejte
X .
platnost BC. Neleznéte x € D (n=1,2,...) tak, aby

x'g-_x , X" = X, = lf(x')-f(x”) l(%-

Mifete hned predpokléddat, Ze x; = x5 = xg 2 ... (pro#?) .
Posloupnost redlnjch &isel { fix )} je cauchyovské (nebol pro ke%dé n,

s ]

Sk

peE N Je 1 f(xn) - f(xn+p) ‘( ), tudii existuje lim f(xn) = A .

n-»o0
StaZf nyni dokdzet, %e lim f(x) = & .

{C) - (F) . PouZijte standsrdnich metod.

D.™ STIELTJESUV INTEGRAL JAKO ZOBECNENK LIMITA

l6.20' Definice. Bud (a,b> uzavieny intervel v E, . Do mnoZiny A viech
dvojic { D, f (kde D = { 8= x {xX; s (X, = b } je d&leni inter-
valu (8,b)> = Ee I(D) - viz 1.J.- je n-tice ( §1'"' §n ) takovd,
e x;_, 1 = x; )

*
zavedme uspofddénf{ = , podle l.K.e,f , tj.

{Dl’ §1} = { Dy, §2} <£_e=_{> D, € D, (usporddédni dané inkluai),

- . def
D, 51 2 Dy, 52 &> J»(Dy) & ¥(D;) (usporddani dené nor-

mou).
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. *
Lehko sami zjistfte, %e dvojice ( M , R) a (M, =) jsou usmérné-
né soubory. ' '

Budte nynf f, ¢/ redlné funkce na intervalu £ a,b > . Pro kazdé
DE D(<a,bD>) = ;;‘e I{D) poloZme

n

6}, (f,D, f ) = ; £ §i) (Pixy) -§0§x1_1)) .
Zie jmé& 6} {(f, « , + ) je funkce na M & miZeme tudiZ uvaZovat Je i1

limity vzhledem k usmérndnim = a = .

]6.21' Definice. PodrZme oznadeni z plfedchoziho odstavce. Existuje-1i zobecnéng

limita 1=%m 6} {r,D, f ) vzhledem k uspobdddni = , Fekneme, Ze funk-

ce f mé Stieltjesdv i-integrdl (krétce iS—intEgr‘él) podle funkce 50
na intervalu ( a,b > . Klademe pritom

1
i /’ def
(*s) fa¢ = lém Gy(f,D,f).

a4

Mi%eme nyni - pf‘i pevné funkci 59 - zkoumat t¥{du v3ech funkei f , pro
y

n&Z integrdl (iS) f f djﬂ existuje. Oznadme tuto tffdu symbolem
- 3

159 (<a,b> ) « ( Obdobné mlZeme téZ zko-mat - naopak pFil pevné funkci

t - tfidu v3ech funkci 59 , pro n&% existuje integrdl (iS)Jf d 59 o)

V pfipadé, kdy existuje zobecnén limita lim 6} (£,D, f ) vzhledem

k druhému uspofadéni =% ; definujeme Stieltjesdv n-integrdl (krdtce
AS-integrdl) vztahem
4

" def
n - .
a

ptitom symbolem nS? ({ a,b)>) oznadime mnoZinu vech funkcl £ , pro

néZ tento integrdl existuje.

Pozndmky.
{A) Prep{Beme-1i definici zobecndné limity, obdrZime nésledujfci tvrzeni
! ,
{1) Integral (iS) ff d5ﬁ existuje, prédvé kdy’ existuje A € E,

s vlastnostf: %
"ke ka%dému £ > O mdleme nalézt délent D, € J (<a,b)>) tak, Ze
]6‘5,(1’,1), €) -4 ](5 , kaykoliv D€L (La,p>) , D C D,

gelcn) .
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y 3
Potom zfejmé A = (iS) f f d50 - porovnejte s l.J.al)}

L *
{n} Integrél (nS)jf dgﬂ existuje, prdvé kdyZ existuje B € El s vlast-
nosti:

"ye kaZdému £> 0 miZeme nalézt £>'0' tak, Ze
‘@’Sp(f,D,g) -B|<E , kaykoliv DeD(La,p>),
D) £ J & fe1m - . '

{Op&t pak B = ("s) £ dy , viz té2 1.J.b.).

(B) Prostudujte si pedlivé tvrzenf (i) ve cvileni 1.K. Z néj vypljva, Ze

Sy ({8,b)) € 189, ({a,b>) pro kazdou funkei ¢ a
4 , .
("s) ff d50 = (1g) £ d50 pro fe€ “sy (La,b>) .

a a .
V 1.K. jeme té%f ukdzali, %¥e v pfipad® Riemennova integrdlu (@ (x) = x)
se systémy nS((a,b)) a j'S((a,l::')) shoduji. Je tudiZ lhoste jné,
zda R-integrdl definujeme pomoci uspoPdddni d&leni podle inkluse &1
normy. Pozdeji ukdZeme (viz 6.31), Ze systémy iSy (£a,b>) a
nsfﬂ ({a,b>) saplyvajl pro spojité funkce 99 » zatimco pro nespojité
funkce 59 JiZ mezi nimi md%e nastat ostré inklusi.

{(C) Prozatim nevime, jaky Je vztah integrdlu (RS) [f d? (ktery byl
v odstavei (B) definovdn pouze pro omezené funkce f a funkce y 8 ko-

nednou variaci!), integrald (1s) ff‘ d5ﬂ Mgy [ £ d? a jaky

je vaten systémd Ry ({a,b)) a Sy((& b)) &i “s,, (£ a,b>).
0 tom viem se dozvime af v odstavei 6.38.

(D) V dalsfich odstaveich se spiSe soustifedime na existendni otézky

Stieltjesovych integrdld, na jejich vzéjemny vztah, na problémy, prod
jsme v minulém odstavel definovali RS~integrél pouze pro owmezend funk-
ce a podle funkci s koneénou varlaci; z vlastnosti Stieltjesovych inte-
grall uvedeme pouze ty nejzdkledné jdf{, ostatnf ponechdme do cvileni.
Ne jde ndm v tomto odstavei o celou 3i¥i teorie Stieltjesova integrdlu,
jde ndm vice o to, pro? tuto teorii budujeme prdvé timto zplscbem, jak
firoké t¥idy integrovatelnych funkei ném zachyti a Jjaké problémy s tim
vznikaji.

(E) Integrdly t!s) a (Ms) maj{ mnoho spolednych vlastnosti. Nékteré vity
plati pro fig integrdl i pro iy integrdl. Abychom je nemusell reozepiso-
vat, zavedeme tuto umluvu: JestliZe budeme mluvit o S-integrédlu, méme
na mysli bud vSude iS-i.nt.egrél nebo v3ude nS-integrél. Rovn&Z tak po-
uZive jme v daldim symbolu (( a,b >) = predstavujme si pod nim
kterykoliv ze systémid ig Y ((a b)) &1 nSy((a b)>).
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- Vi&ta (BC - podminka pro existenci)

Integral

A
(isy‘f d SP exiastuje, prévé kdy: je splnéna podminka:

VE>o 3o, eP(La,b>) YD', D" e (L 8,0))

F i ) L4
D,cD, D, C0n,  £enn, §'e1(D")%

=pl
Integrdl

Ve

V(D"

Gpit,0°, f‘) - 8 (£,07, £ |<g.
4

("s) ff a 99 existuje, pravé kdyZ je splnéna podminka:
i

>0 J8s0 Vo, 1 €D(¢a,0>)

y£6, vipm £9 f’eI(D'), £ e om =

@‘6}(1‘,0', f’) - @;‘,(f,D" ’f. )|<,g.

Ddkaz. F1

Lenma .

Necht f

"Ke ksidé
val (¢

yne ihped z 6,19.B.

€ 155’ (£ a,b>). Potom plat{:
mn £ >0 existuje D, € P(La,b)>) tek, Ze kdykoliv inter-

,d > je obsaien v ndkterém z intervald déleni D a kdykoliv

ty, t € (c,d> s potom

| cec

t) - 21)) (P - Pler|ce

Nechl f € nSS,((a,b>). Potom plati: ,
*Ke kas2dému £ > O existuje §>0 tak, Ze kdykoliv interval

{e,d)
t, €

l(f(

c,(g,b) splnuje nerovnost (d-¢) < & a kaykoliv t,
¢,d > , potom opit

t) - £t)) (P (&) - Plenl<E

Ddksz. DokdZeme nejdiive prvni tvrzeni. Zvolme & >0 a naleznéme

délent{

D, =

{a=x°(x1(...(xn=b} tsk, aby

D°, "> D, , ;'e (0", §" € I(D"l) =@|6};f,n‘, g")— e;u.u", {“)Ios.

Existuje
daleni

k, ke { 1. ' tak, %e (c,d>c <xk_1, x> - UvaZujme

{a

xg %, (xk'_léc(déxk(...xn(:b}.
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'
Zvolime~-11 , E™ € I(D}) +tak, aby fi = f"i pro i # k ,
fl; =t S‘ K = tp, dostévéme, Ze

|Bee.n, £9 - Gyis,, £ ] = | rep-ren . ga- gla|<e -

Ubdobné dokeZte aami druhou &4st tvrzaeni !

y
- Véta (podminks pro existenci ("S) [ tag )
' .
Integrdl (7s) fr d 9’ existuje, pravé kdyZ je splnZna podminka (%) :
a

"Fro kaidou posloupnost déleni D € Z ({a,b>) s viastnostf

lim v(Dn) = 0 @& pro kafdou posloupnost fn € I(Dn) sxiatuje vliastni
n-doo

"

Dikaz. Existuje-11 (Ps) [ fa¢@ , je ztejmé podminka (%) splnéna.

{Doka%te podrcbné!) Necht naopak je podminka (%) splnéna. Poznamenejme,

fe hodnota limity 1lim 6‘, (f,Dn, fn } nezdvisi na vyb¥ru posloupnosti
n-»am i

D, fn (méme-11 totiZ dv& posloupnosti D, D* , ;n € o),
g"n e I(d")) , s vliastnosti lim v(D;) = lim ¥ (D) = 0, mdfeme
utvofit posloupnost Dl‘, D3, Dy, D3 , ... a na ni aplikovat (x) -
rozmyslete!}. Oznadme tedy 4 = lim 69 (r, Dn, n ) a predpoklédde jue,

%e neni 1;1 @?(f,D,f) = A. Existuje &> 0 tak, Ze ke kaZdému
n € N mdfeme nalézt déleni D €D (La,b)>) & fne D)) s vlast-
nostmi ¥ (D ) % 8 l 6'? (£,0, fn) - AI) £ . Potom ovaem

lim ¥ (D) = 0 a 1im Gy (f,D, -fn ) £ A

6.26| Pozndmky,

(A) Podminka (%), uvedend v pfedchozi vété&, alouf{ mnoha autordm prédvé k de-
finici Stieltjesove integrdlu (viz kupf. J II, kap. X, § 7) a na nf byvé

zalo¥ena celd teorie.
y |

(B) Lze vyslovit obdobnou v&tu i pro (1S) ff d? ?

‘ -
4

- V&ta. Nechi existuje (S)ff d 5{7 . Potom mdZeme nalézt po dvou dis-

o v {&,b)> takové, Ze
(I) funkce y Je konstantni na ksidém intervalu I,,...,I
(II) funkce £ je omezend na {&,b) - (Ilu ‘es UIn ).

Junktni uzaviend intervaly Il,. sy I

n ?
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Dikez. Predpoklédejme, Ze f € i3)‘, ({a,5)) . Podle 6.24 existuje délent

D={a=xo<xl(... <xn=b}
tak, Ze V
| Cetey) - £G80) . (L) - Pen| <, (+4)

kdykoliv interval ¢(c,d) je obsaen v n&kterém z intervald <xi-1"xi_>

8 ty, t,€ <c,d> . Predpokléde jme, %e funkce f Je neomezend v interva-
‘1u <xi-1’xi> . Potom sup {I f(tl),-'-f(te)“ ; tiaty € '4 Ry xi>} =

= +©0 a podle (++) tudi} 59 (xi) = Sﬂ (xi_l). Zvolme je3t¥

y€ (xy 3, x4). Potom funkce f neni omezend budto v intervalu

(X310 ¥y &l v intervalu  (y, x) . Nechi £ nenf omezend

v <xi__1, ,y) . Opét z (++) plyne, Ze Q (x_i-l) = }0 (¥). T™m jsme do-
kdzall, Z2e funkce 5? Je konstantni v intervaluy <x1-l’xi> « Nyni stal{

uvaiovat soustavu viech intervall < X4_1s xi> , na nichf funkce f neni
omezensd a obdrZime tvrzeni.

. : 4 4
Existuje-1i (s} Jf dSﬂ y existuje podle 6.22.B i (1s) f £ d50

‘ : a
a stall pouzit prévé dokdzené tvrzeni.

F .28' Pozndmky.

(A) Z prévé dokdzené vity Je vidat, jakou roli hraji v teorii Szialtjesqva

integrdlu cmezend funkce. ProtoZe hodnota integrélu (S)ff d P se ne-

@<
zméni, jestlile pozmEnime hodnoty funkce f v intervalech, kde funkce
Je konstantni (viz 6.A.b), mifeme v2dy hned piedpoklddat, Zfe funkce £ Je
na celém intervalu <a,b> omezend. :

{B) Lze vyslovit obdobné tvrzeni predchozi vété&, pouze rocle funkci f a 50
Jjesou prohozeny. 0 tom v3ak a% ve cviéeni 6.,0.

6.29) veta. 4
(A) Nechi existuje ("s)fr d gﬂ . Potom funkce f = ? nemajf v interva-
la (a,b> apoleén,\]" bod nespojitosti.
y !

(B) Nechit existuje (iS)ff dﬁ . Potom v intervalu {a,b}> neexistuje

bod, kde by funkce f a ¢ byly souéssn& nespojitd zprava &i zleva
(tedy obé funkce f, gﬂ mohou byt v n®jekdém bod®é nespojité, ale tento
bod nesmi byt bodem pespojitostil _"z.prava" ani "z_leva" obou funkcl f, p).

Dikaz. Lokaime tvrzeni (B). Nechi existuje bod y € (a,b) , v némZ funkce
£, 99 jaou nespojité zleva. Potom
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JE>0 Vé>o Ix°, xe (y - 4,y ]f.cx-’i-- fly)| > &

Py - @ o]
Podle 6.24 vSak existuje-déleni. D;Q(( a,b )
D = { a=x, {xg e Lxg = b} tak, %e kdykoliv interval {c,d )

Je obsaZen v n¥kterém z intervald dslenf D a kdykoliv tl, t, € <c,d> »
potom : : ‘ E :

| ceeep) - ecen ¢ gpm- gen | < e

Naleznéme- k (k = 1,...,n) tak, aby ye (x,_1:%.> . Aplikujeme-1} pré-
vé telené na interval (c,d) = {x" , ¥y > » obdriime ji¥ lehko spor
(provedte detailn&!). : : R

Tvrzeni (A) dokazte pomoci 6.24 obdobnou metodou sami!

V&ta, Budte f, fﬂ omezené funkce me intervalu (a,b) (podle 6.27 a
6.0 neni toto nikterak podstatné omezeni). Potom intfgrél
("s) [ £ & @ existuje, prave kdyz existuje ('s) [ fa @ a funkce
£, 59 nemaji v intervalu (a,b} spoledny bod nespojitosti.

J _ '
Didkaz. Existuje~1i (nS)/f 'dﬂ , existuje 1 (18) /f d?""'podle
a
6.22.B 8 jak Jjsme prdvé dokdzali, funkce f, _9'0 nemaji spoledny bod ne-

spojitosti. DeokaZme nyni obrédcenocu implikaci.
£

Oznadme A = (.iS)'J fd 99 " a zvolme £>o. K ‘nSmu mdZeme nalézt déle-

ni Do €eD(a,bd> ) tak, Ze platt

0

DOD_, ' fe 1(D) =’Pl6¢(f'D’§)'Ai<£‘ .

Necnt D_ = {a 2 X, %Xy Love Xy {Kpyq =B } . Déle naleznéme J > O
tak, aby .

| ee-20e(@ea) = Pix) + (£(p-£0e) ) P (xy) -

kdykoliv intervael (c,ddcC (¥ -9, xy +d > = 1,...,n) a 1y,
t, € €c,d> (rozmyslete podrobnd! vyuiijte spojitost a omezenost funk-
cd £, 59 ).

Nechf nynt je D € D({a,b>) 8 viastnosti V(D) <4, g € I(D).

~
PoloZime jeltd D b,V D a v intervalech d&leni D , v nich% neleif
24dnd sloZka vaktoru zvolme libovolnd hodnoty a takto "doplnény"
vektor ; oznalme f {precizujte tuto mydlenkul) ,
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~ A
Potom DOD, , 5 € I(D) =

4
) A A . . )
. l@’(r,n,:g ) - A |< 2€.
e
Tim jeme ukézali, Ze integrdl (7S) [f d99 existuje a je roven A.

|Gyen, §0 - 4| < | 6e0, §) - 6,0, § )| +

Provedte tento ddkaz je3td jednou a poi’“édnél Forovne jte té% s dlkazem vé-
ty 1.23.

Jjedna z nich je navic spojitd, potom
' ‘ ' &

4
integral (1S)ff d 5ﬂ existuje, prdvé kdy: existuje (7S) f dy
a ' a

{a cbha integrély ma j{ pochopitelnZ ste jnou hodnotu). Specidlind pro funkeil
I(P(x) = x , kterd vede k definici Riemannova integrdlu, platf

'15' (¢a,bd) = “s? (< a,bd).

V daldim ukdZeme, jakou roli hraji v teorii Stieltjeaova integrdlu funkce
s koneé&nou variaci., Dokdieme nédsledu jic{ vity.

(I) Je-1li funkce f spojitd a 59 md konelnou varisci v (a,b) y potonm

integrgl (s) [ f d_’ﬂ existuje (je jedno v jakém smyslu, nebol £ je

apojitdl!).
&

(IT) M&-1i existovat (S)/f djﬂ pro kaZdou spojitou funkei f na interva-
"3 S .
lu {&,b)» , musi byt jiZ nutné funkce 59 s kone#nou variac{.

£
{IIT) Mg-11i existovat (S) / £ d;ﬂ pro ka%dou funkei ﬂ s kone&nou variac{

v {a,b) , must byt ji} funkce f spojitd v a,b)> .

Jedtd jednou pripomenme, Ze Je lhostejné, zda pracujeme s ig i Ps-in-
tegrdliem, nebot vidy zkouméme spojité funkce !
V&ta. Je-1i funkce f spojitd v intervalu (a,b) a funkce y tam m4

kone&nou variaci, potom integrdl (S) f d.y existuje.

¥ |
Dikaz. Pou%i jeme BC-podmf{nku z 6.23. Oznalme M = | Sﬂ a zvolme &£ > 0.
- 3
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Mi%eme nalézt d> o0 (pro&?) s vlastnosti

Budte nynf D; D* €&((labd) , ¥ (DIKF, YIS ,
)F' € I(7) , §- € 1(b*) .

Potom

F 8
|Gpen”s £ - @;,(f,D",S"‘) < &~ Vg-e

(provedte podrobnd!).
y 4

- Véta. Existuje-1i (S)Jr d ¢ pro katdou spojitou funkel f v {a,b},

mé nutnd funkce (f koneinou variaci v {a,b) .

Dikaz., PFedpokldddme, e ﬁ méd v £ a,b > nekonelnou variaci. Potom exis-
tuje tekovy bod y € {a,b) , Ze funkce 5]9 mé nekonednou variacil v kai-
dém jeho "okoli" (viz kupf. cviZeni 5.K)}, a tudif% i v kaZdém jeho levém
81 pravém okolf (pfipoustime i y =8 &l y = b). Nechl pro uréitost
funkce gﬂ mé nekoneé&nou variaci v ke3dém intervalu
<3'J)y>c<a:b>1 ;‘>0-
MiYeme nalézt rostouci posloupnost { yn} 8 vlastnostmi

[

yn/:f.yne(a.:y), ';l?(yn*_l)-ﬁo(yn)l = + o0

Ddle naleznéme posloupnost {cn} tak, aby

m e, =0, ¢, >0, ;pnl y(yni-l)_!p(yn) = roo.

N-poo

n
.l i -
(Stadf kupf. poloiit s = (= lsp(yi+1) ﬁ (y4) l, ch & ) .
Definujme funkci f na (a,b) predpisem:
/0 pro x € {a,b> - (yl, ¥,
O pro x =y {n = 1,2,40.)
£{x) =< n 1€y ’ .
cpenign ( Py ) - Py)) pro x =35 (¥, +¥5.) »
linedrné v intervalech (yn, % (.‘inﬂ'ml)} a
1
{3 Wat¥ni1) Yne1D -

(Kreslete!) Zfejm& f je spojitd v {a,b)> .

Je-11i nyni D €& ({a,b>) libovolné déleni a pfiddme-1i k jeho délicim
 boddm "dostatedny polet™ bodd y. (a volime-1i §1 = -% (¥y + yiﬂ)), lehko
vidfme, Ze lim @'P(f,D,f ) nemdZe existovat (opét podrobné rozvedte!).
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‘&
Véta. Existu,je-li .(S)jf d ¢ pro kaldou funkci ?9 s konednou variaci

v {a,b) , Je jiZ funkce f v intervalu (a,b) spojits.
Ddkaz. Bud y € <=, b> a definu_]me funkei 99 ptedpisem

C pro x € {a,y)

yy(x) =<l pro x =y ,

-2 pPro x & (y,b> .
Zie jmd jay € BV( <a,b> )} , tudiz (S)_/f' d? existuje. Podle 6,29 viak mu-

s{ bjt funkce f spojité v bods y .

6.35] Véta (Vlastnostl S-integrdlu)

(Al) f,8 € S_‘?(<E'b>)___"-> f+ge S;p((a,p>) a

¥ £ ‘ P
(S)f(f.+g).d =(S)/fd +(S)/gd
a }p ?9 d" 5ﬂ

aQ

(viz pozndmku 6.22.El),

(4,) fe ss,,((a,b)), ¢ €B) = cf € S5y ({ ,7>)
£

z
(S)fcfdjp= c(SJ/fdjp.
[~ & a

(By) fe Sp (<ab>) N 5y (La,b)) .;—7 fe3p,y (_(‘a,b)) a

(S)f‘fa(y y})=(5)/fd5ﬂ +(S)/fd}ﬂ_.

¢
(S)ffd(cjﬂ)= C(S{/fdﬁ?,
a _ _
() fesp(<a,b>5,a<c<b‘=>fes9,(<a'c>) £ €5, (Lc,b>) s
(s)fra;ﬂ (S)/fay +(:>)/fdy?
J

i i . i
(c,) re Sp (Cac)), f€78y(Lcyd>)== € 159,(<a.b>)

(neplati pro N5_integrdl! viz dals{ pozndmku).
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Dékaz. -
(A)) Buld D e d(La,b)) , fEI(D)'L Potom .

@‘yuwg', g)- (1D§)+(‘)}Fg,D,§)

a tvrzenl dostaneme ze zdkladnich vliastnosti zobecnénych limit (viz 6.19).

Dalsi tvrzeni doka3te obdobnd sami! Kde selZe dlkaz tvrzeni (02)' kdyby-~
chom uvaZovali "S-integrgl? : :

I5-JGI Pozngmka. Jak jsme jiZ Pekli, tvrzeni (C,) z predchozi véty neplatf pro
S-integrél Jako protiptiklad pou%ijte 8.4. d. Lze v8ak vyslovit v&tu:

Je-11 r e s ({a,cd), f € nSsg (€ c,b>) a je-1i alespon jedna
z funkci f , ¢ spojitd v bod® c , potom f € “Sy (<a,b>).
Dokatte! o ' ' o

Ndbod. PouZijte (C;) a'6.30.

Ji% jsme ukdzali, jaky vyznam maji pro teorii Stieltjesova integralu
funkce s konednou variaci. Odvodime nyni jestd dal3f vEty a objasnime té%,
Jaky je vztsh Stieltjesovjch integrdld a Hiemann-S5tieltjesova integrdlu.

V¥ta. Bud f omezend funkce na (h,b) (neni'podst'atné ome:,eni!) a IleCh{
50 je funkce s konelncu veriaci na (a,b) . Oznalme 59 . EJ , 5ﬂ
totsdlnt, positivni a negativnf varisci funkce 59 {viz 5.9, 5.11). Potom
nédsledujict vyroky Jsou ekvivalentni:

(L) (S)/f a ¢ exlstu‘)e

£ _
»+
(II) (S)f f djp gxistuje,
4 . |
Z o & -
+ -
(III) (8) /fdy , (S)/fd 99 existuji
a . a . o

(integrdly samoczfe jm& chédpeme v3echny Jako l-]S, resp. iS..integ‘rasly!).
Je-1i splndna kterdkoliv z podminek (I) = (III), potom

ry L L £.
(S)/ra;ﬂ: (S)/fdy-(S)/fdfﬂ .
4 a a

Diiknz. Postedni rovnost plyne ihned z 6.35. -By- Dokazujme jednotlivé impli-
kace; my3lenky dlkazd vdak naznadime struéng, proveate Je do podrobnost{
sami. £

(I)=» (II}. Nechl existuje K(is)f £ a@ . MiZeme predpoklédat, Ze funkce

f je v intervelu (a,b > omezend (prod?). Zvolme & >0 a nalezn¥-
me d&&leni D €& ((a,b)) tak, aby
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3
1
DID, = T (¥ML Y P &

D, D" > D, f,"‘I(D‘) . g" € (D) =D
=—">‘@'9,(f,9‘- f') = % (f!D”s, § ") \(E .

Nyni stadi vhodnd odhadnout vyrez o'f(f,D', g") - @',,'(f,D". § *) ‘ '
ktery si nejlépe rozepieme podle definice.
3

4
Existuje-1i (PS) ff d5ﬂ , existuje podle 6.30 také (1s) / fra¢

a funkce f,? nemajf v intervalu {a,b) spoleiny bod nespojitosti. Podle
y 3
' »*
predeslého pak existuje (1s) ff a 99 a jeliko? podle 5.10.B, 5.E maji
k)

funkce y . jﬂ* ate jné body nespojitostl, existuje opft podle 6.30 inte-

. : B
grél (nS)/f ag.
a

(II)=(I} P{i ddkszu pouZijte BC-podminku (lze vidy predpoklddat, %e jed-
no délenf tam vystupujici je zjemnénim druhéno !) a odhad

l;ﬂcx) - 7w énf ¢ =jf(y) -y*m.

¥« o+ =
(III) =&(II) PouZijte 6.35.B, a vateh (= @+ &,

{I)=3>(III) PouZljte op&t 6.35, jiZ dokdzanou ekvivaelenci (I} a (II) a
a* -
Iy =1
vztah ﬁ-i (59*'50) ’ 59-—-2 (f—jﬂ ).

[6.38] Ddsledex. Bud £ omezens v (a,b> , Pe BV(< a,b> ). Potom

£€ Ry ({a,bd) , prév kiyt f& Sy (<a,b>). Déle plat{ rovnost

& £
(RS)/f ag ='s /f 4 ¢ pro katdou tekovou funkei f .
a .
Dikaz. MiZeme pFedpoklddat, Ze funkce y Je neklesajici v {a,b)> (prod&?)

Bud (&, ,@} C {a,b> uzavieny interval, fl’ §'2 e {X,8> -
Potom ze vztahl

£ ) - £( )' € sup f£(x} - inf f{x) ,
l §1 52 XK B> xei 4)

£( -~ inf f(x) £ f - £( i £, € {A
:‘u&’” x) "'2“/”){ aup{ l ( 51) fz)l i §) 52 < //‘>}

az 6.3 6.23 plyne prvni &4st tvrzeni. Jako cviZenf na zobecndné limity
pek dokaZXte rovnost integrdlil
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E. CVICEN! A PRoBLEMY

6.Al Priklady Rs—integrélﬁ,

(a) Je-1i f konstantni funkce na (a,b), Q s konelnou variaci na (a,b},
potom f € R? (<a, b) ).

Cemu je roven (Rb)/f agn

(b) Je-11i naopak (7 konstantnl & f 1libovolnd omezend na (a,bd , je opEt
fe R,((a,b) ). Spofitejte (RS)ff dy'!

(¢) Definujme funkei @  takto:

0 pro XC(°Q%)|
@) =__._../_..___ 1

c pro x =3,

\d pro xe(%']_)'.

Zkoume jte existenci a hodnotu (RS) f f dsﬂ pro rdzné funkce f v z4-
viglosti na ¢, 4!
(d) Nechi
£

O pro x<¢ 0, : O pro x50,
£(x) =/ '/

g{x) = ; .
\1 ro x20, \1 pro xl).O...:‘
| ! !
Zkoume jte existenci i hodnotu integrdld g af , - / g dg - a té%
o 2 5
integrily /, / !
-1 0

(e} Bud D Dirichletova funkce v (0,1}, . PeBV(L0,1>). Zkoumejte hod-

notu 1 existenci f D d? .

? . .
(£)™ Bud y Cantorova funkce na intervalu (0,1» (viz [9;"] , B.TLY.
/
1
Ukalte, Ze f xdy =3 -

2

6.B| Cvitenf. Nechl omezend funkce f mé pouze konelnd mnoho bodd nespojitosti
v intervalu {a,b) , necht ¢/ je v (s, b)> neklesajic{ funkce, kterd ne-
mé %4dné spoledné body nespojitosti s funkei f . Potom f€ RS’ (£ a, b>),
dokaZte! :
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|6.C| Cvieni. Nechi fe€ Rp(<ab>) (£ omezens, & neklesajfci). Potom
v intervalu {a,b) neexistuje bod, kde by funkce [, Q byly soudasni
neapojité zprava &i zleva. bokaite!

629&6380

IG.D[ Substituéni vaty.

(a) Zopakujte si vétu 6.11, kde jeme ukdzali, Ze

| 4 o E -
(RS) ff d ¢ = (R) fff (&)
a a . :
za pfedpokledd: f spojitd v (a,b)f, gﬂ neklesajict, 59' spojité
{a,b) . S -

(b) UkaZte priklady f, ¢ tak, aby vidy jeden z integrald v rovnosti (A)
existoval a druhy nikoliv.

(c) UkaZte, %e rovnost (A ) plati 1 za téchtol pfedpokladd:
(X ) fe€R({a,bd), @ neklesajlci, ° spojitd v <a,by,
(/3 ) f€ Rﬁ,’((a b)), ¢ nekleaa.jici, jﬂ "apb.ji;é v <a,b.>".

(d)* Necht g € R({ a,b}), F(x) = (R) f (ztejmé F € BV( £a,b)> ), traba
podle 5.J). Potom : :
f 4
(RS)/f aF = (R) _/fs ,
a ‘ L ‘

existuje-1i jeden z t&chto integrdld. DokaZte!

(e) Odvodte specidlné z (d): M&-11 funkce F v {a,b> derivaci a je-1li
F'€ R({a,b)>) , potom
4

£
(Rs)ff aF = (R)[ﬂ",
a
existuje~1l1 jeden z tZchto integrdld.

(f) Z (d) odvodte vdtu 6.11 a vysledky z (c).

(g)™ Pozndmka. Lze odvodit obecn&jdf vdtu. Bud tfeba f  spojitd v {a,b),
g €dl ({=,b>») (= lebesgueovsky integrovatelnd},

X
Sp(x') = (L)fg . Potom opé&t '50€ BV({a,b>) a
. : 4

a
.
(RS)J £ag= (L)‘ffg,'

specidlng,

LA ¥
/

(RS)/fagp = (L)/f
a - y
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(n)

je-li f spojitd a ¢/ ebsolutn¥ spojitd v {a,b) . O tom v3ak aZ pozdé-
gi.
Odvodte obdobné v&ty i pro S~integraly.

6.E| Stieltjesiv objem.
(a) Bud y neklesejici v El' Definujte systém mnoZin ﬂ,«’ vztahem
A€ 3&9’(“) ¢, € Rp((a,b>) '
kie {a,b) je libovolny interval obsahujici mnofinu A .
Pro A € JZ? poloZte
8
y},A = (R3) f cy dg? (Stieltjestiv objem mnoZiny A )
-5

a zkoume jte, obdobné jako u Jordan-Peanova objemu, vlastnosti systému ﬂy

a mnoZzinové funkce y’, .
(b) Definujte té% horni RS-integral s tim i horni Stieltjesdv objem. Pokuste

se pfenést vysledky cvideni - 2,4 - 2.E.
{c) Definujte téZ systémy ‘?Z,p a funkce Vy pomocl S-integrdlld, zkoume jte

Je jich vlastnosti 1 vzdjemny vztah.
(d) UvaZujte téZ libovolnou funkci ﬂ s resp. jﬂe BV( a,b> ) pro kaidy

interval (a,b) < By .
6.F| Problém .
(a) Bud ¢/ neklesajici v (a,b> . Rekneme, Ze mnofina M ¢ {a,b> Je

@ -nulové, jestliZe

ke kazdému £ >0 existujl intervely (an, bn) tak, Ze
oo [l
k] - -
MC nL=}1 (a,, b ) a 2;1(59(%) ga<e .

(b) Ukaite, Ze ‘

(X ) sjednoceni spoletného systému F-nulovych mnotin Jje op¥t ¢ -nulovd

mnoZina, '

(/f ) (P-nulové mnoZina nemdZe obsahovat 2ddny bod nespojitosti funkce & .

(c)™® Zkoume jte, zdm plati véta ( £ omezend v {8,b> ):

(4)

fe Ry {{&,b) ) (==)mnofina bodd nespojitosti funkce f je
@ -nulovi.

Zkoume jte, zde pfedchozi véta bude platit, nahradime-1i systém R’ ({{a,b> )
systémem nSy ({ a,b> ).
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I6.GI CviZeni. Necht ? Je neklesajfc{ v (a,bd, £ 20 v La,b> .

£
Predpokléde Jme déle, Ze (HS) ff dy =0 . Je pravda, %¥e potom f = O
«

s vyjimkou snad ¢/ -nulové mnoZiny (viz 6.F)7

Porovne jte se cvilenim 1.M.d !

6.H{ CviZenf. DokaZte vStu:

fhao€Rep(Caybd) , £, =X f v {a,b) = f€ Ryp(La,0)) &
¥ : 4

/fndyw—)ffd?.l

Ndvod. Viz 1.34.

6.1] Problémy.

(a} Pokuste se nalézt, obdobné jako u R-integrdlu, n&které nutné &i postaduji-
¢{ podminky pro platnost implikace

. 4 é
f, > f v(a,b)%ffn'dgﬂ—r/f'dﬁ
. _ a

(al Jde JiZ o RS- anebo S-integrél).
{b) Rovn&% tak zkoumejte impliksaci

?n—_’fﬂ v <a.b>—,/‘f dfﬁ’-——v‘/‘f‘ d?.

(mdZe te 'téZ poulit {a) a 6.N).

(c) Zkoumejte /f d;ﬂ JjakoZto funkci horni meze pro RS- &1 S-integrély.

a

Is.J*I $pojité line&rni funkciondly na T (<a,b))

(a) UvaZujme prostor ¥ (£a,b>) vEech spojitych funkei na intervalu
{a,b) - Spojitym linedrnim funkciondlem L na systému C(Ca,bd>)
rozunfme zobrazenf ¥ ({a,b>) do E, splaujici poladavky

(i) fl, fze €(<a|b>) [ c1; c2 € El =#
wap L () + cof, ) = ey Lfl +¢; LE, ,
(11) f, € C(La,0>), £, f na {a,b) =

= Lfn——rLf .

27571 18
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(b)

{c)

(a)

(e)

(f£)

UkaZte, %e za predpokladu (1) 1ze (i1) nahradit ndsledujic{ ekvivalentni
podminkou

(11™ existuje X > O tek, Ze pro kazdou funkci f € & (< a,bd )
platl lLfl £ X max If(x)l.
e caby
|, ~1e| = |ute- 0] £ Kmex | 100 - 20 |
. u(c,&)

Naopek, nechl platf (1i) a neplati (ii*®) . Nalezn&te posloupnost funkei
£, € £(<a,b)) tak, aby

maxl fn(x)l =1, L, >n
fn
a8 uvaZujte posloupnost funkeci .

n

Bud 505 BV({ a,b>) . PoloZime-1i

'3
if = (RS) f f 699
a
pro kafdou spojitou funkci f na {8 , Je L spojity linedrni funk-

ciondl ne ¥ (<{a,bd>) . Dokaite!
Ndvod. Pou¥ijte 6.35 a 6.H.

Bud g ¢ R( {a,b> ). Op¥t ukaZite, ¥e funkciondl L definovanj piedpisem
2

Lf = (R) jfs

je spojity a linedrni na prostoru [ (<{a,b)).
Névod. DokaZte pfimo anebo pouZijte (c) a 6.D.d. ..

Bud 2 a, absolutné konvergentn{ feda, nechi {xn} je posloupnost
n= .

bodld z (a,b) + PoloZime=-1i
g = ;1 a, fixp) ,

je L spojity linedrni funkciondl na ¢ (£ a,b>) . Dokafte!

F.Riesz dokézal ndsledujici vétu {porovnejte s‘(c) t)s ‘
Je-11 L sepojity linedrni funkciondl na prostoru ¢ (<a,b)),
existuje funkce (P€BV({a,b)) tak, le
: 4

1f = (BS) [ tag
pro kaZdou funkei f € (Ca,b>) .
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V tomto smyslu jsou tedy prostory ¥ ({a,b>) a BV({a,b>) “dusdlni".
Rozmyslete !

Podle (f) naleznéte funkci ¢ pro funkciondl L 2z (e) a (d) !
E. Borel dokdzal podobnou vétu:

Je-1i L spojity linedrni funkciondl na & (< a,b>) , potom existuje
posloupnost funkei g € R({e,b}) tak, Ze

Lf = lim (R} ffg

pro kaZdou funkei f € { {a,b>).

Predpokldde jme, Ze v definici usm&rnéni (viz cvideni l.K.a) vynechdme pofa-
davek (iii). Bude potom zobecn&nd limita jednozna¢né urlend (porovnej

o@n

Definujte "nevlastni" zobecn#né limity a odvodte jejich zdkladni vlastnosti!

Pokuste se formulovat a dokdzat vétu o zobecnéné limité sloZené funkce.

Cviceni . Zkoumejte S-integrdly z funkci ve cvigeni 6.4,

Cvideni . Zopakujte si vé&tu 6.27 a uvédomte 81, co jsme v ni vlastné doké-

zali. UkseZte navic, Ze v pPkipadé nS-integrélu musi byt ka3dy bod “"neocmeze-
nosti" funkce f (tj. bod, v jehoZ ka%dém okoli je funkce f neomezend)
vnitf'nim bodem n&kterého z intervalld, kde je ¢ konstantni; zatimco pro
S -integrAl body neomezenosti funkce f mohou byt i krajnimi body téchto

{g)
(h)
n-»co

6.K| Zobecngné limity,
{a)

8 6,19.A) 7
{b)
(c)
6.L
6.M

intervald.
6.N| Integrace per partes.

4
Existuje-11 (8) ff d¢ , existuje i (SJ/SP df a plati
* 4

(S) f‘f ag= [fyr-(b‘) /‘59 ar .

DokaZte!
Névod ddkazu., Bud D = { a=x x5 {x, = b déleny intervalu

b Ao ]

{a,b) , § = ( f1="" g ) € I(D). Poloime jedtd fo = a, 5n+1 = b.
DokaZfte nejdfive rovnost _
2 n

iz;;y( £ (£lxy)~flxy 1)) = [ fy] _1Z=1 £x )P §,0)- P 51“-

Nynti stalf pou#it definici Ts- &i 1&i-im’.eg]:'éll.l.
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6.0 | CviZenf. Necht existuje (S) ff d_§0 . Potom existuji po dvou disjunktni

b4
uzaviené intervaly Iy,..., I, v (s,b) takové, Ze

(i}  funkce f Jje konstantni na kaZdém intervalu IseenI
(11) funkce ¢/ je omezend na ¢ a,b) -~ (I; U ... UI).

DokaZte!

6,P| Cvideni.

¢

(a) Predpokléddejte, Ze (3) ff df existuje. Potom
Fi L 3

(s) [f a = % (£2(b) - £2(a) ) .

DokaZte!

Nédvod. PouZijte 6 EJ .

(b) UkaZte, Ze (8) ff df nemusf vZdy existovat.
a

(c) Nechf £¥ € Sf(<a,b>). Plati potom, Ze
4

(s) f £ ar = g7 (FH) - K ey ) 2

a

6.Q| Cvident. Necht (FeBV(<{e,b) ). Potom platf

(a) £,8 €S5¢p (<a,b)) == f.g €Sp(<a,b)),
(b) fesﬁ,(<a,b>)=¢|f[es¢((a,b>) a
4

4
I(S)ffdsﬂl < (S)f|f|d5;.
a a

DokaZte a porovnejte s 6.16, Plati uvedené implikace 1 bez predpokladu
$PeBV{ a,b) ) 7

6.8% Cvieni.

(a) Neehl @(s) = @ (b) = P{(x) s vyjimkou ne jvjde spoletn& mroha x,
necht £ je spojitd v {a,b> . Potom

4
(S)f f d@ =0 . Ukaite !
4 4

{b} Bud 59 omezené variace v (a,b) a necht (S) ff d50 = 0 pro kaZdou

<
spojitou funkei f v {a,b) . Potom ¢P(a) = Z(b) = @P(x) pro vdechna
xe (a,b)~T , kde T je spoletnd. DokaZte !
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Ndvod, Polozfte-1i f(x) = 1, potom (&) = ¢(b) . Ddle poloite

f{x) =/

X pro x e(a,xo) ’
X, Pro xe(xo,b).

Podle 6.N dostanete, Ze

& Xo
0= ffdgp =x°50(b)-a5ma)-(a)/_¢
a a

a derivovénim zjistite, ze  P(x)) = F(bv) , je-1i x, bod spojitosti
funkce gﬂ .

[ 4
Jiny_névod. PoloZte té%  f£(x) = (R) f‘( P vy - P (t)) at
P .

(integrdl existuje! s f je spojitd podle 1.26),pouZi jte opét 6.N a dosta-
rete

, .
0 = /.fd_;ﬂ =(R)/(5ﬂ(b) —-jﬂ(x))‘? dx,
‘ .
8111 - viz cvidenf 1.C - @ (x) = @(b) v keidém bodé spojitosti

funkce & .

Problém. V odstavei 6.21 jsme definovali Stieltjesiv integridl jako zobec-

nénou limitu funkce 6,' (f,.,. ) vzhledem k jistym uspofdddnim, kde
n

Bft., §) - VI £y (P (x) - Plxy )

i=1

a Xy 3 < ;i'é Xy - Pokusfe se studovat viastnosti obdobnych integrdld,
pFl jejichZ definici nahradfte vyraz *f( 51) (Pixg) - Pix ) )"
z definice @;, (£,D, 5 ) nésledujicimi vyrazy:

(“) f(xi-l) (y(xi) - y(xi_l) )

_ _ tzv., Cauchyho integrdly
(/S )  f(xi) (y(xi) - jﬂ'(‘xi,,l) ) -

¥ % (£lx,) + £{x;_1)} X y (x,) - jﬂ (x;_1}) .. tzv. M-integrél

(§). £ §00 P txy) - Plaxy ) pro x,_; < £ < %
ese tzv, modifikovany S-integrél .

Zkuste nejdfive volit 50 (x) = x .
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7. Riemanndv vicerozadrny integrél

Obsah: A. Definice vicerozmdrného R-integrdlu.
B. 2Zékladnf vlaatnosti.
C. Fubiniova vata pro R-integril.
D. CviZenf a problémy.

A. DEFINICE VICEROZMERNEHO R-INTEGRALU

I 7.1| Definice: Kartézskym soulinem mnoiin M;,..., M, nazjvime mno¥inu viech
n-tic -Lxl,...,xn], kde x, € M; pro kazdé :I. y 1 =1,...,n , 8 znatime
JeJ symbolem M, x“... x M, . Kompaktnim intervalem v B, rozumime kartés-
skj soulin r Jednorozmérnych uzavf‘enych intervald.
Necht I = (8;,b;) x .... x {a,,b.» Jje kompaktn{ interval v E, .
Objemem intervalu . I nazyvdme Zfslo vol I = (bl-al). are s (br"'r)‘ .

Nechi D, = {’k = ik 4 x]]‘_ vee xk = b } jeou déleni intervald
( ak,bk> (k =1,...,r). Potom syatén D - viech intervald *’ tvaru

X0 | 1 2 2 r
Xg _qp X x{x5 ., x >x eee X <xr ys X >
G 4 -1t M ) X 110 ¥1

nazveme d¥lenim intervalu I . MnoZfinu vSech d&leni intervalu I znaime

ayﬁbolem &g .
Je-11 I C Er kompaktni interval, f omezend funkce na intervalu I =a

N
De (1) a%len{ intervalu I, D ={ Ii} y definujeme horni a dolni
' i1
souet funkce f pro délenf D vztahy
5(f,D) = Z sup £(x) . wvol I, ,
i=1 X« It'

s(fg,D) =& inf £(x) . vol I; .
xel;

Obdobné J'éko v jednorozmérném piipadé lze pomérné snadno dokdzat ( proved-
te t), Zs pro libovolnd d&lenf Dy, D, €@ (I) jJe

o(£,0)) € 5(£,0,) .

o

T ————

+) Tato definice d&leni neani v preané shodé s definici déleni v 1.1, proto obé#
definice porovnejte |
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MdZeme déle definovat horni a dolni Riemanndv integrdl funkce f pres
interval 1 _ pfedpisem

-

(R)ff = 1inf S(f,D} , {R) /{ £ = aup a{(£,D) .
Ded(I) . DeJ(T)
Vidy plati, Ze (R) }/ f € (R) ff a v pfipadsd, fe (R)/f = (R)ff,
L I ' i 4
nazveme tuto spolefnou hodnotu Riemannovym integrdlem funkce £ pfes inter-

val I & oznaéime Ji (R) £ &1 (R) ff(xl,...,xr) dxy...4x, .

4
Systém vSech omezenych funkc{ na intervalu I , kteréd maji R-integrdl,
ozna¥me symbolem R(I) ; t&mto funkcim F{kejme té% riemannovsky integrova-
telné funkce na intervalu . :

B. 2Z2LKLADNT VLASTNOSTI

Skoro stejng jako v jednorozmérném pfipad® se odvod{ ndsledujici véty.
Pokuste se je sami dokdzast!

(A) Funkce f € R(I) , prédvé kdyZ ke ka’dému £ >0 miZeme nalédzt d&lent
D& (1) tak, Ze

s(£,D) - s(£,D) < & .

(B) Kazdé spojitd funkce na kompaktnim intervalu I € E. Jje na tomto intervalu
riemannovsky integrovatelnd, tj. ¥£(I) ¢ R(I).

(C) Neecht £ €R(I) , ¢ € E;. Potom cf € R(I) a

/‘cf - c[f :

(D) Nechl f£,g € R(I) , potom £ + g € R(I}) a

f(f+g)=ff + [g.
I

I

(E) Necht f,g € R(I), f£<g na I . Potom

Iffé Ifg.

(F) Necht f,g € R{I) . Potom f . g €R(I) .
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{G) Necht f €R(I) . Potom |fl € R(I) =

[f ‘ i/lfl.

1
(H) Nechi intervaly I,,-..,Iy tvofi délen{ intervalu I. Potom

mé-11 jedna strana této rovnosti smysl (tj. bud f ¢ R(I) anebo f € R(Ii)
pro kazdé 1 =1,...,N). :

7.3] Jordan-Pegniv objem v Er . Postupujme stejné jako v kapitole 2. V3echny

dvahy provéddéjte podrobns!

Bud AC E, omezens mnoZina. Rekneme, 2e A ¢ ﬂr , jestliZe existuje
kompaktni interval IC Er tok, Ze

ACI, ¢, €RD .

Pro A€, definojeme ¥{slo M A pledpisem

vrA = {R) ch ’
‘ ‘ T

kde I Jje libovolny kompakini interval obsahujici mnofinu A . UkaZte, Ze
definice V. A nezdvisi na volbé intervalu I ! Tislo YV A nazjvéme
Jordan-Peanlv objem mnofiny A , mnoZiny ze systému ?Zr pak jordan-
peanovaky méfitelné mnofiny v Er. '

DokaZte, ¥e plati ndsledujici wvEiy.

(A) systém M . Je mnoZinovy okruh, tj.

A,Be N == AUB, ANB ,A-Bel, .
(B) Funkce Vp il p —> E; md tyto viestnosti:
(Iy): Ae? = VA20,
(I1,): Vi@ = o,
(III,): AB€ ., ACH — YA < ya,
(IV, ): ABe ., ANB=8=> vr(AUB)= YA+ VB,
(C) Je-1i IcC E, kompaktni interval, je I € 2. a V. I=voll.

(D} Libovolny omezeny otevieny interval J = (al.bl) X ose X (ar’br) leZd
v eystému 2 . @ '

yJ = b7 3 = yol I-I- = (bl-al)- OO (br-ar) .
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(E) Jednobodové mnoziny lezi v 7
(F) Bud A e #. . Potonm

N
YA = inf{ ; vol In}

kde infimum se bere pfes vSechna moind konednd pokrytl mnofiny A kompakt-
nimi intervaly Il,...,In (ukaite,Ze je lze nahradit otevienymi intervaly}.

» 8 jejich objem je roven nule.

C. FUBINIOVA VETA PFRO R-INTEGRAL

V pi{pedé jednorczmérného R-integrdlu médme pro vypolet integrédlu k dispo-
sici kupf, ndsledujic{ vEtu:

*Je-1i funkce f spojitd v intervalu <a,b>, potom
4

(R)d/r f =F(b) - F(a) , kde F znemend primitivni funkci k funkci £

v <a,b> "
Predetevte si nynf, fe mdte zadsnu spo jitou funkeci xa + yz dvou promén-
njch tfeba na intervaelu I = {0,1) x<0,2) . Jak spoiitéme

(12 + y2) dxdy T Prozatim ndm nezbyvd nic Jiného, neZ pouiit definici,

FPojJem primitivn{ funkce pro funkel dvou prom&nnych neni zaveden a i kdybychom
JeJ ®m8li, tak jeké hodnotly dosazovat za x,y 7T

V daldim si odvodime v&tu, jak dvourozm®rné - a obecnd i vicerozmérné -

integrdly se dajl prevdd&t na jednorozm¥rné integrély, k jejich® vjpo&tu ji% zné-
me tfadu metod. : A

T.4] Definice. Je-11 ICE kompaktn{ interval, I =1 =x I, , I.¢c E_ ,

T8 1 2 1 r
I, E kompaktni intervaly a je-1i funkce f definovdnea na intervalu I
2 8 o !
potom nechf pro x € I1 ™ znamend funkci, definovancu na intervalu

I2 pledpisem

My =y, vel, .

gXs %

Misto symbolu budeme té% poufivat znadeni fix,. ) .

Obdobné definujeme funkeci £XY (= r ey ¥)) .

7.5] Fubiniova véta pro R-integridl,

Nechi funkce f je spojitd v kompaktnim intervalu ICE_. .

Necht I = I, x I, , kde Il CE 12 C Ea 'Jsog kompsktnf intervaly.

bl [ ]
Potom pro kefdé x € I1 existuje integridl f fx'* (y) dy = F{x) ,

I

(funkce F je spojitd v I, ) a s

- 122 -



[ [F(x) ax,
/r(x,y) axdy = ff(x.-)) ax
1

(podrobné si rozmyslete!), Obdobné

[ (free)e
L, I,

[Kupi‘-ikladu tedy,

4
3
f(x2+y2) dxdy /( (x +y )dy)dx :/[xzy + _13.] 0 ax =
0 y=

{o1rx(g2)
=/(212+%)dx=[%x3+%xJ :-J%.]
0 Q

tj.

Dikaz véty. UkéZeme, % / / , potom ji% lehko dokéZeme nerov-
I
If

noat
ffé/Fé/Fé /f,
I I I 1

a protoZe f € R(I) , musi v3ude nastat rovnost.

Bud tedy D € £ (I) d2leni intervalu I , necht D = Dl X I.‘n2 » kde

k ' n
_ 1 _
D) = { 9 } » D = { "?1
1=1 =1

Jsou d&leni intervald I, a I, . Poloime

Ji,szi xJJ, V1,J=aup{f(x);x€Ii,J}

(1 = l,n--,k, J-—'l”o'.n)a
Je-li x €I, , naleznéme 1 (i=l,...,k) tak, aby x € I} . Potom

n )
F(x) = £(x,.) =§J:l ff(x,.) ‘Ei v vol (I )
[ ' R F1 _td J

2
{funkce f(x,.) Jje spojitd v I, a tudiZ {f(x,.) existuje),

odkud dostdvdme

f z:; f i / t L vol (Ig <
I' I i=1 I; J-l
f: V, . vol (I%) voi (I}) = s(f£,D).
= i’d J i ! )
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f . (DokaZte sami, Ze funkce F je spojité na I, V)

H
[
[+1)
oy
[
~—
xj
I\
F}‘\\,'

I, CVICENT 4 FPROBLENMY

7.A] Priklady. Buld I = {0,1> x {0,1) . Zkoumejte, zda £ € R{I) & spo&td-

te (R) f f pro nédsledujici funkce +)
I
(a) -0 gestitze xe (o, ), velo,1),
fix,y) =
s 1
\l jestlite x €<%, 1>, ye<0,1),
(b) /O jestliZ%e x anebo y je 1raciondlni,
f(x,y) =
\y(y) ; JjestliZe x,y Jjsou raciondlni,
(e) 1 1 i
/Sp(x) +7(y) y Jsou-1li x,y raciondlini,
f(x:y) =
™o jinde v I ,
(a) /1 pro x,y raciondlni, ¢f (x) =P (y)
fi{x,y) =
~~o jinde v I ,
(e) 1 Jje-1i x €<0,1) raciondlni, ye€< O,%},
1
';l je-1i x €<0,1) ireciondlni, ye< 3 1>,
fix,y)

-§0 je=11 x € {0,1) raciondlni = ye€ (%, 1>,
0 je-1i x €<0,1) iraciondlnf, ye £ 0,3 ) -

]7.B| CviZeni, Zkoumejte, pro které funkce z 7.A platf tvrzeni Fubinlovy véty
{kterou jsme vyslovili pouze pro spojité funkce!), tj. kdy

/{(!‘f(x, o) dy) ax = /‘(/’f( ) ax)dy ,

a kdy tato spoleZné hodnota je rovna f f.
T

+) Je-li z € (0,1) raciondlnf, 2z = ‘g (p,q nesouddlnd, q > 0) s poloZme
y(z) q . Déle neent y {0) = oo jﬂ(l) =1 ., :

- 124 -



I'I.Cl Cviceni. Pokuste se dokézat (tiebam i pouzitim Lebesgueovy teorie) nésledu-

jici zajimavou v&tu.
“Bud f omezené funkce na intervalu < #,b> x c¢,d>. Nechi

f(x, ) € R({c,d>) pro kefdé xeda,b),
fl. ,y) € R({La,b>) pro kazdé ye {c,d>.
4 oL
Potom pro funkce G,H, Gly)} = /f( .,,y),‘H(x) =I / f{x, «) ,

plati a e
4 o
G e R({e,d>), HG.R((a,b}) a /H:/G."
.2 .o

Vyplyvd jif 2 t€chto predpoklaedl, %e f € R(a,b yxc,a>)7
{(Viz tfeba 14.18.F.)

obdélnikd I1""’In .

7.D| Vicerozm&rné R-integrély jeko zobecndni limity.
Pro jednoduchost pracujme v E2 .

{a) Pokuste se dokdzat véty anaslogické vétdm z 1.J, 1.K !
Je ovSem otdzka, jek definovat uspofdddni na mno#ind vdech d8leni - zde jmé
se pokusite o uspoféddni dané jednsk "inklusi”, jednak "normou™ (= maximem
délek vZech stran obdélnikd}.

{b) Pokusme se nyni je8td o jiné definice "d&leni”™ kompektniho intervalu
1cC EZ' "DElenim I" nszveme kaZdou konelnou soustavu kompaktnich interva-
18, majicich spoled&nd nejvyde vrcholy s strany, jejichf sjednoceni je I
{precizujte!}. Porovnejte s nad{ definici v 7.1}

(¢) Nechil { Il""'In}' tvori "adleni" U intervalu I ve amyslu (b). PoloZme
‘DlA = max{vol I pese, vol In} . |D]S = maximum délek stran v3ech
Do mnoZfiny videch d&leni zavedme nyni uspordddni, dand normami l ...l A
[oee] g - |

{d) Pokuste se definovat vicerozmérné integrdly jako zobecnZné limity vzhledem

k predchozim uspordddnim (a té% k uspoPdddni,dandmu inklusf), vydetfovat
jejich vlestnosti, jejich vzdéjemny vztah i vztah k R-integrdlu z definice
7.1 (jako zajfmavost uvedme, #e pouZijeme-1i pro definici normu | "'lA
(xterd se tské nepou?ivd; obvykle se pouZije norma llS a definice
integrédlu pomoci ni je pak ekvivalentini s na3i definici), nemusi pak byt
ka?ddé spojité funkce na I integrovatelnd (porcvnejte s 7.2.B 1) .,

N&vod konstrukce, Polotte I = <0,1> x {0,1), #(x,y) =x na I,

D = {(0,1):((0,%),(0,1) (%, 2y , ..

)

ooy 0,1 x ="
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IV. DANIELLUV INTEGRKL

8, S ystém funkcecdi C

Obsah: A, Uvod.
B. Systém funkedf C1 .

C. Cvideni a problémy.

A. UvoD

V predchézejfcich kapitoldch jsme zavedli Riemanndv integrdl a odvodili
jome jeho zdkladni vilsstnosti, Ukdzell jsme, Ze kromé "pri jemnych" vlastnostl
mé tento integrdl i Ffadu "nedostatkd". K ne jvdiné j8im z nich patii ta, %e jen
“velmi mdlo* funkci je riemannovaky integrovatelnyeh (zhruba ¥edeno, tyto funk-
ce se nesméji mnoho 1i3it od spojitych funkci) a ddle gkuteénost, Ze Riemanndv
integrdl neni 'uzavfén na limitni prechody". Snahou je rozdiifit systém integro-~
vatelnych funkci, na tomto systému definovet novy integrdl (s rozumnymi vlast-
nostmi), a to tak, aby na plvodnim sysiému se novy integrél shodoval s Hiemsn-
novym integrdlem. Na3{ spahou bude téZ zahrnout do integrace i funkce neomezené
¢1 neomezené intervaly.

Jinymi slovy, chceme jistym podmnoZindm M v El pFiftedit t¥{dy funkci
if" s ka¥dd funkei f. ze aystému ifn chceme piifedtt redlmé &islo Ly f tak,
aby byly splnZny ndsledujic{ axiomy:

(1) fge ¥y = frgeddy a Lfvg) = Lf + Lg,
(2) re ¥y, ,ce€E =pcreld, a Lylef) =c L,
(3) fedy,t20 =dLf * 0,
(4) fe Xy =»|f| €y,
(5) f ey, 20, f=pred =
Lylf) — L,
{6) jesli M= PUQ, PNnQ=92 , potom
fed == red a8 re Qq.

phidemt Lp, o £ = Lpf + Lot ,
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B . ' o=
(1) ((a,b))cge(d") a L(a,l-) L (R) ff pro

fe R(La,b>) .
(Pf'ipomeﬁme, fe se jednd o neplesny uvodl)

Pochopiteln& budeme té% vyiedovat, aby systémy '?H byly definovdny po-
kud moZno pro co nejvice mno%fin M a aby byly co nejobséhlejsf. V dald{m uvidi-
me, %e se ndm tento kol vcelku poda¥i Uspéiné vyresit.

Je mnoho zpisobd, jak novy integrdl zavédst. Podle toho. dostdvéme rdznéd
tfidy integrovatelnych funkei a rizné druhy integrald. V daldim ukdZeme dvé pod-
atetné metody: metodu, kterou vypracoval P.J.Daniell a kterd spolivd na metodd
rozdirovdni jistych funkclondld a metodu pochdzejicd od H. Lebesguea, budovanou
na zAklad® teorie miry.

Naznatime atruéné, byt ne zcela pfesns, Daniellovu my#3lenku, kterou se
budewe v této IV. kepltole. zabyvat.

Mé¢jme dénu, t¥eba na uzavieném intervalu (a,b)» libovolnou reélnou funk-
ci f . Vezméme v3echny moZné spojité funkce g na (a,b) , které jsou na in-
tervalu <a,b> vét3{ anebo rovny nadi funkci f , oznalme

He(a,b) = { g; g 2f =8 g 3pojitd na (a,b)} .

Pro funkce ze systému Hf(a,b) ‘existuje Riemanndv integrél s miZeme poloZit
£
Tf = inf (R) f & & € Ho(a,b) . Obdobn& mdieme definovat

e

$
LT = sup {(R) j_h i h€f a h spojitd na (a,b} . V pPipadd, %e
J ‘
nastane rovnost E.'f = Zf , mohli bychom tuto spole&nou hodnotu nazvat kupt.
Daniellovym integrélem funkce f . Ukazuje se, ¥e tato my3lenka sestrojeni no-
vého integrdlu je vhodnd, oviem je zapotiebi ji pondékud modifikovat. Nemohli
bychom kup#fkladu podftat touto metodou integrély z neomezenych funkci na {a,b)
{pro¥?) a také kuprfikladu Dirichletova funkce by nem&la integrél {(opét prod?).
Je nutno cely postup trochu upravit, nejdfive je nutno t¥idu spojitych funkct,
které jsma pouZivali pro definlci Lf, 'f:_f , nahradit o n&cc 8irs{ {i{dou funkci
{zhruba feleno tzv. polospojitymi funkcemi), je nutno pro tyto funkce definovat
integrdl, a potom je jif mo#no pouZzit Vaniellovu my3Slenku.

Zédvérem jest&€ piipojme poznédmku, Ze uvedenou teorii Dgniellova integrdlu
je moZno budovat zcela abstraktnd a nevdzat se pritom pfipadem Riemannova integré-
lu. Komu by tato abstrakce v daldim pf{ili3 vadila, mdZe se omezit pouze na pifi-

pad E, & Riemannovym integrélem, ktery ted v dal3im ukédZeme.
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B-

SYSTEM FUNKCI

1

8.2

Definice systému El

B.3

Oznalme symbolem C, systém videch spojitych funkci v El 8 ngsledujici
vliastnosti: ke kazdé funkci f ze systému C; existuje uzavreny interval
{8pibpd  (zdvisly na funkci f ) tak, e f =0 na By - 8p,be> .
tedy
def. . . ; .
€ Ce=="5 f Jje epojitd v E; a existuje interval (a,,b.> tak,

te £ (E; - ag,bpd ) ={0} .

Oznad{me-11

Ne ={ xEEl;f(x)#o}

(kde pruh nahofe znamend uzdvér mnoZiny v El )} tzv. nosil funkce f , lze
rfei, %e C; je systém vdech spojitych funkci v El 8 kompaktnim nosilBem
(vyavétlete!).

Zakladni vlastnostl systému CL’

Syetém funkel C

8-4

1 mé ndsledujici viestnosti:

-(lz) : Tt e Cl =3 f Jje konelnd na El s

(2,) : f,gecl,d,ﬂ € B, => Xr+ /Sgecl,
(3,): rec, = |flec, .

Dikaz. Provedte sami.

Definice (R) _f .
Ef

Bud f €C, ; existuje tedy interval < ap,be> tsk, Ze mimo interval
<af,bf> Je £ =0 . Definujeme Riemannldv integrdl funkce f plfes B,

ptedpisem :
def. 6
(R) f —— (R) £ .

Je vid&t, %e tato definice m4 smysl, nebot
% |
(1) (R) f f vidy existuje (viz 1.8),
A ' ‘

2) definice (R) f nezévisl na volbé intervalu apbp >
& _
(Bulte totiz ag,be>, (Af,Bf> intervaly takové, e

Ne CCapsbp) N L heyBp >

4 8
potom  (R) ff = (R) ff - podrobnd odivodnéte! )
i Ay
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8.5 | Fozndmky .

(A) Definovall jeme tedy Riemanniv integrdl pFes El (Goposud jesme m#li defi-
novén Riemanndv integrdl pouze pPes omezend yzaviend intervaly) pouze pro
funkce ze aystému Cl . Bylo by mofné definovat tento integrdl i pro &ir-
8{ tf{du funkei - oviem pro nade pozd®j3f dvahy toto neni nikterak nutné.

(B) Ukazte, 26 C;, € N({ -oo , +e0)) (viz 3.2.D, 3.9) =

s00

(R)ff=(N)ff pro £ € ¢ .
E‘.‘

~o0
Viastnosti (R)‘/l

£,

Riemanniv 1ntegrdl ptes El mé nédsledujici vlestnosti:
(4,) 3+ £ e€Cy == (R) f f je konedny,

E

b

(5A):fecl, £f2 0 na Elg(R)/‘féo,
£

(6,) : f,g€Cy, K,ﬁe Eltﬂbcﬂ)l(dﬁﬂg) = 0 (R‘)/f-f / CR)./ g,
7

(74) ¢+ f,€C;, £ 40 na E; =V(R) f £, > 0.
£
Ddkaz. Dikaz tvrzeni (4A) - (BA) je snadny, provedte sami.
Dikaz ”A) spodivd na tzv. Diniho vats +); budte tedy ., € Ci» fn\o.
Pro ka?dé n oznatme = su fo{x) .
On er, n

Protote f, & C, , existuje interval {a,h> tak, %e

1
£, (B, - La,b)> ) = {0} . Potom té2 f_ (B, - <g,b>) = { 0} a po-
dle Diniho v&ty je lim (G, = O . Odtud vyplyvd, Ze

¥ 4
Q € (R) ffn = (R)ffn <
E_’ a
‘ .
<) 6, = @, (p-e),
a tedy i tvrzeni ”A) .

+) Diniho véta: Nechi fn jsou definovdny na kompaktni mnoZiné K ,
nechl fn—-- f monotonné na K , necht fn' f Jsou spoJité
na K .

Potom fn'—‘-"— f na X .

-
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€. CVILENI A PROBLEMY

8.A| Cviteni. Predpoklddejme, %e funkciondl A (ne nutn& Riemenndv integrdl !)
splnuje na aystému C1 poZadavky (45) - (6A) z odestavce 8.6 Zi 9.1.
Potom A splnuje ji% i (7,)s dokaZte!

Névod. Pro f € C; poloZime I fl = max {l f(x)l i x € El.} (existujeT).

l. Nejdfive ukae¥fte, fe ke kaZdému kompaktu K C E, mifeme nalézt
M > O tak, ze | Af]| € W £ pro kezdou funkei £ & Cy, pro

niz Nf C K.

(Nulezndte otevieny omezeny interval I DK a funkei g € C, & vlast-
nosti

£ =0 na El—I,g(x)=1 pro x €K, 0<€g<1 na By

a poloZte My = Ag ; Je-llnyni f e€C, , NoC K, vyplyvd tvrzen
z nerovnosti -|f]jg € £ € "f“.g } .

2. Jeou-11 f € C; , £ O, oznalte K = N, a uvédomte si, Ze
1
fn:: O na K, tedy 1 f, —» 0 ma E; . Odtud plyne, %e
Ifn l-——o a stadf uift predchozf.

8.B] Cvidenf, Pro f,g € C; poloime gD(f.,g) = f - g“ (viz 8.4).
Ukaite, Ze

(a) (€4, 9 ) je metricky prostor,
(b) (C,, l..." ) je linedrn{ normovany prostor,
() (Cy, ? )  neni dplny. '

Névod. Polo3te

- - —

sin FJ x

fn(x) s —=xi. T = pro x € {-n~1, -n}y U £ n,n+l)> ,
n :
fn(x) = 0 jinde

a uvaZujte posloupnoat Fn , kde Fn = é= f1 .
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9. Abstraktni teorie integrédilau

Obsah: A. Zdkladn{ prostor (Z,A) .
B. Systém Z".
C. Horni a dolni integrédl.
D. Systémy A?, Jf*. A
E. Nulové mnoZiny.
F. Limitn{ pfechod za integraénim znamenim.
G. Vlastnosti systémd ya A .
H. Méfitelné mnoZiny, mira mnoZin.
I. Integr4dl pfes podmnoiiny.
J.*Pripaa Pe .
K. Cviéeni a problémy.

A. ZAKLADNT PROSTOGR (Z, A)

V dal8im P bude znalit neprézdnou mnoZinu; symbolem S(P) oznalme
systdm viech funkci na mnoZiné P , tj. mno%inu v3ech zobrazeni mnofiny P do
El* (ptipoustime tedy, Ze funkce mohou nabyvat i hodnot + e= ),

|9.1I Zék1ledni prostor (Z, A},

V mno%ind vdech funke{ S(P) vybereme jistou reprdzdnou jeji podmnoZtiiu
Z tek, sby byly spln&ny ndsledujici axiomy!

(1,) f€2Z =f Je konetnd na P, tj. f£(P)CE, ,

(2,) f,8€2,d ,8 € By=>At+ Sgez,

(3,) rez=>[rlez. ‘

KaZdé funkci f € Z necht je priraszeno Jisté redlné &islo Af (tJ. nechi
A je zobrazeni Z do El} tek, %e jsou splnény tyto axiomy:

(4,) f€2Z =>Af€E), |

(5,) fezZ,f20 na P=pAf 20,

(6,) fgez, &, € s, =pade+fea) = Kar+ fag,

(Tp) £, €2, £ ., 0 na P =3 Af —> 0 .

Systému Z sploujlcimu axiomy (1,) ~ (3,) budeme rikat zdkladni systém

funkci, zobrazeni & splnujfci “’A) - ”A } budeme nezyvat zdklednim
funkciondlem na Z a dvojlci (2,A) pak nazveme zdkladnim prostorem.
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53]

Pi{k1lady.

{a)

(b)

{c}

(d)

{e)

9.3

Podle 8.3 o 8,6 twvofi dvojice (Cy, (R) ‘/.) zdkladnl prostor (v tomto

. &

pfipadé je P = El) . Tento konkrétni pfiklad je vlaatné nejddleZité j3im
pfipedem zdkladniho prostoru a viceméné pro tento pfipad zde budujeme ce-
lou abstraktni teorii.

Pud P = a,g} dvoubodovd mnoZina, tj. mnoZina sklddajici se prédvé ze dvou
prvkd a,b . Nechi 2 je systém v3ech kone&nych funkc{ na P , anuluji-
cich se v bodé a (tj. Z ={ £f€S(P); £ kone&nd na P, fla) = o} ).
Pro f € Z poloZme Af = f{b) . Potom dvojice (Z,A) tvoP{ zdkladni
prostor - dokaZte !

4
P= ({a,b> ,Z=R({a,b)) , af = (R) ff je op&t pfiklamdem zékladniho
zZ

prostoru (viz kapitola 1; viz té% [ﬁr], pf. 2.23).
Dal3i pitklady zdkladniho prostoru nalesznete v [ﬁr] s pPiklady 2.5 - 2.23
a ve cvideni 9.A.

é
Systém (N((a,b)) , (N) J/ ) netvori zéklaedni prostor (viz 3.7.a).

@

Poz ndmky .

(a)

(b)

(c)

(d)

MnoZina P nemusi byt &dsti El , ani to nemusi byt podmnoZine néjakého
metrického prostoru, je to zcela libovolnd abstraktni mnoZina.

Bud (Z,A) zékledni prostor. Oznalfme-11 ymolem f_ funkei identicky
rovnou nule na mnoZiné P , jJest fo € Z a Af =0 {doka%te z axiomd
(2z) a (GA))°

Axiom (22) fik4, 2e Z je linedrnim prostorem funkci na mnoZiné P
(tj. 8 kaZdymi dvéma funkcemi obsahuje systdm 2 1 jejich libovolnou 1li~-
nedrni kombinaci), Jjinymi slovy systém 2Z +tvoF{ vektorovy prostor.

Z axiomd (2z) a (32) ihned plyne, #%e

f,8 € 2 —Dmax (f,g) € 2 , win (f,g)C 2

(nebot max (a,b) = —959- + JJlﬁi—hL , min (a,b) = -2 ; b - o 5 ol )y

tedy systém Z je uzavien i na tvofeni mexim i minim koneéného podtu
funkci. Tekovému systému funkc{ n¥kdy Fikéme s v a z .

Axiom (5A) viastné vyjadfuje nezdpornost (e tedy monotonii) funkciondlu
A, nebot

f,.g € Z ,f <€ g =HAf € Ag

(dokaZte z axiomd (5,) a (6,));

axiom (GA) zaruduje linearitu funkciondlu A a axiom (7,) Jjekousi jeho
"spojitost® (tento pojem prozatim nikterak neprecizujeme),
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B.

SYsTEM 2%

[
l 9.4| Systém Z .

Systém funkei 2 rozS8ifime nyni o monotonni limity posloupnosti funkeil
ze Z ; definujeme '

fe ZR def

< > existuje posloupnost funkci £ € Z takovd, Ze fn/f

na P .,

Obdobné

7K { f € 5(P) ; existuji f € Z, o> f}'

Kconeéné poloZme

»*
20 = u X |

9.5| FPoznémky,

(a) 2rejmé 2 ¢ 28 1 2c X - ukezte !

(b} V konkrétnim pripad®é Z = Cl , A= (R} / ukaZte napi., Ze funkce /@

&
99(:() =0 pro x€kE - { 0} s
Py =1,
le2i v systému ¥ {gestrojte posloupnost fn'€ C, tak, aby fn'\_ 50 ),
ale nele%f v systému Z . Viz téZ [‘j;‘] , pP. 2.28 - 2.32.
Obecné j81 charekteristiku systémd z® a 2% v ptipadé (Cl, {R) / )
poddme af v odstavel 10.5, E,
Prozatim pouze poznamene jme, %e¢ kaZidd funkce ze systému 2™ (v piipadd
2 = Cl 11} je funkci Baireovy l.tfidy a tudiZ mnoZina bodd spojitosti T
je hustd v El .

{c) Funkce ze systému ZR JiZ mohou - na rozdil od funkci{ ze aystému Z -
nabgvat i hodnot + <= (uvedte priklady!). Funkce ze systému 2R nemize
viak nabyvat hodnoty - oo (prog?).

*

9.6 Definice Af pro f € Z.

{a)

Prozatim mdme definovédn funkciondl A pouze na systému Z ; vime jiZ, Ze
mohou existovat funkece, které patPi do systému z% a nelesf v Z . Pokusi-
mé se nyni i pro tyto funkce definovat hodnotu Af.

Bud tedy f € z% - existuje posloupnost funkel fn € Z takovd, Ze konver-

guje k funkei f monotonnd; tj. f_ 7 f nebo f " .

Definujeme Af 98T 1im ar_ .

Tato definice je korektni, nebol:

lim Af vZdy existuje (nechl kupfikladu £ .7 f , potom f, £ £,
< fy € ... na P, podle pozndmky 9.3.d Je Af) € Af, € Afy < ...
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a kafdd monotonni posloupnost redlnych &isel mé - byt neviastn{ - 1l:mitu),

{b) &1islo Af pro f € 2" nezdvis{ na vybéru posloupnosti f € 2 {viz né-
sledujic{ lemma 9.7) - mohlo by se toti% st4t (uvedte pfikled !), Ze
k funkei f € 27 existuji dvé (anebo i1 vice) posloupnosti funkel f.€ 2,
g, € Z +tax, Ze f,—f monotonné S monotonné - Aokonce se mile
stét, e £ S f, g, / f.

(c) pro funkce ze systému Z spljvd novd definice Af s plvodnim Af (jest
totiz 2 € 2" ana systému 2 jsme jiZ funkcionil A méli definovén | -
dokaZte toto tvrzeni) - proto jsme té% ponechali pivodni oznadeni funkcio-
nélu A .

- Lenma.

Budte £, € 2, g, € z, f,—f¢ monotonn& na P , g,— £ monotonnd
na P , potom

lim Afn = lim g, .

Didkaz. DokéZeme ndsledujicl tvrzeni:

"fn, 8, €2, £ —1 monotonnd, g,— 8 monotonné,

f<£g na P =31lim Af < lim Ag,. "

Rozlidme &tyFl pfipady:

£ 5 &, £ 9.3.4
(a) fn/f, gn\g-—?}fn-f—gl-gn ng P =—=%

Af < Ag, pro viechna n =5 lim Af < 1lir Ag

1 »

(b) £, / £, &, /g : bud .'N pevné a oznaéme h = win (g, , fy ),potom
hne Z ( viz 9.3.¢), h, /min (g, fN) = fy=>fy - hy~a 0 (pro
n —o0) =2 (axiom (7,), (6,)) 1im Ah = & fy, ale ze vztahu g > h,
dost4véme, e 1im Ag, > lim Ah, = Afy , tj. pro kaZdé N jest
lim Ag_ > afy, tedy 1 1lim Ag, = lim Afy ,

{c) : T, | gn\ g = - fn/—f v “Bp / -g & pou?ijeme predchozi
zdst (b),

(@ £, f, &, P =>f - & € max (f - g, O) s oznalime-1i

h, = mex (f‘n - gn,O), jest h € z, hn' Ny 0 = 1lim Ah = 0 a tedy
= - - &£ =
lim (Af - Ag ) = lim A (£, gn) 1im An = 0 .

Polo%iide~11 v tomto tvrzeni f = g , dostaneme nade lemma.

! 9.8' Poznémky.

(a) Dokaite, e A ¢ =0 pro funkei & z odgtavee 9.5.b.

{b) Pro nékteré funkce ze systému Z‘_mﬁie jiz fuhkciondl A nebjvat 1 neko-
pednych hodnot - uvedte priklad ! (pro 2> jen + o0 1H)..

{(c) Vy3li jsme tedy plvodnd z né jakého zédkladniho systému funkei 2 , na kte-
rém byl definovédn pdvodni funkciondl A ., Tento systém funkci jsme nyni
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roz81#ili na Sir3{ systdm funkecil z" ama cely systém 2" se ndm poda-
#ilo roz3f¥it { funkciondl A . Schematicky si tentu krok zn&zornéme
takto:

(Z,A) - (Z° | A)

*

]9.9[ Vlastnosti (27, 4)

Systém Z* a funkciqnél A na z* ma ji ndsledujic{ vlastnosti:
(a) f.geZ“=>f+geZR a A(f +g) = Af + Ag ,
(b) £€ 2%, ¢ 20 wmipcfG2® a Alcf) = c Af ,
(¢) f,g€ zt => max (f,g) € ZR, min (f,g) € ZR .
(8) f,8e 2" ,f%g =bar<ag,
(e) fe 2R ep .r e ¥,

(£) e, 2/ e=prez® o ar, Mar,

(vyslovte obdobnd tvrzenf pro systém ZK).

Dikaz. _

(a) Budte f,g¢ i » Potom existuji f € Z , gné z ,.
£, /5, g, /g . Ale £, +8 € 2, :
fn"'gn/’f'+8 aA(fn+3;1)_=Afn‘+Asn:
tedy £+ g €2 8 Af +Ag = lin Af_ + lim Ag, -

lim & (£ + g.) = A(£ + g ).

Body (b), (c), (e) dokaite sami: uvédomte si pouze, Ze plat{ ndsledujicis

a,— 8, bn_"'b =5 max (an, bn) —» max (@a,b) .

(d) Toto Jje vlastn® tvrzeni v ddkazu lemmatu 9.7.
(£) Budte f, ez _ existuji tedy posloupnosti funkeil 8y i € Z (pro kaZdé
]
n ) tak, Z%e 8,k Fd f, Pro k — eo,
n

PDIOEEGh:max(giJ)’léién' 15341};
. ’

potom posloupnost hn konverguje monot_onhé nshoru, bud h = lim hn .
Tedy h € 2% ; ukéZeme, 3¢ h = f . Zfejmd h € £ pro kefdé n ,
tedy h€f . Je-1i n pevné, potom h 2 Byx Pro Kk 2n, tedy i
h * £, (limitni pfechod pro k ~= oo )y 8 tudil p 2¢ |

£ < £ £
Ze vztahu hn £ fn € £ plyne Ah, = Afn T Af &

ArzAhzumAhnélmAfnéAf

tedy Af = lim Af, .
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C. HORNI A DpoLNf INTEGRAL

‘9.10] Definice.

Pro libovolnou funkci £ € S(P) definujeme jeji horni a dolai integrdl

pfedpisem
P
f = inf Ag , Af = sup Ah ,
g>f h£r
g€ 2 h e zK

lQ.llI Pozndmky.

(a) V pfipadé, kdy neexistuje ZAdnd funkce g € ZR, g * f, bereme v definici
hornfho integrédlu funkce f infimum prdzdné mnoZiny, a totc jsme define-
vali jako + oo ., Existujil konkrétnf{ p#iklady, Ze tato situace mi%ie sku-
tednd nastat (viz cvidenf 9.A.a &i pfiklad s dvoubodovou mnoZinou
v 9.A.c). Naproti tomu v pfipadé zdkladniho systému <, , (R)f )

Eq
ke ksZdé funkci f existuje v&€t3{ funkce g ze systému zR (ukaZte,
f#e funkce identicky rovna + oo pat¥i do 2R ).

{b) UkaZte, Z%e platl ndsledujicy:

Af = inf Ag , Af = sap An ,
g>f h £f
g € 2% hez™

Véta,

Z definice ssmi dokaZte ndsledujici:
(a) Af € Af pro katdou f € S(P),
(b) £ £g=D>Af £ Ag, Af 2g .

Véta,

fe€ z¥=ppr = Xf = Af .

F

Dikaz. Predpoklddejme, 2e f£ € Z'. Potom Af £ AT (nebof sema funkce f

le2{ v mno2ind vech funkci ze ZR, které Jscu v&i3{ anebo rovny f);
stali nyni dokdzat, Ze

Existuj{ funkce £ € 2, £, /f. Ze vztahd £ €f, f €2C2° p1y-
ne, e Af € Af , odkad limitnim pPechodem dostdvédme Af £ Af .
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: *
D. systEmy &, £, A
19.141 Definice systému Af,

|9.1ﬂ

Ozname symbolem J& systém viech funkef z S(F) y bro né% horni a dolni
integrdl splyvajf a jsou konednd &isla; tedy

J!={rescp); y=TfeEl}.

Pro funkce ze systému & bud

def ~
Af = Af ( = Af ) .

Véta 9.13 ndm ddvd k této definici oprdvmdni, nase nové oznadeni neni
v rozporu s oznaZenim pivodnim,

Funkciondlu A (tj. zobrazenf mno%iny & ao E,
A:fed —= Af€E)

budeme ¥ikat abstraktni Lebeaguellv integrdl.

Pozndmky .

(a)

(v)

9.16

Systém funkci # a integrdl A na & pochopiteln® zdvisf{ na pdvodnim
zdkladnim prostoru (2,A) . Je viddi, Ze se ndm podsfilo (prozatim Zés-
tednd) splnit nad cil - zdkladni systém funkei Z (2 pivodni integrdl A
na 2 ) roz&ifit na obecnd Bir3i systém funkef & @ pro tyto funkce
definovat novy integrdl A , ktery na systému Z splyvd s pivodnim inte-
grdlem, Jde nyni o to, zda systém & a integrdl A na & maji “vlast-
nosti integrédlu®, které jsme poiadovali v uvodu,

Schematicky sl miZeme cely procesndsledovné zndzornit:

(Z,4) (2%, &) ~ (af, A1) (£, a)

Funkce ze systému & maji tedy kone&ny integrdl Af. Nikterak z tcho
zatim neplyne, %e by samy funkce musely byt konedné na P , Uvidime pozdé-
ji, %e funkce ze gystému £ wohou nabfvat i nekoneingch hodnot; oviem
bodd, v kterych t&chto hodnot nabyvaji, nemi¥e byt v jistém smyslu
*mnoho" .

i

Lemma,

Uvedeme nédsledujici nutnou a postalujici podminku, podle které dovedeme
rozhodnout, kdy dand funkce leZ{ v systému & (ani% k tomu pouZivéme
pojmu horniho a dolniheo integrélu). Plat{:

reXé=> Y e>0 Jg, 8, 8¢ X, szeZR '
8 £ f £ 82, A8y, Ag, kpneéné, Agy - Agl.< €.
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(1)

(2)

Ddkaz,.

Nechl je spln&na podminka pro funkei f € S(P) . Bud € > 0 . Existujf tedy

funkce g, € ZK, gy € ® 5 kone¢nymi integrdly , &, € f £ g5,

A.82 = AG]_ 4 E . Potom

z ‘H ‘N
Ag) = Agy £ Af € AL = Agy = Agp
odkud wyplyvd, Ze .ﬁf ' ir Jsou koneéné.
Déle dostavéme, Ze
RE < ag, < ag, + € S AL+ &,
2 1 ~
tudis Af £ Af , Podle 9.12.a dostivéme, %o fed .

Bud nmopak f € &£ . % definice infima a suprems ukaite, Ze je na¥e pod-
minka splnéna.

[$.17] Viastnosti &,

{a)

(b)
(c)
(d)
(e)
(£)

(a)

f,g ed=>f +ged a Alf+3g) =AF + Ag

(v bodech, kde funkce f,g nabyvaji nevlastnich "opaZnjych®™ hodnot definu-
jeme funkei f + g libovoln& - kup¥ffkladn jako nula}, ’

r e
f,g el == nmax (f,g)ed , min (r,gy e .
t,geld , £ég == Af £ 4g,

ted => t', el

fteld = |trledl a |ae|=ealel..

, c@B==> cf€& @ Alcf) = c Af,

Dikaz.

Zvolne £ > 0. Podle Gefinice 9.10 existujf funkce f) & e zX |
5.8, € Z° tek, %e f, £ p £ £,, & £ g4 &5

Af - AP, <&, Af, - Af X< £,

A - hgy < €, A8y - Mg < E .

Potom zfe jmé

K
R
fy+vg €z, *gel ,fvg ffrgff, g

(posledni nerovnost plet{ i pro ta x € P , pro n&z kupfikladu
f(x) =+ oo , g{x) = - @ - opdivodnéte !},
A(T, + 8y) - AlE) + g ) K4E .
Podle 9.16 je £ + g €& .
Z vy%e uvedenych nerovnosti ddle dostdvéme, Ze
Af+Ag-2€<Af1+Agl=A(fl+gl)4A(f+g)4
LAlLy + gy) = Af, * A8, K AL + Mg+ 2E
tedy Af + Ag = A (£ + g).
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(b) DokaZie sami, je nutno rozlisit pripady c >0 , ¢ =0, c< O .

(c) Zvolme opét £>0 , vybereme funkce £1, 811 £20 &

Potom
max (£, &) € 2K , max (f,, 8;) € R R
max (f,, g,) € mex (f,g) € max (£5,8,)-
UkaZte, Ze plati ndsledujici nerovnost
max (f,,g,) - max (fl,gl) £ (fy - fl) +

odkud vyplyva, Ze

1N

A (max (fy,g5) ) - A (max (fl,sl))
Z lemmatu 9.16 plyne, Ze max (f,g)e& .
(d} Plyne ihned z véty 9.12.
(e) Plyne ihned z &désti (c).
(f) Bul f €€ . Podle prededlého je £, £ €
gl =t + 7 e
Posledni tvrzeni dostaneme z nerovnosti

|af| = |af® - af7| € ae v arm = a|f]

|9.18 Lemma (zdkladni lemma pro limitni pfechody),

(82 - 81) '

Jako v Zdsti (a).

A(f, - £9) + Alg, - g)) € 4E .

a podle Eésti {a) 1

Nechl fneaf N / f . Potom Afn/ A .

Dlkaz. 2 monotonie integrdlu a ze vztahu fn £ f plyne exiatence 1lim Afn
a nerovnost lim Afn L (. PotFebujeme dokézat obrédcenou nerovnest:

lin Af > if » kterdZfto je zfejmd v pfipadé 1lim Af =

+ o , Bud tedy

lin Af_ < +©° azvolme &> 0 . Podle definice 9.10 existujf funkce

R
h € 2, h 2 f

n - T, Ahg koneiné , Af +

£

oafl 2 Ah, -

Bud q, = max (hy,...,h }. Potom q_ € ZR, CH A ; oznadme

qQ = lim a, i je tedy q € ZR.
Z nerovnosti

1N

<
fn"hn Sp

plyne, #e £ £ q , tedy
(®)  Ar £ Aq.
Na druhé strand z nerovnosti

- < - + + -
q b il (h1 fl) .o (hn £ )
dostdvdme

_ & 2z £
n n 2 e 2n+l ’
tedy

(dokazugjte!)

Aq € Af_+ & £ lim Af '+ £ , 2z Cehof plyne

n n n-roo

(e%) Ahq £ limaf + E .
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Spojenim nerovnostf (%) a (%) plyne

r

Af £ Aq £ lim Af_ + &

tedy Kf £ lim Af_ .

| 9.19' Fozndmky

(a) Lemma lze vyslovit zna¥né obecné ji, podle [C-—Il] s 2.7 plati dokonce toto
tvrzeni (viz téZ cvigeni 9.G.a):

£, e8P, Aty > —e0 , £ f =% S R

(b) Lemma 9.18 je zékladnim lemmatem pii dikazech v&t o limitnim prechodu pro
abstraktni integrdl (viz v&ty 9.37 & 9.38) a nakonec je i zdkladem pro
dtkez @ -aditivity miry (viz 9.47.4).

R K »*
[5-20] Definice systémd £, ¥, &, A,

Definujeme ndsledujici systémy funkei:
' £ € S(P) ; existujf fne&’,fn/f},
r'as £ €S(P) ; existajt £ €&, f_ \f] ,
£ & vt

A ={ £ € S(P) ; existujf fneot’, £ = f}.

Funkcim ze aystému A fikdme mé¥itelné funkce.

|9.21| Poznédmka.

Systémy 0\’3, a'gK Jame vytvorlli ze systému a'f obdobné jako syatémy
ZR a zX ze systému 2 . Potfebovall Yychom nyni definovat integrdl Af
i pro funkce f € J{ﬂ - & . Nabizela by se my3lenka definice ocbdobné
definici 9.6 pro funkce ze systému z" . Nesmime v3ak zgpomenout, %e pro
kafdou funkci f méme jii definovdn jeji horni a dolni integrdl 'Xf, Af .
Proto definici Af pro f € @™ zaloime na ndsledujlfcif vét&. ~

- Véta

feaé’“=—-—b ‘éf=1’f.

Dikaz. Bul £ € & F, existuji tedy funkce fne.o'e . e

Potom ze vztehfl Af £ Af £3f a z lemmatu 9.18 plyne, Ze

~~

Af £ AT .
s

IN

Af = 1lim Afn

9.23] Definice,

Pro funkei £ € " definujme Af predpisem
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] 9.24| Poznémky .

(a)

(b)

(c)

(a)

Z 9.20 a 9.14 odvodte, Ze Af > -oo pro f € d?R 8 AF < 4 oo
pro F € afK . 0dtud plyne, Ze

- &R NnLK
(srovnejte s 9.5.8).

,'8* Je nej8ir3f systém funkci, pro n¥% se definuje integrél Af . Funkce
leZici{ mimo systém L% maji pouze horni a dolini integrél, &islo Af
jsme pro né nedefinovall.

Véta 9.22 tvrdila, Ze Af = ir pro kaidou funkci f €~¢f* . Obrdtit
tuto v&tu nelze; mife existovat funkce, pro ni¥ Af = Af a pfesto

t € &%  (Viz cvigenf 9.A.c @i 10.J.) Je zfejmé, %e pro tekovou funkci
f je ¢islo Af = Ar nevliastni (jinak by funkce f leZela v systému & )
8 %e takov4 f:nkce f nepadne do systému A (viz vEtu 9.43.e).

Schematicky si 31#1 jednotlivych systémd funkci miZeme zndzornit grafic-
ky nésledovné:
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E. NULOVE MNOZINY

|9.25l Definice.

Pripomenme definici charakteristické funkce mnoXiny. Pro kasZdou mno?inu
M CP buld ¢

M

-1 pro x €M

P
\O pro x € P - M

tzv. charakteristickd funkce mnoZiny M . V 2.7 jume dokdzu.: ndsledujici
vliastnosti charakteristickych funkci:

ey (x)

{a) MC N> o £ ey s

(b) Cpy B - Mmax (CA, cg) 4 €4 A g = min (cy, eg) ,
[ -

(c) M;C M, CM;C ..., M= gl Mn=‘>cun/'cﬂ.

Rekneme, %e mnofina M € P je nulovéd, jestliZe KCM =0 .

9.26] Véta (vlastnosti nulovych mnoZin).
(a) M nulové =y e
(b) M nulovd, NC M=->N nulovd (specidln®& @ je nulova),
oo
{c) lln nulovéd = gl L Jje nulovd mnnZina.
Dikaz.
(a) Tvrzeni plyne ihned ze vztahu:
—_— £ < Fe.. =
M nulovda = 0 Acy AcM 0.
(b) Bud M nulovd, NC M . Potom cy € cy & tedy
£ T £ % =
g £ AcN < Acu =0 .
k
(¢) Ozname F, _ Lj M, potom
T n=l
ch = max (cll,..., c"k) c o {podle 9,17.c),
O€c, €, +u.or oy ==> 0 <€ Ac, € ACy +...+ &Cy = O
Fyp ™ My Fy My My '
9.18 . _
ch / Cy =—D ACFk/ Acy == A.Cu =Q.
[ 3
9.271 P¥iklad. .

Volﬁe zékladni prostor (Cl, {R) /[ ). Potom - obdebng jmsko v 9.8.a -

&y
lehko dokéZeme, Ze kaZdd4 Jednobodovd mnoZina v El Je nulovd. Podle pre-
de8ld véiy je pak 1 ksfdd spodetnd mnoZina v Ey nulové. Specidlné mnoZi-
na raciondlnich &isel je nulovd. Neni ovéem pravda, %e by kaXdd nulovs
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mnoZina musels byt spoletnd. Existujf mnoZiny (kupr. Cantorovo diskonti-
nuum - viz [ﬁv] y pFe 2.7) nespoletné a nulové.

|9.28| Definice.

Bud V(x) vyrok , tjkajici se prvkd x mno2iny P. Rekneme, ze V(x)

plati skore vZude (v P ) , jestliZe mnoZina

{xeP; Vix) neplati}
Je nulové,

Priklady: ]
(a) Budte f , f funkce definovené v P . Vyrok "lim £ = £ skoro viude”
tedy znamend piesn& toto:
"existuje nulovd mnoZina M tak, Ze
1im fn(x) = fxY
pro viechna x € P - M,"

(b} V§rok "funkce je definovend skoro v3ude” znemend, Ze defini¥ni obor funkce
£ se 1i%1 od mnofiny P pouze o nulovou mnofinu, tj. "existuje nulova
wnofina M tek, Ze definifni cbor funkce f Jje mnofina P - M ".

(¢) Budte f£,g funkce definované v P. Vyrok

" f = g skoro viude "
znamend, e

{ x€P; f(x}) # glx) }

Jje nulova.

Slova "skoro v3ude” budeme v dal3im zkracovat symbolem ""sk.vs.* Misto
virokua "f = g skoro v3ude" budeme Fikat, %e funkce £ 8 g Jsou ekvi-
valenin{ a budeme zapiscvat f ~ g.

Lehko se sami presvédéite, Ze vztah ~v prévé definovany je skutelnd
vztahem ekvivalence, tj. Ze plati

1) f~f pro kefdou f € S(P),

3) fg , 8~ h=5f~ h.
Tim se mnofina S({(P) v#ech funkci rozpadd do tfi1d podle ekvivalence ~~ .
Dvé funkce pati#i do jedné t¥{dy, prévé kdyZ jsou ekvivalentnf{. Ndsleduji-

cl vita udévd, Ze dvé funkce z jedné tFidy majil ste jné horni a dolni
integraly.

- Véta.
~ -~
frvg=hAf = Ag , £f=£g.
Dikaz. Nechi if £ + oo . MnoZina M = L xeP; f{x) # g(x)} JB nulova.
PoloZme f = n.cy , fop = (+=0), ¢y . Potom

-
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el , £/ fe,

tedy podle 9.18 Af / Rfoa . Ale Af, = n.Acy = O , tudfs Af_, = O.

M
Zvolme €2 O ., Existuje funkce h, € ZR, hy > £ splnujici vztah

~
Ah) < af+ £ .
Dale existuje funkce h, € zR y hy * £, pro niZ
0% an, <& .
Zfejmé existuje funkce hy + h,€zR & g€ hy + h,
(nebof pro xe M je hy(x) = + e© apro x€ P - M plat{

glx) = £f{x) & hy(x) € ni(x) + hyi(x) ).
Tedy
g € An) + an, <Af+ 2E

odkud dostdvdme 'Xg € Af . Ze symetrie lehko dokdZeme obracenou nerov-
nost Af £ Ag .

|9 . 30| Dhsledky,
(a) fed , ga~nf=8¢H ,
(b) fE'A,ng#géA .

Ddkaz;
{a) Plyne ilhned z 9.29.
(b) Bxistuyf f €& , £ —= f . Definujeme-1i funkce g

fn(x) pro xe{xeP; f{x) =g(x)} N

~~

g,lx) = .
\g(x) pro xe{x € P; ri(x) £ s(x)} '

Je zfejmé g o~ I, &8, — §. Ale podle prvn{ tdstl je g, € &

tudiZ g € A .

n'?

-9.3 Véta. Plati ndsledujici implikece:

(a) £eXd = f je koneins skoro viude,
(b) fe¢ :{R-—-—;f > - oo skoro viude,
(c) fe & K%f { *+ oo skaro vaude.

Dikaz.
(a) Bud f € & . Ozhalme
M= Il x€ P ; £f(x) = + oo aneboe f(x) = -o0 }
Podle 9.17.8 je é =f -fe€d , at jejl hodnotu v bodech mnoZiny M

definujeme jakkoliv, a A 95 = AL - Af. Definyjeme-1i tedy kup#ikladu
funkei ? ‘v bodech mno¥iny M hodnotou 1, je
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0=A ¢ =4acy=0.
(b) Pud nyni fe & R Existuje posloupnost funkei f_ el £, St
Potom

{x € P; fix) = - ao} < { x e P; fl(x) = - oo } ]

0dtud podle {(a) a 9.26.b plyne tvrzeni.

I9.32l Poznédmka .

Podle predchozi véty dostdvdme tvrzeni, ¥e ka?dd funkce ze systému &
(ze systému funkei majicich koneZny integrél) je kone&nd skoro viude, tj.
mnoZina téch bodd, kde tato funkce nabyvd hodnot + oo ;, Jje nulovd. Ne-
pfekvapl nds proto nyni vita 9,17.a:

nrgedld =— riged

al dodefinujeme jakkoliv f + g v bodech, kde je f =+ 00 , g = - oo
anebo f = -e g =+ o0 . Funkce f a g Jjsou totiZ kone&né skoro
v3ude a jejich soulet f + g nemusi byt tedy definovdn pouze na nulové
mnoZind a podle 9.29 vime, Ze vdibec nezdle®{ na tom, jak funkei f a g
na této nulové mnoZind dodefinujeme.

I9.33| ﬁﬁluva,

Podle predeSlého vidime, %e pro zamiazenf{ funkei do jednotlivych systémd
Jf. afﬁ. &?K, &f*, A nehraji Z4dnou roli nulové mnoZiny. Preandji -
mdme dvé funkce £, F , kteréd se liéi‘pouze na nulové mnofinéd a zjisti-
me-11, %e funkce f patf{ do systému o€ , pett{ tem i funkce F . Zmé-
nime-1i hodnoty mé&€fitelnéd funkce na nulové mnoZin¥, dostdvdme op#t mé&ri-
telnou funkci.

Z4dA se proto pfirozend, Ze mifeme vySetfovat 3 funkce, které nejsou defi-
novény na celém prosteru F , ale pouze skoro vBude v P , tj. v3ude v P
8% na nulovou mnofinu. Dodefinujeme-11 takovou funkci (definovanou sk,.vd.)
libovolnym zpisobem, budou hodnoty hormmich & dolnich integréld vdech tak-
to definovanych funkci ste jné (podle vdty 9.29). MdZeme proto ulinit né-
sledujicf{ Umluvu (konvenci):

"fekneme, Ze f e iv tom prfipad&, kdy funkce f je definovdna pou-
ze skoro viude v P g kdy tato funkce jakkoliv jednim zplaobem defino-
vand na celé P 1leif v systému &£ (podle predeslého vime, %e na zpd-
sobu definovédni nikterak nezdlei{)."

Obdobnd konvence se tykd i systému A  viech m&Fitelnych funkef.

Redu tvrzeni prededlych vt je nyni moZno zesflit. Tak kupfikladu vitu
9.17.4 1lze vyalovit takto:

vvged ,r%g sk.vl., =D Af € Ag ".
Prohlédnéte si vdechny pledchozi véty a pokuste se je takto upravit.
Na zdvér uvedeme Jjedté jednu ddleZitou wvétu,

27571 P10
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Véta. Necht £ >0, XF =0 . Potom £ ~ O .

Ddkaz. Pro ka?dé n € N oznadme En = { x e P; £ix) 5-% } .

s

Potom { x € Py £fi(x) > 0 } = M En a stadi tedy dokézet, Ze kaid4

mnotine E  je nulovd (viz 9.26). Ale lze vztahu O € % cp £ f
n

plyne, Ze
tedy KCE =0.

F. LIMITNY PHRECHOD 2ZA INTEGRAUNIM ZNaAMENTM

V tomto odstavei se budeme zabyvaet otdzkou, za jakyjch predpokladd o funk-
cich f, Je sprévnéd implikace

“fa> L o= Af —= af ",

m Piiklady (volte (C,, (R) f) jako zékladni systém}.
ET
Naleznéte pPiklad posloupnosti f, tek, aby f —0 , f €& & ahy
(A) 1im Af_ £ 0 ( = Af),
(B) lim Afn neexistovala,

(C) lim Af # 0 a navic £ 0 .

Déle sestrojte posloupnost funkel f, el tak, aby lim fnjia’f* .

19.371 Véta (Levi),

(a) £ edlB, £ Mr skvi. =t e LT a0 ar_— ar,
K K
(b) f e, £ N\ f skws. =P r¢€ Fd a Af_ —> Af .

(Srovne jte s v&tou 9.9.1)

Dikaz. Pfedpoklidde jme f, /;’f viude na P .

(a) Z2e funkce f ndlei{ do systému 4?}3 doké%eme stejnd jako v 9.9.f.
Ze wztahu fn <f a z monotonie integrdlu dostdvédme, Ze 1im Afn € ar.
Stagi dokézat nerovnost lim Afn 2 Af , kterdito je zfejmé v pripads
lim Af, = + o Nechit tedy limita 1im Af < + oo . Potom oviem
v3echny funkce £ le?{ v systému o€ a pouzitim lemmatu 9.18 obdrZime

o~

lim Af = Af = Af .

(b) Dikez je obdobny.

27571 Z10
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]9. 38[ Véta (Lebeague),

Nechl £, € £, £~ £ sk.vs., necht existuje funkce g € & tako-
vd, Ze nerovnost

] fn(x)l £ glx) je splnéna
pro v83echna n a sk, v8, xX .
Potom

fe ¥ e Af —> Af .
Ddkez. Predpoklddejme, %e v3echny vztahy plati v3ude mistoc skoro viude.
Bud n,=sup £, g, = inf fk .
k 2n k2n

Potom h € LR - e £
{nebol plat{ implikace:

[’ €L mpmax ( Prreen yn)eg'( =

sup % = 1im max { Ql,...,yn)e,@fi Y.

Z nerovnosti

plyne, Ze gy o hneéf .

Protofe h “~yf, (h \ 1lim sup f, = lm £ =£) ,
jest £e &K | ovaont r et (g S D),
tedy £ €& .
Z nerovnosti
£ £
bg, ¢ M % AN

a z Leviho v&ty 9.37 (1lim Ag = Af = lim Ahn) pak plyne, Ze
m AL = AT .

&391 Vita (Leviho pro Pady). -
s R )
Budte v, € K “. 20 oskvEL, v o= §n=1 v, sk.v&,
Potom
-3
—
v eaﬁR & A = S AV

= v
(t,j. A (/?i_:l v ): by “_"Vn"

Obdobné pro v %0, v && .

Dlkaz. Plyne inned = 9.37.



[’.40[ V&ta (Lebesgueova pro Fady).

hand

Budte vneg‘ég , necht v = 2 v, sk.vd. a necht existuje funkce
n=1
-4 (4 tak, £e nerovnost
k
2 v, (x} < g (x) je spinéna pro vSechna k a pro skoro
n=1
viechna x .
[ -]
Potom vekf’ a Av = ‘ Avn .

n:
Dikaz. Plyne ihned z 9.38.

» -
G. VLASTNOSTI sysTéMy & a A.

9.41

Lemma.

*
Budte fneatp , g€ & ; nechl £~ £, nechi £, > g pro viechna n.
Potom f € A_’R,
Dikaz. Ze vztahu =~ =0 { Ag = Af ~ dostavéme, fe
R
£ e &7,

FoloZme f = eup £, - Potom (€ &R (neboi meximum koneé&ného podtu funkel
z & le%{ op&t v systému ,t’R - viz obdobnou vetu 9.9.c - a

max (fl""’fn) /sup £, pro N —s o),

Fre, P21,

Existuj! funkce ¢/ €&, &, /jﬂ . Predpoklddejme pfimo, ze & g
pro viechna n {(jinsk mfsto funkef 59n vezmeme funkce max ( 6/ ,8) , kte-
Té majl stejné vlastnosti). PoloZme

3m,n = min ( Sfm, £, -
Z nerovnosti

plyne, %e 8.-1'.! eX .
Zfejmé 1lim Byn = min ( y, f£), odkud podle Lebeagueovy véty dostdvédme,
n-sso '

te min( ¢, fle & . Ale min ( Porf) /7 min P£) =t , tedy e L,

|9.42| Viéta (vlastnostl méfitelnych funkei)}.

(a)

f,g8€ /A, necht f + g mé smysl sk.vd. =
f+gze A,
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(b)
{c)
(d)
(e)

{f)
(g)
{h)

Dlkaz.
{a)

(b),
(e)

(f)

(g)

(h)

teld, A eE =>Are A,
f,e €A == mex (f,g)eA , min (f,8)eA ,
f€A==)|fl€AJ

teA , £20 = re F
obdobn® pro f £ 0 ,

feA =t "¢ £F
t el , £~ 1 skvi. =D rfeA,

tel,ged |, |f] €2 = ref.
(specidlnd fe A ,lf]edf=¢ fed ).

Existuji fnex, g €X , f —rf, g ——g.
Predpoklédejme, %e f£,, g, Joou konetné v3ude. Potom

£+ gnex y fp+ g, f£+g sk.vi, Tudfz f + ge/l (provedte ce-
1y dikez podrobn& a precizné).

(¢), (d) Provedte sami.

Exiatuji f el , f —w {+ MiZeme pi"edpoklédat, %e 4 >0 (Jjinak vezmenme
funkce ). Podle lemmatu 9.41 je pak ¢ e#R

Bud f €A_ , potom £7, £~ € /A & podle predeslého je ¥, T el .
Nechl naopak f£*, £7¢ £, potom £ = £* - £~ a podla (a},(b) jest
red .

Budte f € A , podle prededléno je £y € £% o £t

Z lemmatu 9.41 plyne f' € .{R. Obdobné& dokdZeme, Ze £~ 6&’R a podle

tdeti (f) je fe A .
Bud f e/ , potom
£, ¢ € X" & ze vztand 0 € ¥ £ g,

0€¢ €£g plyne £, e , tj. ted .

»
Vlastnosti a@

(b}
(c)
(a)
(e)
(f)

Dikaz.
{b)

(a)

»
f,g € 4 , nechf mé smysl soudet Af + Ag == skoro viude md smyel
soulet £ +g, f+g € &% a A(f+g) = Af + Ag ,

ted™ | de Bi=> X redl” o MA =K,
tede—= ", " e &' arozatl af* - Ar” ué smysl,
feA -&e 1 e B, a2 a2

fe --8’*—-——-i>i'f=+oo,Af--~oo,

fel=> | r]ed” a ]Af] alel .

Provedte sami. ,

Nechl kuprikladu ¢£,g e.@a . Potom podle véty 9.31 md soulet f + g smysl
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- .
skoro v3ude. Existujf funkce £ el ,g el £, s &, konetné viude,
fn /’ f sk.v3s,, &n v g sk.va,

Fotem fn + gneaf’ ' fn + 8, / f + g sk.va., tedy
R .
frge LR o ae +g) At +ag, ., AL+ Ag. ST Af 4 ag
odtud plyne, Ze A (f + g) = Af + Ag (proveate vie podrobne!).
»l -
(c) Bud fe &% Potom £¥, £- €£® (kuprfkladu podle 9.42.£).

Existujf funkce fncad? N /’ f. Ze vztahu f, 2 f 20 papk plyne,

1
te £~ €& a tudiz rozdfl AfT - AfT mA smysl. Nechl naopak
£%, 7 € ¥R a nechl wg smysl rozatl AfY - AfTL Podie cdsti (a) pak ply-
ne, Ze

+

o =r el

{d) Plyne snadno z prededlého.
(e) Bud fe A - X" , podle prede3léhc je AfY = 4 oo,

Necht g je libovolnd funkce ze Z°, g>f .,
Potom g 2 f' , tudfz AgT 2 AfT = + o0 @ tedy 1 Ag = + oo .
Z definice pak

~

Af = inf Ag = + oo
g >f

g € ZH

(f) Plyne okamZité ze vztahi

1]
}—b

|
Iy

£l =¢"+57, £
a z predchozich Zdsti.

H. MERITELNE MNOZINY, MIRA MNOZIN

9.44( Definice.

Bud M C P . V pfipad®, %e existuje integrél Acy , tj. v pripagd cméaaf*}
fekneme, %e mnofina M Jje mE¥itelnd a &fslo

def
(aH == ACM

nezveme mirou mnofiny M . Systém v3ech méfitelnych mnoZin oznaéime symbo-
lem 227 . Podle 9,42.e¢ pak mdZfeme fici, 3Ze

MedNEDc € A

tj. mno%ina M Jje m&Fitelnd, pravé kdy? jej{ charakteristickd funkce Je
méfiteind. Uvddomte si ovdem pritom pedstatny rozdil mezi méfitelnosti
funkef a miZfitelnost{i mnoZin !!

Miru mnoZiny méZeme uveZovat pouze pro méfitelné mnoZiny. Je-1i nyni mno-
Zina M C P libovolnd a nepfedpoklddéme o ni, Ze cy ex™ |, miZeme j1
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stdle je3té pPiradit céislo KcM {nebol horni integral je definovdn pro
kazdou funkci); toto Gislo pak nazveme vndji3{ mirou mnoziny M & ozna-
Time @AM .

Tedy - kazdd mnoZina m4 vnéjsf miry, miru maji pouze méifitelné mnoZiny =
na systému méfitelnych mnozin splyvd mira s vné jdi mirou.

Pr{klady-

(b)

9.46

Vezmeme zsdkladni prostor (Z,A) =z pffkladu 9.2.b. Tam jsme uvaZovali
dvoubodovou mnofinu P = a,b )
7 = {fe S(P) ; fla) =0, £(b) € El} ,
Af = f(b) pro f € Z .
Ukazte, Ze
£la) > 0 =D Af = +o00 , Af

A~

fla) < 0 = Kf = £(b) , Af = -o0 .

(o) ,

Odtud lehko vyplyne, Ze mnoZiny g ,{ b} Jsou mefitelné & mnoZiny {a},
P nejsou méritelné. Podrobn& vysvétlete !

VyJjdeme-1i ze zékladniho prostoru (C,, (R) f ) , lenko ukédZeme, Ze
e

’ .
ke?dy interval (otevfeny, uzavieny &i polouzavieny) je méFfitelnd mnoZina.

Vlastnosti J#,

{a)
(b)

(c)

(b)

'

{a)

A nulovd = 4 € L ,
oo oo
AneMleAnem, annem, -

ABEWM=>4-Be W .

Ddkez. {a) Plyne okamiité z 9.26.a.

1
C =
.

=

1]
D w
-3

¥

Oznatme Fk =

M:.DA N = ﬁA.

Podle 9.25 je

S cp = mex (cAl,..., cAk) e LR ’

R
= min (¢ casy, €, ) 4
Al’ ’ Ak
a Ch —»=C c —» C 3

bk M ? Ek N
odtud & z 9.42.g vyplyvd tvrzeni,
Plyne okamZite ze vztahu

CA-B %% " %npB !

g z predchozi %4sti (a vEty 9.25.Db).
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9.47] Vlastnosti miry,

(&) A M= uar 20,

() M8 =0,

{c) ACB,A,Bem===>{uA£(«.B, -

(@) A, ¢ ¢ po dvou disjunktini _>(“(L1} An) = ; MAny

(e) M € ,ucC W, C oeny M nL=}1 MN=>4M = 1lin 4M_,

’ o8
(£) M €2,Mu,D¥;D 000, M N M, My < v e => uM = 11...(u 0

n=1
Ddkaz.
(a),{b) Jjsou trividlni,

(¢) Bud ACB,ABEM . Potom ¢,

N

s £ -
cB'=>(uA = Ac, € Acp = /aB .

r~1

L -3
(a) Oznatme A= U & , ztejmé ¢, =
n=l ° n=1 n ?

odkud z Leviho v&ty vyplyvd tvrzeni.
() c:lln d cy @& opEt pouZijeme Leviho v¥tu.

(f) Poufl jeme vztehu cln\cl a Leviho vE&tu.

9.48| Pozndmky.

(a) Predpoklad MM, < + =0 (&i alespon uM, < + oo pro jisté k) je
podsetatny.

Prot ipf}klad:

lln=(n,+== )ﬂ>(Uln=+°°a Ql ln=ﬂ

=

{zdkladni prostor (Cl, (R) [ } - viz té% 9.45.b).
1

EE] Vlastnostl wmn&j&i m?ry,
(a) AC P=x /1' A 2O,
(v) Mg =0,

(e) ACB—-P(aA‘E(ZIB,

o
L]
(a) (L(Hl An) £ §n= (u.An , 1 kdyZ jsou mnoZiny A, po dvou disjunktnf

(viz tfeba 10.K).

Ddkaz.
{a),{(b),(c) plyne pfimo z definice.

(D} Nebudeme zde dokeszovat, plyne z vlastnoati hornihc integrilu, které jsme
zde neodvozovali. Viz cvideni 9.G.a.
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I. INTEGRAL FRES PODMNOZINY

Prozatim méme definovédn integrdl pouze pifes cely prostor P , cht&li bychom
definovat 1 integrdl pifes jeho podmnoZiny. Mdme kupfikladu definovén

[f y ale nevime, co je to /f (5 ff (kde R |jsou raciondlni &isla).
R
1

b.50] Lemma .
Budl MCP, M€ 2 , fe S(P). Oznadme

A
£=f .0y, ti

/f(x) pro x € M ,
flo) =
\0 pro x€F - M .

Potom plati implikace:
el =»Ffell, X
kde L md%e znamenat kterykoliv ze systémd & , .(R, XK, K el , A4 .

Dlkaz. Provedeme pro pfiped n £ .
Bud tedy fed ¢+ poloZime-11

Syn = min [ n.cy, mex (fr, -n.cl)] ’
Jje

yneA,l?n‘éf' yn—"’?

A
{vie odlvodnéte), tedy podle Lebesgueovy véty je f el . Tvrzeni pro
ostatni aystémy dokaZte sami pomoci limitnich piechodi.

|9.51] Pozndmky .

(a) Predpoklad M € 777 je v lemmatu 9.50 podstatny, Viz cvileni 9.A.b, kde

volte M = JO, %), flx) = x .
(b} Funkce 5’“ ma j{ ndzorny vyznam:
mimo mno¥inu M je Qn = Q § v bodech mnoZfiny M ,
kde f£(x)» n je & (x) =n; v bodech, kae
£lx) < -n jJe ¢ (x) = -n; v ostainich
bodech je yn = f (nakreslete sil).

9.52| Definice.
Bud MCP, M €74 . Nechi funkce f Jje definovéns v M, PoloZme

/f(x) pro x € M ,
F:f(x} =

\0 pro x €P - M .
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9.23

w L
Necht J2 znamens kterykoliv ze systémd ‘g’gR‘ A

Definujeme systém funkcl 'JIM vztahem

def,
> Ffed) .

fe.QM &

— .
Je-1i fe &7 (tj. je-2i Fed) , @efinujeme

def.

A“f = At .

Poznamky .

{a)

(b)

N
Je podstatny rozdil mezi definici funkce f =z lemmatu 9.50 a definied
funkce f ¢ 9.52

v lemmatu 9.50 jsme piedpoklddali, Ze funkce £ je definovdna v celém
progtoru P (a funkce f vznikla tak, Ze jsme mimo mnoZinu M zménili
hodnoty funkce f }); zetimco v definici 9.92 jsme pfedpoklddeli, Ze funkce
f Jje definovédna pouze ne mnoZiné M (a mimo mnozinu M jsme funkeci f
dodefinovali, &imZ vznikla funkce f ).

Viechny véty, které Jjsme aZ dosud formulovall pro systémy & ,4?12, & K,
4?*, A , mifeme pfeformulovat i pro systémy ’eM! Ame, é?MK s Af: '
Ay

Kupfikladu plati tato véta:

R : R : "
o€ &8, 5 M e o wm=—red [, ar —ar .

Jak dokdZeme tuto vétut

Definujeme funkce fn , T vztahy:

////fnfx) pro x €M ,

O pro XEP-M ,

f(x) pro x € M,

P
\o pro x € P - M

Potom fn e &R . fh‘/’ f. Tedy podle vty 9.37 f € R,

F(x) =

Afn——- AT , co% ren{ nic jiného ne3 tvrzenf nasdf véty.

Pokuste se sami formulovat a dokazovat nékieré dald{ véty.

-9.54 Véta,

Necht £t € fL, , NCuM, N€ N . Potom fE€ Jer , kde L mbzZe
R K ol
znemenat kterykoliv ze systémd ﬁ?,_éf , 5, 4 , A .

Dhkaz. Bud f € flu , necht
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/f(x) pre x€ N,
£i(x) =

\\O pro xe€ P - N .
Chceme dokdzet, %e f, € (L .

f1:

Oznalme je3td

f:f‘(x)—/

\O

f(x}) pro xeM,

pro x € P - M .,

Podle 9.52 je f € fl a podle 9.50 pak f.cy € £2 . Ze vztahu
£, =1 . cy Plyne tvrzeni,

Véta,

Bud M C P ,nulovd, f definovéna na M
Foton fezn a A“f=0.

(Tedy integrdl libovcelné funkce pfes nulovou mnofinu je nula.)

Dikeaz. Oznadime-~1i

f:x/
\0 pro x€ P-M,

je T ~ 0 (viz definici 9.28.c), tedy

f(x) pro x€ M,

feX a afF =0.
Véta, k
(A) Budte M €7/ (n=1,...,k) po dvou &isjunktni, M = Ul Mo
n=
Fotom "k

Myt = gmnf:

~ »*
mé-11 alespoh jedna strena této rovnosti smysl (tJ. pulto je £ € & .,

»
anebo f € & M Pro ka¥dé n a soulet md smyal).

n
oo

(B) Budte M_ € #% po dvou disjunkini , M= U M . Potom

n=1l
o0

Ayf = Z £

M n=1 AMn ’
mé~-1i levd strana smysl.

! "
(C) Bulte M € 27 | M CM;C..., M= rglun e red, .
Potom
£ = lim £ .
hu n=so0 Alln

_155_



ol
(D) Budte M €, wDM,D ..., M=) U, a fec¥ , .
Fotom n=

A f = 1lim f .
M n-weo A"r:t

{Porovnejte navzdjem predpoklady jednotlivych tvrzeni!l)
Dlikaz.
(A) PoloZme jpn(x) = f(x) pro x € M, Spn(x) =0 pro x€ P-M_,

_‘J’p(x) = f{x) pro x € M, ?(x) = 0 jinde.

Potom
k

k
9’“52' , ¢=;L @, 8 soutet Z A ¢, nué smyel.

n=1
Stadi pouZit vétu 9.43.a.
(B) Podrime oznaleni z (A). Nechi zprvu je f € éeﬁ'l , £ 20 . Potom

ot
§V=Zl jpn e L, j’ne K R, a poufijme Leviho v&tu pro integreci
n=

fady funked.
'
Je=11 nyni f € Afn litovolnd, je podle prdvé dokdzandho

ot

Ag = ;1%" £, A = Z AMn.f.‘_ ,

n=1

pritemZ rozdfl levych stran mé smysl., Odtud plyne ze znémych vlastnosti
fad (kterd vity 7) tvrzeni.

o
(C) Zrejmé M = L_)2 (M_ -M__) UM . Podle (B) a (A) potom
n= :

Ayt = (A £ - ) + f=1lim t
u ; Aun Aln---l Al‘1 _Aup

p-eoe
( rom slete !)

(D) Polozte N_=M; - M a pouzijte (C) s (4).

J.®* PRIPAD P¢ 2.
==

Jak jeme jiZ Fekll, ne vidy musi byt cely proator FP mé&#itelnd mno¥ina
{viz kup¥. cviden{ 9.A). Nutno Fici, Ze toto je jist§y "nedostatek" celé teorie.
V tomto odatavei ukdZeme nékteréd véty, kters plati{ prdvé za uvedeného dodateéd-~
ného predpokladu P € 7 . Poznamene jme, Ze tento odstavec je ponékud obtiZnéj-
81 ke studiu; véty zde uvedené ne jeou jiZ tek pfi1i¥ "dbéleZ2ité” a budou ndm alou-
2it plevédZné v daldich kepitoldch, a2 budeme srovnévat tegrii Daniellova roziife-~
ni integrdlu s vybudovédnim integrdlu na zdklad® teorie miry a budou prdvé zdkla-
dem mnoha definic v téchto kapltoldch. Neni tedy nutné tuto kapiltolu studovat
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detailné, miYete si uvedené véty pfelist kupt. i bez dikazd. Naopak, &tendle,
ktery by se o uvedenou problematiku zajimal, mohu odkdzat na [5’] , odstavce
B8.22 - B.42.

V dal3im tedy plredpoklédejme, 3¢ P & 2L (cof je ekvivalentni piedpo-
kladu, %e konstantn{ funkce 1 € A ! ).

9,57] Vé&ta (charakteristika m&Ffitelinych funkci},

Funkce f e A , pravé kdy¥ {x € P; £{x) > a(..} € M pro kaZfdé
A € E,.

Dikaz. 1. Bud f € A , A € E, . Oznalme B ={ x € F; f(x))ﬁ} a
definujme funkce £ , 8, predpisemn

£ =n [ £ - inf (2, m] . &, = inf(1,£) .

Potom f , g, € A & jak lehko zjistime, g —w>cgp . Tedy cyp€A
tj. Be {kde jsme pouZili pfedpoklad P € #T 7).

2. Piedpokléddejme, Ze je spln&na podminka pro funkci f£; chceme uké-
zat, 3¢ fe€Ad . Stejn® jako v 16.13 se ukéle, Ze existuje posloupnost
" jednoduchych" funke{ 8, tak, e 8,— f . Ale kaZdd funkce 8  né
tvar

MW‘

a8 =
n 1=1

4 %, >

kde d, € E; a F € N | Tudiz s, €A pro kazdé n , odkud jiZ
plyne fe€ A .

I9.5B| Diisledek.

Budte f,c€ A , potom f.g el
{tato vé&ta neplati bez predpoklmdu P € 27T !, viz cviten{ 9.A.b)

Dikez. Lze provéat stejn& jako ddkaz vé&ty 16.8.E pomoci predeslého 9.57.
- V&ta (tzv. regularita vnéjsi miry).
Bud Q¢ P . Potom existuje mno%ina E € 2, E D Q tek, Ze ZZQ = A E.

Ddkaz. Je-11 (ﬁQ = + o0 , stalf polofit E = P . Nechi tedy (aQ. € +o00,
Podle cviten! 9.F naleznéme funkci f tak, aby

fed ,f!cq,Af=AcQ=(uQ.

PoloZme E={xeP;f(x)&1} .2reim EDQ,E €2 (plyne z 9.57

a z faktu, %e J2Z Jje @ -algebra, viz té% 16,.4) a ze vztahu
£

cg € cp € f plyne

‘jiqé",u.séu= AaQ.
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- Véta. Prostor ¥ méd @ -koneénou miru, tj. existuji mnoZiny H € 77

o0
tak, ¢ \J H =P = H < +o00 pro ka’dsé n .
’ n=1 @ (u n

Dikez. Nechi P =+ oo (jinak je tvrzeni zPejmé). Zrejud c, € £ 1,
. R 1
existuji tedy fnef s fn/ cp Staci poloZit Hn ={ X € F; fn(x) 7 5}'

o
Podle 9.57 je H € 2% ; zfejme Hl Hy = P (prod?) a MH < +eo

(k poalednimu pouZijte tfeba Tebysevovu nerovnost ze cvifeni 9.1, podle
ni% Cu'Hn €24 £, -; ostatn® koneénoust (u.Hn je vid&t ihned).

- Véta (charakteristika m&fitelnych mno#in},

Bud Y C P . Potom Y € ¢ , prévé kdyZ je splnéne ndsledujici podminka:

{m) : pro keZdou mnoZinu T ¢ P platf

AT = A@NY) « H(T-Y)
{viz té2 13.22 a komental v poznsamce).

Dbkaz.
Bud Y € 271 o zvolme T C P, Podle 9.59 naleznéme mnoinu E € 22T  tak,
aby ED T, ((LE = (;ZT . Potom

s

(&"(Tnn +(17-(T-‘1)4- MENY) + M(E~Y) = «E= AT

{kteryeh w&t pouZivédme?} .
Obrécend nerovnost v3ak platf vidy (viz 9.49.4).

Bud Y ¢ P a pfedpoklddejme, %e podmfnke (%) fdletf{. Pro lepsi pFfehlednost
dkezu predpoklédejme nejdfive, 2¢ L Y < +eo . Podle 9.59 naleznime
E €7 tek, @by EDY, ME= LY. Poutitim (#)(pro T = E)
dostdvéme, te A E= ZL(ENY) + A(E-Y) = Y+ Z(E-1Y).

Tudts AL (B - ¥) = 0 a podle 9.46.a je E-Y € 4% . Tim jsme ukéza-
1i, Ze

Y =E -(E - Y¥)e N {viz 9.46.¢).
Je-11 nyni (4‘11 = + o0 , nalezndme podle 9.60 mno¥iny H_€ M  tak, aby
[ -]

) H, =P a (“'Hn { + oo |, Nyni{ kopirujme dlikez piededlého pro pfiped
n=1
~

(a.I {+ oo , Naleznéme tedy mno‘iiny E € T 1ak, aby E 2 o Hy
a @E = (to(xn H,) a poloime G, =H N E . ZFfejmé

G EM , MG C+o0 , G OY=HNY,

tedy G 2 MG N Y) = A H N Y) = MEB, 2 MOy » 8ImZ vude platy
rovnoat, PouZitim (x) op&t dostaneme, Z%e mnoiina Gn =Y Jje nulovd pro
kaZdé n

(@G, = (e NnY)+ LG, -Y) pro T=6,,
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Ko

tedy méfitelnd. Tim jsme ukdzali, ¢ Y NH =G - (G -

L -
kazdé n . Nyni si stalf uvddemit, 3¢ Y = {J (YN H).
. : n=1

CVICENT A PROBLEMY

9.A

Y) € @t pro

VEtSinu pFffkladd k této kapitole naleznete ve skriptech [‘F] , Demd pro-
to smysi, abych je zde opisoval. Uvedu zde proto pouze nejnutné j3f pfiklady.

Zédkladni prostory,

(a)

(b)

(c)

Poloime P = {OQ,1), Z = & f; £{x) = kx pro x€<0,1),
Pro xaidou f € Z poloZme Af = O . UkeZte, Ze

(1) (Z,A) tvobi z4kledni prostor,

(2) fez" =) =0, _

(3) fed¢&=>r(0) = 0 (femu je rovno Af 7) ,

4y £ = A,

(5) A€ L¢==>4acC (0,1) (takze kupt. P& M ) ,
(6) D€EA == JdA=+oo,

(7) £~ g&==>f(0) = g(0) .

t]

1l

X e El} .

Volte P,Z jeko v {a). Pro f & Z tvaru f(x) = kx poloZme Af = k.

Opét ukaite, Ze
(1) (Z,A) +tvori zdkladni prostor,

2y &=z,
(3) f,gel 2 f.g¢A ,
{4)m={ﬁ}.

Volte (Z,A) Jjako v 9.2.b, tj.

P = {a,b} , z:{ £ £(a) =0, £(b)€ El}, Af = £(b)
Ukaite, Ze |

(1) (Z,A) +tvor{ zdkladni prostor,

(2) fe2® =% f(a) =0,

(3) &£ =2,

(4) reA =>ra) =0,

(5) je-1i Pa) =1, #d) =+ | jeAP =a¢ =

(6) M={ﬂ, {b}}

Dal&i pfiklady naleznete v [W] y 2.9 = 2.23 .,
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|9.B| Maximalita systému.f,

Ukézeme, Ze systém & Je v jistém smyslu maximdlni. Integrdl A se jiZ
nepodarf roz3{Ffit na Bir#f systém funkci obsafeny v A tak, aby "novy inte-
grdl™ byl stédle jed3t& absolutné konvergentni. Lze vyslovit toti% tuto - znaén?
obecnou - wvétu.

"Nech! 7~ je systém funkéf na P a nechi &£c 7Tc A.
Predpokléde Jme, %e kafdé funkci f € 7 umime pri¥adit jisté redlné
&fslo £ tak, Ze platf

(1) £ ¢ & =mp AT It ,

(i1) fgee 5 , £ <g »pTr € T .
Potom plati

(I) £eJ” , £20=mpred |,

(I te T -Z==>|2|¢T = Alfl = +o0 ,

(LS ]

Rozmyaslete a dokaite !

vod. (I) Bud £ 9 ,f£20 . Potom £ & &%, existujf tedy
t,edcd fn/f .
Déle

At = Tf € Fr, tudff Af = UnAr £ Tf < voe,

Zavér: fe & .

" (II) Necht [f]e J , potom podie (1) Jo |zl€ed . & tuasz 1
red (podle Zeho 7) .

[9.C] Hustota 2 v &. 4
Bul f&€ & , £>0, Potom existuje ?e Z +tak, Ze A]f - 9"(8 .
Dokaite |

Ndvod. Naleznéte nejdrfive g€ ZR s, B 2f tak, by Af £ Ag < Af + —%— .

K funkel g ddle nalezndte 9”& Z,#%g tak, aby Ag -%( AP < ag
Potom

Alr -9 < A|t-g|+Alg -?| aMe-nraa-grce .

Poznédmks. Uvafujeme-1i mnoZinu 2 s JeJiZ elementy jsou ti#idy ekvivalentnich
funkci z & a zavedeme-11 do metriku predpisem

?(F,G)=A|f-g| , kie f&F ,ges

(?(F G) nezévief{ na volb¥ funkef f,g a je to skuteiné metrika),
cviZenf{ 9.C Fikd, %e mnoZina z {trid ekvivalentnich funkef ze Z ) je hua-
t4 v..? . Lze téZ dokdzat, Ze metricky prostor (,? . f’ ) Je upln§, Jji-

- ~
nymi slovy - (& , £ ) je Uplny obal (ziplnéni) prostoru ( Z ,§ ).
Tohoto faktu vyuZivd mnoho autord ke konetrukci systému &£ ze zdkladniho
prostoru (Z,A). V této souvislostl téE upozorﬁudi na pozndmku ve cvide-

nf 1.N.
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|9.D| Jedté& charakteristika systému A

DokaZte, Ze
f €A , prédvé kdy? existuje posloupnost funkcf /Wne Z 5 vlastnost{
Spn —= f ak,v3ude.

Ndvod. Pro dikaz jednd implikace pou%ijte 9.42.g., Bud nsopak f e /A . Nalez-

n:te rosloupnost funkedl fn , 5/7" tek, aby

fne"{ y fp— £, Spnez' Alfn-spn‘<2_i-

(-
Z Leviho véty odvodte, Ze A( Z lfn - Spﬂl )'( + oa | tudif podle 9.31

n=1
‘Fada ;lfn(x) - S0

fn- 5ﬂn—--o sk.va,

konverguje pro. sk. vdechna x . Specidlné

lQ.El { .{,A) jeko zdkladni prostor,

Bud (Z,A) zdkladni prostar, zkonstruujme piisludny systém £ & inte-
grdl A na ném. Oznalme &£ = { fed ; f koneknd véude} . Dokefte, Ze
( & s A) tvoff 24kladn{ prostor ! '

MdZeme nyn{ cely proces Daniellova rozdireni opakovat {vychdzime pritom ze
zdkladnfho prostoru ~ ( &, A)). Ziskéme tim "pfisludny systém & " - oznalme
jej € & ) . Jaky bude vzteh aystémd & a & (&) 7 Schematicky si situadi
mGZeme zndzornit tekio: ‘ '

Z,A : - .2 £, A o] LX) 0w 77 .

Je ziejmé, 2¢ £ € X (L) - (proc?), a te ¥ (£yc A . (toto plyne z 9.D,
ale jak?). MiZeme tedy aplikovat 9.B a dostaneme, 2e & (& ) c & (nebot

' e
fe (€)=t e & (¥ == ", eldpred ),
watz & = £ (&)

ZBvép, Vyjde;ﬁe_li z dvojice (G4 LA} jukoZto 'ze "zdkladniho prostoru”, nedd ndm
teorie Daplellova rozSitfeni jiZ nic nového. Ostetnd toto tvrzeni je zfejmé
i z poznédmky v 9.C. Objasnéte!l

Cviceni. Doksfte té% pfimo (bez uZit{ 9.B a 9.D), 2e & = ¥ (£ )
{pouZijte kupfikladu 9.16 !)

|9.F| Cvidenf. Bud f 1ibovolné funkce na P takovd, Ze Af Jje konec¢ny. Potom
existuje F € ¥ | F * f g vlustnosti Af = AF.
Dokaite!l '
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2t y £, T tak, aby

e 1 > by
AfBCAf*zn a f—fz—f

Stadl poloZit F = lim fn'

9.G| Horni integrsl.

V celé kapitole jsme vénovali hornimu integralu men#{ pozornost. Proto do
tohoto odstavce shrneme jeho zdkladn{ vlastnosti.

(a) Dokazujte nédsledu jic{ tvrzeni:
1. f€g=pir<%Xu,

2, & 2o =X (A £)= XA,
3. £20,g20=>K (£ +g) €A + Az ,
4. fn/f, Kfl > -ﬂﬂ%]ﬁ‘n/ Af ,
. o -
5. fné0==¢>1'(z fn)ézr_?(fn.
n=1i n=1

-

3. Je-1i hy, h,e2%, n £, hydg, Je hy+hye2 a h +hy?®
*r+g . Cili '
X(r+g)*< A(hy + hy) = Ahy + Ah, , odkud Ji% plyne tvrzeni.

4  Stad{ zPejnd dokdzat, e 1lim Af_ 2 Xf . Tato nmerovnost je zfejmi pro
i1im zfn =+eoa , Bud 1im A f, <+ azvolme E£>0 . Naleznem

posloupnost g, € Z'R » 8p > £, tak, aby Ag_ < i'fn + ::n .

Chceme poufit 9.9.f; k tomu potfebujeme, aby posloupnost {gn} byla
neklesajici, PoloZme tedy Gn = max (gl,...,gn) . Zf'_eJmé

> a
Ghe 27, 0,8, 71,

a staif ukdzat, Ze AG < Ifn + & , nebof potom

~

iy » - -
lim AL+ 3 > 1lim AG, = A(l1m G, ) * Ar .

5. PouZijte (4) a (3)., Dokmite 14X p¥imo e pouitim implikace:;

] - - -
g, € Zﬂ,gnéo—b{’:lgntzﬁ a A(ngﬂgn) = n;hgn.

(b) Plat{ (2) 1 pro & <0 7 Plat{ (3) anebo (5} i pro libovolné funkce?

(¢) UkéZeme, Ze ve (3) nemusf nastat rovnost. Vezméte zdkladni prostor (Z,A)
z pfikladu 9.A.b & volte

_/1 pro x=%

1
l pro x |
rt0) = ,  &lx) = <
O  Jjinde 0 Jjinde

{pFedstavte si ndzorné na obrézkul). Viz téZ 10.K.

2
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(d)} DokaZte nésledujfci tvrzeni:
6. £20 ,AF =0 =>f~0,
7. Af < +vo0o == f ¢ + o0 skoro viude.

Ndvod. 6. Pouiijte dldkaz v 9.35.
R >

7. Existuje g€ Z°, g * f s konelnym integrdlem Ag . Nyni aplikujte
9.31 na funkci g . TéZ mdzete dokdzat pfimo - necht f ® 0 , oznadte

B = { xg P fix) = +oo } a zvplte E > C. Potom ze vztaehu

cg £ Ef plyne Ay £X(Ef) = X, tedy Aoy =0 .

(e} Doka¥te tzv. Fatouovo lemma.

- ~

Necht A (inf fn) > =~ oo ., Potom

s Zz ~
A (lim inf fn) = 1lim inf A fn .
Névod, PouZijte (4).

|9.H| Vné j8{ mirs .,

Pomoci 9.G dokaZte vlimstnosti vnéjif miry z vEty 9.49.

i9.I| Cebysevovo lemma,

Bud £ 20, X >0, Oznadime-1i M = { x € P; f£i(x) >0(} . Pplatt

nerovnost Af K(ELM . Dokaite!

Navod. Uvédomte si, 2e £ > & . Cy »

I9.Jl Zobecn&né Fady .

{I) Bud M neprizdnd spoletnd mnoZina. Oznedme symbolem 2 systém viech ko-
nednych funkef na M , které jsou rdzné od nuly vidy jen na koneéné podmno-

2iné¢ M . Pro f € 2 tud(i existuji my,..., m & M tak, Ze £f{m)
pro viechng me b , m # my {1 =1,...,k) & miZeme proto poloZit

Af = f(ml) el * f(mk)

(formalnd Af =Z f{m) ).
meN

DokeZte, Ze
(a) (Z,A) tvoPi zdklaedni prostor,
{(b) kxafdéd funkce na M je m¥¥itelns,

{c) redd , Prévé kdys . llf(mk)] {+o0 (M= {mk} ),
(&) pro £ 20 Je Af:sup{[}é f(m) ; KC M , K koneéné}.
e
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(II) Bud op&t M spodetnd neprézdnd mnoiina, f funkce na M .

{1} Je-1li f * 0 na M, definujeme

Z f(m) = sup{ Z fim) ; Kc M, K koneéné}.

meM meK
(ii) Je-l1i f 1libovolnA, poloZime

2:? £(m) = Z:r £ (m) - Z:: £ {m) ,
mEM

melM meM

mé-1i rozdil vpravo smysl.

(III) Necht f Jje funkce na M . Potom

f G.{* , prdvé kdyZ Z: f(m) mé smysla
meEM

V tomto pfipad® pak Af = 2 f{m) . DokaZte !
meM

{(IV) 2 vlastnosti integrdlu a z (III) dostdvédme nyni automaticky vlmetnosti
“zobecnénych fad”. DokaZfte napf., Ze

(a) necht NCM , f =0 na M-N, potom Z £(m) 2 £(m) ,
meM m&
md-11 Jedns strana emysl,

I

-]
{(b) nechf N,C M jsou po dvou disjunktni, U N M,
1 !

necht existuje Z fim) ; potom
meM

gf(m)‘= i (Z f(m))

i=l meli

(aplikujte tuto v&tu tieba na tzv. "dvojné rady™!).

(V) Necht M je nyni nespodetnd, f funkce na M . Definujte 2 £(m)
nEM
pedle (II), Potom plati:

je=1i f{m) > O pro nespoletnd mnoho m€ M , je

Zf()=+°° .

meM
DokaZte !
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0. Lebesguedyw integra4al a miras v El

Obsah: A. Polospojité funkce.
B. Specldlni vlastnosti (C,, (R) .[ ) .
[
1

C. Vztah R, N a L integrélu.
D. Lebesgueova mira a m&fitelnéd mnoiiny v El .
E. Cviceni a problémy.

V této kapitole predpoklédejme, %e vyjdeme ze zdkledniho prostoru 2 = Cl,

A= (R) Jr (viz 8.2, B.4, 9.2.2). Kromé vi&t, které jsme odvodili pro abstraktni

€4
teorii, uvedeme fadu vdt platnych v tomto konkrétnim p¥fkladé. Systém viech

méfitelnych mnoZin odvozenych ze (Z,A) znalme nyni jﬂzy » miru symbolem &,
vné j81 miru pak (ﬁ; . :

A. POLOSPOJITE FUNKCE

10,1] Definice.

Bud (P, ? ) metricky prostor (mdZete uvaZovat pouze pffped P = E,).
Rekneme, Ze funkce f : P-—o-El v {<+°= } Je polospojitd zdola, JjestliZe

mnoZina [ xe€P; £f(x) > a je oteviend pro kaidé a G.El « Obdobné
definujme funkce polospojité ashora.

[10.2] Prixlady.

(A) Neent P = E,, ?
Jicich funkeci:

eukleidovskd metrika. Zkoume jte poloapojitost ndsledu-

£(0) = 1, £(x) =0 pro erl-{o} ,
Dirichletova & Riemannove funkce.
(B) Bud G C P, potom
cg Je polospojitd zdola, prdvE kdy:Z G Je oteviensi.
DokaZte ! '

(C) Funkce f je spojitd na P , prdvé kdyZ je polospojitd zdola i shora.
DokaZte !
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Véta,

Necht £ Jsou spojité na P, fn/ f na P.
Potom funkce f je polospojitéd zdola.

Toznémke, Jek uvidime z dlkezu, stadi pfedpoklddat, %e funkce £, jsou
poleospojité zdola,

Didkaz. Bud a € El .

ol
{xeP; i‘(x))a}-—- U{xEP; fn(x) >a},
1

Potom

"

n
odkud jif lehko plyne tvrzeni.

|10.4| Pozndmka.

Flatf - v jistém smyslu - i obrécené tvrzeni.

Je-11 f polospo]itd zdola, potom ml¥%eme nalézt posloupnost spejitych
funke! £ tek, aby £/ f. O tomto, jakor i o nékterych daldich
problémech, se lze dodist kupfikladu v [Re—Pr] , referdt 3.

B. SPECIALNf VLASTNOSTI (ci , (R) ‘/E')

]

Znovu pripomenme, %e Z =C, , A £ = (R) ff .
c.

[io.sl Véta (charakteristika syatému ZR)_

Je-11 r €zt y potom

(1) f je polospojitd zdola.
(11) £ 20 vnd Jist'ého uzavfendho intervalu.

Dikaz. Bud f € zF ; md%eme nalézt posloupnost spojityech funkcl £, } & kom-
paktnimi nosi&l tak, aby f‘n /f . Podle 10,3 je funkce f polospojitd
zdola v E; , Funkce f, mé kompaktni nosil; miZeme tedy nalézt interval
{A,B) tak, aby f; =0 na E - {A,B>. Potom oviem

fix) 2 fl(x) =0
pro vechna x € E; - <ABD>,

llO.ﬁl Poznémka ,

Lze dokdzat, %e podminky (i) a (il1) plné charakterizuji eystém funkci =,
Vyhovuje-11 toti% funkce f podminkdm (i) a (1i), leZi ji% nutné v systé-
‘mu ZR + Pokuste se provést dlkaz tohoto tvrzeni za piedpokladu, %e jiZ mA-
te dokdzanou vitu z odstavce 10.4. Viz té2 [C - ll], odat. 2.4,

- Véta.

Oteviené a uzaviené mnofiny v E, jsou méfitelné.
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Dikez. Bud G C El oteviend mnoZina. M3Zeme nalézt spofetnou mnoZinu po dvou

o

disjunktnfch intervald {(an,bn)} tak, aby G = Ul (B, by ). Libovolny
k=

otevieny interval v B, Jje méfitelnd mnoZina (viz 9.45.b), podle 9.46.b
Je tedy G € 27, . Podle téfe vty 9.46.c je pak kaidd uzaviend mnoZi-
na - jako doplndk otevienéd mnoziny - m&fitelnd.

Jiny ddkemz,., Podle 1v.2.B je charakteristickd funkce ¢; otevlené mnoZiny G
polospogité zdola v El a podle 10.6 (mdme-1i tuto v@tu dokdzdnu) je
C; € Z .

IlO.Bl Pozndmka .

Podle 9.46 jsou tedy vdechny mnoZiny, kterd miZeme dostat spoetnym ajed-
nocenim ¢i prinikem ctevienych a uzavienych mno%in, méFfitelnd. Specidlné
Jjsou méritelné v3echny mnoZiny typu Fg 8 Gy , déle jmou métitelnéd
(ze stejnjch divodd) vBechny mnoZiny typu Fgg 4 Ggg atd. JeZto systém
vBech m&fitelnjch mnoZin tvor{ & -algebru (viz 9.46 a 13.1) a jeito ka%ds
oteviend mnofina je mEritelnd, je téZ kaZdd borelovakd mnoZina méiitelnd
(viz 13.7, 13.8.¢). :

10.9] Véta.
Kazdd spojitd funkce v E, je méFitelns.

- —

Didkaz, Necht £ je spojité funkce v E, . Definujme posloupnost funkecf 45
vztahen ' ‘

£i{x} pro x € <-nynd>,

-~

fn(x) =T—— 0 pro x €E - {-n-1, n+l) ,

~

linedrn® v intervalech -n-1, -n>», £n, n*+l> .
Zfejmd fne Z a fn-—'-f .

e M e v v

Jiny dikaz. Bud f spojitd v E,. Potom mnofina {;; £(x} > ¢ } Jje oteviend
a podle 10,7 tudi% m&Fitelpnd, Nyni steli pouiit obeenou wéty 9,57.

|10. 10|Poznémka .

Podle 9.42.g jsou m&fitelné vdechny limity posloupnosti funkcf spojitych,
tedy kaZ2dé funkce Bailreovy l.tiPidy je m&fitelnd. Obdobné, méfitelné jeou
viechny funkce Baireovy 2.t¥{dy, 3.tr{dy atd. Dokonce ka2dd baireovskd
funkce je méfitelnd.

Véta

Viechny Jjednobodové (dokonce vBechny spoletnd) mnofiny v El Jsou nulové.

Dikaz, Viz 9.27,

- 167 -



C. Y2TaH R, N @& L INTEGRALU

110.12 l Definice.

Podle nadf{ obecné teorie mdme definovén prozatim integrdl pres podmnoZi-

ny - ff {pideme miste A symbol /Iéi (L) /‘ }; chceme nyni defi-
H b s
novat 1 (L) f , &i krétce f‘f .
a a
Je=1l1i I Jednorozmérny uzavieny intervel, I = (&,b)> , piSeme misto
4

fobyée,jné f . Je=11i J néktery z intervald (a,b}, (a,b> ,

1 & :
{a,b), plat{ f f = ff , Jakmile elespon Jjedna strana rovnosti mé

a J

smysl {(mnoZfina I - J Jje totiZ nulov4, oddvodnéte podrobné!). RovnéZ tak
plieme & {a,b) misto -0}.’3 , at je interval . J libovolného druhu.

. . . Y a -~ oty . '
Obdobng definujeme symboly f, f , f - provedte semi! Je-1i
. -l -0
-~ £ h £y € 4o a existuje-1i fuf (tj. je-1li fe{(b,a))',

$ ger. 3 e R
poloime f = -/ f . Dédle poloZme f f =0 pro libovolnou
‘ 4 - ~ .

funkci f a libovolné a eEl .

IlO.lB‘ Véta {(vziah Riemannove a Lebesgueova integrélu},

S & B 4 I3
Nechl existuje (R) ff , potom ¢ el {a,b} a (R) /f = (L) ff
T a

-3 @

(tJ. R(<8,p>) c&(a,b) & integraly ne H(<{a,b)> ) splyvaji).

DYkez. Bud D = {a =X, K X3 < e (xn = b } dgélenf da,bd , dodefinu,jme
fupkci f mimo interval ({a,bd nulou. Oznailme .
n

= Cing £(x) . @
€ ~ ; XECK; 4 Xi > (xy_70 %3)

n
G '-=2 sup fi{x) . ¢ .
DU xecx, %> (%415 %)

Z¥e jmé kaldy edfitanec Je v A‘.’* (c(x x )ﬁ zRC .ZR) a soulty maji smysl,
i

” i-1*
tud 1% & GDE.}( a

f &p = a(f,D) , f Gy = S(£,D) , (%)
£, £
specidlné g , GDeaf’ .
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bylo zjemnénim Dk

Zvolme nyni posloupnost dé&leni {Dn} tak, aby D, .,

a aby v(D)——O.Potom podlel23
limS(fD)'—'lima(fD) ()ff." ()

k»c0 keoe "

Oznadme f, = gy , F =GDk.Zi"e;jmé £,/ n, FLONH, £, f€fEF

k
sk.v3, k

Podle Leviho v&ty 9.37 tudiz h €£% | n egX

ffk —*fh , ka——’ fbH'i:olﬂl . C (wex)
£ £y £, &

Ze vztahd h € f € H ak.vs. plyne h, He}f .
Z (%), (%%} 8 {xxx) konedné dostdvdme

&
f(H-h)=(R)ff - (R)ff=0
£ 2

. tedy (H *h sk.v&.) H=h sk.{;a. Tudft £ = p (= H) sk.vd., f, €& a

L £
ff=(L)/f=(R)/f

.E, a a
Bl ~oe £a<bf+e0, fe & (a,b) . Potom ..o < o
4 X &
(L)[f = 1im (L) /f = 1im (L) £ .
-4 x-aa+
a. ,,_" )

CoLn mm s el by -:¥-".3‘ NI -
Ddkez. Integrél f existu.je (podle 9 54) pro-katdéd x €. (a b) .
-Oznatime~1i é (x) = f £ pro x €-(a,b), ﬁbt&pm kR R

EE

é(b) 11m ?S (x) prdvé kdyi jﬁ(b) lim § (b ) '

gy

pro kaZdou™ poaloupnost {bn}, b, /b . ot
(He ineho véta, rozvaite!) Zvolile 11 ale posloupnost {ilbn] y by / b

a aplikujeme-11 v&tu 9.56. C na mnoziny M = (&, b o ‘dostenefme’ tvrzent.

10.15| Véta, - - - EREE AR A P DR T hrn e tgm B EEEFTRCHILY

Bud - 0 £ac¢b€€+roo , necht funkce f Je spojitd v (ab), nechi

f € .f (a,b) . Ozpa&me F primitivni funkci k. funkci £  na {a,b) (prot

existuje?). Potom exietuji lim‘F(x) , 1im F(x) (byt nevlaatnil) a
—-—a,

X =

PR RN S AT A
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Dikaz.

|10.16’

4

(L) [f = 1im F(x) - lim F(x) .
X -» l-.‘+

Zvolme c¢ € (a,b) , bud x & (c,b). Potom podle 1.27.b, 10.13
X ' :

X
(L) ff=(R)/f=F(x)-F(c) .
¢ e

Podle plededlého je viak
é x
(L)[f = }_.11(1-)[1? = }.i.-nLF(x) - Fl(e) .

Obdobn¥é wvyjddfime (L) ff , odkud jiZ lehko dostaneme tvrzeni,
r §

Véta (vztsh N a L integrélu). P

Dikaz.

IlO. ITI

Bud f € x.(a,b) , bud f spojitéd v (a,b}) a nechl existuje (N) ff.
a

é &
(L)ff =(N)/.f.‘.
' a
[ 4

, _
(Tedy £ & & (a,b) N N((a,b))N E((a,b)) ==> (L)[r a2 (N) [: )

Potom

Piyns ihned z plededlého.

Poznéaky,

(a)

(B)

. Véty 10.15 a 10.16 ndm ddvaji konkrétni ndvod pro vypolet Lebesgueovych

integréld pomoci primitivn{ funkce. Nikdy vSak nezapomente ovéfit pied-

poklad, fe (L) ff existuje (tJ. tcl.(a.b)). nestadfl pouzs
potitat Newtonlv integrél. Typickya pfikladem je funkce -;'!‘-2—5— na
(G, reo ) ; pro ni

- i - .
(L)[-'—-i-;—x— neexistuje, (N) ‘/_ﬁ:_‘_ = —;—
S

.('1’ 3.21.-].0'1". Vis t‘! 10-18- :

Vita 10.16 plati i bex pfedpoklsdu spojitosti funkce £ , Jje tedy eprdvnd

. implikace

& s
t e i a,b) nl((i,b))—bu.)[r = (N) /r .

K tomu viz cvideni 10.D.
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[10.18| Véta (struktura systému N{a,b) - Z"(a,b) ).

s 4
Necht existuje (N) ff a neexistu je (L)f f
a a
(tj. nechi £ € N{(a,b))- £ (a,b) )» Potom
(a) £ € A (e,b),
(B) f ofnf na intervalu ({a,b) 8vé znuménko,
4
(c)y (L) 1[|f| =+00
F 3
(L)} (W) f|fl neexistu je
(tedy (N) f je v tomto piipad® “"nembsolutné konvergentni".)
Ddkaz. (A) Funkce je funkce Baireovy l.tr{dy (viz 3.3), tudfZ limita posloup-

noati spo.]ityc:h funkei{, tedy méFitelnd funkce na (a,b).

(B) Kdyby bylo £ 20 ma (a,b) , bylo by podle 9.42.¢ £ € £ & (a,b).

(C) Podle 9.42 je |f] e.e*%a,b) . Kdyby |f[e£ {a,b) , bylo by podle
9.42.h 1 fe & (a,b).

(D) Necht f € N (a,b} . Potom podle 10.17.B by bylo |fle & (a,b),
é

s
nebot (N)f]f[ = (L)/If] .
a a
|1o.19l Poznémka. '

Ve v&td 10.18 stalilo predpoklddat, e f& N((e,b))-.2(a,b) , dokaite !
Porovne jte téi vetu 10.18 s 9.B.

D. LEBESGUEOVA MTRA A MERITELNE MNOZINY V 'El

A

Véta,

Pro ka¥dou mnofinu A C El plati:

(&"A= inf { (M‘G ; GDA, G otevf'ené}.

Ddkaz. Fro (2.‘, A = +°0 je tvrzenf ziejmé. Nechl tedy (qu ¢ + oo,

Je-11 G DA , G oteviend, je &, G2 (u.,A . Bud E> 0, zvolme
jedt& J € (0,1) prozatim libovolnd. Mileme nalézt funkeli g e 2,
g > c, tak, aby Ag < ACA + & = (u.’A + .

PoloZime-11
Gz{xEEl;g(x)>l-é_}

Jje mnoZina G oteviend (podle 10.5 a 10.1) a
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a0t Tiy Ml iy (A

(podle cvigen{ 9.I), Tyrzeni véty bude dokézdno, podarf-11 se ndm najit
d e (0,1) tak, aby :

1

—L _ (Fa+ S FaveE
1-4 “ s

K tomu ov3em (pfi zadandm- £-» 0 !) stadi volit

£

0 € J < =
1+ &+ A

|10.21| Disledek.

Pro kazdou mnoZinu A C El plati:

ol
(&;A = inf{ - (bn - anJ ; kde (an, bn) prebihd vEechny die junktni

posloupnosati intervald pokryva jicfch mnoZinu 4 , tj.

U {a,, bn)DA} .

n=1

Dixaz. Tvrzenf plyne ihned z 10.20 a z poznatku, Ze kafdou otevfenou mnoZinu

v B, lze napsat jako sjednoceni spodetn& mnoha otevfenych intervald.

1

|10. 22 l Poznémky.

{A) Porovnejte pf'edchoii vysledek 10.21 s definici Jordan-Peanove objemu. Zde
velmi dobfe vynikne rozdil Lebesgueovy miry a Jordan-Peanova objemu {a te-
dy 1 Lebesgueova & Riemapnova integrdlu). Pii definicl Jordan-Peanova
objemu jsme pokryvali mnoZinu pouze konelnym sjednocenim intervald, pfi
tvorbé Lebesgueovy miry pak jiZ spodetnym syetémem intervaldl.

(B} Formull v 10.21 lze vzit jeko vychozi definici pFi vytvdFeni Lebeagueovy
miry v El , nepotfebujeme pfitom zndt vibec teorii integrdlu (viz téiZ
14.9).

I10.23l Véta (charakteristika mé&Fitelnych mno%in v E, ).

MnoZina A C El je lebesgueovsky méiitelnd, pradvé kdyZ ke kaidému £ > O
miZeme nalézt otevienou mnoZfinu G, G DO A tak, aby (I'I;(G - A< E

Dikaz. Nechi je splndna podminka. Naleznime oteviené mnoZiny G, > & tak, aby
o
(&'.’(Gn - A< le a poloime G = N G, . Potom G € m,, (prod?),
n=1
GD>A a M(G-4a) % I, (G, -4 prokatdé ne N, tedy

ALG - A) = 0. Podle 9.46.a je ale G - A€ J, , tudlz i A€ #,,
nebot A =G - (G -4 ).

- 172 -



10.24

Naopak, bud Aein,, p.ech{ £> O . Predpoklddejme zprvu, Ze _
AMA < + oo , Podle 10.20 nalezn®me otevienou mno¥inu G D A tak, aby
MG < aa + &£ . Potom ze vztahu (G- AU 4 =G plyne, %e
MeG = mh+ (G- A), tedy MG -A) = 406~ dh <E .
Je-1i nyni M, A =+ e , splikujeme prévé dokdzané tvrzeni na mnoiiny
A, = A N<-n, n}> . Naleznfme oteviens mnoZiny G, > A, tak, aby

(-]
a(G - A< 2?1 .« Potom mnofina G = U1 G, Je oteviena, G DA
n= : .

a {ze vztehu G - A = G - A_cC (G -4
_ n=1 o %21 n %ll n n .

had -
et - 8 £ nZ__l %y - A< E

Vé&ta .

Dikaz.

" fo.25]

Bud AcC El. Nédsledujic{ vyroky jsou ekvivalentni:
(1) ae 8, , .
(11) Y&€>0 3 6, G otevrend, G324, ZI(G-4)< E

(111) Y€>0 J F,F uzavrens, Fca, AA-FI<E
(iv) VYe>o J F, G, F uzaviend, G cteviend, Fc ACG ,

My(G -F)CE
(v Je,N,G typu G , N nulovd tak, Ze A =G - N,
(vi) JF, M, F typu Fg , M nulovd tak, fe A =F UM .

Tvrzeni (i)é&=(1ii) jeme pravé dokdzali. V jeho ddkazu jJe také obsaZen
dikez implikace (1) ==P(v) (provedte podrobné!) . Implikaci {v) =={i}
jiet® sami snadno dokédZete, zbyvajici tvrzeni jaou "dudlni" , pokuste se
je té% sami dokézat ! '

Pozndmka.

E. Cv

Bez jakékoliv hilub3{ teorie miZeme pomoci 10.21 definovat vnéj&1l Lebeas-

gueovu miru v E1 + Pomoed kterdkoliv ekvivalemce z 10,24 lze pak defino-
vat systém mEFfitelnych mnoZin v El' Jako cvideni pouZfijte pro definici
m, kupFikladu (ii) a ukaZte, %e systém m, tvort 6~ -algebru, ohea-

hujici vBechny oteviené (e tedy i borelovské) mnoZiny a Ze wvn&js{ mira '
/'z' Jje na m, mira.

ICENT A PROBLEMY

zde, 8

Velmi mnoho cvideni k této kapitole lze nalézt v [¥], § 3,4,6. Nebudu je
amozie jmé, uvddét. : e

- 173 -



|10.Al

Cviteni. Ukaite, 2e v El existuje lebesgueoveky nem®iitelnd mnoZina.

IlO.BI

Ndvod, Viz dlkaz 14.17.

Cvicent.

{a)

(b)

10.C

Nechl funkce f md v (a,b) vlastni derivaci. Potom je f mé&ritelnd,
dokaltel Je piedpoklad kone&nosti derivace podstatny?

Necht funkce f md v intervalu (a,b} primitivni funkci. Plyne jiZ z to-
hoto predpokladu, %Ze f je méFitelnd v (a,b} 7

Cvidenfi. Necht f = g skoro viude v (a,b) = nechi funkce f,g Jjsou

v (a,b) spojité. Potom £ =g v (a,b). Ukafte !
4

10.D ICviéeni. Necht exiatujf integraly (N) ff, (L)[f . Dokaite, Ze se
a

potom rovnaji (porovne jte s 10.16)! a

Ndvod. Bud F primitivnf funkce k f v (&,b). Zvolte £ > O . Podle
9.16 a 10.5 naleznéte funkce ? y Y tak, aby

(1) yf-‘f‘-‘;l/ na (a,b),

(ii) ;y (reap. ? ) byla polospo_jité zdola {regp. shora) v (a,b),

(111) /;y 5<(L)/f < (L)/}H& .

Neent Y (x) = (L)fy , fS (x) = (L)f}i’ pro x €& (a,b) . Lehko
a

a
zjistite, %e v intervalu (a,b) plati

Yy reert, 0P e g
{toto Jsou tzv. derivovand tisla &i Diniho derivace -~ viz kapi. [D. II]
anebo [Ra-Pr] , referdt 9 a praktikum 12), tedy

b ¥-Frro, D'(P -P o v (a,b).

Odtud plyne (viz tutéZ literasturu jako vyde), Ze funkce Y. F  je nekle-
sajici a ¢ - F nerostouci v {e,b) , tj.

¥ (b-) -F(b-) * ¥ (a+) - F(a+) , ? (b=) -F(b-) € ib(en) - F(a+) .

Koneé&n& tedy

w [9

f ({b=) - f (a+) £ F(b=) = F{a+) =
¥ £

(N)ffff(b-)-y(a+)=(la)/§’ )
'y _
& 4

a a

]

&ili
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ho.z]

Cvideni.

Necht funkce f je spojitd v 1nterva1u I ¢ B . Potom pro kadou bore-
lovekou mnoZinu B < E;, Je mnoZina £~ (B) miritelnd. Dokazte !

Rivod, Je-11 B oteviend, Je “L(B) téz oteviend a tedy podle 10.7 m&fi-

telnd. Oznadte J4& =4{ B¢ By f_l(B) Jje mEfitelnd } a ukaite, Ze &
je @ -algebra (viz té% ddkaez véty 16.5).

Pozndmka., Stadilo pfedpokldédat, Ze funkce f Je pouze méiitelnd. Uméli

byete i potom tvrzeni dokdzat?

Cviceni,

(a)

(b)

(c)

(a)

(e)

(f)

{g)

{(h}

10.G

Pripomente si konstrukci Cantorova diskontinua ¢ v intervalu £0,1)
(viz tfeba [ﬁ'] » PF. 5.7). Jeho zdkladni vlastnosti - C je mnoZina uzavie-
nd, *{dkd, nespoletnd a nulovA.

RovnéZ tak se podivejte na konatrukci Cantorovy funkce ¢ { [T] s PF.B.T1).
Zdkladni vlastnosti funkce f- Je definovéna v £0,1>, je spojitd a ne-
klesajfef v £0,1» , @ (L0,1>) = (0,1), p'- 0 v{0,1> -¢C.

Prijméte za pravdivé tvrzeni, Ze ka%dé métitelnd mnoZina v E, kladné mi-
ry obgabuje neméfitelnou mnofinu (viz 14.18.E, 14.20).

Ukaite, Ze funkce f : x—=3 (x + P(x) ), x €€0,1), je spojité a ros-
toucl v {0,1)y, £ (<0,1) ) =£0,1>.

Oznatte F = £, Potom funkce F Je abo,jité a rostouc{ v J0,1>,
F(C0,1>) = €0,1) . UkaZte ddle, Ze mnoiina F i) Je méPitelnd o mé
kladnou . miru.
Ngvod, Ukeite, e mnoZina ¢ (0,1) -C) = { Fix); xe0,1)~-C }
Je apoletnd.
Ukate, fo existuje aéfitelnd mnotina MC <O,1> takovd, Ze ¥ “1m) nent
ﬂriteln‘o
Ndvod, PouZijte (c) a {(e). Volte NC F'1(C) nemifitelnou a polofte

= F(N) . 2fejmé McCC , F7L(M) =N,
Mnofina M z (f) je mdFitelnd, ale menf borelovakd.
Ndvod, Je-1i funkce F spojitd (stalf prfedpoklédat, Ze F je pouze mdri-
telnd), B C E; borelovakd, neni t3fké dokézat (viz 10.E), ¥e¢ anolina
F1(B) je m&fitelns.

UkaZte, %e funkce cy # F neni s&fitelnd.

Problém. Obdobné, jako jeme definovalli R Zi S-integrél poufitim zobec-

(s)

(b)

nénych limit, pokusme se o to i v piipadé L-integrdlu.

L-délenim intervalu £ 0,1)> rozumime kafdou konefnou soustevu po dvou
disjunktnich méfitelnych mnofin, Jejichi sjednocent je £0,1).

Pro L-délenf D = { Ai} a intervalu {0,1> poloime
i=1 '

- |D ‘= Bnax ( ll(Al)' LN ) hl(‘n)).
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{e)

(a)

(el
(£)

10.H

Jsou-11 Dl’ D, dvé L-déleni, definujeme
Dy .2 Dy <==> |p,| £| D] .
Uk_aite 2e timto uspof'édénim Je mnoiina v§ech L- déleni usmérnéné.

Uvaﬁujme nyni mnoiinu A viech dvogic . (D g oy kae
n

D ;{ ‘1}‘ je L-gslent £0,1>, - (".§\1.---_- §n ) Je vektor
i=1
s vlastnosti s'i € Ai {(iel,...,n). Do M zavelme usmérnéni predpisem

U SUNL L TR e g R I L

Bud f funkce na £0,1). Pro (D,§ ) e M péibéuﬁe '

J 4]
@ (£0,8) = %:__1 £y . A'i_”i-’-_-
a definujme | | | ‘ i
| l'- : o
(PS)/f = lia  (£,D, § )

(jedné se o zobecnénou limitu vzhledem k uspoi‘-édéni z (c) )

'

btudu,jte vlaatnoati "PS integrélu o

UkaZte, Ze ‘ B S (NI
" (PS) ff = &K , prévé kdyz
S o .- Sl s H . -y I T L Con . ) .

M ={ x € 0,1y ; £(x) #,a(} Je spotetnd a lim f(x ) =" ,

Ndvod, Pf-edpoklédegte o6 =0 . Uvédomte el, -Ze

‘ Zf( £, 1A tl £ §1)l 1“1 4 . -

8 l f(x) l)E (E)O) pouze pro koneéné mnoho “‘x‘ . “

[ e LTy .
R (SR et e TR P T o

..nésledu.jiciho AYPML, e o

Cvideni. Promyalete, ‘Jaky -je 'vidjemny vztanh mezi -mnofinami. v; g'El
spotetnéd - nulové - FLAKE — husté - 1. kategorie. : . S

Zda napt, kaﬁdé spoéetné Je nulové, kaidé nulové _je apoéetné kazdé nulové
je ridxé, katdd ridke 3e ‘nulévd atd. : :
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-l
10, I| CviZeni. UkaZte, Ze (L)f 51‘; . neexistugje !

EY —_—
______ (x+1) ¥

ukaZte, ie :

(sin x) 2 + o0 .
n= (2n+1) F

Obdobng& f('i" ") =+ oo .
[

10.J} Cvileni. Ozna&me symbolem N neméiitelnou mnoiinu v B, (viz 14.17),
nech funkce f Jje identicky rovna 5 na E, . Potom funkce f + cy

neni méfltelnd & horni a dolni Lebesgueilv integrdl pies El
ce splyvaji. Dokeite !

]1o.x| Cvitent. Bud A< <0,1) neméfitelnd mnoiina, B = {0,1)

= - —
(n)ftcAwB)nr cn)fc“ca)fca ,

0 0 [

dokaite !

27571 P12
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11, Lebesgueldy integrdl v B

Cbsah: A, Definice a zdkladni vlastnosti.
B. Fubinjova véta.
C. Dal3di véty pro vicerozmérny intégrél.
D. Cvifeni a problémy.

A, DEFINICE A ZAKLADNT VLASTNOSTI

Obdobné jako v pfedesléd kapitole, kde Jjsme vybudovali teorii Lebeagueova
integrdlu v B, , 1ze postupovat i v pripad® vicerozmérného eukleidovekého prosto-
ru En + Vyjdeme ptitom z vicerozmérného Riemannova integrdlu, sestrojeného v ka-
pitole 7. Doporudoval bych &tend?i, aby nestudoval tuto kapitolu bez znalosti
prdvé uvedenéd kapitoly 7. '

ﬁl-ll ZAkladni prostor,

Oznatme symbolem Cn systdm vdech spojitych funkcl v En a8 kompaktnim ne-
silem (viz té% 8.2). Tedy f € C_, prévé kdy? f je spojitd v B, a
existuje kompektni interval If < En tak, ¥e £ =0 v En - Is . Pro kai-
dou funkeci f € Cn definujeme jeji Riemanndv integrél pies E takto:

vime, Ze existuje kompektni interval I, s vlastnosti f£(E - I.) ={¢D},
poleZme tedy

def.
(R) Jr f == (R) {[ f.

Ep
Nenf{ obifZné dokézat, Ze definice (R) {{ f nezédvisi na volbé intervalu
n

If (vnd kterého je £ =0) , s %o tento integrél (pro f € Cn 1) viay
existuje. Ja tudiZ vie v pofddku.

Opét Jeke v 8.3 a B.6 zjistime (provddéjte), Ze dvojice (C_, (R) )

]
n En

e o ] e A 2 e - e N e

(L) Jf a Lebeggueovu_miru &Aoo Kromé v&t, které platf zcela obecné pro
N ;

celou teorii Daniellova integrdlu, budou platit (obdobné jako v p¥fpadd

27571 212
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El) jest& dals{ véty, vyplyvajici ze specifické volby naseho zékladniho
systému. Shrnme je do jednoho odstavce.

Ill.?l Véty .

A nar ¥, r - - = N

(4) KaZdé oteviensd a uzavPens mnoZina v E, Je méfitelnd (tj. On < M, -
(B) Kazdé spojité funkce v E ~ Jje méfitelna.

{C) Jednobodové mnoZiny v E, Jjsou nulové.

(D) Existuje-1i Riemannlv integr4il (R) / f (I je kompaktni interval), je

T
fe.&"I a (L)jf= (R)/f.
I

I
(E) Pro keZdou mnofinu A C E,  plati

ﬁnA=inf {/LHG;GJA, G otevf‘ené} )

tegy 1
- -
L -]
(“n A = inf { 2k=1 vol I, ; }‘.:}1 IkD A, I, oteviené intervaly .

(F) Nésledujici podminky jsou ekvivslentni:
(1) A e W,
(1) Y & >0J6, 6 otevrend, GO A, A (G-B)<E
(111) Y & > 0 JF, F uzavrens, FC A, Ao (A-FICE
(IV) Yg >0]F, 6, F uzavfend, G oteviensd, FC AC G,
MG -FI<E
(V) a
(VI}) &

G-N, kde G je typu Gy a N nulové,

H

FUM, kde F je typu Fpr o M nulovéd .

Diikaz . Provedte sami vZechny dlkazy. Pou%ijte analogické dikazy obdobnych vét
z kapitoly 10. PPeltéte si teé¥ vidy prislusné pozndmky.

Povdimnéte si, Ze mezi uvedenymi vétami chybj{ tvrzeni, kterd by pfipomi-
nala vztah Newtonova a Lebesgueova jednorozmérného integrédlu, s kterd by tudiZ
tvofila 2dklad vypodtu vicerozmérnych integrdld., Ostatn& piedtéte si pozndmku
pfed odstavcem 7.4. Proto v daldim vyslovime tzv. Fubiniovu v&iu, podle které
lze vicerozmérné Lebesgueovy integrdly pifevdd&t na integrély jednorozmérné,
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B. FUBINIOVA VETA

|11.3| Lemma. Nechi funkce f je definovéna v BE.,q+ Fro x € 2, poloime

e

F(x) = / fix,y) ay ( = f f(x ,e« ), viz cznadeni v 7.4). Potom pletl

Es £
nerovnost re F
f £ / Fe
Eff! Er
{Horni integrdly chépeme -~ pochopiteln& - jako Lebesgueovy.)
‘Diikaz. .
(a) Tvrzen{ plati pre f € Cr+s , Jak lehce zjlstime podle véty 7.5,
(b) Je-1i fe ¢t otom existujf f_ e C e /£, a tudiz
r+s P uJ n€ “reg ' tn ’ u
/fh //f . Na druhé strené v3ak pro funkce
Ens Eris

Fn,‘Fn(x) = f f, (x, « ) (x€ B,) platf Fn /F (zdlvodnéte!), tedy

£s
i /Fn' / /F (nebot Fn € CI_ - je to zPejméT). ProtoZe viak
£, £y

anz ffn (jak plyne z (a) ))uzi
Er

Erﬂ'
[ [x.
Er £r+s

R
(¢c) Je-li kone¢né f 1libovolnd a g € C,,. , g>f,

G(x) = /g(x,y) dy (x eEr), jest G 2F v E_ (pro&?) a tedy

r
E‘
fg: /Gé /F.
Ers  Er £,

Odtud plyne, Ze

- . 5 R
/lf—inf /gsg"‘fslgecr-g.a fF

Ens r

14

)

r+s

Ill.4[ Lemma (Fubiniova vé&ta pro B )

r+s

Bud f € ‘-’tm . Potom pro skoro vi3echna x € Er existuje integrél
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/f(x,y) dy; oznalime-li jej pro tatoc x symbolem F(x) , jest
£g

t
F kar a platf

Eres Er

jinak prepséno

fﬁg({m,y, w) o

. Erss ‘
(vyznem symbolld 2;+8, ,Q; je, doufém, jasny).

Dlkez. Oznadme pro x & Er

F(x) = /f(x, ., F(x) = / £(x, o) .

Eg ~Es :

Potdm (nezapomeﬁte, e F 2 F) s pomoci 11.3 plat{ nerovnosti

> f Foa

~ -~
/ tr \

£ = Fo2 > F o> £ .

Epss o \ _/"1"“' :.'/ "y Eres

>

~£r

Necht zprvu f e & . Potom v3ude nastanou rovnosti {(v3e je koneé&né!),

r+s
odkud vyjde, 2¢ F , F € £ . . Funkce ¥, F  jsou tudf{Z konelné skoro
v3ude v E a

r
f(l“'-g)=f’i"- ff=0.
Er E’. Ep

Kone&né dostédvime (viz 9.35!), %¢ F = F gkoro viude v E_ , &im% je tvrze-

r
ni (pro pfipad f € ¥ r+s) dokézd no.

Je-1i nyn{ f & & §+a , haleznéte posloupnost funkci £, € &£ r+a?
fn/f , & aplikujte na ni prédvé dokdzané. S pomoci Leviho vty obdriite
tvrzenf (uvédomte si téZ, Ze sjednoceni spodetnéd mnoha nulovych mnoZin je
nulovd mnoZina}.

11.5| Cvideni. PFPro mnoZinu “CEr+s a8 %X € Bp poloZme

. :
1l ={ y € B [x,y]ei}

(nakreslete si obrdzek! M*»™ znamens vlastnd "Fez® mnoZiny M ).
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Je-11 funkce f definovand v N , necht % = f(x, +) zna%i funkeci,
kterd Je definovend na mnoZing Mx» » predpisem

£5% (y) = flx,y) .
Predstavte 8i ndzornd a obdobné definujte M ™Y o £*2Y (=r(.,y)).

|11.6| Fubiniova vétg pro Lebesguelv integrél.

L4 ‘ -
Bud ¥ € W .., s necht f e 4 y + Uznatme symbolem M~ primét mnoZiny
M do prostoru B, tj. M° ={ xe B,; existuje ye E_ tak, Ze

[x,y]e M } . Potom integral /f(x..‘i) dy (oznadme jej F(x) ) existuje
”xls-

’ »
pro skoro vdechna x € M', Fe & - a platl

(porovne jte s 11.4 a op&t pfepiste!, té% zamdnte poradl x a y !).

Dikez. Definujte funkeci ? pfedpisem

o /f(x,y) pro [x,y] €M,
fix,y) =
0 Jinde v E.

a aplikujte na ni lemma 1l.4.

Ill.?l Pozndmka. Doporufoval byl &tendii, aby si predetl odstavce 5.13 a 5.14
z ['JT] (které zde nechci opisovat) & aby si pro lep3i pochopeni spo&ital
nékterd z daldich pfikladd v [?‘] . Pripomenme pouze, %e Fubiniovu vétu
lze pouZit, Jjzou-li splnény kupif. nEkteré z néslednjicich pFedpokxladid:

(I) mnofina M je oteviend &1 uzaviend v Er+s a f je spojitéd funkce,
neménici na M avé znaménko,
(II) mnoZina M Je oteviend &i uzaviend a omezend v Er+s a funkce f

Je epojité a omezend na M .

PomocI Fubiniovy v&tiy lze téZ politat miry méfitelnych mnoZin.

Cc. DaL3! VETY PRO VICEROZMERNY INTEGRAL

11.8| Véta (mira "grafy* funkce)
Bud ¢ epojitd v Er « Oznatime-1i graf £ ={ [x,y] € Er+l; y = f(x)} ’

Je graf T € mr_,_l a Mo {(graf £} = O , Tedy,graf spojité funkce je
nulovd mnoZina.
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Dikez ., Funkce ? (x,¥) =y - £(x) je spojitd funkce v Er-rl (oddvodndte!)

a graf f = ? '1({ 0} Je uzaviend mnoZina JekoZto "vzor nuly". Tudi:

graf £ € mr+l 8 M (graf f) = / 0 = 0 podle Fubiniovy véty.
&

Pozndmka. Stadilo by predpokléddat, %e funkce f je méFitelnd na m8fitelné mno-
¥ind M C Er . Potomopdt graf f je nulovd mnoZina (v Er+l 11}, Jediny
obtiZné j51 krok v ddkazu by byl ové&fit, Ze graf f e mr-rl . Potom bychom
op&t pouZili Fubiniovu vétu. K tomu vith II], véta 75 &1 [ﬂ y odstavec
5.103.

- Vétn {(geometricky vyznam integrdlu).

Bud f spojitéd = nezépornd funkce definovand v oteviené mnoZiné G CEr.
Oznaéime-1i

'llf ={ [x,y}GG xE1;0<_y<f(x)},je Moe /., a
Are1 (Mg) = ff '
&

Dikaz. MnoZina Mo je oteviend v . Er+1 , jak lehko zjistime; tedy mEritelnd.

Pro x € G Je M?'* = (0,f(x) )}, pouZitim Fubiniovy véity okemfité vy-
chazi, Ze

H’r+i (M) = \/r'f.

G

|11.10[ Pozndmka. Opdt stadilo pFfedpoklédat, Ze fuhkc":e f je m&fitelnd a nezd-
pornd v m3fitelné mnoZiné G . . -

Nakonec tohoto odstavce uvedeme je3td v&tu o substituci. Zopekujte si
proto vétu 3.12, abyste mohii srovnat p¥ipad jednorozmérného a vicerozmraého
integralu a téZ porovnat rozdil Lebesgueova a Newtonova integralu. Nejdfive
v8ak je#td uvedme ndkteré zndmé véty z prednédky.

Ill.lll Opakovéani ,

() Necht f : MCE —=E. Je zobrezeni z E_ do E_, . Planme~

£ = [fl'“"fr]' kde f(x) = [fl(xl,...,xr),..., fr(xl,...,xr)]
prc katdé x€ M, x = [ xl,...,xr] .

(B) HRekneme, %e zobrazeni f Jje reguldrni v M , jestliZe

(1) mnoiina M Je oteviend v E_ ,

{(ii) funkce £1yenesf maj{ spojité parcidlni derivace v M ,

r
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<)

()

I11.12|

(iii) Jacobilv determinant

7f; 2t
T‘I(X)' ey ’er (x)

Jf(x) = ( . £Q
afr x) "
T TR

pro viechna x € M .,

Bud r reguldrni v mnofiné M C Er . Potom
(i) f je lok4lnd prosté, tj. ke ka’dému x € M existuje okoll U(x)
bodu x tak, %e £ je na U(x) prosté,

(11) je-1l1 A C M otevrend, Je mnoZina f£(A) oteviend.

_____ p (takovym zobrazenim téZ

fikdme difecmorfni), potom

(1) je zobrazeni g1 reguldérni (a prosté) v mnoZiné f(M),
(14) Jf(x).,Jf_l(y) =1 pro kefdé x &M , y = £{x),
(114) zobrazenl f Jje homeomorfni.

Véta o substituci pro Lebesguedv integrédl.

Dikaz.

11,13

Bud ? regulérni a prosté zobrazen{ v mnoziné M C E_, nechi
Q= y(l) . '

[f= [ruy.layl ,

existuje-1i integrdl na kterdkoliv strané této rovnosti,
(Formdlad stadf polofit x = P(3), ax =.l Ig ml at a

frm ax = /r(ym ) .‘J, (o) | et .
2 M

Nebudeme zde provddét, lze Jjej nalézt kupl. v [C-I] y 6.1 - 6.3,

Pozndmka. Bylo by dobré, kdybyste sl nyni spolftali nékteré konkrétni

priklady, treba podle kep. 5 v [:r] .
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D, cviCen! A rROBLEMY -

Cvitenf k této kapitole naleznete v odstavel 5 z [F] .

11.B

FPodive jte se na n&!

Luzinova vita (charakteristika méFfitelnych funkef),

(a) DokaZte Jegorovovu vétu v 17.D, kde za X zvolfte mifitelnou mnoiinu

MCB,, sa  systém viech jejich méfitelnjch podmnofin & sa
{L Lebesgueovu miru v En N

e T

konelndé funkce na M . Potom ke kafdému £ > 0 existuje NcC M ,
Ne MM, tok, %e 4 NC E o funkce f Jo spojitd na MN-N
(vzhleden k M-N ).

Ndvod dlkazu,

Necht zprwu Mgl <+ oo . Nalezn¥te £, € C, tak, aby f,——0 ne

B, -M, = £ sk.vdude v M (vis cvideni 9.D). Nyni steZf spliko-

vat Jegorovovu vdtu. Nenf{-1i Mo <+ o, vyjddrets mnolinu M Jako
s jednoceni mnotin koneiné miry. Detaily nalesznete v |F | , dodatex
D.11.5. Tem jo téf (dodatek D.II.7) naznalen ddkasz Lusinovy vity bes
uiiti Jegorovovy vwity.
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12, Lebesgue - Stieltjesiyv inte_grélJ'

Obsah: A. Definice a zdkledni vlastnosti.
B, CviZeni a problémy. '

A. DEFINICE A zﬁcmm«f VLASTNOST I

Zopakujte si definici a zdklednf vlastnosti Riemann—StieltJesova integrdlu
z kapitely 6, odst. A. - -

|12.l| Zékladni prostor. Bud & neklesejic{ funkce v E, . Pro kaZdou funkci
f e G (= systém viech spojitych funkei v El 8 kompaktnim nosidemn, viz
§.2) mMeme nalézt interval ¢ 8py be) , vnd kterého je f =0 , a.miZeme

poloZit 4
' ef.
(RS) .._ff 49 = (RS ff ag ..

PP & a3
Sami. lehko z;jiat:’.te, Ze definice integrdlu (RS) ff d529 ‘nezévisi na

volbé intervalu (af, f> (vné kterdho je £ = 0) , %e integrdl vpravo

vidy existuje (viz 6.4) s Ze dvojice '(Cl, (RS)f tvobl 2zd4kladni pro-

stor (pro ovéfeni (7,) viz kupf. cvideni 8. A). Mﬁieme tudiZ aplikovat

Daniellovu metodu rozditeni, obdriime systémy azy > af; s Ay ’ m;;

(mluvme téZ krdtce o f -m&fitelnych funkeich &i mnoZindch), lebesgue-

Stieltjesdv integrdl (LS} ff 699 a Lebesgue-Stieltjesovu miru (“y .
M

A opEt jako v keapitole 10, krom®# obecnych v&t platnych pro kaZdé Daniello-
vo roz8ifenf, bude platit Fada specidlnich v&t pro tento p#ipad. Uve dme
nékteré z nich, nékteré ponechme do cvildni,

F

Véity (prfedpokldddme, Ze f Je neklesajfci funkce v E)
(A) Oteviené a uzaviend mnoZiny Jjsou jﬂ-méi‘-itelné. Tedy i v8echny borelovakd
mnoZiny jsou f—méi‘itelné.
(B) KaZd4 spojitd funkce v E, Je (/-méritelns.
(C) Je-11 Ic E; interval o koncovych bodech a (b, potom
f(b-*) - P(a=) pro I = (a,bd>,

I - 4 y(bﬂ - ¢la+t) pro I =(a,b),
y(b-) - @ta-) pro I = (a,b),
@ib-) - Plas) pro I=(ap).

- 186 -



(D) Je«1li x € El , potom

(u’{-x} = Px+). - .f(x-).

specidln®
mno#ina {x} Jje y-nulové, prévé kdyZ funkce g? Je spojita
v bodd x ",
(E) Je-11 f epojitd v a,b)a je-11 ¢ (a) = P(ad,: F(b) = F(b+),
potom ‘ :

4
(LS) ffd;ﬂ = (RS)/deV.
C(a, a
(Viz té% cvideni!)
Dldkaz. Dlkazy t¥chto tvrzeni jsou analogické prisludnym ddkazdm z kapitoly 10.
Neznadime je proto Jen velmi strudné.

{A) Lehko zjistime, Ze ka2dy otevieny interval je y-méfitelné mnoZina (neni
totiZ obtiZné sestrojit posloupnost funkef z C, , kterd konverguje k cha-
rakteristické funkeci tohoto intervalu). Odtud jiZ plyne tvrzenf. .

(B) Pravedte podle 10.9.

(¢) Bud I ={ab)>. Pro ne N nechi F, znamend spojitou funkei v Ei,
kterd se anuluje mimo { a -—}1 y b +A%‘ >, Jerovna 1 na {a,b)a je linedr-

ni v <a-%, a>,<b,b+?];> . Ztejmé Fne Cl ,*Fn\c

<a,b
TudiZ )

Mg <arb> = lim (RS)an a¢ = 1im (Rs) /

.
Odtud plyne tvrzeni. Obdobné& postupugte iv ostatnich pi"ipadach.

(D) Provedte sami. _ .

(E) Opé&t definujte po‘aloupnost funkc{ fn tak, aby

- R 1. 1 FRLA
f,=f na {a,b)>, fn =0 na E - 1<a-«ﬂ‘.,‘.b + 71>?

flineérniv a--*,a) <b b+—>.

]12 3l Fozndmka. Pov3imnéte si, Ze jednobodové mnoﬁiny nemuaeji byt f—nulové
mohou mit tedy obecnd LS—integrély Lo .

'ff dfﬂ, " ;/l:f d‘g} . ff dspl /‘fd? o

: ‘(d, ‘) . (ﬁ,‘) . " (‘a,‘} S ,.<‘;‘> "

-

rdznou hodnotu a neni ziejmé, jak nyni definovat (LS) [ £ d 5? (Jediné

v priped& spojité funkce mdZeme pouZit analogické definice ,jako v 10 12).
Mnoz{ autofi definujf (z rdznych ddvodd) -
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4
Suf.
(LS) ff.‘ eg = (LS) f £daq@ + r(a)( Pla+) - Pa)) +
a Gyl)
+ £(0)(Pb) - F(b-)) ,

my viak tutc definici nebudeme potlebovat.

B. CviItENf A rroBLiwY

12.4 | Cviteni, Necht @(x) =0 pro x£0, #=1 na (0,1), =2 ns

h2.5]

{1,vo0 ). VySetPete, jak vypadajf systémy &,, A, , ))Z’ a spotéte
ndsledujfici LS-integrdly:

frdy, ffdy, frdy, frdy,

(o1) <91} (o1> <e1)
% .
fr ag, ff"d'q?..
e <o1> :

Vlastnosti LS-miry. Nechl opét 99 Je neklesajic{ funkce v E, .

- {4)

(B)

(C)

12.C

Ukalte, Ze
Mg (A) = inf { Mg @ GDOA, G oteviens }

pro kafdou moo¥inu A C El.
Nfvod. Kopirujte ddkaz 10.20.

Ukafte, ie pro keldou mnoZinu A C E; plati

Agth) = m{ Z (Pio-) - Pla s 91 Cagsb) O A } :

T{mto splsobem lse prévé definovat wnéjif f—-iru libovolné mnoliny, anii
k tomu potfebujeme znét teorii integrdlu.

Pokuste se vyslovit a dokdsat Wity snalogické vEtde 10.23 & 10.24.

Problém. V odstavci 10.13 jeme ukdzali, Ze R({8,b») cC ' 404 a,b>) a Ze

12.D

Lebeaguedv a Riemanniiv integrdl ne R(<{ a,b)) splyvaji. Ve 12.2.E jsme
dokfizall podobnou wWtu i pro LS-integrdl, ale pouze pro spojitéd funkcs.
Bylo by sajimavé vyletfovat, zda lze vyslovit 1 vitu obecnd j8{ (pokuate se
plendst ddkes wity 10.13, nesapomente viak pritom kupf. ne pozndmku 6.101),

Cvideni. Budte ¢, &, neklessjic{ funkce v E;, necht &= & + @,

(4)
(B)

Dokaite, Ie
4%' = i;;

® L]
-f,c-f”nf': .

%y

(%]



()

(D)

[2.5]

(LSJfragﬂ = (LS) ffdjﬂ1+ (LS) /rdy’z
E
7

E, E,

o
pro kaZdou funkci f ¢ .f,, s

je-1i fe Xt o X% a mé-11 smysl soudet
s, %
fr'a'gll + fr ag, ,
3 £,

Je fex; ,
A"A?'AA" ) MV'M"”M’! .

Ndvod. Ne jdffve ukaZte, ¥e pro f € & a teX plat{

frasﬂ = /fdy1+ /tayz.

Ddle dokaite, Ze

R

fray - /rayl . 'f:fdﬁ'

Nemiiitelné mnofiny.

(A)
{(B)

(<)

($1)

Keidd neklesajict funkce $ v B, urfuje jiatou t+fau My  viech
¥ -méfitelnjch mnotin. V pHpadd ¢ (x) = x 1lze dokégst (viz 14.17),
Ze ﬂ[’ #£ exp E; , tj. existuje lebeagueoveky neméritelnd mnoZina. Zé,jinﬂ
nAs, jak je tomu nyni obecnd.

Je-1i ¢/ funkce konstsatni, je zrejmt A g = exp E, .
VezaEte za (/ omeszenou, neklesajfci funkci skokd (viz [D II] ),

P = 2_(Pun - Pu-n,
y<x |
kde #(y+) - $(y-) >0 s pouse s v§jimkou spofetné mnokiny x| Je
y(yn - ycy—) = 0 . Predpoklddejte, Ze ): (5?(:‘-) - P(x=)) (+o0 ,
X

Potom kaidd podmnoiina A v E, je ¢f-sEfitelnd a

HAgth) = _):-“'(?(xnﬂ - Pz~ .
Dokaste! | I

Pokuste se dokdsat, fe pro spojitou a rostouct funkci ¢ existujf v B,
@ -neméii telné mnofiny.

Lze dokonce doklnt_f,, %¢ existuje mnofine v 31 . kters je f—m-&!‘itoln‘
pro kaZdou spojitou, neklesajic{ & nekonstantni funkei ﬂ .
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V. TEORIE MIRY

1. Abstraktnit téorie mir ¥

Obsah: A. MnoZinové asystémy.
B. Abstrakin{ mira.
C. Vn&j&{ mira.
D. Vyt%éfeni vné j1 .miry
B. Reguldrni vnéjs{ mira.
F. Rozdifeni a éuplnéni ﬁir&;
G. Cviceni s problémy.

JiZ na stfedni #kole se setkdvdme - v&tdinou v geometril - 8 politdnim
délek Jjistych mnoZin ne pifmce, 8 podfitdnim ploch rovinnych obrazecd &i & po¥itd-
nim objeml geometrickych téles v E3 . Kupfikladu intervalu (a;b) € B, pri-
fazujeme jeho délku b - & , obsghem obdédlnika v rovin® nazyvdme souéin délek
jeho stren, pro objem koule v E3 o poloméru r je zndm vzoredek 3 J'r .
Nebudeme prozatim zkoumat, jak jsme k témto &{sldm uoall, konstatujeme pouze
fakt, %e urditym podmnoéiném Eq, B, €4 E3_ umime pfifadit reélné ¢islo, na-
zyvané délkou, plochou &i objemem této mnoZiny. V této kapitole se budeme snaZit
systematicky studovat takovd pfitazenf - v dané amnoiiné X vybereme Jistou tii-
dua 277 jejich podmnoZin - md%feme jim Fikat mé#jtelnd mnoiny - a kazdé mrofiné
ze systému JM priredime jisté redlné nezdporné Zislo, nazjvand pak mirou této
mnoZiny. Budeme se piitom vZdy sneZiit, aby Jjek systém méFitelnych mnoZin, tak
i mira, mély "rozumné" viastnosti; kup#fkladu chceme, sby mira mno¥finy A byla
v3t3l nebo rovna mife mnofiny B , je-1l1 A DB (A,Be 2T). Déle se budeme
vidy snaZit, sby systém v3ech méPitelnych mnoZin byl co hejéiréi, aby co nejvice
mnoZin "mélo miru”. KupPikladu neni vilbee jmsné, ¢o bude miron mnoZiny viech ra-
cionélnich ¢{sel v intervalu (2.7) ¢i- jakd bude mira mnoZiny v3ech iraciondlnich
#igsel v intervalu (0,1l). Rovn&Z neni zfejmé, jak poditat miru sloZitéjsich ro-
vinnych mnoZin. : : -

V daldich odatavciech vybudujeme zceka abstraktni teorii miry -~ uréime

- Jisty systém 27 podmno¥in mnoiiny X a kaldé mnoﬁiné A €N priradime
nezdporné &fslo (¢i + & ) A A , nazyvané mirou ‘mno%iny A. Za dvé podstatné
vlastnosti miry A & systému n miZeme povalovat ndsledujici:

(A) : A, BEM ,ANB=@g = AUBe I ~ a
,M(AUB) (uA+(uB

(tzv. konaéné aditivita miry A )
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n

= Oaem

n=1

(B) : A_€ M je posloupnost po dvou disjunktnich mnoZin

a

. . oo N
A = A
/’l(n=l n) ; ‘M n
(tzv. & -aditivita miry).

S vlastnosti (A) jsme se setkali napfikled u Jordan-Peanova objemy (viz kep.2),
5 vlastnosti (B) pak u Lebesgueovy miry budovand na z4klad® teorie integrélu
v kapitole 9. B

P#+ipojme na tomio misté jedté pozndmky:

'V Kapitole IV o Daniellové integrédlu jsme vybudovali té% abstraktni teorii
miry, vy5li jsme ovdem z plvodniho po jmu integréll'u.'ctenéf',r ktery kprostudoval
kapitolu IV, se bude zajisté 1 v této kepitole lépe drientovat, fada poznémek,
pfikladd &1 tvrzeni z této kapitoly bude navazovat .na keapitolu IV. Abych nepletl
2tendfe, ktery nestudoval kapitolu IV (a teké to nen{ nutné pro studium
abstraktni miry), budu oznafovat viechna tvrzeni{, poznémky a priklady vdzané na
kapitolu IV vlnovkou f po strang textu,

A. MNOZINQVE SYSTEMY

13.1| Definice.

Bud o neprézrinj systém pddmnoiin:ninoziny: ) X Potom & ég nazyvé
l. okruh , jestlize: A,BE€HH =D AUB, 4 -BeES
(potom zPejmé 1 Bed , ANBeH ),

2. algebra, jestlite: X4 je okruh a X€48

3. G-okruh, Jestlizte: A,Bed —> 4 -Bed

-
Ane& % Ul Anelﬁ
n=

(potom opét vidy @ € &  a ﬂl a €8 | kdykoliv A e ¥ ),
n=

.4, @G-mlgebra, jestliZe: -&,je G -ckruh a X€ ¥ .

|13;2| Priklady.

(a) Je-1i X =E_ , # s oystém viech omezenych mnoZin v E, , potom & Je
okruh, neni algebra ani & ~okruh {dokazu jte!).
Jak tomu bude v obecném metrickém prostoru T

{b) Jde-11 X = En ’ M = systém viech otevienjch podmnoZin En y hnetvolil

& ani okruh.
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(¢} Je=1i X = El ’ ¥ = systém viech spoletnjch podmnofin E; , potom & je
6@ —okrun a 4 neni algebra.

{(d}) Je~li X 1libovolnd mnoiina a &
je & © -algebra.

{e) Polofime-1i X = P a zvolime-li ze aystém . systém viech méfitelnych
mnoZin X na P ziskanych z teorie integrdlu (viz definice ¥.44),
tvor{ ¥ 6 -okruh, ale nemus{ byt M & -algebra (vis tieba 9.45.a).

exp X systém vSech jejich podmnoZin,

Véta. .
Pronik libovolného systému okruhl (aigebter, & -okruh®, @ _algeber) pod-
mno%in anctiny X Jje opét okruh (aelgebras, & -okruh, @ -algebra).

Dikez. Nechi {-’6" } je systém okruhd podmnofin mncfiny X , necht & = Q“;f. .
Chceme ukézat, e 1 & je okruh.

Zvolme A,B ¢ & . Potom A,BEM, pro kefdé & , tudif (kakdy systém
.U& je okruh !) A -BE K » AUB ¢ X pro kakdé A , tedy 1
A-Be¥ =NnY, , AUBecHS .

Obdobn# se dokdie, Ze prinik algeber ( & -okruhd, & -algeber) je algebra
( 6 -okruh, O -algebrs).

- VEta,

Bud Y libovolny systém podanafin mnoZiny X . Potom existuje prdvé jeden
okruh M (algebrs, @ -okruh, & -algebra) tak, Ze plat{:

1) Wed
22 W Co@: #" okruh (algebra, & -okruh, &-algebrs) "'QJC&T

Dikaz. Vesndme vSechny okruhy &, , které obsshuji systém YU (alespon jeden
takovy okruh existuje, totif exp X = systém viech podmnofin X ) s poloime

4 - p 'Uk . Lehko se ukéie, ¢ & =mé potsdované viastnosti. (Obdobnd

pro algebry, O -okruhy,%i & -algebry).

13.5) Definice

Bld ‘U opét libovolny Bystém podmnofin mnofiny X ., Podle pfedchozf vty
existuje nejmendf{ okruh ¥ (algebra, 6  ~okruh, & -algebra) obsshujfef
systém YW . Okruh W {(algebru, & -okruh, & -algebru) nazvéme okruhem
generovanym systéaem /4 a ozna‘me symbolem

&6(U) ... & -okruh generoveny W ,
o"(u ) eas & -algebru genercvanou aystémem wu .
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|13.6|

Priklady.

(a)

(b)

{c)

(a)

|13. 7 I

Bud UWc exp X, potom

YW je & -okruh =G (W) = U .
dokaZte! Vyslovte obdobnd tvrzenf pro okruhy, algebry & & -algebry.
Nechl J:f- je systém viech omezenych podmnoZin El . Potom & tvort

okruh (viz 13.2.a) a & (4 ) = exp El « DokaZfme poaledni trvzeni -
zvolime tedy A C E; a chceme dokdzat, %e A€ G(&) .

-l

Ztejmé A= |J (ANC-n,+nd), ale AN -n+ndedcE(F)

n=1
a vzhledem k tomu, 2e & (&) je & -okruh, plyne odtud tvrzen{
Ae® (£, '

Nechi 50 je systém vSech spodetnych podmnoZin E1 . Potom ¢ Je
G -okruh (viz 13.2.c) a Me & A(j?)(-) M je spoletnd anebo E, - N
je spofetnd. Dokeitel Je v tom pripad® @ ,(¢¥) = exp B, ?

Obecnd - bud V © -okruh podmno%in mnofiny X . Potom

@‘A(y)={ncx;uey anebo x-ney} .
Doka¥te! (Oznadme % ={H cX; Me y anebo X -~ M€ y} . Stad{ ukd-
zat, e ‘g ch a 4 tvorf @ -algebru. Podrobné vysvétlete!)

Definice.

|13.8|

Definujeme asystém borelovskych mnofin v En jako & -okruh generovany
systémem v3ech otevienych podmnoZin E, . Systém vdech borelovskjch mnoZin
v E_ budeme zpna&it symbolem B .

Poinémk;v .

{a)

(b)

(c)

27571

nt un' n

Oznaéime-1i symboly g X systémy viech otevienych, uzavienych
&1 kompektnich podano2in E  , je '

B o= G(0)=6(UY=0K)=0,(0)=06U)=0,0)

n

vyeavétlete !

Zte jmé kaZdd oteviend a uzaviend mnoZina v E, Je borelovekd, kaZldd mnoZXi-
na typu Fg &1 Ggy Je téZ borelovskd, rovndZ tak mnoZiny typu Fgsy ,
Foasge 1+-+» Gg¢ » Cso8 se=esy Jaou borelovské. Systém borelovsakych
mnoZin v En je tedy nejmenSfim systémem mno%in, ktery obsahuje viechny
uzaviené a oteviend mnofiny a je uzavieny na tvofeni spofetnych prinikd

a sjednoceni.

KaZdé borelovskd mnofina v B_ je lebesgueovsky méfitelnd, tj. B c M n
(kde 77 | Je systém viech lebesgueovsky méfitelnych mnoZin v B , vybu
dovany kupfikladu z teorie integrdlu v kap. 1l ¢i pfimo v kapitole 14).

Toto tvrzeni plyne lhned z faktl, Ze kaldg oteviend podmnoZina En Jje 1leb.
méFitelnd (viz vdty 11.2.A, 14.8) a Ze systém 7 |  tvofi{ & -okruh.
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Neni v3ak Bn = M o i existujf leb. mifitelnd mnoZiny, které ne jsou
borelovské (viz cvideni 10.F.g ¢éi 13.14). Odtud‘*té_z__vidime, jak "&iroky"

je systém viech leb. mé&fitelnych mnoZin v En .

B. ABSTRAKTNT MfRA

V¥ daldim plredpokladéme, Ze je pevnd zadéna neprézdnd mnoZina X .

|13.9I Definice .

Bud & systém podmno?in maoZiny X (tj. & < exp X ).

MnoZinovou funkef na & rozumime ka%dé zobrazeni mnoZiny & do E;
Tak kupf{iklaedu.

(a) Je-1i (X,?) metricky prostor, M systém viech podmnoiin X , Je
zobrazeni

A —— dism A, Aed

{kde diam A = sup {x,¥) Jje tzv. primér mnofiny A )}
x, y€A .

mno¥inové funkce,
(b) Jje-1i X 1ibovelnd mnoZina, Jje zobrazeni

A —» moh A

mnoZinové funkce na exp X

(kde moh A znadi pofet prvkd mnoZiny A , je-1i A koneZnéd
a moh A =+ o , je-11 A nekonetnd),

(c) je-1li X = {a,bd , # oystém viech jordan-peanovsky méFitelnych mnoZin
v <a,b> (viz 2.3), vy Jordanova mira, je zobrazeni

A—= YA, A S

mno¥inové funkce na & .

|13. 10! Definice miry.

lliruui rozumime t8kovou mnoZinovou funkci, kterd splnuje ndsledujictl
axiomy:

(My) : definilnim cborem A  je n¥jaky @ - okruh ¢ podmnoZin mno%i-
ny X,

(M) : Aeyf=~=ur*0.
(ll3) H (‘L g =0 3 -
(M) : A €@  po dvou disjunktn = u ( gl A,) = }E;l M Ay

271371 21
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B

13.11

Pozndmky.

{a)
{b)

(c)

(d)

Il3.l2|

V24dy tedy pPedpokldddme, %e mira je definovdna na néjekém G -okruhu !

Mira je vidy nezdpornd mno¥inovd funkce; mirami, které mohou nabjyvat i
zdpornych hodnot., se budeme zabyvat aZ ve II.dile; to jsou pak tzv.

Axiom (M) vyjadfuje tav., @ -aditivitu miry. “"Mirém", které misto
axiomd (M,), (M,) splnuji pouze nésledujici axiomy
(lll*): defini&nim oborem «L je nijaky okruh § podmnoiin mnoiiny X .

(M) : A,Bed ,ANB=8 => L(AUB) = M A+ 4B

budeme té%Z ndkdy fikat (by¥ trochu nedisledn#) koneén¥-aditivni mfry.

Z¥ejmé ka2dd mira- ( @ -aditivni) je 1 konednd-aditivni {vysvitlete!),
ale nikoliv naopak {viz 13.12.e,f).

Funkci, kterd splnuje axiomy (Ml ), (M) - (M4) fike jme té% { & -aditivn{)
mira na okruhu.

Pr{klady.

{a)

(b)

(a)

{e)

()

Nechl mnoZinovd funkce (“- jé odvozena z teorie Daniellova integrdlu {

(viz 9.44), tj. X =P, ¢ =1 , (ll z mira z integrélu. Potom
(u. Je mira (viz vétu 9.47).

Necht X = E,, 4

.E/

exp El ,
0 jestlize 5 ¢ E ,

1 JestliZe S € B ,
potom (u, Je mira,

Nech% X=E, , 99 = 3 (viz 13.7), nechl o e restrikce Lebesgueovy
miry ne B, potom (ﬂ- je mira. '
VysvEtlete! Tohoto didlefitdho prikladu yyuil jeme jeSt& v 13 14.

Nechl X = N (mno%ina pfirozenych &fsel), ¢ = exp N . Nechi a, * 0
je posloupnost nezdpornych redlnych Zisel. Pro E C N poloZme

My E Z“'

ReE n

/ Z Uy ., je-1i E kb;xeéné mno¥ina,
Ma B =\'ME B

+ o0, Je-1i* E nekonelnd mnoZlina.

o

Potom A, je mira (dokazte!). V pripadd, Ze 2n='1 i, < + e, Je A,

pfikladem mnofinové funkce, kterd je kone &nd-aditivnl ﬁ:ifé __defi@ované

na & -okruhu, sle neni mira (vysvétletel).

Pro X = {a,b) , Sps N (viz 2.8), ¥ = Jordanova mira, je »  piikla-
dem & -aditivni miry na okruhu.
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‘EJ.IBI

Vlestnosti miry.

{a)

(b)

(c)

(d)

Dikaz.

13.14

Bud A mira na ¢ . Potom
ABEY ,ACB = uMAf 4B,

Aed (n=1,2,...) = /L(U A) Z M A

n=1
(mnoZiny A, nemusf byt po dvou disjunktni !),

oa
Med M CMCHC.., M= U= M, => MM = lin s M,
mnef ) MyD My D My, uMy) < teo,

M= ﬂ M= MM = lim MM

n=1
(porovne jte s vEtou 9,47). : f

a) Mifeme psdt B = A U (B - 4) , odtud plyne (axiomy (M), (M,))

(u.B= (u.A+ (u(B-A) é(u.A.

b) Pifme By = A, By = A, - Ay, ..., B = Ap - (Alu cre UA 4],

U
T p=l A

n

potom mnoZiny B 559 Jsou po dvou disjunkini, nLil B
B c & a tudii

) nln) Z(MBH‘_:Z(‘IA"

n=1 n=1

n n ?

{provddéjte podrobn&! )
Dikazy v&t ¢) a d) jsou obdobné dlkazdm v8t z 9.47, provedte sami!

Poznédmka ,

UkdZeme na nédsledu jicim pfikladd, Ze nemusi byt vidy spln¥na implikace
Aey , MA=0, Bca => Bey

Vezméme pfiklad 13.12.d, poloime tedy

X = El ’ 99=.31 {borelovské mnofiny v El) .

A

Lze dokdzat, %e mohutnost mnofiny 31 je rovoa 2%e {mohutnost aystému
borelovekych mno%in v El Jje tedy rovna mohutnosti mnoZfiny vBech regl-
nych &isel). Vezmeme-1i ze mnoZinu A Cantorovo diskontinuum v intervalu
< 0,1 > (viz kuptikladu [‘3‘] s 9.7), Je zndmo, %e AA =0 (viz tamtd:)
a fe mohutnost mno2iny A Jje opét 27¢ . Z teorie mnoZin je ddle zndmo,
Ze systém vBech podmnoZin dané mnoZiny M md vZdy mohutnost vEt3{ neZ je
mohutnost mnoiiny M (plati dokonce, %e moh exp M = 22°B M ) o444
okamfité plyne, Ze existujf{ podmnofiny Cantorova diakontinua, které ne-—
Jsou borelovské; podrobn& ob jasndte!

Lebesgueova mira na 31

=~ 196 -



Tim jsme ukdzall existenci takovych mnoZin B , které nelezf v systému
5V = 1 « Jiny ddkaz nalezenete ve cviZeni 10.F.g.

Posledni pifklad nés vede k ndsledujfcl definiei.

I13.15| Definice dplné miry,

Mira A Jdefinovans na @ -okruhu jp se nazyvd uplnd, aplnuje-11
ndsledu jici axiom

(Mg) : Ae€@ , /A=o, Bca = Bed .
V 13.45 uvidime, Ze pii vySetfovdni mér se mifeme omezit pouze ne Uplné
miry.

Pozname ne jme jeété,‘ie mira odvozend v teorii Daniellova integrdlu je i
vidy uplnd (viz 9.26.b).

C. VNEJST MIRA

Cht&li bychom nyni mit definovénu miru na co nejvét3im systému mnoZin,

ne jradéjl na systému v3ech podmnofin dané mnoZiny X . Je otdzka, zda tomuto
poZadavku lze vZdy netrividlné vyhovét, v dald3im se pokusime tento problém Fe-
8it. Nejdfive zadefinujeme tzv. vn&js3i miru.

|13.16l Definice wé&jsf miry.

Il3.l7|

Vndjsl mira /‘* je mnoZinovd funkce, splnujfci ndsledujfc{ axiomy

(Vll) : definiénim oborem funkce (a* Je exp X ( = systém viech podmno-
2in mnoZiny X ), :

* -
(VHE) H A.Q X == (u A0,

() 2 4" p=o0,
(W4}:ACIE_1AH=?,&A£ Ma, .
Pozndmky.

(a)

{b)
(c)

Z axiomd (VH3),(VH4) ihned plynou ndsledujfici vlastnosti
- .

(1) AcB =>usc< A B,

fad

0 < )
(ii) /f( kil An < s ‘AL An pro libovelnou posloupnost mnoZin ‘n‘

Z axiomu (VH3) a (i) okamZitd plyne axiom (Vlz), Jje tedy axiom (Vlz)
disledkem axiomd (VM,) a (VMj) a zafadili jsme ho do definice vndjii
miry pouze z divodd symetrie s definici 13.10 miry mnofin.

Ukaite, %e¢ z vliastnostf (1) a (1i1) jiZ plyne axiom (VH‘).
UkaZte, %e neplatf implikace (i1) ==)>(VM,).
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(d) Porovnejte definici miry a vnéjii wiry !

113.18I Prikledy.

(A) Ka2dé mira definovand na & -okruhu v3ech podmnoiin mnotiny X je
vn& j8{ mire, dokaZte !

{B) Bud x nespoletnd mnoZina,
/O y Je=li A C X spoletns,

_(“: {qu\l,

UkaZte, %e (u.* je vn&js{ mire. Je (u* nire ?

je-li A C X nespoletnd.

"
(C) Bud X 1libovolnd mnoZina, definujme funkci A vztshen

Q pro A=0 ,
(u": N
\2 pro A £ @ .

Ukaite, Ze (“"’ Je vn&33{ mira. Kdy bude (u.* dokonce mira 7

(D} Vyjdeme~1i z teorie Daniellove integrélu, je funkce /7:
(/'i'm =2 cy » viz 9.44) vnéj3{ mira. Dokaite ! %

{E) Poddme nyni velice dlle%itou konstrukci Lebesgueovy miry v En . Timto
p¥ikladem byla vlaestné nade definice vnéj3{ miry motivovdna. (Podrobngji
se timto specidinim pFikladem budeme zabyvat v3ak aZ v kapitole 14.)

Pro kafdou mnoZinu A C En poloite

[
. 2
A A = inf %=1 Vol I, ; I, Jsou oteviené intervaly,
L)

U 1,54
k=1

a ukalte, Ze A Jje vnéjsi mira.

-3

N&vod. ObtiZndjsi je pouze ovéfentf (VM,). Nech tedy ac U 4 .
i=1 ’

.
Predpokldde jte, Ze Z A Ay < +eoo , zvolte € > 0 a nalezndte
i=1 -

intervaly Il; tak, aby

oD
-y "
k k . £
(J IF o> 4 2 vol I CA A, + = .
k=1 T 1Y = k : 2%

-]
Potom ovdem U Ili{ D A a
i,k=1
oo .
»* o+
2 A A, > AA-¢€.
i=1 .

Porovne jte té% s dikazem véty 13.29,
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I13.19I

Formulace problému.

[13.20'

*
Necht je zaddna vnéj3l mira A pa gystému vdech podmnoZin mnoZiny X .
Hledéme nyni takovy systém mnozin & € exp X , aby funkce (lb* na

méla v3echny vlastnosti miry (specidlné&, aby systém L byl @ -okruhem!)

a pochoplteln®, aby systém 2 byl co meZnéd nejvétsi.

Jinak Feeno, vné ji{ mira nemusi byt na exp X ani koneZnd-aditiwvni (viz

kupfikladu 13.18.b, 13.18.c), na3l snahou je nalézt co pnejdirdi & -okruh

mno%in #L , na kterém by funkce (‘1—* jiZ byla dokonce O -aditivni.

ReZenf tohoto problému je obsaZeno v ndsledujfcich v&tdch 13.24, 13.25.
V dal3im pifedpoklddejme, Ze je ddna pevné vné&j3f mira c«-' na exp X !

Definice.

Il3.21|

* #*
MrnoZina A C X se nazyvd A -nulovd, jestlife & A =0 .
Symbolem 2 (/l-*) zna¥me systém viech (U-* -nulovych podmno¥in X .

V&ta {(vlastnosti M ((“-*)).

Dixaz.

|13.22I

Systém 27 ((“*) (u* ~nulovych mnoZin md ndsledujici vliastnosti:

a) ¥ e M (&),
b) A € ?Z(c“-‘)’BcA_.—_—ap Bea‘z((a.*)

-l
» »*
¢) A € X (4 (n=1.2,..)= rlx-il s, el (&) .
Systém M (/L') tvofi tzv. &G ~-1dedl mnolin.

(Rikdme, Ze systém W podmnofin mno%iny X Jje idedl, jestliZe platd
8) AeW , BchA => BeW ,

b) ABeW =—> AacecBelW .

Rikéme, %e systém W  je @ -idedl, jestlile navic spliuje poZadavek

) A eW = J aewW .

n=1 0
Dudlnim pojmem k idedlu je filtr - to je takovy sysiém mnoZin, ie
8 kaZdou svoji mnofinou obsahuje i v3echny jejfl nadmnoZfiny, a 2e prinik
dvou mnoZin z filtru op&t le%{ ve filtru.)

Tvrzeni plynou ihned z axiomd vn&jsi miry.

Definice (44.* ~méfitelnych mnoZin.

. *
Mno¥ina M C X se nazjvd M -Etitelnd, jestlile pro keidou mnoZinu
TC X plat! '

&= (d'('rnn) + (u.“('r-n) .

*
Symbolem M ((u*) znelme systém viech & -méfitelnjch mnoiin.
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>
(Definice M -n®Fitelnjch mnoZin pochdzi od némeckého matematika Feckého
plvodu Constantina Caratheodoryho, proto téZ nékdy mluvime o m&fitelngch
mnoZ indch ve smyslu Carstheodoryovd.)

Poznémky .

(a)

{b)

13.23

*
Definice M -m&fitelnych mnoZin se zdd byt ne prvni pohled zcela ne jasné
a ziejmé i dost nepiirozend. Uvidomme si proto jeji ndzorny smysl.

»
MnoZina M je AL -méFfitelnd, kdyZ md ndsledujfci vlastnost:

atl vezmeme Jakoukoliv mnoZinu T (“testovaci mnoZinu"), potom mnoZina M
tuto mnoZinu T “rozitipne" na dv& diajunktni &dsti Tyy T, e vngjst
mirs (u.* je "aditivni na T,U Ty ", tj. :

* - "
(u.('I‘IUTz)-— /LLT1+(U'T2. .
V dalsim se ukédZe, Ze prdvé tato definice (u.* -méFitelnych mnoZin " je"

v podataté tou nejlepdi definici a Jje idedlnim PFeSenim nadsho problému
formulovanédho v 13.19,

Abychom si jedt® hloub&ji uvédomili smysl Caratheodoryho definice
(u.* ~-méfitelnych mnoZin, uvedeme si ndsledunjici charskteriastiku systému
m (/u,*) , kterou v dal3im v3ak nebudeme pouZivat.

MnoZina M Je /L*-—méf-itelné prdvé tehdy, kdyZ pro libovolné mnoZiny
T,, Ty, T,C N T,C X -M plat{f rovnost
» : L -
(=) M ('I.‘]_U T2)=(U-T1+(6LT2.

Jinymi slovy, vnéjsi mira je aditivni "na mnoZindch odd&lenych mnoZinou M",
Diksz naSeho tvrzeni je snadny.
Je-11 totiz M e M (4%, Tyc M, T,c X - K, stadf polozit v definici
(“‘-méritelnjch mnofin T = ‘I‘lu T, a okamZité doatdvédme rovnost {x) .
Neopak, plat{-1i rovnost (x) pro ka%df dvé mnoiiny T, C M, T,C X - M
a je-=1li T ¢ X Llibovolnd mnofina, plati ziejmé

K= &maw+ W -u),

nebof stadf polokit T, =TNM , T, =T - M a pouit (=) .

Lemma .

MnoZina M <€ X jJe (a*-méi'-itelné, prdvé kdyZ Jje splpn#na nerovnost

Pk BNl LNV S BT
pro kaZdou mno¥inu T € X Lkone&né vnéjidf miry, tj.

Me 7 (LT drnw + A0 - M), kdykoliv
TeX, AT <&+eo,

(Této velice dileZité charakteristiky budeme &aato poufivat pfi dikeszech
dalsich tvrzeni.)
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#*
Dokaz. Je-1i M e (M) , je z¥ejmé podminke splnéna (plati dokonce rovnost

pro vdechny mneZiny T < X ).

Nechl naocpak je splnéna podminka; chceme ukdzat, %e M € M(/l—*) + Zvolme
libovolnou (testovaci) mnoZinu T C X . Ze vztshu T = (TN M) U (T - K)
plyne (axiomy VM,, VM,)

(u"r < (u* (TN M) + (u.*(T - M)

PotPebujeme jedté dokdzat, Ze

Lrr i rnw + uir-w .

Tato nerovnost je v8ak zfe jmd, Jje-1li tu'T = +o0e, Je-1l1 td"l‘ <+ o0
pek je posledni nerovnost g@plnéna prdvé diky nasf podmince.

|13.2;] Véta (vlastnosti systému 727 ((Uv.))-

Systém ((“—“) viech (U-* -méfitelnych mnotin je O -slgebra a obsahuje

systém 2¢ (™ vdech (a.*-nulovych mnoZin.

Dikaz. (I) UkéZeme nejdffve, Ze AL ((af’) c ((u.*) . Bud A eﬂ(((l') , tedy

(X))

JfA = 0 a zvolme (teatovaci) mnoZ%inu T <€ X. Potom

dann s mr-ncos dr=dr,

odkud podle predchoziho lemmatu 13,23 plyne, Ze Aem((“-') .

(II) DOkaz tvrzeni, Ze ((u.*) Je G'-alge'bra, provedeme v nékolika
krocich. :

- o . — o mn A = —— -

Zvolme T C X , potom

AT A (X = 8)) ¢ AT (X - A = MR- HTAR = T,
tedy X - A€M (A . . .
B, Xx€ L),

—— i ————— .

—— . M S S A e e

Zvolme opét T-¢ X , potom

‘lfT = (uf(‘l‘ NAa) + (LL*(T - 4) (vju'zivéme (“*-méf-itelnosti mnofiny A
‘08 testovaci anofinu T }s

M- = U - 00 B) + LUT - M) - B) (vyuktvéme &*_mEritel-

noesti mno¥finy B na testovaci mnoZinu
T - 4A!), ' o e

O0dtud dcostdvédme

- 201 -




(8)

(€)

#r = drn n) + T - 8 =T AN+ HUT - DN B) + AT - 4)-B)
(pouZijeme nyn{ ndsledujicfch identit:

(T -A) -B=T7-(AUB).

TN(AUB) = (TNAA) VT - 4D B))

= (T - AUB)) + (LN A + LT -4 B) 2
2T - (AU B+ AT A UBY , "

¥111 znovu podle lemmatu 13.23 je AU B € M( "), n

E €M (&) (n=1,2,...) po dvou disjunktni , S UF.,,

———— e —————— — -——-——-——-—-——-————.—- —1-—-—

TCcX = (TN S) = z:gumnn)

—————— ———-n—*-w——-- _ -———_—.—.—..-

Toto tvrzeni dokdZeme indukei podle n. Pro n =1 Je tvrzeni trividln{,
predpoklédejme, Ze

n
. .
Arns) = é: ATNE) .

MnoZina S  je podle ()’) (“—* -mdFitelnd, tedy (vezmeme _teatovaci mno~-

2ina TN Sp+1)
AN S = AUTn s 00 s e AUTN S, -5y =
= (u-"('l‘ nsy + #TN En+l) =
= ; (a- (TnE ) +/‘(TnEn+1) e
1 : n+1 .
- }: td‘(m nEy .
.“ .
B, 4 (La» ) (n= 1,2 ...) po dvou dis,junktni s=U E ,

L 4 AP ———————— n:l.- —_—

tc x = d(rns) = Z/E(Tnh ) .

—— i ——— ——— ——— — ——— _ _--—.——--— i

Zrejmd TN SDOTN S, pr.o.ka_id,é n . Odtud plyne, %e

ta.(TnS) I,(J'—(‘I‘ﬂ-E'»:‘)“.z () _ﬂ-(TﬁE)
]
~ =1

' "pro‘ kaidé o, éiii

- ‘
Aras) .1; (u“(rn B,

- 202 -



Obrdcend nerovnost plati vidy (viz exiom (VM4)).

(g Ene?n(ﬁci) {n =1,2,...) pé dvou disjunktni == {J Eneﬂt’((af‘) .

(?)

(th)

[13.25]

e e e ——— o o o [] T ] = i e

n -
Zvolme mnozinu Tc X . Neeh s = U B, , 5= U &

=1 ' n=1 A
Zrejmé S €M (M°) podle (F) , tudiz
n
e r = ¥ * - > l -
ALE) = (T 0 s ) + MY(T -5 3; MUTNES + LT - 8) .

Odtud podle (£ ) dostdvdme

o
AT éjz_l(u*wn B v MT-8) = dzns) v M -s),

coZ podle lemmatu 13.23 stadi k dlkazu tvrzeni, %e S & 7?[((”-*). .

Toto tvrzeni plyne ihned ze vztahu
A-B=X-({Xx-4A)V B)

a z predchozich &4sti.

*EQGM(/L*) (n=1,2,...0 ==> U 5 e,

——————————————————————— nTl=— == ——— = -

Polozime-1i ¥ =E& - (E,V ... U E .,), Jeou mnoZfiny F_  po dvou dis-

. junktnf, (u.* -miritelné (podle () a (7)) a U F e ((‘f) podle
n=1

1F“'

2 C

] o0
r 3
(f). Tedy 1 rL:'ll Ene?ﬂ(/l- ), nebot rl;il E, =

Véta (vlastnosti 4% na systému 77 (7)),

Dlkaz.

l13.26l

Funkce /L" je Uplnd mire na ML (/L") . (Pfesnd ji bychom m&#li hovorfit
o funkel A*/ r (u*) L)

V predesld vétd jsme ukdzali, Ze gystém Jf ((a.*) je. @ -algebra. Lehko

vidime, Ze jsou splnény exiomy (My) - (MB) Zz 13.10. Pro ové&ifeni platnosti

(M4) { & -aditivity (a.* ) pouZijte odstavec (&) v Adkazu predcheozi vé&-
ty 13.24, kde poloiite T =5 . ﬁplnos‘c miry (u* plyne z 13.21.b a 13.24.

Pozndmka. Funkei (u,‘"" uvafované pouze na systédmu méfitelnych mncdin

F/ .4 ((ﬂ.") , Fikdme mira indukovand vn& jS51 mirou (u.*.

Z 13.24 & 13.25 vidime, %e se ndm vcelku uspd3né podaifilo vyresit problém
formulovany v 13.19. Nevime zatim pouze, zda ndd systém ((a*)

/L' -mé&fitelnych mnofin je “ne jsirsi" systém, na ném2 je funkce ‘d’ mira,
V 13.39 ukédZeme, %e tomu tak skuteln® je.
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[13.27] Prixiagy,

(A) {viz 13.18.4). Je-1i (d-*m:{ra definovansd na systému v3ech podmnofin mnoZi-
ny X, je MM (M%) = exp X , dokaZte!

(B) (viz 13.18.B). Bud X nespodetnd mnoZina, (a."’A =0, je-li A c X spo-
Zetnd, (u.*A =1, je-11 A nespoletnd.
UkdZeme, Ze

¥/ 4 ((“-*) = {A C X ; A je spoletnd anebo X - A Je Spoéetné} .

Bul A C X spofetns mnoiina; chceme ukdzat, ze A€ M ((a—*) .
Zvolme testovaci mnoZinu T € X . Potom lehko sami zjistite (rozdélenim
ptipadd T spodetnd &1 T nespoletnd), Ze

AT = AT - ) + AT R .
Obdobné se ukéle, e A& M (A") , je-11 X - & spoSetnd mnoiina (coi

nakonec plyne z fektu, %e ((u*) je @ -mlgebra). Zbyvd nyni dokdzat,

se systém 7} (M) neobsahuje jif 26dné jiné mnoziny. Nechi tedy 4 c X
je neepoletnd mnofina, pro niZ i mnofine X - A je nespodetnd. Potom pro
mnoZfinu T = X neni splnén vztah

AT AT - R+ NI AN, tedy A 2.

{C) (viz 13.18,C). Jde-1i X 1libovolmnd mnoZina a (a‘A =2pro ACX, AZ£D,
je M ((u.*) = {,d,x} . bLokaitel
Ndvod. Je~-11i @ # A £ X , zvolte testovac: . 3inu T = X .,

(D)  (viz 13.18.D). Vyjdeme-1i z teorie integrélu a je-li X = Pe W, A& = &
(viz 9.44), je M (&*) =7 .

Didkaz tohoto tvrzeni je obsaZen v 9.57. _
Neni-1i Pe M , plati pouze inkluse 2 c M ((“*) , pfiZemZ rovnost
nemiZe nastat (nebol vidy Pei (/‘-")). Viz té2 [.'ii'], 8.30.

D. VYrvARENT vNEJSf MIRY

Pro libovolnou mnoZinu A C En Jame poloZili v 13.18.E

x
3A=inf.ZvolIn,

n n=1

kde infimum se bere pfes v3echna moZnd pokryif mneZiny A spoletnymi systémy

oteviengch intervalﬁ{ In} . Funkei

*

A

n:expEn-—*-"' 0, + o)

Jjeme nazvali Lebesgueovou vn¥jdf mirou v E, . Ukéieme v daldim, jek lze konstru-
ovat obecné vh&jdf miry v X , zndme-1i jiZ "miry"” jistych podmno¥in mnofiny X .
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|13.28| Definice,

V dal3fm bud X 1libovolnsd mnoXina. Nechi y < exp X Je systém jistych
podmnozin mnoZfiny X a nechit

A y—m{o, + oo > je mnofinovd funkce na y .
Predpokldde jme, %e '

ﬂey a A dg=0.

Dvojici (‘?, A ) nazveme pokryvacim systémenm.

Pro kaZdou mno¥inu A ¢ X poloZme

A = 1inr ZZG

- n
Gnéy n=1
U

GnD A

{(Uvidomte si, Ze inf @ = + o0 ,)

|13.29 | Véta,

Funkce A% je vndjs{ mira (pfedpokldddme, Ze (?, 2 ) je pokrjvact
syatém na X ).

r

Dikaz. Axiomy (VM;) - (VM;) z 13.16 jeou zie joé splnény.

; chceme dokdzat , Ze

L -]
Ovérme (VM,). Nechi tedy & c U 4 ;

n=1
-

o0
o
fac) A'h_ . MiZeme ihned predpoklddat, ze [  Hay <o
n= =

{(prod?). Zvolme £ > 0 ; ke kaidému n € N miZeme nalézt mnoZiny

¢l € ‘9’ (§ =1,2,...) tak, aby

UGJDA, ZRGJ<71“A+£.
=1 0 n =" n _

Potom platf {nezapomente, Ze U Gg D 4A):

n, Jj=1
Z A »
n=1

n

OvBem £ » O jsme zvolili libovoln&, odtud tedy plyne 2d4dand nerovnost.
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E3.3d

Pi{klady.

(A)

(B)

(<)

I13.3q

VvV E_ volime 27 = { ICE, ; I Je otevieny interval-}Lj{Af},

Al =vol I jsko pokryvaci systém pro vytvofeni vns j3{ Lebesggueovy mi-
+

ry A%, .

Bud X libovolnd mno¥ina, g}'z exp X a A vn#jdf mira na X . Potom
5 o

( %’, A ) je pokryvaci systéma A" = A .

DokaZte!

Bud X nespdéetné mnofina, nechi é?’ sestdvd z ¥ a ve.ch jednobodovyceh
mnoZin. Polome A G = 0 pro kazdou G € %ﬁ . Ur&ete A% 2z pokryva-
ciho systému (%f, 2.

Problémy.

|13.32|

Ptedpokldde jme, Ze ( , 1) je powryvact systém na X , utvofme mnoZi-
novou funkei A% podle 13.28. Z prededlého vime, %e funkce A* je vnéj-
81 mira, mdZeme tudiZ vytvorit systém # ( A%) viech A* -m&*itelnych
mnoZin podle 13.22. Ptédme se nyni, zda

(1) A6 = AG pro kstdou Ge€ y/,
(11)  Ye M A .

Odpovddi na (i) a (ii) jsou negativni, uvedme pfiklady.

: : 1
(i) Bud X = <0,1>, ?3 exp X, AG = (R) /"G = »Me)
a

( X je tedy hornf Jordan-Peandv objem, viz cvifeni 2,4).
Potom pro mnoZinu v3ech raciondlnich &isel v (0,1 > platl

»*
AR =1, AR=0
Cemu je v tomto prikledd rovno Aa pro 4c<0,1> %
{1i) PouZijte pfiklad 13.20.B.
Ukaite, 2¢ A G = A'c plati vZdy pro kafdou mnofinu G € .
Hleddme nyn{ nutné &i postadujic{ podminky pro platnost (i) a (ii);
fedeni je obsaZeno v ndsledujfci v&t& a ve cvilen{ 13.T.

Véta,

Necht 1) g? € exp X je okruh ,
2) A: 7 —» {0,+ 0> je @ -aditivni mira na okruhu y
{viz 13.11.4).
*
Vytvofme vn&j3f miru A 2z pokryvaciho systému (5¢ , A ) .

Potom (i) A6 = A% pro kaZdou mnozinu Ge ?’,
(11) ycm 2% .

(Tzv. Hopfova vé&ta o rozdifeni miry.)
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Dikaz. (i) Vzhledem k nerovnosti 2 2 A* stads dokdzat, Ze 26 A%c
pro kazdou G € y . Bud tedy 6 € ? ‘a predpoklédejme A6 & +oo

Jsou-11i G € E}’ s U Gn 2 G, potom (poufijeme 13.13.a a 13.13.b,
n=1

Ac = 2 OltcnnG))é Z 1 €, N < Z A6, ,
n= ‘ ‘

L
tudfz 26 < AG .

{i1) Bud G eJ%P . Zvolme testovac! mnoZinu T € X (miZeme hned piedpo-
klédat, %e A* T & +oe }) a £> 0 . Existujf mnoziny G, € ? tak, e

1c U6, , ) Ao <A1+ .

n=1 n=1
Potom
o0 - :
A+ e 2 Z:ﬂc = [ﬂ(GmG)+ﬂ(G-GJ >
n=1 n n= n . n
> rne+ Ar-o
(poznamene jme, Ze U (G, NG >TN G, 20 (G,"-G)> T= 6).

n=1 n=1

Odtud jiz plyne G € #H ( A*) . T

[13.33] Poznsmka.

Pedlivé si rozmyslete, co vlastnd Hopfova véta Ffkd. Méme-1i zaddnu miru

M na okruhu , miZeme vidy nalézt G -okruh 4 , ktery obsahuje okruh
~ .
‘g/ a miru ((2 na 4 tak, Ze A =AM na y’ . Jinymi slovy, miru’ 4

lze vi#dy roz8ifit z okruhu na & -okruh,

E. REGULLRNI vVNEJ31 ‘:LMIRA

[13.34 | Probiéa.

Uvédomte si, co Jsme v piedchézegicich odstavcich vytvofili. Ukézali Jsme
na dvé podstatné konstrukce.-

(1) Konstrukce miry, méme-li zadénu vnEJéI miru (Caratheodbryho pestup)},

(2) Konstrukce vné j8{ miry, mame-li zaddnu "miru" (pomoci pokryvaciho systému).

Ob¥& uvedend konstrukce mliZeme kombinovat. Vyjdeme-11 z ﬁﬁipyf;JinEme zkonstruovat

vné j3i miru e s jej{ pomoci op&t miru podle Caratheodoryho. Za jistych predpokla-
dG (kupf. Hopfova vita) je novd mira rozSifenfm plvodn{i miry.
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V dal3im se budeme zabyvet ndsledujic{ otdzkou. Méme zaddnu vnéjdi miru

(“‘ na ¥ . Utvofte systém ((a"') v3ech (0.' -mEPitelnych mnoZ%in, Ziejmé

dvojice (A (u%), ") tvofi pokryvaci systém. Pomoci ného vytvofme vngj31
miru ;L' , tj. poloime

”A=1f£ A, A€M (LY, GADA
{‘L n. n,___l/bn n Cu n=1n

~ *
pre A C X . Jaky je nyni vztah vpnéjiich mér & a (u- T

L An plyne

S Ct

Zfe jmé vidy (a /‘- ( nebol ze vztahu AC
Ay

Z_ , tedy i /ne /TA).

I13- 35' Pfiklad,

Bud X

(u'{a} b =3, (lfl( = 5 , UkaZte, Ze (a* Jje vn&jsi mira a %e
moCu = {ﬂ, X | . Definujeme-11 vn&jsi miru pomoci pokryvaciho

systému. (mw-').(u") y Je

ﬁ'ﬁ=0,(ﬁ{a}'= /’Z{b} =(E:x=5.

Vidime, %Ze ne vZdy mus{ nastat rowvnost ((L' =(lL .

|13.36 l Definice.

Nechi é’-* je vn3j3{ mira na X . Zkonstruujme vn&jdf miru F podle
13.34. Rekneme, %e vn&j3i mira (u.* Jje regulérni, jestliZe (u. (a. .

|13.3'}| Véta.

Nédsledujici vyroky jsou ekvivalemtni:

H

{a,b dvoubodovd mnoZina. Definujme (‘l—*ﬂ =

(1) (u* je reguldrni vné j&i mira,
(11) A% a = inf { ATE; Eed (4 } pro katdou mnozinu AC X ,
(11i) ke kuzdé mno¥ind A € X existuje E eﬂt((a ) s ED A tak, Ze

(d.E-(uA.

Dikaz. (1)=d(11) : Bud A.C X , potom

prsEas i Ao o wl () -
UG, DA . UG, Da
= inf A" B,
E e m (&)
EDA .

ale A *a < ({fE -ro libovolnou mnofinu E 2D A ({(ddkladné rozmyslete!l).
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(11) =%(111): Je-11 A'A = +es | 1ze volit E = X . Nechi tedy

(u.*A { *oe , Nuleznéme mnoZiny E_€ 4 ((u.') » E_5 A, tak, aby
(u.'lL En < {a"A +% . Posloupnost En lze dokonce volit tak, aby

E}DE;DE;D ... (prod?) . Polo¥fme-1i

-
* s
E = QlEn,Je EEM (&) EDA & ME=1mdE .

o

Odtud jiZ snadno plyne tvrzeni.

]13. 38 | Fiiklady,

(a)
(B)
(C)

(D)

Vnéjd{ mira z pitikladu 13.35 neni reguldrni.
UkdZeme (14.10.a), Ze Lebesgueova vnéjsf mira Jje regulérni.

Nechl pokryvac{ systém ( ?, 1) vyhovuje predpokladim Hopfovy véty
11.32.

Potom vn&j3{ mira a* vy tvofend pomoci (y ’ 1 je reguldrni. lDokaZte!

Ndvod. Bud A C X , potom

———

b oo

*

2A=1nf2_ 2 G , kde Gney, U_ G, D A a
n=1 n=1
- ‘ [ ¥

-~ e 3

A4 = inf 21 AH  kde H € 2 (A7), UlHnD A
n= n-_-

Ze vztahu ycm( Ay ez rovnosti A = 2* na ? plyne, %e

oD -
' o
AL € inf 2 Au, = 1ot 2 Au = X .
H, €y n= Hyeg 7
UH_ DA UH_ >4

Vné j&{ mira ‘&‘ , vyivorend v Daniellovd teorii integrdlu, je reguldrni
(v pPipadé P € 2% ).

Navod, Viz 9.59.

{13.39] veta (maximalita 277 (™)),

Nechl jsou splnény nésledujic{ predpoklady:

1) M* je reguldrn{ vn&jif mira na mnoZiné X ,

2) y Je okruh takovy, %e ((“-*)C}o ,

3)  » je koneZnd aditivnf mire ma ¢ (viz 13.1l.c) takovd, fe A =

na y .
Potom ¢ = 7 (M),

27571 P14
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Ddkaz. Zvolme E € ( , chceme ukézat, 2 E€ F (&%),
Bud tedy T C X (testovaci) mnoZina. Podle 13.37 naleznfme mnoZinu
* *
T, EM (M), T,D T tak, aby (uTl=(¢"T.
Potom 'rln Ee.jﬂ, 'I‘l—E€99 a

(d‘T

AT, =vT = Y(T,AE) + ¥(I, -E) =

AN B« uiry - B) 2 N2 NE) + &NT - B),
podle 13.23 je tedy Eeﬂf((u-*).

|13. 401 Disledky.

Uvédomte si dobte smysl prede®lé véty ! Tato vdta odpovidd na problém
formulovany v 13.19 a 13.26 o meximalit® systému vSech (u.* ~méFitelnych mnoZin
pro reguldrni vnéjsi miru (u"' . Je viddt, %e systém At ((a"’) Je nejdirdim
systémem mnoZin, na némZ funkce .{u" mé vlastnosti miry. Jinymi slovy, Je-1li
okruh ¥ > M ((“-*) P E N ((“-*) , nelze na systému ¢/  definovat miru

Y tak, aby VY = (a* na ¢ ; vidy bude existovat mnoZina Eed - 1 ((“*),
pro ni¥ V E £ (JE ! V tomto smyslu je tedy systém mnoZin M ((u"') maximél-
ni.

F. ROzZBIRENI A 2zUrLnENT MIRY

Zopakujte ai je3t& jednou Hopfovu vétu. Ukdzall jsme, Ze miru z okruhu
lze vidy roziifit na = & ~-okruh. My#lenka konstrukce roz#ffeni byla vcelku jedne-
duché ~ pomoci miry na okruhu jsme vytvorili vné j&1 mfru a z této Caratheodoryhé
metodou pak systém viech mérFitelnych mnoZin. V tomto odstavci ukdZeme jedtd jednu
konstrukecl rozdffeni, dileZitou ssmu o sob&. Krom# toho se budeme zabyvat jedno-
znadnosti rozéifeni miry. '

Il3.4ﬂ Definice. Mira A na okruhu W (W ¢ exp X ) se nazyvéd konelnd, jestli-
Je M A (+ oo pro kazdé A€ Y¥( . Miru & nazveme @ -koneénou, jest-
1iZe existuji mnoZiny A € U s vliastnostmi: M An & +o0

UA X .

n=1

I13.42| Pozndmky.

(A) Je-1i @ -koneins mira definovéne na @ -okruhu ¢ , je Xeg
(111 50 je Jiz @ -algebra).

(B) Mnozi smutofi definujf @ -konelnost miry trochu jinak. O tom viz cvie-
ni 13.W.

-13 43} Véta. Nechi Je @'—koneéné mira na okruhu % . Potom exiatu,je prévé
1edna mira @ -ckruhu @ (%) (viz 13.5) tak, %e 4 = (a. na

. Mira “ je @ -kone&nd.
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Dikaz . Poznamene jme pPedev3im, Ze ka2dé rozdifeni JL\ @ -kone¥né miry .«
2z B ne @ (%) je @ -konedné (a tedy vidy X €& (¥ ) t ) .

[ -]
Jsou-11 totiZ An€“ s vlastnostl & A <+ =, U_1 AL =X, jei
168 A C+eo , A €0 (%), HlA":x'

1. Existence. Utvofme vnéj3i miru cu’ pomoci pokryvaciho systému
(¥ » 4 ) - Podle Hopfovy vty je VLc ((u*) . Jeliko% systém
m (A" je (@ -elgebra, je nutnd @ (6 )c M ((d") . Stadf
nyni poloZit (ft\ 4 = cu*A pro Ae @ (¥ ). Funkce (:';/ mé poZado-
vané vlastnosti.

II. Jednoznadnost., Nechft v  Jje konedni mira na @ (U, v-= /a. na &,

- -
Zvolme E € & (f) . Jsou-1i E, €A, Ecgl E , le

= - a2 -
VE < V(glEn)é glvEn.—- Z(MEn,tedy vE <€ u"E .

n=l
Tudiz 1 ¥ (X-B) € (ff(x-m . Ze vztam

MX = (u*E + (a.*(}(-E) = ¥E + WY(X-E) = yX a konednosti » ply-

ne yE = (u*E .

Je tedy mira ¥ na & (1 jednoznadné uréena,

Budte nyni cd.,, Ca'?— @ -konelné, A€ B , (u,A< + o0
Aplikujeme=-1i piedchozi vysledek na systém { EN A, E€ B } s obdriime

rovnost &y (EMA) = 4, (EN A) pro kaidou mnofinu E € @ (%L ),
Bud konednéd A €T (Gf ) 1libovolnd. Najdeme posloupnost mnoZin AeW

[ -]
tak, aby A, <t e U1 A D A . Mdfeme predpoklddat, Ze mno-
n:

Ziny A Jjsou po dvou disjunktni (proé?) ., Potom

Ay B fa’f(gl (8, N AJ) - 2n=1 M (B0 B) =

2:1: (d (Anﬂ A) = (u,‘.A .

Cely didkaz prov-lite detailng !

l13.44| Pozndmky .

{4) Neni-li mira (IL G -xoneind na Of , nemusl byt rozdifeni jednoznaéné,

Pf{kled. Nechi X je mno%ine raciondlnich 2isel intervalu <0,1)> @&
%l je okruh v3ech konednych sjednocenf intervald typu da,b} € X (ukaZ-
te, 2e %  je okruh!). Potom @ (¥ ) = exp X . Poloime
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(B)
{(C)

(D)

pofet prvkd E , je-1li E koneédns,

4HE =

+ o0 |, je-11 E nekoneéné,

pro kafdou B C X , {a.2=2‘,u_1 .

Dokaite, %e A, , (u.z jsou (dokonce O -konpedné!} miry na & (%€} ,

= &2 na B, ale (a.,#(uz.

Jiny priklad. Volte X = 0,1}, necht B¢ Je okruh v3ech koneénych sjed-

noceni intervall tvaru <a,b) € {C,1). Potom & (%€ ) je aystém vech
borelovskych podmnofin intervalu {0O,1). Definujme (‘Lﬁ =90,
C“' A=+ o pro @ # A€ O . Naleznéte na @ (¥¢ ) rdznd roz3{fenf & !

Dalsf protipfiklady naleznete ve cvifeni 13.W.

»
Nepredpoklddejme, %e mira AL je oy -koneéns na ¥€ ., Nechi & Jje
vn& j3{ mira sestrojené z pokryvaciho systému {(¥¢ w4 ) . Neehl (a.’\ je
libovolné rofSirenf miry & z o na G (%),

Potom (Zl: B £ (u'B pro ka¥dou mnefinu B e 6 (% ).
Tedy ((.l."l Je "nejvétsi” mezi vieml mirami, kteréd rozéii’uji(w . DokaZte!

(musi byt 3(3. =& (BC) 7).
UkaZte, Ze (& A = (a,'A pro A€ % . Tedy pro Be®@ (& ) je (pou-
Zijte 13.28)

AB = inf{(a-*A; ADB , A€ K(e_}

1nf{(7lA;A38,Ae?§{e,} »

A B.

A
Roz3ifend mira A npemus{ byt na & (¥¢ ) dplnd. Jako priklad stadl vo-
1it o = @G (or ) =.731 systém vSech borelovskych podmno¥in E, a
Lebeagueovu miru.

(g

V dald3im ukédZeme, jak obecné z netdplné miry miZeme zkonstruovat miru gpinou.

13.450 VZta {(zuplnéni miry). Nechf A Je mira na @ -okruhu ¥ .

Nechi f={N; NcFe¢ (aF=0},
g=[BUuNnBeg Nef} .

Potom plati:

je-11 E;U N, =E,UN, (8, 5,€¢
Ny, Ny € A7)

Jje  ME = M E,.
Definujuwe funkci (Z'(._ na ? predpisem
A(BUN) = ME, je-li Ee¢, Ne A
{podle predchézejicfho nezédvist def:inice (E na volbé mnoZin E , N ).
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KoneZné€ plati ndsledujici:
(1) ¢c 57 , f je & -okrub ,
(11) & = & na ¢

{ii1) (17 je Uplnd mira na 5?9_
Dikez, Budte E,,E,€¢) , N/ ,N,ed , E,U N =EUN,.
Existuji mnoZiny Fl’FQ 6.59 ’ N}.C Fl’ NyC Fp (u‘Fl = (u_ F2 = 0.
Ze vztahu BEy- E2 < Ny ¢ F, plyne, Ze éa'(El - E2) = 0. Potom
4By (U.(Elf) E,) U (E] - E;)) = C“’(Eln E)+ (B -Ey =
A {E; N E,). Obdobné& se dokdie, Ze MEp = (M.(Elﬂ E;).

Dokazujme nyn{ dalii body.
(1) Inkluse ¢ ¢ f je zfejmé (A= AU &) .
Dokézeme, Z¢ P je @ -okrun. Bulte Z U N e & (E e ¢/ , N e A" ).

o fand o0 o
Potom gl (E_U N) = rgl E_ U glnney , nebol g}. E e,

-]
glunef. Jsou-li myni Beg , NeS (NCFc g, uF =0), poton

E-N=(E-F)U(EN(F-N)EF (nebol E-Feg ,
EN(F-NcF).

Jsou-1i kone&n®¢ E,, 32559 » NN € N, Je
(E1U Ny) - (Ep U Ny) = [(El‘Eg) - NZ] v [{NI-NZ) - E, ]Qsp
podie pfedchoziho. '

(11) Je-11 E€¢ , je (kupFikladu)

ME= @ (EUB )= M E.

(111) Bud A€ ¢, kA =0 ,BC A . Necht A= EUN, Ee¢ ,
NcFef y MF =0 ; zrejmé 4 E =0 . Potom miZeme psédt
B=98uU{anB) , pritem! ANBCA=EUNCEUF.

Tedy Be? .

I13.46| Problém. Nechi ((L je & -kone¢nd mira na okruhu % . Z ni mdZeme
zkonatruovat dvé roz3ifené uplné miry:

{I) M lze Jjednozna&nd rozdifit na G (%) (podle 13.43) a tuto miru lze
zdplnit (podle 13.45),

(II) =z (¥, cu_) lze vytvorit vné j3f miru (U-* a podle Caratheodoryho lze
vybudovat systém 4L ((M-*) .
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Schematicky:

(I ~ : — _—
M na ¢ rozsifeni M ne B (%) zuplofni Nzt G(E)
(II) A na ‘6{ konutrukce /4* vy tvoreni 77 {(a,")
L
Pritom vime, Ze
() 8 c @(¥), O () je G-algebra, (u.=(4: na ¢,
(ZL" je udplnd mira na G (8¢ ),
(1I) BLc I (U, L (u%) je @ -algedra, (u=(u«* na ¢ ,

(u."je Uplnéd mira na 220 ((M*) .

Vztah systémd G (O ) o 2 (((L*) , Juko i mér ((Z a (a* poddvd nésle-—

du jici véta.

-13.47 Véte (porovndni obou metod)

Bud Nz @ -kone&nd mira na okruhu B¢ . Potom

(1) G (g = mc(u*)
(i1) & = (u* na 7 (M)

Likaz. Ziejmé @ (%) ¢ M('(U-*) a tél.:(a* na G (%)

Z konstrukce Wplné miry vyplyvd déle, 2e & (%) c Wf((u*) a
= u* na’ @ (B¢ ). stadi pouze dokdzat, ze M ((U-") c @ (W),

UkdZeme, Ze

AE W (W), WA oo => e J(W)

(vime, Ze kﬂf je @ -konednd - viz zatdtek dlkazu viEty 13.43 !).

Nalezn&me hnoiinu GEG (W) tuk, uby G D4, (IIG

oD -
si, Ze /Z-'A:inf{ ZlﬂF“; U F >4 ,F e 174
n=

n=1

* -
= (V- 4 (uvddomte

} )

Zrejmé 4'(G - A) = 0 . Tudafz G - A€ @ (4") & opét nalezneme mnoi-

Potom

ke G -He@(0), AnHcH, M= 4H

ce

M

A=(G-HU(@4NH ,

»”*

]

y

P
).

neznamend nic jiného, nef %e A€ @ (¥
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G. CVIBENT A PROBLEMY

EB.A I MnoZinové systémy.

zjistujte, jaké mnoiinové systémy tvor{ <F , jestlize:

(a) & = konedné podmnoiiny mnoziny X (X konetnd, spotetnd &i
nespodeind),

() 4 = iﬂ} ( X libovolnd),
(c) 4 = Xpsees Xy _}, kde tyto mnofiny jsou neprézdné, po dvou

n
dtsjunktnt a \J X, = X,
171

(d)
(e)
(f)
(g)

fidké mnoZiny v metrickém prostoru (X , ? o,

mno3iny l.kategorie v metrickém prostoru,

otevfené mno¥iny v metrickém prostoru (kdy bude & okruh?},

AAE&® &

Hi

mnofiny, které jsou souasnd oteviend i uzaviend v metrickém
prostorua. '

Zxoumejte, jak v téchto prikladech vypadajf generované systémy & (o)
B @; (& ) & okruh, generovany & . '

13.B| Borelovské mno%iny,

Necht (P ,? ) Jje metiricky prostor. Definujme borelovské mnoZiny Jjako
& -okruh, generovany systémem v3ech otevienych mno¥in 8 oznalme jej

A (P) . Ukaite, %e obecné systém B (P) miZe byt rdzny od @ -okruhu
generovaného systémem vdech kompaktnich mnoZin (porovnej s 13.B.a}.

Udejte vzimh tdchto systémd a pokuste se naldzt ng jské nutné &i postaduji-
ci podminky pro jejich rovnost. :

I 13.C | Cvideni.

{a) Bud F tfida podmnoZin mnoZiny X , A& okruh generoveny systémem F.
Potom plati:

n

phedd = existugf Fy,...,f € F tek, fe AC 1LJ1 F,

dokaZte!

Ndvod, Uvazujte systém ¢/ ={ A C X existujf Fy,...,F e ¥
n

8 vlastnosti A4 C U 4 } « Ukafte, Ze .?-C.Sﬂ a Ze 9‘9 Je okruh.
i=1

(b) Bud op&t F  trida p&dﬁznoﬁid mno%iny x . Dokaifa, e

L -]
Ae @ (F) => existujt F € F tek, Ze AC U F_
n=1
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(¢) Bud ¢ @ -okruh v X, EC X . Potom systém

gi_ = { ENA; Ae y}
je @ -ckruh. Dokaite! Lze néco #fci o vztahu systémd y , fE ?

(d) Bud ¢ @ -okruh v X, EcC X . Potom systém

~

5P={Acx; En_AegP}

)
je @ -okruh. Dokaite! Op&t se pokuste nalézt vztah 5{7 & _90 , porov-
nejte té2 s (c¢) !

(e) Bud M okruh v X . Poloime

Lad

& ={ch;AnBe.z} _pro katdou Ae;&}.

Dokafte, Ze ~

(1) .’g je algebra, & c &

(2) je-1i & algebra, potom & =g )

(3) Je~1i & @~ -okruh, je g (@ -s1gebra
~ T

4) T (&) c Gt ,

(5) rovnost ve (4) nemus{ nastat; kdy nastane?

(£) Bud 4 okruh splhujfc! podminku:

An € f — Ql A e .
Je & 3512 & -okrun?
(¢) Bud & okrun, & c K , M systém mnoiin s vlastnosti:
oo oo
A€M =—> H}Aneﬂ,, Ql AeM .

Potom @ (& )c M , ukaite | Plat{ toto tvrzeni 1 v pripsds, kdy

|13.D| Cvidenf. Zkoumejte nezédvislost Jednotlivych axiomd miry a vnd j5i miry!

[13.E| Priklady mér,

(a) Projdéte si jestd jednou pfiklady z 13.12.
(b) Bud SP G -oxruh. Pro 'Aesﬂ poloZte

~

_\ +e0 , je-li A nekoneéna

podet prvkl mnoZfiny A , je-1li koneéns,
@b
a rozhodnéte, zda (U- je mira na f .

- 216 -



{c)

(&)

I].J.FI

»
Je-11 fe d , £ >0, potom funkce & definovand

#LH = Auf
pro M€ 2  je mira na M .

”
Je-11i opat f € K4 ), £ 2 0 (viz 18.13), potom funkce ¥ definova-
nA vztahem

YE = J[ fau
[ F
Jje mira na 99 .

Priklady wvn&Jjdi miry,

(a)
(b)

(c)
(d)

(e)

(f)

|13.GI

Zxoume jte, zda nédsledujici funkce jsou vnéjdi miry. Urcete té2 vidy { jako
v 13.27), jak vypadd systém 772{ (Z“*) véech (w“-méﬁtalnjch mnotin.

Pr{klady z 13.18.
X libovolnd mnoZins,

oo -

po%et prvkd mnoZiny A , je-1i A ¢ X kone&nd,
\\‘~+ o , je-1li A nekonednd,

M8 =0, ((,e‘xzz, <u,"A=1 pro S £ A #X,

X Je dplny metricky pfostor,
///,0, je-li A € X 1l.kategorie,

\1, je-11 A cC X 2.kategorie,

Vo

X je mnoZiina pPirozenych &isel,

/ =37 , obsahuje-1i mno%ina A prévé n prvkd,

H =
™~ 1, Je=1i A nekoneZnd,
X=B , x, == (n€ N) ,

polet prvkd mnoZiny A N {xn } y Jje-li tato kone&nd,

“Ae

\+°° s+ Je-1li mnoZina A(‘\{xn} nekonefné.

CvyiZeni.

{a)
(b)

13.H

Zkoume jte, které z vné jdich mér v 13.F jsou reguldrni.

Zkoume jte, kterd z vndjsich mér v 13.F jsou metrické (viz 14.11);
v pripadd, Ze X nen{ metricky prostor,
(1) wvolte na X diskrétni metriku,

(2) volte X =E,; .

Cvilen{, Je-1li vn&jai mira konelnd aditivnf, je ji @ -edit iynf (viz

13.11.¢c). Dokaite 1
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13.1

- k k
vvog. zregme @(V a0) 2 A(Y a) -0 Mk

n=1

Cvilenf. Bud (P, ) metricky prostor s diskréini metrikou P .

13.J

A® petricks vnéjsi mfra na (P, @ ) (viz 14.11). Ukaite, Ze Je

A 6laditivat, &11 A% e pak jiZ mira.
L .
Ndvod, UkaZte, e A~ je kone&nd aditivni = pouZijte 13.H.

»
Cvideni. Predpokldde jme, Ze (tl. Je nezdpornd mnoZinovéd funkce na exp X

13.K

{tj. splnuje axiomy VM, a VM, 2z 13.16}. Definujte systém m ((“')
ste jné jako v 13.22.

Dokaite, Ze

(a) systém M (M) mi%e byt prézdny, tj. 24dné mnoZina nemusf byt
A" -méritelng,
(b) je-11 M {/‘-*) £¢ , potom /L*ﬂ s + a0 {a tedy také (u.*M = +o09
‘pro kaidou M) anebo (u-‘ﬂ =0,
(c) Jestlie navic predpoklddéme (u*ﬂ = 0 (sxiom VM, ), potom jiZ
systém 72 ((“") tvori algebru (co% je na prvni pohled piekvapujici

vysledek, ale uvédomte si, Ze A ( A4*) mlZe také obsahovat pouze
5 a X ) afunkce u«* Je na J7T (M%) aditivni.

*
Cvidenf. Necht A je vn&j8%i mira na X . Pro HC X, A CH poloime

lB.L

gAY = La (g wfy = A" /exp H). -
(a) Je-1i He # ((U*) y potom /(.L'; je vnd j31i mira na H a
721’{‘&';1) = { A; AeM((u') ,ACH} .

+
(b) Nenf-1i HGM((JL“) » potom funkce AL, Jje atdle vndj3f mira na H,
plati implikace

*
ACH , ae (A5 =  reft &y ,
¥
ale existujl (aH—mef‘itelné mnoZiny, které nejsou (u*-méf'itelné.

(¢) Je-1i A" regulérnf, je i M reguldrni.
(d) Neleznite pfiklad, kdy (u' Je neregulérni a (“*H regulsdrnf.

Cvizeni. Bud A+ kone&né aditivn{ mira na @ -okruhu _99 , splhujici

13.M

podminku;
-
Aney . Alckzc... , A= glgng(u;;:nm‘qn,

Potom 4 Je jit ( @ -aditiwni) mira. Dokaite !

CviZent.

(a)

Bud tu,* reguldrni vn&j81 mira. Potom je splndna podminka:
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-ty

() Ay C AyC aevy, A= U A == AA = lin (fAn.

n=1
LokaZzte !

Névod. Ke kaZdé mnozin® A~ naleznite M € Zﬁ'(tur}, Mo D A,

______ n
8 vlastnosti {.L‘ Mn = (lfAn.

{b) Uka%fte, %e pfedpokled regularity je podstatny.
Ndvod. Volte X = N v 13.F.c.

(c) Ukaite, Ze existuji nereguldrn{ vndjai miry splnujici podminku () .

(d) UksZte, Ze pro klesajfc{ posloupnosti mno2in snaslogické podminka k ()
nemusi platit.

|l3.NI Cviceni.

{a) Nechi ZL*je regulsrni vndjsi mira na X , necht {afx < +too .,
Potom

Névod, Volte X =N, ufd=0, (u*E=1 pro E £ & .

AEM((L{*) ———>(1fx= (u*A»« (u*(x-a).

DokaZte!

A . Interpretujte v t&chto terminech (a)!

Novod. Jedna implixace je zfejmd. Nechl nynt X = A+ 4%(x - a).

Zvolme T c X , M4'T {+ oo . Nalezndte Be??t((u*) , BoaT,
([‘B = (d"r . Potom

Aa= Miane + /1-*(4..- B) ,

(a*(x - A) = (u*(a - a) + (a*(x-{'Au B)) ,

tedy po men&ich upravéch

AT ) +(u.'(T - A) £ (uf(an a) + (8 - a) é(u*B = AT .

{b) Na pfiklad® 13.F.c ukaZte, #e pfedpoklad regulsrity nelze vynechat,
(¢) Bud " reguldrni vndjs{ mira, A € X. Nechl gxistuje mnoZine

He ?2?((41*) s vlastnostmi:

Ho A, MH (roo , fi= s M- n.
Potom A€ 2 (M) , weagte |

L 3
Poznamka. Uvédomte si, %e pro zji3téni A -~méF¥itelnosti mnoZiny A stali

ovéiit zndmou rovnest pro jednu (“*-méfitelnou mnofinu H & nemusime
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IlB.O’q Cvifen{. Bud (u.* reguldrni vnéj8{ mira, nechi (u*x =1 .

{a)
(b)
(c)
(d)

(e)

13.P

Polofme A =1 - M'(X - A) (viz poznuku v 13.N.8),

*
v*=% ((u'* +* (u ) .
UkaZte, Ze
v* je vn&jsi mifa,
*.
vynechdme-1i predpokled regularity A4 , nemusi byt v* vnéjs{ mira,
je-11 npavic v* regulérni, je M (V') = exp X ,

Je-11 ((ol-‘t vné j8i Lebesgueova mira v E; , neni mnoiina M =z dikazu
14.17 Y*-mefitelnd, & tedy vndj3{f mfra V* nent reguldrni,

* "
je-11 A nevic metrickd, je 1 VY metrické.

Cvitenfi. Bud X nespoletnd mnoZina, za 5V vezméme aystém v3ech spolef-

(a)
(b)
(c)
(a)
(e)

I13.QI

nych podmnoZin mnoZiny X a systém viSech mnoZin, majfcich v X spodetny
doplnék. Pro A € 50 polo%me

/ polet prvkd mnoZiny A , Jje-1i A koneén4,

A=
\\+.o s+ Je-11 A4 nekone&néd.

Ukeite, Ze
systém ¢f tvor{ @ -algebru,

& Je Uplné mire na ¢ ,
mira At nen{ @ -xone&ns,
pro miru A na ¢ neplatf tvrzeni vity 13.47,
neexistuje vnéjdi mira (a.* na X tak, aby
=g, pp m g,
tj. mira M oe nedd vytvorit z %d4dné vndjsi miry Caratheodoryho metodou.

¥
Ndvod_(e)}. Predpoklédejte, %e (¢  existuje. Potom ovdem nutné md tver
vné j31 miry z 13.F.b, takie X ((a*) = exp X .

Pozndmka, Vime jiZ, e mira ((.l.'r je na systému ((a-*) Uplné mira. V této
souvislosti se naskytala otézka, zda kadd Uplnd mira na & -amlgebfe se
dd timto zplsobem vytvofit. Prfklad ukszuje, Ze odpovéd je negativni.

Pokrjvaci systémy,

(a)

(b)

{e)

Zopakujte si pffklady 13.30, 13.31.

Urtete vndjsi miru y pokry vactho systémn (v , A ) , zkoumejte
Zf ( A%) a vydetPete, zda A* je reguldrni 31 metrickd, jestlie:

y E{ #, X , jednobodové mno!iny.} ’

Z¢=Q,‘1{a}.=1pro aeX, AX=+00

?’3{5.)(}";') Ad=0, Ax=1,
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{d) 7 = {fé, X , jednobodové mnoiiny} » X nespoletné,
Ao = ﬂ{a}zo, Ax =1,

(e) y £ { A; A Je spoletnd snebo X ~ A je spoletnd }, X nespoletind,

a - / pofet prvkd A , je-1li A koneénd,
N , je-11 A nekoneZns,
(f) ? g 8ystém viech vlastnich podmnoZin mnoZiny X ,
AB=0, AA=1, pro BAA£X,
(e)® x = E,, %’ 5 prizdnd mnofina a systém vdech "otevienych intervald”,

le¥ficich vidy ne primkach rovnob&inych 8 oscu x , A G je pak révno
délce tohoto intervaly,

{h) X = E, ? s prdzdnd mnoZina, v3echny Jjednobodové mnoZfiny, ksiZdy
"otevieny interval® lezfic{ ne pf{mce rovnob&iné bud s osou x &1 osou y,
Ag poloZime rovno "Jednorozmérné Lebesgueové mife® mnofiny G.
Zkoume jte ddle v t&chto pifkladech, zda

(1) n=a‘na¢¢ ,
(11} ?cﬂt( %,

13.R] Cviceni. Buldte (¥, 4,) , (¥ , 1,_) dva pokrjveci systémy, 2,7 , ﬂ: !
pfisludné vn&jsi miry. Je-li A, = l; na 7 , de A= ﬂ; " v8ude.
Dokaite!

L] *
Ndvod. Bud A € X; chceme dokdzat, %e sz £ -afA . Pfedpoklddejte tedy

Z:A {+oo , zvolte £ >0 =& naleznite E € ? tek, aby

o0 % =
U .58, 2a+e€2 Q’E“'

n=1
Potom
* ¥ * * O *
2A+£!z ZEEZRE=ZZE57A E)e A A
! n=1 L n=1 77n n=1 2% 2 n=l 0 2
*
13.8 ] Cvident. Bud (%, A pokryvaci systém, A piisludnéd vndj531i mira.

Je-1i cM(A%) , je wm&j8L mira 2% reguldrni.
DokaZite |

Névod. PouZijte 13.38.C.

113.'1‘| Cvigeni. Bud ( 7?, 2 ) pokryvaci systém na mnoin® X . Potom A G = AG
© pro ke¥dou mnoZinu G € (viz problém (i} v 13.31), pravé kdyZ funkce
A  splnuje podminku

-G,Gne? . Gco 5, =¥ ﬁaéz 2¢ -,

n=1 n=1 n

DokaZte!
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Nfvod. Plat{-1i 2 G = 2%G , vyplyvé uvedens podminka z faktu, ie A

je vnéjsi mira (viz 13.cY) a Ze vnéj3{ mira tuto podminku splnuje (axiom
VM4). Je-11i naopak splnéna podminka, kopirujte (1) v didkazu vé&ty 13.32.

CviZeni. Zopakujte si v tu 13,45 o zuplnéni miry. UkdZeme, %e tam sestroje-

3.V

né ziplntni miry A Je v jistém smyslu minimélpni. Presngji, je-1i &4,
dplnéd mira ns a —Ekruhu 504 tekové, Ze fc y1 a M =u, na ¢ ,
potomsﬂcy a(a=(d, na ¢ .

Névod _dldkazu.

Bud Fe¢/ , aF =0, Nct . Potom AL¥ =0, Ne¥, no o MyN =0
(dplnost miry M, ! ) . Takze 90:.511 apro E€ ¢ e

(u_’Ef (d,(EUN)f(L{,E+[¢1N=C€l,E .

odkud

A BU M) = 4B = 4E = A (EV N,

<33

Cvideni. UkazZte, #¥e neexistuje dplnd mira (J.L na @ -okruhu f v 1

|13.WI

takov4, Ze
f=2 na B, By F@,
{ ﬂ1= Leb. m:[ra,,‘Bl = borelovské mnoZiny, ?)t:, = leb. méPiteind mnoiiny).

Jinyml slovy, Lebesgueove mira na m1 de  _..imdlnd zuplnéni Lebesgueovy
miry na ﬁl‘ DokaZte !

Ndvod, Pouiijte predchoz{ cvideni a 14.11.(VI) (éi 10.24.vi).

Cvidend.

{a)

(b)

{c}

(a)

(e)

pud M @' -koneénd mira na @ -okruhu _{ﬂ , (U»* vné j81 mira vytvofend
z pokryvaciho systému ( ¢/ , &) . Bud ¥ mira na (/a,*) takovd, e
M= Y na 5ﬂ . Potom ¥ =(M* na MM ((U-*). Dokazte ! '

Z4stane v platnosti tvrzeni (a), poZfadujeme-~-li pouze, aby M byla

Nech® (U- je mira na & -okruhu (resp. okruhu) ff . Mnozi autofi definu-
ji @ -konetnost miry A podminkou:

"ke keidé mnofiné A€ ¢ 1ze nujit posloupnost r e P tak, Ze

-}
é‘.An<+aﬂ ) Acgl An"‘

Porovnejte s nadf definici & -koneZnosti v 13.41 a rozvaite, které z vt
{hlavné 13.43, 13.47) =zlstanou v platnosti i pri této definici.

ctho systému ( W 1A ). Platf potom tvrzeni, %e ¥ < ¢ ((a.*),

(a.=(u." na W 7

Pellivé promyslete pfiklady v 13.44.4A !

Bud A konelné-aditivni mira na okruhu W . Vytvorme (a' z pokryva-
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(£)

|13.KI

Bud SP (F -okruh, A& » ¥ miry ns [/ Nech'{/:.:.u na ey .
Je poté pravda, ze 4 = ¥ na ¢ 7

Ptedpokldde jte navic, Ze M Y Jeou konené & porovnejte 3 vétou 13.43,
kde jeme predpoklddali, Ze systém U je okruh,

Tvoiteni novych mér,

(a)

(b)

(e)
(a)®

(e)

() ™

Bud /4 mira na okruhu f podmno#in mno¥iny X , bud B <€ X . Nechi (u’

je vn&j531 mirm vytvofend z pokrjvaciho systdmu (5}’ ,(u ) . Pro E 550
ddle poloime

vE= 4" (BNE) .
Dokaste, e ) je mira na 5;‘? .

Buldte 4 a ¢ okruhy podmnofin mnoZiny X . Predpoklddejme nawic, Ze
R jeidedl v ¢ (tj. Rc¢g aplati:

E€99 ,AeR =) EnAre?R ) anechf:/l, je mira na R .

Pro E € f poloZte

vE=sup{ (aA;ACE, Aeﬂ.}
a ukaZte, Ze
(1) ¥ je mirana ¥ ,
(2) p=(u na R

Je mira ¥ z (b) jiZ podwinkami (1),(2) jednoznadnd ursena 7

Necht (u Jje mira na @ -okruhu Sﬂ . ’h_l.echi'; ‘}0 Jje @ -algebra vytvo-
fensd jako v 13.C.e . Pro Be ¢ , Ae_‘,ﬂ poloZme

By = (EN A).
A M

E _—
Ukaite, Ze (u. Je mira na jﬂ .
Déle pro kaZdé A€ ? poloZte

(zA = aup{(uB(A) H Eesﬂ}
a ukaZite, Ze
{1) ﬁ je mira na ? '
{2) (u=(u.~ na 50
(roz#irent miry ze_ @ -okruhu na_ @ -algebru).
Zistane tvrzeni (_c_l_) v platnosti, nahradime-1i & -okruh pouze okruhem?
Je mira (l'z na f podminkami {1),(2) jednoznaénd urdena 7
Necht A je mira ns @ -okruhu ¢ . Pro 4€Y  poloite

(dc(A)=aup {#F;FCA,#F( + o9
a zkoumejte, zdas funkce A Jje uira na ¢ . Rekneme, %fe mira A na
50 je semi-konefnd, jestlize M zA4 .
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{g)

(n)

(1}

(J)

{k)

Ukaite, Ze

(1) ka%dd  (F-konelnd mira je semi-konednd (viz 13.W.c),

(2) ne kaZdd semi-koneind mira je @ -koneénd,

(3) je-11 mira A v (d) semi-koneind, je semi-konelnd i mira (ZI .

V tomto odstavei (a ddle) budeme PeZit problém:

" &n jsou miry na @ -okrunu ¢ (u,,—-— A (ve smyslu:
pro kafdé A€50 Je /LA—-— (u.A) -.=>(u3e mira na ¥ " .

Bud u, posloupnost redlnych éigel, O £ o, £1 , 2__ u, {+ oo
Definujmeé n=1
/uk pro k€ n ,
(¢ § =
n,k
N, pro k > n.

Necht X je mnozina pfirozenych &fsel; pro AC X , n € N poloZme

(u.nA = Z un,k N

k € A

Ukazte, 2e M, je mira na exp X a 1lim A, npeni dokonce ani vnd;j31 mira.
Pov&imnéte 8i, Ze posloupnost {Fn} konverguje monotonné.

Nechi {é‘n} je posloupnost mér na (@ ~okruhu ¢/ , nechi An /(a .
Fotom & je mira na f . Dokaite !
Ndvod, MiZete pouZffit 13.H.

-
Budte Mn n&j8L miry na X, nechi { an} Je posloupnost nezdpornych

* *
¢fsel. Polotfte-1i A = 2 I {u" vné 51 mira. DokaZte !
n

. *
Budte &, , (“,_ koneiné vndjis{ miry na X . Potom

MM+ ) = B AT NI (p))
DokaZte | Co lze Fici, nejsou~li (u, ’ (d‘ kone&né 7

*
Budte (u, . z reguldrni vnéjd1 miry. Je i vnéj81 mire (a, Mg regu-
lérnt 7 '

Ndvod, Vezmdte za (a, libownlnou koneénou regulérni vné j81{ miru, nabyva-

Jjilcf vice ne% dvou hodnot a (d. 6=0, (ll! = pro A £ @ .

|13.¥l Horni integril.

{a)

Stejnd jako Jjeme vybudovali teorii miry, vnéjsi miry, Jeko jsme redili otdz-
ky rozsitovdni a vytvdfeni mér, stejnd® tak mijeme budovat teorii integrdlu.
Poddme zde pouse ndznak teorie a uvedems Fadu problémlil & ndmétd.

Necht X je libovolnd mnoZina & nechl N Jje zobrazeni mnoZiny viech nezé-
pornych funkcf na X do (O, +==)> . Rekneme, Ze N je horni integrdl na
X , jestliZe splnuje:
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(b)

(H)) N(fo) = 0, kde £,=0 na X,
(Hy) ¢+ £*0, ¢20 =% N(cf) = cNf ,

(H3):gn20,05f£ g, =% Nf!!ZlNgn

n=

(H)sfao,f/f = Ne,_ / N .

Rekneme te mnoZina AC X je N-nulové, jestlife Nc, = O .
Studujte vlastnostii N-nulovych mnoZin.

(c) Rekneme, e funkce f,g jsou N-ekvivalentnf, jestliZe
{ x € X; fi(x) £ g(x)} je N-nulovd. UkaZte, Ze Nf = Ng , Jjestlile
funkce f,g Jjsou nezdpornéd a N-ekvivalentni.
(d) Déle bychom chtéli definovat systémy "md#itelnych funkei™ a "integrova-
telnfch funkei®. Definujte ndsledujici ayatémy:
+ 3 -
Af—{f-OzN(f+§V)-Nf+N50 pro kaZdou funkeci ?!0},
A::{f 20 ; N£ + Ngﬂ =Nmax(f,y9 ) + N min (f,?) , Vspi_-o} .
A;:{f!o;msﬂ = N min (£,4) + N( § -min(g, ¢ )) Vyh-o},
. .
"={feA,— ; NE < +oo }
Ii ={f ne X; £, f_e:gf: } .
Pro £e€X;  daale polotte Af = Nf' - N£™ .
+
Studujte vlastnosti systémd Ai R x,' a"integrdlu" A (linearita, mono-
tonnf pifechody, N-ekvivalentini funkce a J.), Jakof 1 jejich vzd jemny
vztah. Zjistéte, ktery ze systémid x,- md ne jvice “pirijemnych™ vlastnosti.
(e} Bud (Z,A) =z&kladn{ prostor z teorie Daniellova integrélu. Pro libovolnou
nezdpornou funkci f poloite
-t
Nf 2 Ag g € Z £ éZ £ } .
{ n=1 © b Ea ’ n=i °
(Jaky je vzten N a % 7). Uka¥te, 2¢ N je horn{ integrél. Odpovidd
néktery ze systémd X, systému & =z teorie Daniellova roz&ifeni?
Nepfipomind vém acheme
(Z,A) N (& ,A)
Hopfova véiu o rozdifeni miry?
(f) Rekneme, %e horni integrdl N je reguldrni, jestliZe plati:
(R) : £ 20 wad N£ = inf { Ng;géf,gez}'.
(Z4vis{ na veolb& aystému £ ). Existujf vibec nereguldrni horni inte-
grély? Odvodte nékteré jejich daldi vlastnosti !
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l14. Lebesgueova mira v E

Obsah: A. Uvod.
B. Metrickd wvné j31 mira,
C. Metoda (&) .
D. Metoda (A) .
E. Nemdfitelné mnoZiny.
F.™ Otdzky daldfho rozdffen{ Lebesgueovy miry.

G. Cvideni a problémy.

A. UvoD
“

V dali3im popfdeme dvé metody, jimiZ mdZeme - se znalosimi abstraktni teorie
miry - sestrojit Lebesgueovu miru v En » Lze také pochopitelné, postupovat piimo
a nevyuZivat vysledkd predeslé kapitoly; lze Jjen &tenéfi doporulit, aby se poku-
8il o pfeneseni obecnych principld na konkrétni pfipad En a ¢celou teorii si sdm
vybudoval,

A nyni JjiZ slibené metody.

Metoda (&) . Vyjdeme z pokryvactho systému (¥, 1) , kde systém gi je tvofen

v8emi otevienymi intervaly v En a A1 poloZime rovno objemu intervalu I,
Zndmym zpdsobem (viz 13.28) miZeme pomoct (5’. A ) vytvofit vngj3l miru

ﬂf a mdme-~1l1 jiZ vnéjd{ miru, miZeme aplikovat Caratheodorydv postup a
sestrojit systém #7 (A¥) vseen A" - mEritelnych mnoiin a miru na ném.
Pochopiteln® nds zajimaj{ dvé otdzky (Jjako v 13.31), a to:

(I} Zda ?Cm(lﬁ '

(II) zda A1l = A1 pro ka%dy otevfeny interval ITe€ 1?V . V predchozi ka-
pltole jesme tuto otdzku Fedili zcela abstrakin® a Hopfove véta 13.32 uddva-
le postadujici podminky pro splné&ni poZadavkd {I) a (II). OvBem Hopfovu vé-
tu nemfiZeme, bohuZel, v tomto konkrétnim pripadé poufft, nebol systém
netvori okruh. Nezbjyvd asi nic jiného, neZ platnost (I) a (II) dokédzat pri-

mo. Ostatn{ vlastnosti Lebesgueovy miry v En ziskdme pak jiZ snedno.

Metoda g@ ) . Tuto metodu ukdZeme pouze na pFfikladu E1 » p¥eneseni na En &1~

nl trochu technické obtiZe. Tentokrdte za g’ zvolime systém viech kone&-
n

nych sjednoceni intervald typu {a,b) a pro G = U < a;,by) € ? . (kde
i=1 : d

intervaly {&;,b;) miZfeme volit po dvou disjunktni) poloifme
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n

AG =iZl (l::1 - ai). Vcelku snadno ukdleme, #e systém ? tvali okruh

a 4 Je mira za y « K daldimu rozd3ffenf miry 4 péme opét dvé moZ-
nosti,

MoZnost ( A,) . Z pokryvaciho systému (?’,2) vytvorime vn#j3¥f miru A*

a aplikujeme Caratheodoryho postuc pro ziskén{ A (A) anpiry ne ném.
Vzhledem k tomu, Ze v tomto pFipad® jsou splnény pifedpoklady Hopfovy véty,
vime, Ze Feleni otdzek (I) a (II} je positivni.

MoZnost (/52). Miru A z okruhu ? miZeme podle véty 13.43 Jednoznalné

roz8ifit na @ (7) a podle véty 13.45 mbZfeme ddle tuto miru zdplnit.

Vime jiZ(podle obecné véty 13.47), Ze ob& metody (/‘1) a (ﬂz) daji ten-
1¥% vysledek & neni t&%ké dokézai; Ze i metoda (A ) vede ke stejnym zé-
vérdm, ’

NeZ nyni my3lenky obou postupd (&), (,g) detailné zpracujeme, zavedeme
jedté pojem tzv. metrické vn8jdl miry.

B. METRICKS VNEJ5L wmTfmra

14.

* ‘
Definice. Bud (P,P) metricky prostor, necht A je vné ${ mfra na P

(ptesn® ji na systému vdech podmno¥in mno%iny P ). Rekneme, Ze: (a.* Jje
metrickd vndjd{ mira, splnuje-1i axiom

(M) : 4,BC P, P (4,B) > 0 => A (AU B) =(u"A + A°B

(kde, pochopitelné, jr? {(A,B) = inf { SD {x,¥); X € A, ¥y € B} Je vezddle-
nost mnoZin A,B). '

P¥iklad, Ne ke%d4 vndj3i mira na metrickém prostoru Jje metrické. Ku pfikla-

du vné js8{ mira (a-* na El (s eukleidovskou metrikou) definovand piedpisem

0 JestliZe A =2
*, :// ’
(u ~—

nenf metrickd {(uka¥te!). Zkoumejte té%, které vnéj3f miry z 13.18 a
z 13.F Jjsou metrické {nezapomente oviem, %e zdkladni mnoZina P mus{ byt
metricky prostor !).

1 jeatlize A £ 0,

- Véta. Bud (“'* metrickd vn&j3{ mira na (P, ’) ). Potom kaZdd oteviend mno-

tina (a tudff i ke%ds uzaviens, dokonce kaidd borelovskd) je A" -mEfitelnd.
Diksz. DokédZeme-1i, Ze kaZdd uzaviend mnoZina Je (‘l.-' -mé¥itelnd, je potom

1 xa%dd borelovskd mnoZina (L‘ -méritelnd (prod? , viz té% 10.8 &i. 13.8).
Nechl tedy G C P je oteviend mnoZina. Dikaez rozdélime do dvou &4stf.
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. #*
(1) Je-1i A € G, M¥A) <+ oo, An={x€A0 i @ (x; P-G)

(2)

1

(a.'An / /M*AO.

K dilkazu tohoto tvrzeni poloZme

By = Agpe1 = Apnr Cp T Ay, T A pro nelN.

Je-1li 1 # j , potom ga (Bi’BJ) >0, g’(ui,cj) >0
(pouZijte nerovnost

0 (x,y) * | 0 (x, P-G) - o, P-G) |
o x€B,, yeB,,

Z vlastnosti metrické vnEj3f miry dostdvdme pro kaidé ke N

-it‘"Bf(““(O By )t LA <=

(w*A°<+°° .

MM
R,
hﬁ
A
~—~
Crw
[ @]
NI
i~

J=1 J=1
Tudiz
a0 [

1im *B, =0, lim 2 (Jc. =0 (pro&?)

p=e  j=p (u J pr>oo J=p J
a -

1im (,u'c + A'B.) =0

pre j=p J (u J

. oo

ProtoZe pro ke¥dé pe N je U (CJU B_j ) = A, - A?p-'l ,

tud, 2e lim & (A-A)) = O .

vie.. P oo

Tvrzeni plyne z nerovnesti

(u‘Ao £ (u."‘An + (a" (A, - &) .

Bud nyni T ¢ P 1libovolnd testoveci mnoZina s (afﬁf <+ oo,
bovolnd uzaviend mno%ina. PoloZme G =P -F, A ) =T -F ,

A, = { X € Ay @ (x,F) >3 } . Tadez @ (A, F) 23 |
Ze vztahu
T=(TAF)UV (T -F) = (Tf\F)UAOD(Tﬂ F)UAn
a z vliastnosti{ (u." plyne, Ze
ArrAuTnnua) = g 1nn « @,
odkud podle &dsti (1} dostdvime lhitni; pfechodem
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‘a"T > (u'(:rnr) +/L‘(T -~ F) .

Tim jsme dokdzali, 2e F e 71 &/“'*) .

|14. 4 | Cvideni,

(A3 PouXijte vEtu 14.3 k didkazu, Ze nékterd vndjs{ miry v 13.18 &1i 13.F ne jsou
metrické.

{B) V&tu 14,3 je moino té% obrdtit. Je-li kaldd mnolina oteviend v (P, SIJ )
A" -n3Fiteind, je vnéjsi mira <u." metricka. DokaZte !

Nivod. Budte 4,Bc P, @ (A4,B) > 0 . Existuje oteviend mnotina G ,

G>4aA, GNBEB (prod?). MnoZina G je podle predpokladu CJ-‘"~1m1.‘i"11'.elné;
pouzijte definici 27 ({lf), kde za testovac{ mnoZinu T zvolite AU B.

c. MeTODA ()

Oznaéme symbolem y systdm v3ech otev¥enjch intervald v En ; pro ILe y
polozme A I = vol I . Nechl navie @€ ? s A @d=0.

Pro A C En bud déle

*
A nr{%; 0 I y , gl 02 }

Utvofme systém v3ech A* ~-méFitelnyeh mno¥in (2*) a znaéme jej v tomto
pripadé symbolem mn - MnoZindm ze systému /X , #ikejme lebesgueovaky méii-
tglhé a funkci A* uvaifovené na M n Fike jme lebesgueova mira & znadime ji

symbolem A (tj. A, = A/ 7)) .

Uké%eme, Ze
(I) V c &t o
(IX) A*I = vol I pro kaezdé I e? .

Je&té Jjednou pripomehme, %e nelze ufit Hopfovu vétu.

[14.5] Lemms. Bud 1€ '? , potom  A¥1=vol I.

®
Didkez. Nerovnost A I £ vol I je z¥ejms (prod?). Bud nynt
-l

- ‘
1¢ U 1,1 € 7 . Potom vol I £ vol I_ (rozmyslete!), tedy
n=x %P n= n
- -
volI € inf{ J_ voll; I e®W , U 154 Y
o=l n* “n =1 P

- Lemma. Pro d>0 oznaéme gymbolem 7%— systém v3ech otevienych inter-
vald v E_ , jejichi primér nepfevysi d . Tedy

%.:{ ie?; dtx)éef}
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{kde d(I) = sup {? {x,¥); x,vy e I} , 5-7 = eukleidovskd metrika v En).
Pro A CEn poloZme

ol
Z*Azinfz volI-Ie? U 154
§ n=1 n’ “n d ’ n=1 n
( A% Je vné j3i mira vytvofend z pokryvaciho systému ( , AN,
'} d
& »*
Potom ZJ‘ = A .

; A% e 2%
Dikaz. Z inkluse %_C y plyne nerovnost £ Ao,

Bud Ac B, chceme ukézat, Ze % A= 24 . Predpoklédejme hned, Ze

B -
;l:‘A <+ azvolwe £>0 . Existujf I € y tak, Ze U I, 24
n=1 .
2 vol I < A4+ —%“ . Ke kaZdému I_ naleznéme intervaly I Y
1 o n

n:
(j =1,...,N{(n)) tak, aby

N{n) N{n)
J 3 ' J £
Ine‘%_,jkzjl o1, , %;volln (vc>11n+-—2?r.~

(existujf vdbec tekové intervaly?). Potonm

U 3os, Ige%; a

n,Jj
-
j £ o
2 vol IY 52 (vol I_ + y< AYA + £ .
n, n ns n 2n+l
Tedy Apas 24+ £ . ale €50 bylo libovolns.

[4.7] vete. vnejss mtra A% je metricks.
Dikaz. Budte 4,B CE_, P (a,B) = d > 0 . Chceme dokézat, Ze

ru, Zvolme € > Q & predpoklédejme  A®(AU B) < +oo .,
Existujt I € ? tak, Ze

a(In)é-{—, I,>AUB, Zv011n<)1“mua)+g .
n=1l n=1

Mizeme predpoklddat, 2e I AN (AU B) #2 pro kekdé n (prod?) .
Je-1i I N A # 8 , je nutnd I,N B =4 ; oznalime-li tedy

B _ . A _ .
1 -{In,InnB#ﬂ}’ I _{In,xnn“ezs}, je

Utsa, U Pos s
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F

Véta.

e

A%auB) +£> Z vol I =

n=1

>

Z vol I +£v011

IGIA

Ao+

s .

JelL?

Odtud jiZ vyplyvé tvrzeni. (Poznamenejme, Ze Atkaz byl velice pfirozeny a

ndzorny. )

ovsky mérfitelnd, tj. B < #

Dlkaz. Plyne ihned z 14.3. = 14

Veta. Pro A CB_ je

.71,

Aa = inf{ 7an ;s Uoa, U otevf‘ené} .

Dikaz. Je-1i A C U (U oteviend), je

de3lého je U €22 ), Budte

oy

U In DA . Oznatime-1i U =
n=1

n

naopak
ol
U

n=1

KaZdA oteviend, uzaviend &1 borelovskd mnoZina v E,

Je lebesgue-

U (podle pte-

I je. U oteviend, U DA a

A u-= An( Ql In) € nzzlvolln,

tudiy —1nf{ AUi U>A, U oteviend } £ 2*a .

|14. 10| Disledky.

(a)
(B)

(<)

(D
{II)

(I1I)

{IV)
(V)

(VI)

Z 14.9 a 14.7 a 13.37 plyne, %e vné j3i mira

2 14.9 téZ plyne, 2e vné&ji5f mira

»
A" e regulérni,

*
A vybudovand v této kapitcle se sho-’

duje s Lebesgueovou vné j8f mirou wvybudovenou v teorii Daniellova integré-
lu. Také gystémy méfitelnych mnoZin splyvaji, Jjak vyplyvd z daldi véty

(a vét 10.24, 11.2.F).

[ -4
Z 14.9 plyne, Ze Z*iA = inf { Z (b,-a,);
n=1

n=1

U (a,,by) 2 A}

pro kaZdou mnoZinu A CE, . Porovnejte téZ s 10.21 a preltéte si 10,22 !

- V&ta, Nasledujicf vyroky jsou ekvivalentni:

Ae W,

V 630 3G, G oteviend, G D4,

VE)O JF y F uzaviend, ¥F c A4 ,
Veso Fo,F, G oteviens, F u

d U, N, Utypu Gy , N nulovs,

A*(G - A) <& ,

A%a-F) <ce |

zaviend,

A=U-=-N

FCACG,

JV.,N, V typuFg , N nulovd, A =VUN.

Dikaz. Provedte sami podle dikazd vét 10.23 a 10.24.
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D. METODA (/)

V tomto odstavcei popi{Seme daldi konstrukci Lebesgueovy miry podle mySle-
nek naznafenych v dvodu. Omezime se pouze na pfipad E, , pro prostory vy3si
dimense je postup pouze technicky trochu komplikovan& jsf.

-14.12 Véta. Bud 7 systém viech konefnych sjednoceni intervald typu < a,b}

n

(-0 < a€p<+e0 ), Pro G=U £a,,b) € , kde intervaly
i=1 1

a ,b,) jsou po dvou disjunktni, poloZme
( 1Y% P
Ag = é (b, - &) .
=1

(8) systém 7 Jje okruh,
(b) funkce A je korektné definované,
(e) A je ( @ -aditivni) mira na ?’

Potom

(poznamenejme, %¢ # € V - sta¥{ toti% polo%it asb - prilem?
A8=0).

bDikez. ProvAd®jte semi podle ndaledujicich bodi.

(a)): Je-11 Ge y' , potom existujf intervaly < a,b,) ,
n

i=1,...,n , po dvou disjunktni tek, %e G = y < ay,b5)
1

(Je toto vyjédfeni v ndjekém smyslu jednoznalné?, nezapomente, Ze
kupfikladu £0,2) = < 0,1) U {1,2)).

(ay) Systém 7% je okruh.

(b,) Bud G € W , nechi

n k
U e = U ¢anp
1-_-1~<1i _j=1<11’

kde intervaly { (ai,bi)} s Te8p. {(AJ,BJ)} jsou po dvou dis-
Jjunktni.
Fotom

i(b-a)zt(B“A)o
=T 1 i =T J

(ey) Budte { (ai,bi)} po dvou disjunktni intervaly
n .

G = _Ul < ag,b) C CA,B) .
i=

Potom AGE<€B -4,
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: o0
(e;) Neen? <4,B) ¢ }-Jl < ay, biJ . Potom

-
- £ -
B - A 2i=1 (bi Ei) .

(e5) Budte {(ai,bi)} po dvou disjunktni intervaly,

a.,b;) = A,B) .
1L:I—1<ii Ay

ol

Pomoci (c;) & (c,) ukaite, 2e B - A = ; (bi - ay) .

(c4) Funkce A je { @ -aditivni) mirs na okruhu y .

114.131 Konstrukce Lebeagueovy miry,
Ke konstrukcl méme, jak jeme jiZ Ffekli v dvodu, dvé moZnosti.

»*
A a Caratheodoryho metodou ziskdme aystém ¢ ( 1') viach a* -méfi-
telnych mnoZin a miru na ném. Z Hopfovy véty pak vyplyvd, Ze

-+

Vc?)t(ﬂ*) a 6= a6 prokatdé Ge¥ .

MoZnost (ﬂz). Miru A 2z okruhu ? Jednoznatn®& rozdifime na

G -okrun G (?) (nezapomente, e E, = Ul {-n,n) a
n=

A (¢ -n,n)) {+oe t), tuto mira-ddle zdplnime.

Vdta 13.47 ném Fikd, Ze metody (/4;) a (£,) daji tenty: vysledek (pre-
cizujte!). Oznalme tedy symbolem J7f | systém 777 ( %) vBech lebes-
gueovsky m&ritelnych mnoZ?in, nechl déle A 1= a* Jje Lebesgueova mi~-

re na My .
14.14] Vé&ta,

{A) KaZdd4 jednobodovd mnoZina je nulovd.

(B) Je-1li (a,b) CE; otevieny interval, je (a,b)e M, a 2,({a,b)) =
= (b - a).

(C) Kaldd borelovska no!ii‘:a;.je méfitelnsd.
(D) Pro kaidou mnofinu A C El Je

Aa = 1nf{ A,Uu; UDaA, U otev!'ené} .

Dikaz. (A) Bud a € E, , potom .
L -
{B} = n <a,a "'é Y.
n=1 n
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(B)
(c)

(D)

Ale 2,( (s, a+%)) =-l]1—' , tudiz A, ({a} ) =0
(kterych vét pouZivdme?).
Ztejm& (a,b) = Ca,b) - {a}; tvrzenf dokafte sami!

KaZdy otevieny interval je mé&iitelnd mnoZina, tudiZ i kaZdd oteviend mno-
Zina je mé&fitelnd.

Bul A CE, , Uotevfens, U D4 . Potom
Aag 2Av- 2y,

Na druhé stran&, zvolime-1i £ > 0 , mlZeme nalézt posloupnost intervall
{(ai,bi)} tak, %e

E4 - 15[ Pozndmky.

(a)
(B)

(C)

Z predchoziho ihned vyplyvd, %e vn&js{ mira 2*  je reguldrni (srovne
8 14.10.4).

Pomoc{ v&ty 14.14 lze nyn{ - stejné jako ve v&té& 14,11 - podat charakte-
ristiku systému ml . Provedte sami.

Z {(B) a (D) predellé vdty vyplyvd, %e vndj3{ mira % sestrojend meto-
dou (f) se shoduje s vn&jd{ mirou sestrojenou pomoci metody (A ) (a te-
dy 1 8 mirou, sestrojenou v teorii Daniellova integrdlu), rovné% tak se §
shoedu ji systémy méfitelnych mnoZin. Rozmyslete!

Odvedime ei nyni jedt& jednu ddleZitou vlastnost lebesgueovsky mélitelnych
mnoZin.

V&ta. Budte x € E; , A € E; ; oznalme

-A={ t&E ; ~t€1} ’
X+ A= { x+t;teA} .

Je-11 A €M, ,jei -2, , x+re, a

21(X+A).

{Vyslovte obdobnou v&tu pro prostory vy38i dimensel).

Dikaz. Provedte sami, pouZijte kupfikladu wity 14.11 a 14.10.C.
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E., NEMERITELNE MNOZINY

V tomto odstavei budeme zkoumat otdzku, zda kafdé mnofina v E, Je lebes-
gueoveky méfitelnd &1 zda existujl neméritelnéd mnoZiny. Oznsalme, ve shodé s pfed-
chozimi odstavel, symbolem 7!.1 Lebesgueovu miru v El a symbolem ﬂ(l aystém
viech (lebesgueovsky} mé@fitelnych mnoZin. Vime jii, Ze je celkem lhostejné, ja-
kym zpidsobem jsme k 4 , 8 v 4 ; Qdosp¥li; at jiz teorif Daniellova rozdifeni
£1 metodou (A ) nebo (,&) .

14.17] Véta. V¥ El existuje lebesguecvaky nem&ritelnd mnoZina, tj.
N | # exp E, .
Didkaz (provedeme podle J II, V&ta 31 ). _
Bud Q mnofines vdech raciondlnich &fsel v E, . Pro x,y € E{ definuj-
me relaci v vztahem:
¥~ Yy, prdavé kdy:Z x -y € Q,
Sami ukaife, fe

(a) relace ~v je vztahem ekvivalence (tj. jest reflexivni, symetrické a
tranaitivni).
Provedte rozkled E, do trid ekvivalence podle relace ~/ (tedy x,y
le?f v téie tiid¥, prévé kdyz x~~~ y ) a necht M je mnoZina, kterd mé
s ka¥dou touto t¥{dou spolelny prdvé jeden prvek (pouZivdme axiomu vybé-
ru!l.

Necht ddle pro ka%dé s € Q jest

M, = { X+ 8 ; xeM}

8 predpokléddejme, Ze mnoZina M je lebesgueovsky méfitelnd.

Opdt sami dokazujte, Ze potom

(b) kaZds mnosina M (s €Q) Je méfitelnd a A M = M,

() B, = U n_,
1 2€Q 8
(a) s#t==->usr\llt=ﬂ,
(e) 21M= 2.1MS>0 {plyne z {(c) ),

(f) existuje n € N tak, Ze 711 (M (-n,n)) > 0.

Polo%ime~1i konelné

N = U M_ i (-n+s, n+s) Je
scQn(0,1) ° ) ’

(8) N (-n,n+l) , tedy AN £ 2n+ 1,

(h) . 3.111 = Z al(ls N {(-n+s, n+a))...= + =0
8¢Q0,1)
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{nebel A, (M, N (-n+s, n+s)) = A, (M N (-0, n)) ),

¢im¥ jeme obdrieli spor.,

[14.18] Pozndmiy .

{(A)

(B)

(C)

(D)

V pPedchozi vE&t& jsme dokdzali existenci nem8fitelné mnoZiny. Konstrukce
této mnoiiny zdvisela podstatnym zplsobem na uZitdi axiomu vyb&ru. Nékoho
by snad mohlo napadnout, zda nelze tekovou mnoZinu sestrojlt “efektivn&",
skutedné takovou mnoZinu “"pfedepsat” (bez pouZiti axiomu vybéru, ktery

méd "nekonstrukiivni® charskter}. Snad jiZ mnoZstvi uvezovek v minulé vété
napovidd, Ze podobné problémy tykejici se neméfitelnych mnoZin bude nutné
presné formulovat. Je tFebm pfesné popsat , &eho smime uZivaet, k demu Smé-
fujeme, kdyZ chceme nem&fitelpou mnoZinu v ndéjakém smyslu opravdu sestro-
Jjit. Tyto otézky, v nich® se vlastné dostdvdme do samych z4kladl) metems-
tiky (co je "mnoZina®?, "plati" axiom vybéru?, co je konstrukce? a pod.),
jsou slozitéj31 a spadaji spi3e do oblasti matematické logiky a. teorie
mnoZin.

Uvedend v3ta o existenci nemé&fitelnéd mnoZiny tudiZ nemd velkou "praktic-
kou" cenu. Libovolnd mnoZfina, s kterou se "setkdte", kterou sl "zaddte”,
bude m&Fitelnd. Ale pozor! - posledni véta neni £4dnd matematicksd vidta!
VEdy v konkrétnim pi#f padé je tifeba to dokézat (Z2asto to byvd jednoduché).
Existenci neméfitelné mnoZiny budeme pievdZné poufivat pPi fedeni teore-
tickych problémd, p#i sestrojovédni rdznych protipfikladd.

Nyni lze jiZ lehko dokézat, Ze existuje lehesgueovsky nem&fitelnd funkce

v B, , stalf totiZ uvaZovat charakteristickou funkci nem&ritelné mnoZiny.

Sami dokaZte - obdobnymi uvahami - Ze existuji neméfitelné mnoZiny 1
v E, (n>1) .

Lze dokdézat daleko vice, kaZdy interval v El (a dokonce ka2dd m&Fitelnd
mnoZina kladné miry) a obsahuje lebesgueoveky nemé¥itelnou podmnofinu.
K tomute viz 14,20,

Jako zajimavost uvedme tvrzéni (Sierpinski), -Ze v Eé existuje lebesgue-
ovoky nem&¥itelnd mnoZina, kterd md s kaidou pifimkou, rovnob&Znou s kte-
roukoliv osou, spoledny pravé jeden bod.

F. ™ oTAzxY DALS5THO ROZSIHENI LEBESGUEOVY MIRY

Upozornuji, %e uvahy tohoto odstavce nebudou nikterak trivigln{ s nebudu

je ani nijek pe&livé provdd&t. Chei pouze (informativr®) upozornit na nékteré
problémy, naskytajici se na tomto mistd.

|14.19| Formulace problému.

V predchozich odstavcich jsme ukdézali, jakymi prostfedky a zplisoby lze
vybudovat teorii Lebesgueovy miry v E, . Sestrojili jsme systém ¥ /(4 1
lebesgueovsky mé&fitelnych mno¥in a miru A 1 he ném. Ukdzall jeme, Ze

- 23 -



(i)
(11)

existuji nemfitelné mnoiiny (tj. 77 1 # exp Ey),

lebesgueova mira A 1 Je invariantn{ vdZi transleci, tj. plati A €2 .,
xEEl'———-‘-‘?xﬁ-Aeml a 21A= ﬂl(x-l-ﬂ) (viz vétu 14.16).

Otdzka, kterou budeme zkoumat, je ndsiedujici:

"Exiétu,je G -algebra }0 podmnoZin E_l a mira/l. na }9 tak, aby
W Mic¥ ., M, P,
(B) 4aeM, = Ah= M,
(c) aeg , € E, = x+ ey a(u.(xm):/t A"

Jinymi slovy: lze Lebesgueovu miru roz3ifit na 8ir3i systém mnoiin (nei je
systém 7 ) tak, aby nové mira byla stéle je3td invariantni vid¢i trans-

laci?y
Specidlng, zajimd nds, zda lze volit ¢ = exp E; . Opét jinak - zda lie
Lebesgueovu miru roz8irit na systém v8ech podmnoiin E, .

Al jsou odpovédi na nafe otdzky jakékoliv, jedno mdfeme Ffci s urditosti.
Novd mira M 8¢ pa systému 5P nemiZe shodovat s Lebeagueovou vné jii

mirou, existuje tedy 4Ae 50 - ml tak, Ze M AE ﬁle . Toto tvrzeni

ihned plyne z véty 13.39. UvEdomte si & promyslete 51 dobfe tento fakt !

Véte. Buld T €/, s necht 2T >0 (kupffkladu T = Ei).

(1)

(2)

{4)

(B}

Predpokldde jme, Ze

§ je @ -algebra podmnoiin E, takové, Ze
(1a) mn 1 Cjo '
(1b)Aefp , erl—__—_->x+Aesp ,
A e mira na ¢ takovs, Ze
(28) A€M, = A= ua,
(¢b) x €E) , A€ ==h s (x+h) = M A .

Potom existuje E C T s viastnosti Eﬂ y .

Poznémky:
Volime-1i specidlné T = B, y = ml, M= 2 1 » Plyne odtud, Ze exis-

tuje lebesgueovsky neméfitelnd mnoZina (véta 14.17). V uvedené v&té je téi
obsaZeno ivrzeni z 14.18.E,

Uvedend vSta té% d4vé negativni odpovéd na jednu z nadich otdzek:
neexistuje mira na exp E1 , kterd by byle invariantni vi&i translaci a
kterd by se shodovalas s lebesgueovou mirou na 14 1 - Objusnéte !

Dikaz. Vynechdme; viz kupt. [He - St]. , véta 10.28,

|14.21i Pozndmka. Lze dokonce dokdzat tuto vétu.

Necht & a ¢  splnujf predpoklady z 14.20.Potom existuje (¥ -algebra
J ¢ exp E, amira y ne T tak, fe
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() YT ,9+T

(11) A¢5ﬂ=?/m= YA,

(ii1) A €7 , xe B =% x+4are7 a Y(x+A)= M¥a.
Rozmyslete a komentujte !

Tim jsme, zdd se e \plné, vyferpali odpovidi na nafe otdzky. Vidime, Ze ne-
existuje O -aditivnf roz8ifeni Lebe sgueovy miry na exp E; , které by bylo
invariantn{ v82i translaci. PoloZme si tedy otézku, zda existuje alespon
koneZng& aditivni roz3ireni. Odpovéd ddvd nédsledujic{ véta.

- V&ta (Banach). Existuje konelné¢ aditivni mira & na exp E; takovd, Ze
(1) Ae |, —> 2Aa= ua,
(11) A (t+a) =M A pro vdechna t €E; , ACE, .

P

(Op2t poznamenejme, Ze nemiZe byt.((l' = 711 B

Dikaz této véty neni nikterak snadny a vyZaduje hlub3i znalosti napfikled
funkciondlni analyzy (kup¥f. Hahn - Banachovu v&tu).

Ii4.23l Pozndmka. Zajimavé je, ¥e predchozi véta zlstdvd v platnosti je3t& pro E
zatimco v prostorech vy3%{ dimense jiZ ani tato véta neplat{.

2]

G, CVICENf A PROBLEMY

4.A| CviZeni. Nechi F € < 0,1)> je uzavtend , A,F =1 . Potom F = £0,1>,
ukaZte !

|14.B| Cvident.

(a) Budte 4,B CE; péritelné. Potom AxBe M, a

A ,(AxB} = 2.4 . 7118 .
UkaZte ! '

o
{b) Je pravda, Ze 2*2 (AxB) = A

»
1A« 4B pro kerdé A,BcE; 7

]14.CI Reguldrni miry.

(a) Bud X 1lokdlné kompaktni (metricky) prostor. Necht A4 je mira na
@ -a1gebre f.‘) B(X) { B{X) znamend systém v3ech borelovskych mnoZin
.viz 13.B).

Rekneme, Ze mira M  je regulérnf (pozor! nepleite s regularitou vngjsf
miry, definovanou v 13.36), jestlife

(i) (a F £+ o pro kazdou kompsktni mnofinu F < X ,
(11) M A = 1nf{(a- U ; U otevrens , Acu} pro katdou Ae¢f

(111) M U = sup { ‘JL'F; F kompakt, Fc U } pro kaidou otevienou
mnofing U € X : : s :

(promyslete !).
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(b) UkaZ¥te, %e Lebesgueova mira v El Jje reguldrni.

(c) Bud X 1lokadln® kompaktni. Necht kaZdd oteviend mnoZina v X je @ -kom-
paktni {= sjednoceni spoletn® mnoha kompskinich mnoZin). Nechi A je mira
na B(X) splnujici (1i). Potom je ji%¥ mira M reguldrni (uvédomte si
pfekvapivost tohoto vysledku !). DokaZte | ‘

Ndvod., PredpoklAdejte nejdifive, Ze X Jje kompakt a uvafujte systémy mnoZin

4

-'6& {EeB(X);_(uE aup{/LF;Fkompakt,chE}} .

(d) Bud (a mire na B, (= borelovské mnoziny v E,) takovd, Ze
/L(O,l) =1, M(E+x)= ME pro katdé x € E), EE€B, .

Potom jiZ jJe A (na B,) rovna Lebesgueové mire.
(Op&t si uvédomte prekvapivost 1},

1}
]

{EG$ (X); ME 1-nf{,uu- ; L oteviend, > E}} ' a

L

Ndvod. Ne jdfive ukaite, Ze x b =0 pro katdé
(u

Poté aplikujte {(c).

€E, a (lL(a,b) = b-a.

(e) Sestrojime pfiklad nereguldrni miry. Nechi X; = E; s eukleidovskou metri-
kou a X, = E; s diskrétn{ metrikou. PoloZme X = Xl x X, a zavedme do
X pfirozenym zplsobem “"soudinovou® metriku (provedte 1),
Pro A€ PB(X) poloZme

{U.A=2 ﬂl{y;[x,y]EA}
xe
1 . .
(ﬂl je Lebesgueova mira; jednd se o zobecndnou Padul - viz 9.J).
UkaZte, %e A Jje neregulérni mira na B(X).

o0

(f) Ukédzeme jestd jeden netrividlni prikled. Nechi {rn}
n=1

Je pesloupnost v3ech rationdlnich &isel Bl ’ nechi

1

g(x) pro x €(0,1), g =0 Jjinde v E,.

b 4

-
A (x+r ), xekE
= 2n8 n'? 1°

UkaZte, 2e f« &,

Pro A€ 3;' poloZme ddle

MA = [rz

(Lebesguelv integrédl). UkaZte, Ze

Ddle poloZme

H

f{x)

(1) =mfra K Jo @ -koneind ,
(2) M (a,b> =+ e pro katdé a,b€E ,a<b,
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{g)

(h)

(3) mira (u neni regulérni.

Poznduke, Lze dokdzat, Ze (v podstaté&) kaZdé reguldrni mira na & ,

je jiZz Lebesgue-Stieltjesova mira, kterd jJe vytvofena z neklesajici, zleva
spojité funkce ¢ na E; . Obrécend téf platf, Ze xa¥d4 takovd
Lebesgue-Stieltjesova mire je regulédrni. V tomto smyslu si regulérni miry

a Lebesgue-Stieltjesovy miry navzdjem jednoznaéné odpovidaji.

——

reguldrni mira na B (X) Je jiZ @& -aditivni.

|14.D| Cvigeni, Promyslete cvideni 10.H.
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15.Pi"i.klady dal3fch mér

Obsah: A. Lebesgue-Stieltjesova mira v E; .
B. Hausdorffova mira.
c. * Soudin mér,

L. Cvideni a problémy.

A. LEBESGUE - STIELTJESOVA MIRa V Eil

V celém odstavel predpokléddejme, Ze f je nekleeajici funkce v E, .
Budeme postupovat obdobnd jako pfi vytvdfeni. Lebesgueovy miry v kapitole 14,
m&li byste s8i ji proto nejdrive prostudovat. Budeme struéni.

|15.1| Metoda (A ).

Nechi 'g’ sestdvd z prdzdné mnoiiny a ze v3ech otevienych (omezenych)

intervald v E, ; pro (a,b)€ ?’ poloZme . Ay (a,b) = ¢ (v-) - ¢ (a+),
necht Ay 8 = 0. Vytvoime z pokryvaciho systému (y » Ay) wvndjat
mira 1% a déle systém 2, -meritelnych mnoZin #, . Obdobnd jako

v odstavcich 14.5 - 14.11 dokaZte, Ze
(4 Apla,p) = ¢ (b-) - P (a+) ,
(B) }I*y je metrickd vn&jsi mirs,
(C) ",, je regulérni vn&jsi mira.
Déle dJokaZte, Ze
(D) 2;{::} = @ (x+) - ¢(x-) prokstdé x€E, ,
(B)  Ag(<abd) = ¢(b+) - @) .

15.2] Metoda (4).

V tomto odstavci piredpoklddejme, 2e¢ funkce f Je ‘spojitd zleva v kaZdém

L td

bhodé El . Oznalme tentokrdte symbolem 'l? systdm v8ech konelnych sjedno-
¢ :

cent intervald typu < a,b) (- oo <ca€b<€+ oo ), Pro

n .
-~
G = 1L-}1 <a,by) € ? , kde poslednfi intervaly jsou po dvou disjunktnf,

poloZme
n

246 =§ (Pl - Plap) .
Opét - Jjako v 14.12 - doké!te, ze
(A) systém ? Je okruh,

(B) funkce Z’ je korektné definovéna,

27571 Pl6.
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(c) 3’ je @ -aditivni mire na ?' .

Nechi 250 Je vné;3i mira, odvozend z pokryvaciho systému (? , 3!, } .
A op¥t doksite, ze

(D) ﬂy je metrickd, reguldrnl vndjsi mira (uvidomte si, Ze podle Hopfovy
vty E?Zdy interval, a tedy i kaZdd borelovskd mnoZina jJe 71? -méfitelns
a utijte 14.4.B).

(B}  Fp (Layd ) = g(v) = Pla) (= 2y (<a,p) ),

(F) 71,({::}) = @ ix+) - gix). \ _
MiZete téZ miru 2’ z okruhu y roz3iFit na '\ & =okruh @"(%) a
potom zuplnit (viz 13.43 a 13.47). "

5.3 Porovnénfi metod (A) =a (A’ ). \

(A) Je-li fun?:ce ¢ spojitd zleva v E, , potom 2,; :'-\\31} .

Ddkez. Podle 15.1 jest

| »
Al <am)) = At {a}) + Aplap) = flav) = Pla) + Plo) = Plan)=

= Sﬂ{b-) - 50(01-) = y(b) - _99(8) = 2y(<ﬁ.b 1)

* Ll ' N

Tedy ﬂ’ 2 ﬂy ne systému y +« Nyni z regularity vné&jiich mér ﬂ} ,',\.
-3-} a z obecnd véty ve cvideni 13.R plyne pofadovans rovnostm(proveate
podrobnd! )., DokaZite t4Z toto tvrzeni pfimo z definic 2; a 715, .

(B) Nechi funkce ¢ je nyni libovolnd. Definujme funkei ¥ m E

ptedpisem

(x) = lim (y) = (x-) .

poo= 1 g g

Zrejm® Y Jje neklesajici, zleva spojitd funkce na E; (dokaite!) =
y (z+) = y(zﬂ y ¥ (z=) = ¢(z-) pro kazdé z € By .
Opét
Ay (Caip)) = pib) - P(a) = Ploo) = Pla) = Plo-) - Fla) =

=_.a; ( ¢a,b))

g *

a ze stejného ddvodu Jjako vyde jest taedy ﬂ, = ﬂy .
Neni-1li tedy funkce f spojité zleva, mdZeme vytvoiit funkei ¥ a na ni
ji% miZeme pouzft metodu (£) . Tim jsme ukézall, Ze metodu (&) ndZeme
pouZit v kaidém pfipads.

5.4]| Cvitent.

Do tchoto odstavce zahrneme ve formé cvileni nEkteré dalidf vlastnoati
Lebe sgue-5tieltjesovy miry. Dokalte je !

271571 TE
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(A)
(B)
(C)

(D)

B.

Jako v 14.13 popilte podrobnd® metody ( Al) a (/5’2).
Vyslovte vétu analogickou v&t#é 14,11 pro LS~miru !
Ukaite, %e pro kaZdou mnoiiru A € My platl

. »* :
/‘l;(A) = sup { ﬂ?(l() ; Kc A, K Xxompaskt } .
Ize vyslovit vEtu podobpnou vété 14.16 7

HAUSDORFFOVA MIRA

15.5] Definice. PPedpoklddejme v dal3fm, 2e (P , @ ) Jje metricky prostor,

[15.6 veta, Funkce~ (ll; je metrické reguldrni vndjs8{ mira.

Symbolem dA(A) oznalme primér mnoZiny A (viz 14.6) . Pro kafdé priroze-
né n poloime

- . 1
?n'{UCP' U otevfend, d(U)fn} .

Bud konedn& p * 0 . Pro kaidou mno%inu G € P poloime
AG = [d(G) ] P (navic A B =0)a vytvofme vndj8{ miru 2,: z pokry-
vactho systému ( ¢ , 1) . ZFejmé ?1 > yz 3 ?3 > ..., tudiZ
Z‘lA £ 3'2.& £ A 3b £ ... pro kaZdou mnofinu AC P {(odlivodnéte!).

PoloZme koneéné pro ACP

o+ _ »*
(u_pA = lim ?I.nA .

N —e s

V dalsim ukdZeme, Ze funkce (ll-*' Je vn& j51 mira a budeme ji nazyvat
p-dimensiondln{ Heusdorffovou vnéjsdf mirou.

Dikaz. (A} Funkce (‘L:; Jjo wnédj5{ mira.

Jeliko? vSechny funkce ﬁ.*n jsou vnéj&1 miry, plyne lehko z limitniho
pfechodu, #e funkce (a; splhuje axiomy (VM) - (W3) z 13.16. 2Zbyvd
ovérit (VM,). Bud tedy

L]
A C U Ai . Potom
i=1

F ]
- - ¥
AL ut A =11 a"(UA)Gli A a
“p “p (1L=}1 i) n-: n\ 4o; 1 n-c-:- ;. n™i
- -]
€ 1lim Z *A, = Z *A .
nwoe 1=1 ‘upi' =T o

(B) Vn&j3l mira (u.'p Je metrickd (viz 14.1},

Buite 4,B< P, @ (4,B) >0, Chceme dokésat nerovnost (u*pu'u B)

2 (‘-;A + Jl-*pB (obrédcend nerovnost je zie jmd, prod 7). Stalfi tedy pied-
poklédat (u‘;uu B) < + @ . Naleznfme n, tak, aby \f (A,B) > % |
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5.7

pro kazdé n >n, a zvolme E> 0, Pro kaidé n existujf mnoZiny
k .
A, € y , tak, Ze

o — 2
U sksaus, 2 248 < A aum +eE
k=1 k=1

Potom oviem pro n>n, jest

x

* k £
ZnA+ Rnaé kZZl?IAn < ?ln(AUB_)+5

(Nezapomeﬁte, Ze 24dnd =z mnoZin Aﬁ nemiZ%e mit spoledne body jak s A
tak s B .)

y

*
Tedy )l*nA + a*nB £ A n (AU B) (pro n > no) a limitnim pPechodem

dostdvdme tvrzeni.

(Porovne jte tento ddkez s dlkazem v&ty 14.7.)

{C) Vpéj3{ mira (“#p je reguldrni (viz 13.36).

Vime jiZ z piedchoziho, Ze kaZdd oteviend mnoZina je (u?—méfitelné.
K ddkazu regularity stad{ nyni dokdzat toto:

ke kaidé mnoZinéd A € P existuje nerostoucf posloupnost { Gn}
otevienych mnofin tak, 3Ze

#*PA=/£*P( le Gn)

(odlvodnéte! viz 13.37). Buld tedy AC P . Je-1i Ca*pA = +eoo , stads
poloZit G = P (pro¢?).

Nech{ Cu?pA & + oo ., Nalezndéme (pro kafdé n ) mnoZiny 4k tak, aby

n
-]
VI ) K ¢ 2%, .2
gl 554, k=lAAﬂ € A a4+t .
-]
Poloif{me-11 G_ = LJ Aﬁ , lehko ové&fime, Ze

Pozndmka. Dal3f{ vlastnostl Hausdorffovy vn&jdf{ miry jsou uvedeny ve cvide-

ni(:h 150F - 15.L.
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»*

c.” soulin MER

IlS .B l Formulace problému.

M&jme ddny dvé trojice - (X , ¢, M 0, M, v) - kde M (resp.
V ) Jje mire na @ -okruhu ¢ (resp. M ) podmnoZin mno¥iny X (resp.
¥) . Hleddme nyni v kartézském soudinu X x ¥ takov§y @& ~okruh fé?‘/l{
a takovou miru (a, & v na 59 @ M, aby platilo:

(1) Aegﬂ,Bedt——";}AxBejPéu‘t,
(ii) Ae¢ ,Bedt==>(u§vux B) = A4 4. ¥B.

Je otdzkou, zda takovd mira a takovy @ -okruh vibec existuje a je té
problém, jak dalece jsou na3imi podminkemi (i), {(ii) jednoznad&nd uréeny.
Existuje op&t vice zplsobld, jak konstruovat (a- 8y a f' 5\/'( » Jeden
2z nich vyuZivd definice integrdlu a uvedeme jej v 19.7; nyni probereme dva
Jjiné zp&soby; které jscu sice elementdrni, ale trochu technicky komplikova-
né.

ProtoZe budeme prevéZng pou¥ivat rozdifovacich vét z teorie miry, vyplyvé
odtud omezeni se (vEtdinou) na piipad G -konednych mér, Proto predpokléd~
de jme , Ze A a Y  jsou @ -kone&nd uplné miry (lepdi &tendt si miZe
promyslet, které véty plati 1 bez nékterého z t&chto piedpokladd).

5.9/ Metoda ( & ). Budte tedy (X,jp ,/L ) a (¥, A y ¥ ) jako v prededlém
odstavei. Oznadme symbolem

?’ ={AchXxY ;--A'ejo , Bedt}

a pro Ax B e ? poloZme

A(A xB) = (uA. Vv B

(poznemene jme,%e platf implikace

AxB=CxD == A=C,B=D;

pro¢ je dobré si toto uvédomit 7).

Nechf A" je vn&js{ mira vytvorend z pokryveciho systému ?, A,
Problémy, které nds za jimaji, jsou - Jjako obvykle - tyto:

(1) zda %C %(2*),
(11)  zda A'(G) = 2 (6) pro GE Y .

UkdZeme, %e tomu tak jo {prof nelze uZit Hopfovu vE&tu?).

-]
[i5.10] Lemma. Bulte ¢ , G, € ‘gt , G¢C nLi G, . Fotom

1
oy

A.q < z 7LGn .
n=1

Dikaz. Pro A C X x Y poloime
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n n
m"-A:inf{ iZ:IAGi;Giey , Ac E_z)l Gi}

(pozor! mnoZinu A pokryvame konelnym sjednocenim mnoZin z y , porov-
nejtéw&f a A% 1),

Nen{ t&%ké ukézat, Ze

(1) a3 =0

(11) QO (EUF) £ W'E + F ,
(111) ECF == «'E £ "F ,

(iv) JG6G<€ AG pro ch .
P n-
Je-li nyni G, G, €Y , G U o, , polotzme k = U g, .
, _ n ~ i n _ i
1=1 i=1
DokdZeme-1i, %e 1lim e&"K_* A G , obdriime
N—pen n

n oo
. L n
AG £ 1lim aa"Kn = lim J(U Gi>£11m 2 ao"Giz 2 26,
I L nN—poo i=1 n-rec  i=] : i=1
& budeme s dikazem hotovi.
- Dokazujme nyni nerovanost lim oo"Kn * AG.Necht G=4axB, aed ,
B € W , prifem’ se omezme na pfipad MA <+ =2, VB <+ = (pro
jednoduchost; ostainf pf{pady si rozmyslete sami).

Zvolme & >0 a oznaime

»
Hn={x€A; y KX !va-s}

(zfejmé KX € M pro kafdé x € A). Podle predpokladu pro kaidé x € A

-
pratt™ U x¥* 58, t5. 1tm v k5% = yB . 0dtud plyne, ze
n=1

-l
yl M = A, tedy (L(A = lim (u.lln . Existuje tudfZ n_  tak, Ze pro
kaZdé n)nc Je (”-Iln><aA-£ .

Celkem dostdvdme, Ze o (K, N (M x B)) > 4M (YB-2¢&)
{posledni nerovnost si doble prorﬁyalet,e a detailné dokaite !, je to jakdai
*Fubiniova v&ta"), tedy

*

wKni‘((uA-e)(VB-E) pro n > n, .

E::g Véta. PFi oznaleni odastavce 15.9 plati:
(1) Zc ()

(11) AG = A6 pro kazdd Ge?‘_

Ddkaz. (1) Bud G EZy y TCX=xY, A*T ¢+ o0 (T je testovact
mno%ina, viz 13.24), a bud E>0 .

Naleznéte Gnc ‘? tak, aby
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ey -0
& k3
UGDDT, zm AG ¢ Ar+e .

n n » G = A B, potom

G,N G = (A, N A) =(B NB) =1,
- 4oaat . 12 3
6, -6 =[tann = -m]u| (hy:$ 4)'x B, = 12u1,
pFidem A Iﬁ + A Ii + A Iﬁ = A Gn (proveate podrobné) a

1 Z _ 13 =

I.¢6, ING=12Nno=9. ,.

Odtud plyne, Ze miZeme predpoklédat ihned, e G,C G anebo G NG = 8.
Koneéneé tedy

A -6) + ANTAG) < ): A6, < A+ £ .
n=1

(1i) Zifejmé ARG <AG pro G € . Chceme dokdzat,obrécencu nerovnost,
stad{ tedy pPedpoklédat, 2e A*G <+eo, Bulte Ghey
-

o 4
U s_>¢c . Potom (pouztj 15.10) ) AG, * 26, turz AG>* A6.
n=l n=1

pal *
|15.l2| Pozndmke. Ozpadme tedy symbolem }’ ® M systém M (A a aymbolem
-~
& ® Y funkei 2A* uvaiovanou pouze na ¥ & M .

Budeme nyn{ zkoumst jednoznalnost miry A @ V vyzhledem k podminkém (1)
o~y

a (1i) z 15.8. Poznamenejme, Ze mira A @V je @ -xoneZné (predpoklé-

déme, e M , V  jsou @ -koneiné!), Stadi toti% nalézt A€ ¢,

B,e M , A€ A< Ay ,..., B C B €Bjc ...,/u.An <+ oo,

acd [
Y B < +eo tak, sby ﬁL=)l AL =X 5 U B X 8 poloZit C_ = A = B.

n=1 0"
-y - b
Potom cne ?cyeult , (aov(cn)<+=~, glcn=st.

15.13] V&ta. Oznalme symbolem J tiidu viech konednych disjunktnich sjednocent
mnoZin z ? . Potom & je okruh ( & je prdv® okruh generovany systé-

mem ?’ ).

Diksz. Obdobné Jjeko v dikeze véty 15.11 si uvédomte, Ze

(4 = B N (A2XB2) = {4, N A;) = (B;NB, ),

[(aynap =B 8] U [(a; - ap) =B8]
(kreslete 1), tudii platd

(4 = B)) - (4, > By)

Gy, Gae.?=p ¢GNG, G -0, .

Nyni tvrzeni ji% lehko plyne ze vztehd
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(Pozndmka. Sta&ilo v 15.13 pfedpokléddat, Ze jV , A jsou okruhyT)

"~

-15.14 V&ta. Funkce A% je mira ne okruhu & . Je-1i A jind {stad{ koneénd

aditivni) mira na & , splnujici podminku

Aejﬂ , Be M= /“'l\(AxB) =MA. VB

o

(tj.£=ﬂ* nay } , potom 2=3. na &

Dikaz. DokaZte sami, tvrzeni ihned vyplyvd ze vztashu ?C D (2‘) s
véty 15.13 a z tcho, Z%e A% je mira na ( %y .

15.15| V&ta. Oznalme symbolem 5P ® M (‘.'T-okruh, generovany systémem ? « Fotom
existuje prévé jedna mira, ozname ji symbolem K&V 6na ye M
takovd, Ze

Ae¢f ,BeM =D MBY (4xB) = MAAh VB

Tato mira je @ -kone&nd e navic mira /L Y] na systému fSJC
je jeji zdplnéni.

Dikaz. Polofime-1i M@ Y (AxB) = uh ., VB pro A€y , BelM ,
lze tuto funkci jednoznalnd roz#ifit {podle 15.14) na okruh & a protoZe
YoM =G (D) , lze tuto ddle jednoznaind podle v&ty 13.43 rozdffit
na Y& W (nezapomente na @& -konelnost v 15.12 !).

Zbytex tvrzeni plyne z 13.47.

Ii5.16[ Poznémka. Predtdte si cvidenf 15.0, v nichZ vynikne rozdil aystémd
Jo M s Y8 1

|E5.17| Metoda (£ ) . Budeme nynf ji¥ strutni.
{A) Definujeme nejdf{ive systém y a funkci A  jsko v 15.9,
?:{AxB;Aegﬂ,Be&},n(AxB)=(u.A.VB.

(B) Definujeme systém & Jjako trfdu vdech konednych disjunktnich sjednocent
mno%in z '?‘ a ukéZeme, e & je okruh {generovany systémem 7’ )
ste jn& jako v 15.13. : '

n

(C) Pro D = .‘;L)l (& x B':‘.)G-'g (A, * B; € y ) poloZme

n

N .
2D =£. A (a; % By) = Z ke R

i=1 i=1

a ukaime, Ze
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definice A neni v rozporu s dfivéjdi cefinici - wnoZiny z y {to
je Jjasné),

(Co): definice funkce A nezdvisi ne "vyjédfent® mncii.y U , tj. je-1i

D = U a, x B, = U Cjije.@ , potom

n k -
. = c. . YD,
g(“i Y By j=1(u J. J
(ani to neni té’h‘iké),

(Cj): funkce A je na okruhu £ mira (dﬁkaz. & -aditivity A je ne jt&23{,
musime vlastné dokdzat jakousi "zeslabenou" Fubiniovu vétu, obdobnou
lemmatu 15.10),

(¢,): A je O -konednd (to je trividlni)

4 . - ' .
(D) Nyni podle véty 13.43 lze A jednoznaéné roz3ifit na miru (kterou ozna-
&ime) (aov na 590\1( = @ (y y= (2 ) a tuto ddle zdplnit na
miru (uo Y na 50@ M . Podle 13.47 daji metody (&), (ﬂ) tentys vy-
sledek. S IR o :

5.18| Zavér. Budte M oe Y @ -kone®né (uplné) miry nagﬂ a M .
Oznaéme,'g .={.A><B;Ae5ﬂ ,Beu‘(}anecht SVO\AL Je .
@ -okruh generovany systémem . Potom existugje prave jedna nira
M@y na YoM tokovd, Fe

Aefp , Bel —> (a@y’ (AxB)—(aA.:VB.

Mira (u.ev neni obecné Liplné. Oznaéme proto (uo by miru na yo\ﬂ ’
kterd ji zuplnuje.

D, CVIGEN! A FPROBLEMY

(V daldtm ¢ Je neklesajic{ funkce v E; , - 71;, je vnéjs1 LS-mira e
R :
ﬂ’; = Rs‘/m? .')
5.A| Cvideni.

(A} Nechl (/=0 na (-, 0), 5ﬂ= 1 na L0, +e ),
Spodtéte Ay (-1,0), Al {0} ) .

(B) Naleznéte 50 tak, aby -
o

A (a;b) < y (b) - _gﬂ(a) < 2?(<a’b>) . R,

¢

| 15. BI Problém. Nechi y’sestévé z otevfenych intervalﬁ déle poloime (d (a;b) =
= }P(b) - f(a) = v,ytvof-me vnéjéi miry t“ z pokryvaciho 8y stému

(? Mg )- Je pravda, Ze ﬂ-’ = 2’ 7 Platf,. Ze {a’ (¢¢ na y ?




15.C

Problém. Kaidé neklesajlc{ funkce ¢ urduje jisty systém mnoZin m; .

Vime, Ze vidy B, < Mg (kukdé borelovské mnoiina je ¢ -wEfitelnd).
Lze volit funkei ¢ tak, aby B = MMy 7T Lze volit ¢ tek, aby
m’ = exp By ? (Viz té% cviteni 12.E.)

15.D| Problém. Bud (‘L" vné j3i mira v E, . Pidme se, zda existuje takovd nekle-
sajici funkce f , aby (u*= i!} .

(A) Nechi ? sestdvd z otevienych intervelt v E, , nechi A Je nezdpornd
funkce na ? { #=0) a nechit vné j&{ miras (u' vytvolend z pokryva-
ciho systému ¢ s (% ) Je metrickd a pechi (a"’((a,b)} L+ o= pro
katdéd -e0 < a &b £+ e, Potom existuje neklesajici {a spojitd zleva)
funkce ¢ tak, te 4" = Ay . Dokaite!

.

(B} Uka%ite, Ze vnéjs{ mira z 13.F.f neni tvaru Ay !

{C) Viz té% 14.C , pozndmka (g).

-l

15.E} Cvidenf . Bud G CE,  oteviend, G = L (a ,b,) , kde posledni inter-

valy jsou po dvou disjunktn{ a poloime
=

AgG = 2n= (P~ - @ (ape)) .
Ddle uspofddejme systém viech otevienych mnoZin pomoci relace 2. , Je-1i
AcC El , Je systém vBech otevlenych nadmnofin mnofiny A usmdrnény (viz
cvidenf 1.K) a

a0 =11 2,0

| 4
{ jednd se o zobecnénou limitu). Dokaite !

15.F| Cvidenl. Uka¥te, %e
p L ]
"
(upA = gup inf [dui)] ; A= U 4y dh\i) <E pro kaZdé 1}
>0 i=1 i=1l

pro ka%dou mnofinu A C P .

15.G] CviZeni. Co by se stalo, kdybychom pfi definici Hausdorffovy vnéjii miry
vzali za systém '? systém vd3ech podmnoZin proatoru P 17

15.H| Cvideni. Bud H(x) nezépornéd spojitd, neklesajici funkce, definovand na

{0, +o=> (= <0,+e)U {+=1}) , HO)
stejné jako v 15.5 , pro G € 7’ poloZme A G

"

0 . Definujme systém vn
H(A(G)) a vytvorme vnsjs{

.miru ).: z pokryveciho systému (yﬂ + A ) . Kone&n& poloZme

# *
(aH(A) = 1lim an‘ .

n-=o»
Studujte vlastnostl funkce (“‘;l (je to vn&jd{ mira 7, je metrick4,
reguldrnf 7).

(Poznamene jme, %e Heusdorffovu miru obdriime epecidlnf volbou H(x) = xP.)
Lze vynechat predpoklady spojitostl &i monotonie funkce H 7
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[%.3] cvizeni. 1. Uvahy odstavcd 14.7, 15.6 a predchoziho cvifeni nds vedou
k ndsledujicimu zobecn&ni.
Bud (P, P ) metricky prostor, nechi (y » 4 ) je jeho néjaky pokryvaci
systém.
Pro ne€ N polozme ? 0= {Ge ? ; ala) é%} . Nechl A% je vnaj-

81 mira vytvoiend z pokryvaciho syatému (? ,A) a 2’:1 budte vnéj-
81 miry vytvolrené z { ?’ n? a). '
Nechl kone&né

W
(L’A:lm A" A o AcP.
N=tews

(Pro¢ existuje tato limita?) UkaZte (obdobm@ jako v 15.6), e
(a) (a.* je vnéjsi mira,
(B) (u" Jje metrickd.

2. JestliZe kaifd# mno¥ina ze systému ? je borelovskd {(tj. y c B (P)),
potom .

() (a* Je regulédrni vn&js{ mira.

{Naleznete priklad, aby (u.* nebyle reguldrni?)
3. Jaky je vziah vnéjiich mér A* a (U.-* 7 Mupi platit /L‘: A% g

4" Predpokldde jme, 2e ka2d4 mnofina ze systému % je oteviend a Ze
-0

P = Ul A, kde A jsou oteviend & z“*“n< + e | Potom nd-
n=

sledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) AGWZ((‘L‘) (mnotina & Je zu'-méi‘itelné).
(11) Y &€ > 0 3 6, G oteviend, G D A » AT(6 - DRE,
(11) ¥ & > 0 3 F, F uzavfens, Fc A, 4'(a -F)<E,
dokaZte! UkaZte, %e toto tvrzeni zlstane v platnosti, pideme~1li vEude
A* misto (u* !

5. Nechl ke kazdému £ >0 , ke ka%dé mnoiiné A € ? a ke kardému
n € N existuje posloupnost {Ak}, Ag € 711 tak, Ze

n
- -l
UA‘;:A. J_ AUk aa+g .
k=1 k=1

Potom A*= R‘n = (a* , dokaZte ! (Aplikujte kupf. na Lebesgueovu miru,

viz 14.6).
6. Jako netrividlni ilustrujic{ ptiklad miZete pouZit nédsliedujici:
P=E ,
1{:} =1, Alab) =oo .

Jek vypadd A", A M Al

? = jednobodové mnoZiny a oteviené intervaly v El ’ A0-= Q,
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7. Ukazte, Ze podxrany (i} - (1ii1) ve 4. ne,]sou ekv1valentn1, volip~ -1i
p:Ea,(u (4(1 (v12155)

15.J] Priklady.

x
1. Je-11 P =¥ , potom (‘l'l je rovna vnéj8f Lebesgueové mife.
2. Je-li P - L, , G CEy oteviensd a he- ;‘ézdné, poiom &c“}G = wa
3. Je=1i P=3# , Ac E , potom (u_*nA =0 , nrédvd kdy. A md
Lebesgueovu miru aula (,R.nA = Q..

4. Je-1li P =k, , I € E; otevieny Ctverec, potem

(a*ZI 2,1 ¢ 2?&2: |

i

. * .,
15.K| Cviceni. Je~11 (a pA {+ee | g>p, potom (apA =G .
DokaZte ! : i e ) : _

|15.L| Hausdorffova dimense.

Na zédkladé predchoziho cvifeni poleime pro A< P
dimA=sup{p)O; (”'*pA=+°°}

(vyjimeén& sup B = 0 ) & &fslo dim A nBzvéme Hausdorflouvou dimensi

mnoZiny - A .

UkaZte, Ze

(1) q > dim A %(JLQA
Q¢aima =d> utp=re .

(2) U<cC El oteviend a neprézdné =2 dim U =1 o

{3) JE"li AcCE,. ,jednobodové, potom dim A = 0 ; kaZdd spoléetné podmno-
Zina El mé dimensi o,

ik

o

{4) ,]e-li AC El , dim A = 0 . potom mnoéina mé Lebe'sgueovu miru nula,

(5) dim Ak = p pro ka¥dé k => dim ( Ak)

(6) je-1i C < <O 1) Gantorovo ‘diskontinuum, pot.om

dim C = ILE '
log 3

(7) existu,ji neapcéetné podmnoZiny El dimense nula.

15,M| Cvigeni. Buate f , resp. M @ -okruhy v X , resp. I .
Oznalme, jako. df‘ive,‘jpo W G -okruh v X»»x X, generovany systémem
={AxB Aed ,Be M } .
_ Nechi -okruh,y f » M jsou generovény systémy Y . W, ti.

P=G (), M=0(W).
Nechl ddle & = { AxB; Aae? ','Bfe."W' }
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|15.Nl

Potom ya M = @_(s&) , dokazte !
Nivod, Ztejmé Hc PYOM , tedy 1 O (& )c f’adt.

Pro dlkaz obrécend inkluse uvaZujte systdm

{T'C Y ; ExTe( (-@‘)} pro .EET—A.

Cviteni. Buld Me f@& K . Pro x€ X , ye Y oznaime
Mxy* :{ ye ¥ ; [-x,y] < M}‘,
* —
Y = xex; [x,¥] € M} (viz téx 11.5).

+*
Fotom M ¥ e M & M’-Vejﬂ (pro kazdé x€ X , ye€ ¥ ),
Dokazte !

Névod. UvaZujte systém A ={_ Ee o M E* ¢ M pro viechna
x€ X

a ukafte, 2e A je (@ -okruh obsahujici systém
7={AxB;Ae_¢,Be.ﬂ} .

Soudin Lebesgueovych mér,

Nechl }ln znamend Lebesgueovu miru v E_ , A systém viech lebesgue-

n n

oveky méPitelnych mnoZin.

{4) Ukazte, Ze 2}{10 ??Z, c 7,

—————— H 2 -
(B) Ukaite, 2e 7, ® M, # N,

Ndvod. Bud x € Bj, A CE;, nem¥Fitelnd mnoZina.

Potom { x| x & € m2 {nebot {X}xA c {x}xE] & posledni mnokina je
je A, -nulové), zatimco {x} x A ¢ M, ® 7, podle 15.N.

(C) Ukaite, se M, ® M. = m, .

Statf ukézat, te M < 7N & 7M,. Zrejmé kaidy otevreny interval v E,
leZf v m_, 2 m., {dckonce v 7}2', ® ??Z’), tudi% téZ kaidéd oteviensd
mnofine (jakofto sjednoceni spoletn¥® mnoha otevienych intervald) leid

v M, @ M, , teqy Byc M, 8 7, . 0atud,z 13.V s z 14.1UVD)
plyne, Ze ?)‘[g c m’ 2 wn, .

(D) UkaZite, Ze -22 = 4, & Ayl

Ngvod. Pouzijte vétu o jednoznalnosti a vlastnosti 2, .
(E) Problém, Plati rovhost J,® 38,=-23, 7
{(F} Problém. Plat{ rovnost 722',077;: 32 7
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|15.P| Cvideni. Pledpoklddejte, Ze existuje mnoZina A C X , A #}9 a

D ABe M VB = 0 . Uka¥te, %e mira ey e na @ A nedplnos.
' , M

Ndvod. Postupujte obdobn& jako v 15.0.B.

Cviseni. Nechi Vet ,(az Jsou konelné miry na f » Y1 , Y, koneéné

miry na M , nechi V) £ My (t3, ) A% s, A pro kaidé raed ),
¥, €V, . Potom (a,a Y, £ 4, @Y, . Dokaite !

Fal
Ndvod. Uvaiujte systém {Ae Yo A ;(u.,é Y, (A) é(uz e )V, (A)} .
Lze plredpoklad kone&nostil mér nahradit pPedpokliadem G -konednosti 7

- 254 -



Vi, MENITELNE FUNKCE

6. Teorie mé&fritelngcech tunkci_l

Obsah:  A. y -m&Fitelné funkce.
B. Jednoduchg funkce.

(H Cvideni a problémy.

A. ¢ - MERITELNE FUNKCE

Pre&téte si upozornéni na str, 19l (ohledn znaent f po stran® textu).
Tuto kapitolu lze atudovat bez znalosti kapitoly IV a pouze 8e znalosti nékolika
zdkladnich definic z kapitoly V.

- Definice. Rekneme, Z%e dvojice (X, ﬁ) je méfitelny prostor, Jutli!aﬂ
‘ je 9 -algebra podmnofin mnoZiny X . MnoZindm ze systému jP Fike jme

- - —— e .

¢ -miritelnd, &i krdtce méfitelns.

Castym pfikladem mEFitelného prostoru je dvojice (X, ﬂ(ﬁ?l-')) , kde
m ((u‘) je systém vBech (a." -m#fitelnjch podmnofin mnoZiny X (viz
13.22).

V dal8im predpoklddejme, Z%e je pevnd® zaddn méFitelny prostor (X, ﬂ y.

16.2| Definice. Rekneme, %e funkce f : X——E; jo § -miritelnd, jestliZe

x € X; f(x)>e¢ } ¢ § pro kaldé c €B,. Systém viech g -méfitelnjch
funkci znadme symbolem A (¢ ) .

[16 . 3' Pr{klady.

(A) Bud AcX . Potom

¢, Je. ¢ -méfitelnd, prdvd kdyZ A € é .

DokaZte!

(B) Vybudujeme-1i teorii Daniellova integrdlu & je-li P € ,'poton
tell , pravé kdy: £ Je W -mEritelnd (viz 9.57). g

(C) Neeht f je konstantni zobrazenf o8 X (tJj. existuje K € E; tak, Ze
f i1 x—=K), Potom F je y-néiitelné, dokaite !

(D) Nechl (X, 9 ) je wetricky prostor, nechf ﬂ obeshuje systém viech-
otevienych podmnoZin proatoru X . Potom kaidéd spojitd funkce na X Je
# -mEfitelnd. Dokefite ! '
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(E) Nechi (X, f)‘) Je metrickj prostor, necht SP = B (X) je aystém viech
: borelovskjch mnoZin (viz 13.7, 13.B). Potom funkcim ¢ -méFitelnym
fike jme borelovsky méPitelné &i krdtce borelovské (upozornuji, %e termi-
nologie je zde zna¥nd rozkolisand, viz té% [Re-Pr] , praktikum 6).

(F) Je-1t X = E e volime~1i za 517 systém v3ech lebesgueovsky m&fitelnych
podmnozin E_ , Pikédme funkcim jﬂ—méf-itelnym lebesgueovgky méfitelné.

- Véta. Ndsledujfed ijroky jeou ekvivalentni:

(1) f Je ¢/ -pEFitelns, -
(11) {xeX; £(x) < ¢ }ed prokaZdé c e E ,
(1i4) {x € X; f(x) * ¢ }esﬁ pro kazdé ¢ ¢ E; ,
(iv) {x e X; f{x) ¢ }659 pro ka¥dé ¢ € E;

1.9

Dikaz. (i) ==(1ii) : Bud c g E, . Potom

5

{xex;'f(x) '}‘c} = mi{xex;f(ﬁ>c—_
n:

} a
odtud jiZ lehko plyne tvrzeni (nez&pomeﬁte,l te 50 j'e..- G'Q-Ia.].gebr.a).
(iii)’“—-‘?(ii) .:' Pro kaZdé c € E pilat;{ .
{ = ¢ X ;"f(;ci < c}= x--.{ X €X ;' £ix) 2 c} .
Ostatnf implikace jsou obdobné.

Vé&ta. Nésledujici vyroky Jjsou ekvivalentni:
(1) - £ je ﬁaméi’nitelné‘, .

(i1) £+ oo ), s £ oa) 5-50 & £1(a) ey pro kaZdou otevienou
‘ - ' : o moo¥inu G C Ey ,

(113) £ H+oo) , £ i(-oe) ¢ ¢ . a f-,l(B)E,y._ .. pro kaidou bore-
lovekou mnoZinu B ¢ E.

[ﬁvédcmte 8i, Ze
{x € X; f(x} > c} = f'l(+oo)u{xe X; +m>f(x)‘>'c} !]

Dikaz. (1)=>(i1): Nechl £ Jje ¢ -méFfitelns. Potom

e ey = N {xEX;‘f(x)>n },
n=1

tedy £ 1(+oo )650 . Obdobng £ i(-e= )€y . Bul nynf G C E, oteviend
mnofina. Existuje spodetny syatém {(an.'-bn)} po dvou disjunktnich interva-

18 tsk, 2e G = | (a ,b,) . Potom
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I (U (an,bn)) - \J e ((a b ) =
n n

U [{ xEX;f(x)<bn}h{xex;f(x)>an}] .

rn

tedy £ () ed .

(i1)==(11i): Oznadme K = { A € Eyj £ Gfﬂ } . Podle pfedpokladu
obsahuje systém & xazdou otevrenou podnnoZinu v E, . UkAdZeme~1i, Ze
& s O -slgebra, vyplyne odtud, Ze B, c & (pro&?), tj.

r~im) e 59 pro kstdou B € A, . Bulte tedy Ane.# . ze vztahu

(0 4)

Obdobn& se ukéze, Ze A-B € % |, kdykoliv A,Be€X .

L -] o9
U f-l(An) plyne, Ze U Ane..g .
n=1 n=1

(ili)=>(1): Bud ¢ € E;, potom

{xe X; f{x) > c} = f H+ee) U f"lt(r:,+°°}),

tedy f e A 59 } (uvidomte si, e libovolny interval je borelovekd mno-
Zina).

16.6| Pozndmka. Z pFedchoziho plyne, %e v definici 16.2 a ve vét& 16.4 jsme mohli
vyrok "pro kaZdé c e El“ nahradit vyrokem "pro kaZdé c € E; ".

- veta. Bulte f,geed (@) , bud x e E; . Potom mnoZiny

{x e X; £{x) > g(x)} s {x € X; f(x) 2 g(x) }, {x e X; f£lx) = g(x}} .

{xEX;f(X)=k} ,{xeX;f(x)eEl}. ‘
Jeou ) -mEPitelns.

Dikaz. Budte f,g €/A(¢), potom

{xeX; £lx) >gx)p = U [{X; f(x)>r}n{x; g(x)(r}] s

r raciondint

(xizm2e} = x-{x 0 o},

1]

{x i £(x) = g(x)} {x; f{x) 2 g(x) }n { x; f{x) £ g(x)} ,

odkud postupnd plyne, ¥e uvedené mnoZiny lei{ v gﬂ .

Podle 16.3.C Jjsou konstantni funkce ¢ -méritelné, tedy
{x; £(x) = k }esﬂ podle prede®lého. Kone&né podle 16.5 je mnoZina

{x; £lx) € El} = HME) té2 f -meritelnd.
16.8] Vita (viastnosti ¢ -méfitelnych funkef)
cA)feA(jﬂ),ceEl-=>cfe11(9?),
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(B) f,zed( SP y=r +geld( 59 ), priZemZ chépeme funkci f+g dodefino-
vanou v bpdech, kde soufet f+g nemd smysl, pevnou (ale libovolnou) hod-

notou z Ef ,
) red(f) =tleA (¢,
(D) f,g eA(f ) = max(f,g), min(f,g) e A (f ),
() figed(fr=>raecA ),
(F) feA(¢)=>4eA (f), pritems funkei % dodefinujeme v bodech,

kde f = 0, jistou pevnou hodnotou =z E; .

Ddkaz. (A) Provedte semi.

(B) Necht f+g = B v bodech, kde soulet f+g nemé smysl.

Zvolme ¢ € El' Potom

{x;f(x))c-g(x)} pro ¢ 2B ,
{x; £(x) + glx) > c} =7 {x; £x) > ¢ - glw) } U [ £ (+e0)n g7 (-0} ]U

U[r-=rngtre)] pro c<B,

odkud podle 16.5 a 16.7 plyne tvrzen{ (uvddomte si, Ze funkce ¢ - g(x) Jje
) -méfitelnd, nebol

{x;c-g(x)}cl'}={x; S(X)('C'C'} ).

(C) Bud c €E; , potom

(D) Plyne ihned z piedchoziho a ze vztahu

mex (f,g) =% (t+g + | £-g }), min(f,g) =-21- (f+g - | £-g| ).
MiZete téZ pouZit rovnost
{x; max(f,g) (x) > ¢ }z {x; £f{x) > c}u { x; glx) >c} .

(E) Je-11 feA(¢g) ,£20, je

X <0,
{x £2(x) > c} . e

\{x; £fix) > rc—} pro e * 0,

tedy rfe A(¢ ) .

Je-11 £ €A( ), plyne £2 € A( ¢ ) podle predchoztho s pomoct rov-
nosti f£° = If' 2 . Jsou-1i kone&n# f.ee A (50 ), Je

f.g =% [ (f+g)2 - (f—g)z] , tudiZ f.g € A (}0) .

27571 217
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(F) Op&t dokamite sami.

Vé&ta (posloupnosti sﬂ -m&Fitelnfch funkef).

Budte f € At 59) {n=1,2,...) . Potom funkce
(a) sup £, inf £, 1im sup £, lim inf £ ,

(b) 1lim £, (pokud existuje)
Jjsou jﬂ-méf-itelné.

Dikez. Bud c € B, , potom

oo

{x; sup £ (x) > ¢ } = rgl { x; £(x) > c} .

Sami ji% lehko dokdZete vdechna tvrzeni.

B, JEDNODUCHE FUNKCE

@.10 Definice. Rekneme, %e funkce f : X—-El {koneZnd !) je jednoduchg,
jestliZe je 59 -méfitelngd 8 jestli%e mnoZina f£(X) Je koneZnd (tj. na-
. byv4a-1i f pouze konelné mnoha hodnot).

I.}nﬁ . lll Pr{klady.

{A) Charskteristickd funkce libovolné m&fitelné mnoZiny je jednoduchd.

I
(B) Jsou-11 E;,...,E_€ ¢ dyse..yd € B, f = ;_ di.'::E1 , Je £ jedno-

duchd.
(C) Naopmk, je-1i f jednoduchd, f£(X} = {dl""'dn} {mli%eme hned pfedpokld-
n
dat, Ze dy,...,d, jsou navzdjem rﬁzné}, potom f = 2121 di'cEi , kde

E, = {x €X; £(x) = di} jsou méFitelné, po dvou disjunktni mnoZiny.

(D) Zvolime-1i X = E, 5[7= 3’, s Jje Dirichletova funkce jednoduché.
Dokafte!

- VEta (vlastnosti jednoduchych funkei).

Budte f£,g Jjednoduché funkce, c €k, . Potom funkce cf, f+g, lfl .
max(f,g) , min(f,g), f+, 7, f.g jsou Jjednoduchd.

D8kaz. Proveldte sami.

-16.13 véta. Bul £ €A (¢ ). Potom existuje posloupnost { an} jednoduchych

funkei takovd, Ze
(1) |&) € |32l‘—‘-ls3\‘-‘-... na X,

(2) 8, —=>f na X .
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Dikaz.

Je=1i navic : = 0 , lze volit

O
N
[0
=
Ih
w
N

—
I
-
i
0
N
=]

Necht £ 2 0 . Polo?me pro n € N

: . . L | )
E;:{xéi;;nl éf(X)< 5 }’Fnz{xex;néf‘rx.‘j,

n
(Kreslete !
Bud n pew Potom mnoZiny E; ) Fn Jsou po dvou dis, - in?, md7itelné,
n2"
£:4 Eg UF, = X . Definujme fink.. s,

i-1

I
.

pro x € E; '

sn(x} =

n pro x €F_ .

Potom s, 2 0 jsou jednoduché., Je-1i r(x) < n, j¢ 07 Fflx) - sn(x)<

< i ; je-11 f(x) = +e2 , je g (x) =h . 1.3y s —* T . Lehko doks-
2t n n

< <
tete, Ze 8) €8 £85% ...

Je-1i nyni £ 1libovolnd ¢ -méfitelnd, nalez- “1¢ ipnast {pn},
{qn} jednoduchych funkel tak, aby

O£p1£p2£-"’0£qlé qe‘—:,
+ -_—
pn — f y qn — £ .
PoloZime-11 8, = Pp = 49, » Jsou funkce s = jednoduché, s —=f .

Zbyvé dokfzet monotonii. Bud tedy x € X , necht f{x) > 0O . Potom
£ (x) =0, tedy qu{x) = 0 pro viechna n a

Isn(xJ ] = |pn(x) - qn(X) | = pn(X) = pm_l(x) = I 3n+l(x)E

c. CVIGENT A PROBLEMY

|16.A|

Cviteni. Bud (X, ¥ ) mé*itelnyj prostor, E e ¥ . PoloZime-1i

‘lﬁ.Bl

.‘/’E = (Fej" i Fc E} , Je (E,yE) m&Fitelny prostor. UkaZte !

Cvilent.

(a)

(b}
(c)

Bud X mno%ina, jpz{ a, X} . Zkoumejte, které funkce na X jsou
517 -m&fitelné.

Necht ¥ = exp X . Jak vypadé systém A (¥ 9

L
Volte za méritelny prostor dvojici (X, 7% (&%), kde 7 (A) urdite
podle 13.F. Podejte vidy charakteristiku ¢ ( &%- metitelnjch funkei.
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6.C

Cvident.

(a)

(D)

(c)

[16.1]

Necht & je borelovsky méritelns reflnd funkce (tj. @7 ((s, +o=)) je
borelovsks mnoZina pro ka’dé a € ElJ.

Bud f reélns, _?9 ~-méfitelnd funkce na X . Potom ¢= feA ( £ )
dokaZte!

Jak by bylo mo¥né modifikovet {(a) i pro funkce nabyvajic{ nekoneZnych
heodnot 7

Specidlni volbou funkce ¢/ ukaZite, fe funkce f + k, cf, | fI , 5,

% (k, c e El, p > 0) jsou .f—méfitelné, Je-11 £ S -méritelnd.

Cvicenti.

(a)

1 » ¥ -levesgueovsky méritelné mno%iny v E, .

Jsou-1i f, ¢ lebesgueovsky méfitelné funkce, nemusi byt funkce
#wf méfitelnd. UkeZte a porovnejte s 16.C.

Volme X = E

Naved. Viz 10.F.h.

-1

{b) Je-1li h prostd a méfitelnd, nemusi byt h méfitelns.

UkaZte!l

Névod. UvaZujte funkci £ =z 10.F.d4 & defipujte
f{x) pro x € M

h{x) =
1+f{x) pro x € {0,1> -M ,
//h(x -~ 1} +), Je-11 x - 1le M ,
h(x) =
hix - 1)- 1, je-1i x-1le £0Q,1> -M .
16.E| Cvident.
(a) Necht f je kone&nd ¥ -msritelnd funkce ma X . Pro t e El poloZte
v = { xex;t0 21}

a ukaite, Ze

(1) s £t =B(s) < B(1),

2y U Bey =3 . ™ By =0

tEE, iﬁEi
(3) /) B(u) = is) pro Vs 5 €b,
trs
(vyuzili jste vibec predpoklad . e 1 (F ) 7 )
{b) Nechi '{B(t)} je systém podmnoZin mnofiny X majici vlestnosti

t € E

1
(13,(2),{3). Potom existuje prdvé jedna funkce f na X takovd, Ze
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H

16.F

B(t) = {xeX; £{x) ét} pro ketdé t ¢ Ey .
Je f koneind 7 Je f ¥ -métitelnd? Dokaite!

Ndvod. Poloite f{x) = inf{ t; % € B(t)} .

Cvifeni. Bud fe A ( ¥). Potom | £ € A(Y) . Dokatte !

16.G

1 +|f

Cvideni. DokuZte Luzinovu v&tu (viz 11.B), kterd uddv4 charakteristiku

16,H

lebesgueovsky m&fitelnjeh funkei v E, .

Cvitenf. Bulte (X, ¥) , (Y¥,A) dve méfitelné prostory.

16.1

Nechi fed(¥),ged (M), nix,y) = f(x).gly) pro xeX, ye I

Potow hed (¥ & M ) (viz 15.15). Dokaite !

Cvigeni. V [Re’-Pr] je celé praktikum 20 vénovéno tzv. obecné /N -~mEri-

telnosti. Podivejte se na n& !
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17. Prostory s mirou

Obsah: A. Proator s mirou.
B. Cvideni a problémy.

A. PROSTOR S MIROU

|17.l|

Definice. Trojieci (X, f,(tl. ) nazveme prostorem s mirou, jestliZe

17.2

B

(1) (X, ¥ ) je métitelny prostor,
(2) (U. je dplnd mira na s .

Symholem &% ((u. ) oznafme systém vdech 4 -pulovych mno¥in, tj.

?Z((a)={AcX;A€5P .,(a.A=0}.
Zie jmé systém 78((“) je W-i@eél (viz 13.21).

Pozndmky .

(4)

(B)

(c)

|17.3|

Ne jdlle%it&jdfm pFfikladem prostoru s mirou je trojice (X, M((u*),ru" )
(viz definice 13.22, 13.24, 13.25).

Trojice (P, M, &) v pripadé P € M 2z teorie Daniellova integrdlu
Je prostor s mirou.

Uvédomte si, Ze v tomto odstavcl se ji%Z spojujl pojmy mira - m&Ffitelné

funkce.

Definice (pojem skoro v3ude),

|17.4I

Necht V(x) Jje vjrok, tykajici se prvkd mno¥iny X .

Rekneme, %e vyrok V(x) platl skoro vBude (21 presndji A -skoro v3ude),
jestliZe mnoZina A = { x € X ; V(x) neplatl } leztv # a8 MA=0.

Priklady.

(a)

(B)

{C)

Budte f,g : X -—-Ef'. Potom "f = g skoro v3ude ", jestliZe mnoZina
{x € X ; £ix) # g(x)} je M -nulové. V tomto p:{pad¥ téz Fikéme, Ze
funkce f,g Jjsou ekvivalentni {viz déle 17.5) a pi¥eme f ~g .

Vyrokem "funkce f je skoro vBude konednd na X " rozumime, %e mnoZina
{xex ; lf(x)[ =+°°} Je M -nulova.

Rekneme-11 .lfn — £ akoro vSude" , rozumime tim, 2e existuje /4 ~nulové
mnoiina N tak, Ze fn"—-'- f na X -N.
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Véta, Vztah "f = g skoro vBude" je ekvivalence na mnoZiné€ vd3ech funkel

v X .

Dikaz. ObtiZn&j31i je pouze dikaz transitivity. Nechl tedy f ~ g, g ~ h .

Potonm ze vztahu

{x; £{x) # h(x) } c { x; £(x) # glx) } v { x; &(x) # h(x)}

a z uplnosti miry C(L plyne tvrzeni.

-17.6 vata. Necht feA(#), g~ . Potom g A(¥ ) .

Dikaz.

I17.7|

Oznadme A ={ x € X; fx) # g(x)} 8 zvolme c:EE1 . Potom

{xe X g(x}>0}={xeA; g(x))c}U{xeX-A; g(x)}c}=

i

{xGA;g(x)>c}U{x€X-A; £f((x) > C} =
{xEA;g(x))c}U[{x€X;f(x)>c}ﬂ(X-A)}e-’o .

Poznémka {prfe&tdte si té% 9.33). Na zAklad® pifedchoz{ vity udinime ndsle-

dujici vmluwvu. Necht £ je funkce definovand pouze skoro v3ude na X , tj.
necht existu je (« -nulovd mnofina N <€ X , na které f neni definovans.
Dodefinujeme-11 funkei f na mno¥inéd N , bude &i nebude dodefinovans
funkce % -m&fitelnd, nezdvisle na tom, jekym zplscbem f dodefinujeme .
Presn&ji, necht F,, F, jsou funkce na X , F,/X~N = F,/X-N = f .

Je-1i Fy €A (#), je 1 FyelA(F) (vysvétiete!).

Rixe jme tedy, %e funkce f , definované pouze skoro vdude na X , Je

¥ -m&titelnd, jestliZe libovolnym zplsobem dodefinovend funkce f na ce-
1ém X Je ¥ -m&titelns.

B. CVICENT A TROBLEMY

Il'T.AI

CviZenf. Bud (X, ¥ v A ) prostor s mirou, E € ¥ . Poloite

|l7.Bl

TERIFCEAN reB] , Mg- &Y
a ukaite, Ze (E, YE, (llE ) je pfoator s mirou.

Cvideni.

(a)
{b)
(c)
(d)
(e)

Dokazujte ndsledujici{ tvrzeni:

£, —f sk.vd.,, f —»g sk.vE, =Df ~ g,
fn_"f sk.v8.,, & ~ f=5f . »g sk.v3.,
f,—f sk.v8., g, ~ fnqgn—;—f 8k.vE.,
f —>f sk.,vi., c€ E,==pcf —»ecf sk.vi.,

f,—=f sk.v8., §,~8 8k.v8., f ,8.1» £, & koneZné —
fn + gn--rf + g s8k.va., :
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(£)
(g)
{h)

|17.C|

£ —=f sk.vi., A cXﬁcAfn—-——,—cAf sk.v8.,
f,e A (P), £ —+f skvi. =pfe A (Y),
f,~+=f sk.vd,, £ 20 sk.vd. —pf >0 sk.v8.

Cviteni.

(a)

(b}

Il'?.DI

Nechl (X%, ¥, M) e prostor s mfrou, necht 0 <M X < +<o0 a nechi
mira A nabyvé pouze koneZn? mnoha nezdépornych hodnot. Potom existuji
po dvou disjunktn{ mno2iny Ei' Fe ¥ a refdlnd kladnd &isla BygererBy
tak, Ze

X =B U... VE UF, uB =8 , kF=0
aje-li a€¥, AcE , pax M A=0 anebo MA=ay. Doksite!

Je rozklad prostoru X 2z {(a) v ndjakém smyslu jednoznadny 7

Ndvod. Zkuste volit X nespotetnou , L4 ={A € X ; A spoletnd T
X -4 spoc‘.etné} . (u.A = Q0 pro A spoletnou, (u.A =1 pro X - A spo-

Jegorovova vita,

(1)

(2)

(3)

Bud (X, ¥, M) prostor s mirou, nechi X & + eo , Bulte £, 1
Y -méfitelné funkce na X , skoro v3ude konedné, nechi fn——f 8k, v3ude.
Potom

Ve>o JEe S tek, 2e uEKE a f=f m X-E.
Dokaite!

Ndvod. PoloZte X = { x € X; f (x) nekonverguje k f(x)} V) { x € X;
ng€kterd z hodnot f (x) , £ix) Je nakoneéné} .« ZPe jmé /J.Xo =0.

Rechl dale
Bl - xeX-X-lf(x)-f(x)I(lpro m!n} n,i €N
n { o' | "m T r .

i

1 3
zejms Bie¥ ,BlcE,

U =l
E- =X -X_  pro ka2dé 1i.
n=1 P o

Tudiz lim M Eri1 = M(X-X)) = M X . Zvolte £>0 analeznfte n(i)

D= o

-te
i __£ - ¥ - i
tak, aby (“'En(i) > (a X »1 a polo%te E =X in En(i) .

Potom E € L4 .

-
AE £ 1Z= (;(x-n}l(i)) €€, £.=Ff na X-F
(ro x« xE= [ Bly » > n() e | falx) - £0x) [< 3.
UkaZte na pifikledd, 2e predpoklad (ax £+ o je vy Jegorovové vété pod-
statny. _

Platila by Jegorovova vEta, kdybychom v;yz.mchali predpoklad dplnosti

miry. M 7
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(4) Nechi jsou splnény pbedpcklady Jegorovovy vdty, potom existuji mnoZiny
-
Bje S ek, Ze g (X - yl E, ) =0 a f =5 f na kaidé mnoiiné B,.
Doka#te !

dvod, Aplikujte Jegorovovy vEtu a naleznéte Eie e tak, aby

=4

n
1
(u.(x- glEi)‘:E e f =%f na E;.

(5) Ukakte, %e piedpoklad (ll X < +== ze {4) lze nahradit predpokladem, Ze
X mé @ -~konednou miru.

(6) Necht jsou spln¥ny predpoklady Jegorovovy vity. Bud d >0 a oznatme
Ay = {xeX [0 -ft]| 24} . Poton

lim (uAn(J'} =0, dokaite !

A

Pozndmka. Plati-li pro posloupnost funkci fn , Ze 1lim cuAn(‘r )} =0
uje k f podle mirx(u

a piBeme fn —&,- £ . Jeké tvrzeni m&feme nyni ziskat z (1) a (6) 7
(7) UkaZite, Ze vyrok " uE < £ * v Jegorovové vEt® nelze nehradit

" édE =0 ",
(8) Je-1i X cE_, (s .3 X £+ eo )}, lze volit v {1) mno%inu E otevienou.
Dokmfte !

llT.EI Sjednoceni prostord s mirou.
((a) Nechlt X je mnoZ%ine , X, € X (1 €I, kde I je libovolnd mnoiina),

U x, =X, X, "X, =2 pro 4# j. Predpoklddejme ddle, Ze
1e1 17

(Xi N

¥ c exp X a miru M na S tak, aby {X, 1Y ,(1/. ) byl prostor
8 mirou a aby mira & byla v nédjekém piirozeném vztahu k mirdm (a,' .

5’1, (“1 } Jjsou prostory s mirou. Chceme najit G -algebru

PoloZme tedy f:-{Ecx;Enxie.‘aﬂ- pro kazdé ieI}

a (uE = Z (u (B NX) pro E € L4 (jednd se o zobecndny soulet,
je 1 ¢!

viz cviZeni 9.J).

DokaZte, Ze i je @ -algebra a Cd mira na ¥ . Zkoume jte vlastnosti
miry M konednost, @& -kone&nost, udplnost) , pfipadn& v zdvislosti na
vlastnostech m&r (“;‘ a na mchutnosti mnoZfiny I .

(b} Porovnejte téZ se cvidenim 13.X.a.
(¢} Necht I Jje mnoZinm prirozenych &isel, zkuste té% poloZit

iz L

le I 2

bl

(E ﬂxi Je
(d) Pokuste se odstranit predpoklad 4y Nx =8 .
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VII, LEBESGUEUV INTEGRA AL

18. Teorie integrédlu {(na zdkladé miry)

Obsah: A. Zdxladni prostor (ézu ) Jr £ d(u ).
B. Aplikace Daniellovy metody. X
C. Teorie integrdlu na zdklad® miry.
D. Cvileni a problémy. '

A. ZAKLADNT PROSTOR (&u / £am)
X N

V celé kapitole 18 pfedpoklédejme, 3e Jje ddn prostor s mirou (X, b4 ,(AL Yo
Zopakujte si jeho zdkladni{ vlastnosti, jakofto i vlastnosti J’-méfitelnych
froked.

IlB.ll Definice. Pro libovolnou numerickou funkci £ na X oznaéme

N(E) = {xex;f(x) #o} *)

Déle oznaime symbolem é%*‘ mnoZinu v3ech jednoduchyjch funkei na X (viz
16.10)}, pro n&% N(f) ¢ + @ (podle 16.7 je N(f)e & pro kaZdou
Y -mS8#itelnou funkei £ ).

n
Je-1i tedy f = z 0(1 y {kde di £0, Bie‘f Jjsou po dvou
i=l i

disjunktni), potom

n
er'(a. , pravé kdyz /‘.(iul 51)<+m.

- Véta (viastnosti systému a%;..‘, ).

daou-1i f,g e .\".;u , © € E1 ¢ potom i funkce

cf, f+g, max(f,g) , min(f,g) , |£|, ¢%, £, t.g

le%fi v systému é;m .

Dikaz. Provedte sami {viz té%Z 16.12).

+) Neplefte & nosidem funkce, ktery jsme zavedli v 8.2 a oznaZili tam Ne .
Podotykéme viek, Ze mnozi autoPfl Fikejf prdv€ mnoZind N(f) nosié
funkce f .
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|18.31 Lemma. Nechl pro funkei fe & plat{

(I.L
> 5
f = X, c, = ¢
=1 A= A By
kde A, £, <€ £, A, €Y jsou po dvou disjunktni a B,e také

{uvédomte si. . vyjddfen{ f v uvedendm tvaru neni{ jednoznaéné 1) .
Potom
n

k
L dspty - ‘; As Bs -

i=1

Dikez. Predpoklédejme, %e f{X) = { dl""’dp}' (a &isla d; Jsou pe
dvou rézng), B, = { X € X; £{x) = di} .

Potom f = ZE: d,cp a ‘mnoZfiny E, Jjsou po dvou disjunktni.
i=1 i

Uvédomte si nyni, %e neml¥e byt A, N E_# g £ A;N B, pre s #t (prot?).
TakZe

id(i(ll-ki l= i({Z a’.i{&Ai) = ZE_— A ME; .

=1 $=1 {iiA B} i1
Obdobneé
B, = d. E, .
g Ast® ijzl i
n
= E A
18.4| Definice. Pro f € J!(u , T - Ay °a, ( A € B, A€ po
dvou disjunktni) definujeme integrdl u/ f d(u funkce f pfes mnoZinu
X piledpleen X
f def.
fapu = a 6(1(“-Ai .
X
Podle predeflého lemmatu nezédvisi definice J/,f d(d. na "vyjddfeni”
funkce £ {vysvétlete !). X
18.5| Poznémky -
(A) KupFfikladu tedy chd/( = (ALA pro AEJ’ , (uA<+c-o -
X
{B) Posledni vztah nés ostatné v kapitole o Daniellové& rozdf¥eni vedl

(<)

k definici miry mnoZiny. Nezapomeﬁte ovBem, ¥¢ tam jome m&li nejdfive
definovén integrdl a teprve potom jsme zavedli pojem miry; nyni jsme
na tom presné obrdcen®, zndme miru a chceme definovat integral.

Rizni autofi pouZivaji pfi definici integrdlu z jednoduchych funkci ridzné
definice (kteréd jsou, samozfe jmé, ekvivalentn{), z nich%f ka%d4 md po strén-
ce metodickd jisté vyhody i pevyhody. Upozorndme na né.
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1.

Vyjédrenf f = 2 di e, Je jednoznatné, uvefujeme-1li "maximglni"
i=1 i

mnoZiny A, {(tj. A, € S po dvou disjunktnt, ﬂ’i # d’J. pro
i# j ). Pak ovSem miZeme definovat

n
ff d{u. = 2121 di (u A, a nemusime se storat . korektnost definice

2.

3.

{viz 18.3, pii jeho% didkazu jsme tuteo definicl pou2ili). PFijmeme-1li
tuto definici, dd4 ndm potom trochu wvice préce dokdzat linearitu integrd-
lu (viz 18.6).

n

Pri vy jddient f = Z 0(1 Cu ge nemusi poZadovat, aby mno¥iny Ai
i=1 1

byly po dvou disjunkinf. M&Zfeme opét stejné definovat integrdl, musime
n

dét ovdem pozor, aby soulet 2 %i(aAi mél smysl. Tak tomu bude
i=1

vidy v pfipadd, kdy 4 X {+eoo . Neni-li tomu tak, musime se pri de-
finici integrdlu omezit na takovd vy jddfeni{ f , kde (JLAi <+ oo
pro kaidé i .

Poznamene jme konelnd, %e se miZeme omezit pouze na pfipad £ * O .

- Véta ( vlastnosti og(a a /f d/l )
X

Sy stém -E(’u a integral / fdu mejf ndeledujic{ vlastnosti:
X

{1) f € '{u == f konelné,

(2) f,ge.&;u, a’,/(e El%“f+ﬁg€z(¢,

(3)

(4)

(%)

{6)

(7)

H

e.‘f‘,u, — |f|éz(a.

/f d((l. je koneény pro f € 'g(a. ’
X

f«a:.,?!(U~ ,EEO@\[fd(u >0,

fsgezflf :dlﬁe El __:>

Z?f( Xtf+ fg) am = d[fd(u +/6[85[“' »

X

£ € .2’(& y £,0 = /fnd(tL — 0
X

{ntkteré ze zde uvedenych vlastnosti jeou trividlni, jsou v8ak uvede-
ny kvdli aplikaci Daniellovy me tody). ‘
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Dikaz. Tvrzeni (1} - (%) jsou zbejm4.

n K
(6) Necht f = _)‘__ 8iCy - & = 2 b, cq
= i =104 05

(Aié J’ a BJ.E J vidy po dvou disjunktni).

PoloZme C‘i = Aiﬂ E‘j » FPotom G'ij ey a tyto mnoiiny jsou po dvou
{84 [ 2 3 = .

dlagunktn}. Pritom na mnoZiné Ci Je at XK £+ ﬁ g = Ma; + ﬁ bJ ;

tedy

n k '
f(ﬂf+ /Xg)d(u =§ ; ( Kay+ /bj)/bcg =
X

= 6(/‘ f d{u +ﬂ/g dl.l. (provedte podrobnd!, uvddomte si, Ze
X X

mize byt CJ =4 ).

(7) Oznadme Q = N(fy) = { x € X; £1{x) #0 } ,
K = max {fl(x); x € X } a zvolme £ » 0. PoloZime-1i

]

nz{ x € %5 £ (x) > g } , Jest F_CQ,F ,CF_,

-
ﬂ Fn=ﬁ, tud{Z /u.Fn-——'-O.
n=1

Protofe ddle

f +c f Ec + Ke < Ec. + K
n F_ GF, F, Q cpn

(nezapomente, e £, <€ naX-F  a f < Keg ), obdriime

fn=chn="‘=Q—Fn n -

0 < ffnd(q.é E(L(Q+K#Fn.
X

0dtud jiZ lehko plyne tvrzenf (jak?).

]18.7I Cvideni. UkaZte ddle, Ze platf :
(8) fe€ -gcu , T 20 (u.—akoro v3ude (viz 17.3)==?/f d(u. >0,
X

je-11i navic / £ d/( =0, je £=20 HL ~skoro v3ude,

{(9) f.,g€ ,fca. , £ =g (u—skor‘o véude-—-#:{f d/l.= 43(1(14, ,

(10) £ ,fe & ,fn/f=;> £ a — [ ra .
It € S {n(“ 4 &

0

Névod. (8) Necht f =2 ayc, , kde @y,...,m, jsou nenulové a na-
i=1 i

vzdjem rizné, Je-1i a4 £ 0, je nutnéd (uai =0 . Tedy ai(“' Ay =20
pro keidé 1 . .
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(9) Polofte G =g - f a aplikujte pledchozi.
(10) PoloZte Fo= £ - f & vyuiijte (7) z 18.6.

B, AFLIKACE DANTELLOVY METODY

Z ptedeBld vEty vidime, e dvojice .E’(a . ff d/.(.) mé v3echny vliast-
X

nosti zdkladnfho prostoru (viz 9.1). MiZeme proto aplikovat Daniellovu metodu
*

z kapitoly 9; obdriime systémy funkci 02;‘ , o{’(u a AC“_ , systém m&fitel-

nych mnofin ﬁ(u a miru (L(a . Plati o nich samozie jmé v3echny pfislubné

véty oné kapitoly.

Podstatnd je pritom ndsledujici véta.

- VEta. Predpoklddejme, %e mira (u (z trojice (X, ./,{u )} Jje( _kone&ns.

Potom
= m- =
A(“ A(y)l c“y'(”'r“/"
Dikaz, Rozd&lme ddkaz do nikolike krokd.

1. A(J’)cA(u . Bud reA (Y ). Potom existujt £, Ku
£ —=f {viz 16.13 a 18.10). Tedy fneA(u_ ( .Z(,L c A(u ) a

ted

(viz 9.42.g).

&
2. e S =H oy € .,%(R a (u.u = f Cu d[L . Tvrzeni{ je zPejmé pro
X

(ul & + oo (nebo¥ potom Cy € z{“ }. Obecn® naleznéte mno¥iny
-k

xne.?’ , MX, <+ee  tak, aby len=x a8 X ¢ X< .. .
n:

R
Potom cy Xn/cld y tudiz oy € '%‘ a

\

=n
=7

“r

= 11 ., d = 1i (M X ) M.
m{‘:mf\kn /“' m{u. n (“’

3. Lcud(uzo::%lle!f ,(a,ll=0- Naleznéme

R - £

£, € 2’(“ y £, ® ¢y tak, aby ffnd(a £
X
)

= [

a poloZme

M= { x € X3 fn(x} 2
Potom unedp {nebol %“RC A (-V ¥}, Me Mn a podle pledeslého
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. Tim jsme ukdzali, Ze

< 12

{*an fcund(uﬁ /fnd(a. £
X
MCQl “n ? /L(len)z
mir_y(u. .

4, A/L c A (Y. Bl re A(u . Naleznéme posloupnost funkei

0 ., Staéi nyni vyuZit dplnosti

£ e Z{u tak, aby £ —=f (u(a -skoro viude {viz cvidenf 9.D).

Podle prededlého pak fn—--f (u-skoro viude a podle 17.B.g je
frelA (¥),

5. M = & . Plyne inped z (1) a (4).

6. (df = f . Plyne z (2) a (5).

I18.9I Pozndmke. V pripadé, Ze mira (u. neni @~ -kone&nd, tvrzeni predchozi vé-
ty nepleti. Vime totiZ, Z%e za predpokladu P € ¥  mé cely prostor
@ -xonednou miru (viz 9.60). Tato situace je zplsobena mncha pii¢inami -
moZnd trochu uzkou definic{ m&fitelného prostoru (pfedpoklad X € ¥ ),
a tudiz i definici J -méiitelnych funkci, moind ne prdévé ne jleps{ (k to-
mu U¥elu) definici m8fFitelnych funkei podle Daniella - oviem hlavn{
"zdsluhu" ne tom maji definice, pfi nichZ ge poufivé "spofetného" limitni-
ho pfechodu. Trochu lépe & konkréinéji fedeno - kup¥ikladu pfi definici
systému X" jeme pouZivali posloupnosti funkci ze systému & , takie
funkce ze systému & ‘nebyly "pf?Iiié vzddlend" od funkci ze & . Tato
skute&nost neni na zdvadu, pracujeme-1l1 t¥ebas v metrickych prostorech;
ov8em jiZ v obecnéjiich prostorech (tzv. topologickjech) nen{ napfikled kaX-
dd4 polospojitd funkce limitou monotonni poaloupnosti spojitych funkci. Tam
musime pracovat, zhrube redenc, 8 tzv. zobecnénymil posloupnostmi (viz cvi-
feni 1.K.b).

RovnéZ tak pri definici systému méfitelnych funkci A jeme se nepFilis
"daleko” vzdélili od funkei z & . Ti{m ném prévé vy3la @ -konednost
miry .

O obecné jdich teoriich (Hadonlv integrdl, integrédl ve smyslu Bourbakiho
aj.}, Jakof 1 o odstranéni vS8ech tdchto "nedostatkd" , pojedndme viak al
v II.dilu. Podotknéme je5t& na z&vér, Ze uvatovédni pouze O -konelnych
nér neni na druhé strané tak pFf{1id velkym omezenim.

C. TEORIE INTEGRALU NA ZAKLADE MIRY

Prozatim médme definovdn integral f by d(u pouze pro funkce ze systému
X

Za‘ . Vcelku Jednoduchym a prirozenym zplsobem (bez pouZitf Daniellovy metody,
JjejiZ znalost v tomto odstavei nepiedpokldddme) rozdifime definici integrélu
i na mnohem #ir#{ syatém funkci. Budeme postupovat zhrubs takto:
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(1) je-11 £ 20 Y -p&ritelns funkce, nalezneme posloupnost funked fncz(a.
tak, aby fn/f (musime ov3em prodiskutovat otdzku, zds vibec takovd
posloupnost existuje a kolik jich md&Ze byt) a definujeme

== a0

/ f d(u. = lim '/fnd{" {a opét prozkoumdme otdzku korektnosti definice),
“ ‘

(2) je-li f= A f) libovolnd, definujeme ff d(a = \/‘f+d(u */ f-d/l,
X X A
mé-1i rozdil integrdll ne prevé atrané smysl.

Nejd¥ive si v3ak je¥t& odvodme nékterd potfebnd tvrzeni.

f6.10] Lemma. Nechi M Je @-konetnd. Je-li fre A ( ¥y, £20, potom
existuje posloupnost funkci £ € .Z(a » £ X 0 8 viastnost{ fn/f .

Dikez. Podivejte se na dlkaz véty 16,13. Tam jsme sestrojili posloupnost Jjednodu-
chych funkci {En} tak, Ze sn/f . PiSeme-1i jeltd

oy
X = nL;}l Xn , kde xneb’ ,(uxn <+o0 , X, € ch‘. «.. { @ ~xone&nost mi-

Ty (,{ !} & polofime-1i fn =8 Cy mé posloupnost {ffn} poZadované
viastnosti. ‘ B

[iﬁ.lll Pozndmka. V prede3lém lemmatu stafilc predpoklédat, Ze mnoZina N(f) =
= {xex £x # o} mé & -konetnou mfru. Dokefte! Lze vyslovit téZ
—» [, potom mnoZina N(f) m&

obrécenou v&tu - jsou-1i f_e€ an ,

n
o
% -kone&nou miru. Sta&{f si totiZ uvddomit, %e N(f) ¢ Ul N(fn).
n=

[8:12] Lemma. Budte f ,g € .E'(u W £, /€, 8, /f . Potom

lim fnd Ca :n]i:-lo/‘gnd (.L .
X X

N= e

Dikaz (porovne jte s dbikezem (b) v 9.7). Zvolme m& N a pro keaidé n poloZime

h, = min(fn,gm). Potom h € 22“ ’ hn/'min(f,gm) = fm a

/hn d{u./\/gmddu (viz 18.7). Ale h £ £, ¢ili lim/h d (u < lim/fnd(ll
X X ' X X

{limity existujf! proé?). Tim jeme ukdzall, %e pro kaZdé m jest
/gmd# ﬁlm/fnd , 8111 1 lim/gmdtaélim/fnd .
X ot ; e
Obdobné se dokdZe obrédcend nercvnost.
8.13| Definice. Oznalme
>
Z,
‘u
*
apro fe .E'(a pocloime

={ £5 £20, existwyf £ e Xy, £/t }
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def'.
fa = 11 f d
[ree = ue [rap
X X

kde {fn} Jje posloupnost funkei ze sz 8 vlastnosti fn/f’ .

Poznamene jme, Ze
{1) 1lim /fndcd vidy existuje (proé&?),
X

{ii) definice / £ d(u nezdvis{ na volb& posloupnosti {fn} (podle
18.12), %

{iii) pro f & zcu , £ 20 neni "novd" definice f £ d/l. ve sporu
X

s "pivodni” definici / £ d(u (vysvétlete a dokaZte ! ~ op&t pouij-

X
te 18.12 a vyuZijte poznatku,ie f,f,f,.../f; mifete téZ pouiit

8.7 - {10) ).
Ddle definujme systém a&,’* (/l )

def.
e .(“((a ) > tt e ,?:’(; s rozdfl f £fa - /de mé smysi.
' X

‘ X
Pro fe o{*((l. ) poloime

f def./ . /' .
f dcl(. == fa - fa
X : X (a X (L
*
{ukaZte, %e pro f€ .E(u, nen{ tato definice ve sporu).
Déle oznadme
R
LM
K
£ (M)

{fef(ﬂ);/fdﬂ}—m},
X

{fe.s(*((u); l £ap <re},

x“((u.)n,,{l‘((u).

i

X (p
Funkcim ze systému & (CO( ) Pikejme (lebesgueovsky) integravatelné, tfslu

ff d d.( pak sbstraktni (Lebesgueilv) integrdl funkce f .
X

IlB. 14 | Pozndmky -

(A) Zrejmd .Z(; cA (¥ , af((u- ye d (¥, Vysvitlete !

(B) Je-li mira M @ -koneéng, plati podle 18.10 implikace £ 20 ,
fre dA(Y) =?fexn((a) (dokonce fe.E(}; LI
DokeZte !

(C) Bud f 2 0 . Uvddomte si, e potom f €& P‘L } za téchto dvou pifedpokia-
dad:
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(1) existuje posloupnost f & o'l;u , £ A ¢ ,

{1i) posloupnost &isel { / fnd/u.} je shora omezend.

UkaZte ! X

(D} Uv&domte si, Ze
feX (u )= £, fred (),
co? neni nic jiného, ne% pfepsand definice systému ((u )

+
(E) Je-1i miracll. @ -koneénd & Be S , potom cg € .E’(“ a

&u.Bz Jch/_

L -]
Nechti X = nL! X, » kde X, € XC ..., xne_:«' ,(u.xn<+e-o .

Potom c e c € Z a /c d = (X B).
Bnx < 8 ‘Bnx ® “u / BAx SH M M

Odtud plyne, Ze cp € vg(a a

\/ch(u'—-lim‘/ cBand(a=1im(a(Ban)=(uB.
X X
(F}) Nyni, obdobné jake v kapitole o Daniellové roz#ifeni, lze odvodit Fadu vét

o systémech & ((u, 1, x’*((a } & o integrélu f f d'(u. . Dikazy nebu-

deme provdd&t vEt3inou podrobné, pouze naznaé:(me m,yélenku.' Nékdy se téZ
odvoldme na obdobné dlkazy z kapitoly 9.

(G) Pro jednoduchost v dal&im pfedpoklddejme, 3e mira &« 'je ( -konelnd. Lepsi
Etend¥ si mdZe rozmyslet, které vEty platf i bez tohote predpokladu.

ke.15] veta. Bud feA(Sf), gelipu), 02 g, Poton fed (M)
a ‘[fd(u ﬁfgd(a . | " )
X

Dikaz. Budte g €y . g:n/g , £, Jjednoduché, S
PoloZme hh = min (fn,gn) . Zfe jmd hn jsou Jjednoduché a ze vziahu
N(h ) € N{g) plyne, e h € ‘gc"‘ ‘. Pritom h /£, h, €g, . Tedy

lim / hnd(u £ lim/gnd(a , odkud ji%f plyne tvrzeni.
X X

* ' '
- V&ta. Bud fe.i.’((u),gmf. Potom gE[(/-C) a
ff d(u. =f gd(u. (épecié.lné: Je-11 feaf'((u) y Je 1 ged’((a.)).
X X
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Dikaz. Necht zprvu f 2 0 , 8 * 0 . Sestrojme posloupnosti {anl N {@'n} Jjed-
noduchyen funkef jako v 16.13 tek, aby 8 #f , @, ~& . Zrejumé
s, ~ G (nebol f£(x) = g(x) =35 (x) = @ (x)). MiZeme hned predpo-
klddat, te s, (a‘ne .Q(’a (viz dﬁkaz 18.10). Potom oviem g €Fu

/sndﬁu =/@‘nd(u (viz 18.17) =& tudiZ i ff d(u = /gd(a
X X X X

Jsou-1i f,g libovolné, potom f A g, £/v g~ & aplikujeme pravd
dokdzané,

R K *
18.17| Umluva. Predtéte sl nyni umluvu 9.33, v ni% ¥, £ X%, £ A

K #
nahradite symboly o ((U Y, -L’ ( y, & ), £%¢ )y, A ().
Viz té% pozndmku 17,7, (“ /l /“

fis.18] veta. Bul re (&), c €E, . Poton cfe J!"((a) 8
/cf d(u. = c/f d(u (specidlnd : cf e.{((u. ), jestlife fe M %ﬂ-)).
X X

Didkaz. Provedte podrobnd samil

fie19] veta. Plats nésledujtes implikace:

< ‘
fe K4 ((ll ) == f {+oo skaro viude,

fe€ k'n((u. ) = f > -oo skoro v3ude,
t e cf(/a ) = [ Xonetnd skoro vaude.

Dikaz. Bud fe.&'“(tu) a oznadme Bz{xex;f(x) =+=n}

Zvolme dfle ne N . Potom Beé ¥ (viz 16.7), 0 £ ncg € £* . Z predpo-
kladd plyne, %e £~ ex"((a ), tudiZ 4 ncBe.{((u) podle 18.15 a

Oﬁzncad(ﬂ. = n;‘/'cad(u £Jf+dﬂ .

Takze -J[cs dp =0, &il1 podle 18.14.E je M B =0 .

Ostatnf dokaZte jiZ sami.

[18.20] v&ta. Budte f£,g el (M) ,h=f+¢g n definujme v bodech, kde
soudet f+g nemd smysl, zcela libovolne). Potom

he-'f(ca)aiéhdcu=£fdcu+fgd(u
. X

(miZate ai tdZ predfiat poznémku 9,32).

Dikaz. Budte zprvu £ 20 , g > 0 . Nalezndme s,

"'.,‘/'s + Potom ‘n'+ G’nez(u . sn+A0'n/h .

n

@'nek('u tak; aby s 7t
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/(sn + @’n) d/l. = / snd At /@'nd(u s+ odtud snadno plyne tvrzent .
X X .

" Budte nynt f£,g26& & ‘a} libovolné. Potom f+,f-,g+,g-e & { ),

2111 podle pfedchoztho jest f' + g' €¥(4 ). 2fejmd (£+g) €A (:”)
fodlvodnite porddnd!, pouZijte 18.19, 17.7a 16.8)y, O£ h =£f + g |,
odkud podle 18,15 plyne, %e h'e & (4 ). Obdobnd h e ((u) .

PouZitim rovnosti

£t o g+ +h =f +g + n*

(ovitte!) dostévdme opét podle prvni ¥dsti ddkezu, Ze

{f"dﬂ. +{g+d/(. +[h'd(u =:‘/f-d/1. +‘{g"d(a +‘[h+d(a,,

prifem? videchny tyto integrdly jsou kone®né. Nyni jif! lehko dlkaz dokon-
tite. :

-18.21 Véia. Nédsledujici podminky jsou ekvivalentni :

Dikaz.

- *
18.22] V&ta, Necht f e & (&), £

Dlkaz.

(a) fe & (M),
(b) 7, f—ﬁaf((“ ),
(e) [fled(a), red( ).

V ka%dém z téchto pP{ipadd potom

[ o

(a)d==y{b} podle definice {(viz 18.14.D).

£ ‘zlfld(u .

+ £,
Tele|, 0

{b)==(c) podle 18.20 pomoci vztahu |¢£] = £t
£ f

LY

Fy
%

N

(c)==5(b) podle 18.15 pomoci nerovnost{ 0

| £} .

Ddle
‘x/fd(u. = [f*d(u-'{f'd{a ‘E:{fq'd/c‘f.‘{f'd/{. =

[lfld{u .

g

0" sk.v3ude. Potom / by dtu 20,
X

Polotme F = f.cy p, kde B ={ x € X £(x) < o} . Potom Fave,

F 20, Nynf stadf pouZft 18.16 a uv¥domit 8i, Ze

{Fd#io. ) |
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Shrnme nyni nékteré viastnosti systémd z((w) af""(cw) .

.18.23| Vliastnosti & (4.
(a) fe-f{(u.),cEEl—-evcfe.f((a.) a/cfd/d,=cJﬂfd/L,
X

X

{B) ,ge-{((a)==>f+ge-t’((u-) a

/'(f"'g)d(k /fd(u, /gd(u, .
(C) f,ged (M) =P>oaxif,g) , min(f,g) € & (M),

£ flela u,
/ VARRYS
(E) f,g e.t’((u),fég 8k.vBude -—7/f am £/g a

(F) feA(J’),geaf((l-) | £] £ g sk.vdude = fe &L u ),
(G) fe.t’((“-) == f je kone¥ni sk.viude.

(D) red () =>r", f',lflex((a) a

DAkaz. Tvrzeni (A), (B), (D), (G) jsme jiZ dokdzali.
(C) Dokaite e=mi pomoci (A), {B) a (D) (viz tfeba 9.3 ¢ ).
(B) Polo¥ime-11{ h =g - f , je he -{( *) a

fhd(u /gd(u. /.fd(lL.Staéiukézat Ze fhd/i
X

Ale h 20 sk.véude (zdﬁvodnéte podrobnd!), & stad{ pouZit 18.22.

(F) Poufijte 18.15, 18.16 a 18.21.

hs.24 Viastrost: £"( &) |
* *
(A) fei((u)__,ccE_l==-Pcfe-l’((u) a/cfd_ =c/fd(u
X

(B) f,g;_.ﬁ.’*g(a ) , necht mé smysl soulet /f d(u + /g dé‘%sk.véude
md smyal aculet f+g ,

f+gcf((ll) /(f+g)d(a. /fd(a /.gdf“'

© ted () - Lipu 1=, el
a8 ff"d =/r’d = +eo
X /‘ X (u
x
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Ddkaz.

I18.25|

{4) Viz 18.18,

N +
(B) Provedte opetrné podle dfikazu 18.20. (nejdfive pro f,ge8, , poté
R .
tfeba pro f,z € 2 ({a ).

”*
{C) Tvrzenf je viastné definici systému o ((“ ).
(D) DokaZte sami.

Véta (Levi).

Ddkaz.

4 R _
(a) £, € & ((u),fn/'f => red (u) a

'{fnd(u“*‘"x/fd/a' '

X
(0) € LUy, £, \f = re u) =
/fnd('d- —"/fd{i .
X X

Neehi zprvu I, >0 pro kaidé n . Naleznéme ﬁo’aloupnosti funked

-

{SE} c & tak, aby g:/fn,k—-+-o ,'prokaidé n€&€N
k=1

(U.

a poloZime

hn=max{ gi;léién,lfjén.} .

Zfe jmé h, e .2’(“ a posloupnost hn} konverguje monotonné nahoru.

Oznadme h = limh , tedy he 27 Ze vztshu h, € fn plyne, Ze
>

h £ £ . N druhé strend v8ak h, > gf pro k >n, &ili i h = £, pro

ke¥dé n. Tim jsme ukdzali, %e f = h & iz’}: a zbytek tvrzeni plyne
z nerovnosti h_ € f €f , nebot potom

\{hd(u ={fd(u=1im‘[nnd(u élim{fnd{ué ‘[fd(“. .

R .
Jsou-11 nyni £ € K4 ((ll ) , mifeme pFedpoklddat, Ze fn > =~ o= yiude
pro kafdé n (vysvétlete !, viz 1B.19) a poloZme F_ = L, * (fl)_ .

n
R
Zie jmé (fl)‘ix'((a R Fne&'((‘-‘ I /Fnd(ll» =
X

=f £ p +/(f1) d(u JF_*0, F_/Sr+ (:1)' .
x X
- 4
Podle prvni ¢dsti dikezu jest pak f +(f) e.f((u) a

- [
/Fnd/l- /.,/ (£+ (£)7)d 4 . Zbytek jiZ dokonifte lehko -5ami.
X .
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|18 .26| V&ta (Lebesgue).

Neechl f e A ( S, £f,~>f sk.v3ude, necht existuje funkce g € .¢ (M)
tak, 2%e nerovnost I fn(x)l £ g(x) je spln¥na pro vdechna n ¢ N a sk.

vBechna x € X . Potom
ref (u) a /fndcu.-—-'ff au
X X
Dikaz. Provedte sami podle ddkazu v&ty 9,36.

18.27| CviZen{. Vyslovte a doksZte Lebesgueovu i Leviho vétu pro #ady funkef,
obdobné jeko v 9,39 a 9,40.

18.28] V&ta. Nechl fe-f([u.),féo, ffd{u =0 . Potom f£Ar 0 .
x

Ddkaz. Pro n € N poloZme E ={ xa& X ; £(x) 2 %} . Stalfl ukézat, Ze kaZdé

o

mnoZina E_ Je nulovd, nebot { x€ X; £lx) > O} - U E, . Ale
n=1

zie jmé EnEJ’ (pro&?) =a

(“'En= ‘{cEnd(u é{nfd(l. =0 .

V dallim je31¥& zavedeme integral pro funkce, které jsou ‘definovdny pouze
na jistych méritelnych podmnozindch mnoZiny X . Pfipomenme, Ze stéle vy-
.chdzfme z prostoru s mfrou (X , J ,(ll }, kde /.1 je @ -xonelnd mira.

|18.29| Lemma. Bud ¢ ep £1 (kxde L) mi%fe znamenat kterykoliv ze systémd & ((U- ),
.f“((u ), & ((d. ), -f”((u- )y, ACY), nech{ Me Y . Potom

i’cniﬂ. .

Dikaz. V ka?dém pripads je fe €A (F) (viz 16.§). Je-1i fe€ L{A ) , vyplyvé
tvrzeni z nerovnosti O £ lcufl € |f1 e z vét 18,21 , 18.15. Tvrzeni je
téZ sprévné pro f€ Z;;_ {oddvodn&te! ), dals{ pak vyplyvé jiZ z rov-

— + -
nosti f"u = fc“ -fc! .

8.30] Definice. Bud M e , £ funkce definovand na mnoZin& M .
PoloZme

f(x) pro x N,

f(x) =
O pro x€X -M.,

-]
Nechf J1 =zpemend kterykoliv ze syetdmd (A& é.’*(‘/l- ), & (M),
a?”( & ), A(Y ). Definujme systém funkcf ﬂl vztahem

,.ﬂl = { £f; £ definovand na M, T e .ﬂ.} .
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*
Je-11 fccl."u((l-‘ ) , definujme ddle integrgl funkce f pfes mnoZinu M
rovnosti .

ff au =fi‘ ap .

M X

EB. 31| Pozndmky,

(A) V cviZenf 17.A jsme ukdzall, Ze trojice (M, S’u, My) Je (v pifpads
xe V) prostorem s mirou.

UkaZte, Ze

A(S)=A (9) | £(m) &, () £ (u,)= Ly (@)

‘l/;fd(u” ‘-“{fd{.t

P

pro f& -f'u( &) - Komentujte! (UvSdomte si, %e Jji% na ka%ddm prostoru
8 mirou je automaticky podle 18.13 definovén integrdl !).

(B) Nechti re.f*((u ) . Potom f/M € X% ({u.)
o | 'S
ff/ld(u=ffcud/l-'.
M X

DokaZte pomoci 18.29 !

(C) Pfetéte si pozndmku (B} z 9.53 a promyslete ji !

[18.32] veta.Bud £e Ny ,Ncu,Nes . Potom fefly (korektndji

£/N € -n-N) , kde [l mO3e cpét znamenst kterykoliv ze systdémd

L), A ().

Dikaz. Dokatte sami (viz tPfeba snalogickou vitu 9.54).

V&ta. Vyslovte a dokafte (podrobn&!) véty analogickd vétém z odetavce
9.56 (kde pochopitelnd misto Ay,f pileme ff d(u , misto £ pak
¥ (#) ata.). M

D. CVICENT A PROBLEMY .
———

V deldim vidy pledpoklédddme, Ze (X, Y ,(“-) je prostor se O -kone&nou
mirou. :
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[]-.B.AI CviZeni. UkaZite, Ze Daniellova metoda popsand v cdstavel (B} a metoda
z (C) daji "tytéi" eystémy integrovatelnyjeh funkef i tentyZ integré-l.
(Formulujte lépe a pfesné ji!).

[e-5] cviteni. Bud re #R( ). Potom existujt £ €& (p) tak, Ze
f‘n/ £ . DokazZte ! .

Névod. Existuji f£,€X, tok, % £ /£, Potom f_-£ f¢.

. *
18.C| Cviéeni. Bud f Gcf((u). Potom

fe -f“(ﬁ‘)cn—-)f‘ex (A ).

DokaXte!

18.D| CvizZeni. Necht X je mnoZina pfirozenych &isel, = exp X , MAA= podet

prvkd mno¥iny A € X . Podejte charakteristiku systémi & (/-L ),

*
4 ((u, ) 1 Cemu je roven integral ff d(&‘- 7
£

18.E| CviZenf. Nechi (X, ¥ ,(u) je prostor se & -kone&nou mirou, nechi mira

géijé pouze hodnot O anebo + == . (Je to vibec moZné?) Charakteri-

H
sujte & ((“—), -(*i(u), /f d(a. !

E

B.F] Cvidenf. Necht (X, ¥ ,(a ) je prostor s mirou jako ve evi&eni 17.C.

Charakterisujte systém A (¥ ) a integrél /f d/l !
' X

18.G] Cviteni. Necht (X, .V,(u ) Jje prostor s mirou, #4 X < + * a necht f

Jje Iy -méfitelnd, nezdpornd & omezend funkce na X ., Bud

M > aup { £f{x) ; x € X } pPirozend. Ukaite, Ze
nif

1+1
/fd(u.zlim Z %/A{ xex;%if(x)«( - }

ol L] i=0
X

Pomoci{ tohoto vztahu lze téZ definovat integrél. Pokuste se o to!
{Takto plvodné deflnoval integrsl H. Lebesgue).)

8.H| Cviden{., Bud f nezdpornd, & -méFitelnd funkce nsa  X. UkaZte, %e

/fdla =sup.{ ;/A E, - inf{f(x); erk}} '

X
kde supremem se bere pres vdechny syatémy koneénych t¥{d po dvou disjunkt-

n
nich mno%in E, . € J’ 8 vlastnosti U Ek =X .
: . k=1

k

I pomoci tohoto vztahu lze zavést abstrakini integradl.
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18,1

Cvitent, Necht EeY, fe&(u ) anechi a,beE, jsou takovs,

8.4

Y¢e a £ f{x) £b pro sk.v3. x € X . Potom

auE < fdu b UuE.
pre [rop cop

DokaZte !

£

Cviteni. Nechi /.LX <+en , felA(¥) . Potom ---—-]—T-Gat’ ((l(, ).
. l+]|Ff

UkaZte! Je predpoklad kone&nosti miry celdho prostoru podstatnj 3

!lB.L[

" .
Cvieni. Bud f e X ((ﬂ ) , £ 20 /l. -s8k.v3, Potom funkce (uf ,

Ho b = fd pro Ae ¥
¢ Af s

je mira na ¥ . Dokatte ! Kdy bude mira (a‘g koneénd? Zkoumejte, za
jakych podmfnek na f,g bude My = M, ns L

Cvitent. Necht R c & je okruh, necht & (R ) =¥ . Je-1i

18.M

te ¥ ((a }  takowvd i"unkce, Ze /f dzu. = 0 pro ka¥dou mno%inu E€ 2
£

potom f~+ 0 . Dokazte !

Cvidenf, Bud fe ¥ ((“ }, £ 20 . Poton

v

\!fdﬁu’ —fﬂup{{fd{u; Aif, [LA(*-“} .

*
Dokafte! Je tvrzeni pravdivé i pro fed (& )7
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19, Specidlni prostory B mirou

Cbsah: A. Integrély v E

n
B, Fubiniova vEta pro scufin mér.

C. Cviieni a problémy.

A. INTEGRALY V E
L

—

Tak jako jsme v kapitole o Daniellové rozdifeni, kromé& vét platnych pro
abstraktini teorii, uvedli fadu tvrzeni pro specidlni tecrie, tak i nyni lze
konkrétni velbou prostord s mirou odvodit je jich dalsi specifické vlastnosti.
Prevédind Z4st t&chto v&t méd stejné dikezy jake pFisludné véty v kapitoldch
10 - 12, uvedeme Jje zde proto bez dlkezu. Radim-étenéfi, aby s8i je vdechny pro-
vedl podrobné& edm.

19.1] Lebesguelv integrdl v EL‘

Zde volime X = El ’ S = systém 7)!1 " vavch lebesgueovsky méfitelnych

mnoin v E; , M = Lebesgueova mira A 1 ha systému ml tak, jak '
Jeme Ji zavedll v kapitole 14.

Doka¥fte saml ndsledujici véty:

(A} Vzteh Riemannova a Lebesgueova integrdlu (véta 10,13, k ni si oviem pre-
stéte té¥ odstavec 10.12). ‘

{B) Vztah Newtonova a Lebesgueova i-r;tegrélu pro spojité funkce (viz 10.16
spolu s 10.14, 10,15, 10.17, 10.18).

19.2} Lebesguelv integrdl v En'

Op&t volte X =E_, s = mn v A= y | n {(viz odstavec (C) v kapito-
le 14) & rozmyslete sl nésledujici vity.

(A) Vztah Riemannova a Lebesgueova integrdlu.

(B) Fubiniova véta (viz 11.6 - jeji ddkaz provedte bud pfimo, anebo raddji
aZ podle véty 19.8 v dal3im odstavei s pouZitim cvifeni 15.0.D),

(C) Véty 11.8 a 11.9 o mite grafu funkce a geometrickém vyznamn integrélu,
(D) Véta o aubd.iiuci pro Lebesguedv integrél (viz 11.12),

B

19.3| Lebesgue . Stieltjesdv integrdl v E,.

Necht }4 je neklesajici funkce v E, . Volte X =E, , _50 x ﬂ’ a

C“, = 17 (viz 15.1). Podivejte @e na: o
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(A) Vzteh LS-integrélu a RS-integralu pro spojité funkce (véta 12.2.E).
(B) Poznémku 12.3 .

8. FUBINIOVA VETA PrRO SOoUBIN MER

Zopakujte sl partii o zavedeni soulinu mér (odstavce 15.8 - 15.18). Pro
pfenlednost zde uvedeme pouze ne jdhleZits j§{ vysledky.

Vychdzime ze dvou prostort s mirou (X, ¥ v M) Y, A, V), kde # =
¥ Jeou @'A-l,_:_qneéné Gplné miry na O -okruzich Y a A , Sesatrojime
G -okrun Y@ M v XXY audplnou & -kone¥nou miru (a & ¥ na ném tak,
%e plati

AEJ’,BGJQ==>(‘L6V (hxB) = MA . VB .

-~ P
Vime, Ze mira (u ®Y nn YO M je touto posledni podminkou jednoznalné
uréena.

-

|19.4| Oznageni. Nechl h je funkce ne X x Y . Predpoklddejme, Ze

(1) pro '(U‘-skoro vi3echna x & X jJe h(x,.)ef*( V),

{i1) funkce H : x—u—/h(x,.) ay leZf v aystému ae*((d)
Y

(funkce H miZe byt definovéna pouze cll-sk.véude v X 1),

Potom symbolem /(f hd ))) d(d. rozumime integrdl [I-l dft a
X ¥

f(/ hd P) d(u nazyvdme dvojndgobnym integrdlem funkce h .

A

« Obdobn& definujeme /(/h d/l.) ay (s "prisiudoymi® podminkami (1) a

y |
(1i)h Nezapomente, 2e k definici t&chto dvojndsobnych integréld patff

vidy splnéni podminek (1) s (ii)!

Il9.5| Problém. V del3im nds bude zajimat otdzka, v jakém vztashu k sob& jaou
integrdly

k/(/hdy) d(u.r/(;‘/hd(u)dv , /hdﬂSy

XxY

(poslednimu integrédlu se téZ *ikd dvojni integrdl funkce h ), zda
z existence nékterého z nich plyne i existence ostatnich, pfipadné pek
Jejich rovnest.
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i - ‘ﬁ )
L_L9.6| V&ta. Necht A e . @ A . Potom piati rovnost

(uav(a)zf(/cAdv) au =/(!cad#) av . ®

£ Y

" .
Dikaz. Oznadme symbolem &  systém viech mnoZin A € Y M s pro n8% plati
rovnost & .

1. Zfejmé ?CJ/ (kde y je definovéne v 15.9)., Podrobn& oviem
vysvétliete ! .

2. Dale & c X (kde & je okruh generovany systémem y ) . K tomu
viz vétu 15.13.

3. DAdle sami ukaZte {(pouZitim Leviho véty), Ze plati:

(8) A ChyCAyC..., h € X = nLgl AneJ( ,

(b) AyD K32 A3D weny A e%=’?Ql s eX

((b} dokeaZte nejdiive v pripad®, kdy miry (u , V¥ jsou koneé&né
a teprve potom vyufijte @ -konelnost).

4. 2 (2) a (3) lehko odvodite, 2¢ ¥ ® K c X (viz oznadeni v 15,15 a
cvideni 13.C.g).

5. Bud konend Aebpé.ﬁ( . Tedy A= U N, kde Ge.‘fQJﬁa
NCE, EE€ f@ﬂ,(umy (E) = O . Déle vime, Ze

M@V (G)=x/(./ chv) ap
() o

A neni téiké dokdzat, Ze

1]

(uév (4)

J(Jwsr)se = J([or) sa

Tento dikaz jsem Umyslné psal strulng; domnivdm se,Ze Ztend?® by si jej:
mél porddnd vypracovat do v3ech detaild a prokédzat tak, ¥e¢ dobfe poro-
zumdl celé partil o abstraktnim integrdlu.

19.7} Metodickd pozndmka. Obvykle se zavad{ soulin mér aZ po vybudovédni teorie
integrdlu. A prévé rovnost @ z prede8léd v&tiy poskytd metodu pro jeho
zavedeni. Naznalme struén& my3Slenku tohoto postupu.

(a) Nejdfive se zavedou systémy. ? & a YO M .
{(b) DokéZe se ndsledujici vEta:
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: X, * /
*Pro Ae}’@ﬂ Jje funkce x—= ¥ (& ) L=chdv)
Y

*, Y
y-méfitelné na X, funkce y-—P(u(A ) (:/ ey d(u)
' X

W -méFfitelnsd na Y a plati rovnost

fv(nx'*) au = //J.(A*'y) av
X Y

(t.i.x/(/cA dy) d{uz/(;/cA d(u.) dvlf) X

Dikaz je zcela obdobny dikezu prededlé wéty.
(¢} Poloii-li sepro 4e ¥ @ M

@ A= /'VCAX’*)dCu =/(u(A*’y)dv ,
X Y

nen{ t&%ké dokdzat, ¥e & je mira na S @ M

¥
@ (€ xD) = 4cC. ¥y D pro ced, DekM
a fe &} je jednoznadnd urlena privé touto posledni podminkou,

(i) Mira « na Y@ K se pak ddle jests zuplni,

# o~
9.8] Fubiniova véta. Necht he ((d ® VYV } . Potom
(1) pro M -skoro viechna x € X Je h(x,.)e.'{*( vy,

(ii} pro funkeci H: x—'-f hix, .) d¥ plaid HE!(/L) a

Y
x\{/nd(aév =X/Hd(u,,
ti.
/hd(uév =/(/hdv) ap
XxY X Y

Cbdobn& pro "obrédcené pofadil integrovd4ni® podle (ll a ¥V .

Dikaz. Rozddlme jej opét do nékolika okrokd.

l. Vime ji? z v&ty 19.6, Ze tvrzeni plati pro pfipad, kdy funkce h
charakteristickou funkef mno¥iny ze ¥ @ M .
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(2) Z linearity integrédlu lehko zjistime, %e tvrzeni je pravdivé i pro funkce
ze gystému 2 & v . KaZdd takovéd funkce je totif linedrni kombinuc{
o)
ch-arakteristicd'ch funkci mnoZin z ¥ ® M koneiné miry.
(3) Tvrzenf je téZ sprdvné pro kaZdou funkeci h € Z‘;téu
Leviho vé&tu,

, Btati totiZ poufit

(4) Koneéné pro funkci h e-f*( (aa VY ) ziskéme twvrzeni pomoci rozkladu.
Opét dikez provedte samil

¢. CVICENT A PROBLEMY

19.A) Cviceni. Zkuste sl rozmyslet nékterd ze cvifeni ke kapitoldm 10 - 12,
ze jméns 10.D, 10.G, 12.4, 12.C, 12.D a téZ odstavce 3,4,%,6 =z [T] .

|19.B| Cvi¢eni, Vyslovte téZ Fubiniovu vétu i pro pfipad, kdy neintegrujeme pfes
”y
cely prostor XxY , ale pouze ples n® jakou mnoZinu M & f@ A . K tomu
viz tfeba piechod od véty 11.4 k vété 11,6.

15.¢] Cvienf. Nechi fe-‘ﬂ((&) , Be L (), hix,y) = £{x).gly) .

Potom hed (4 @ ¥ ) a/hd AR =/fd/4 ./gdv.
‘ y

DokaZte ! XxY X

4
19.D] CviZen{. Nechl A c X , Bc ¥ . Potom A%tA x B) =£¢'A . VB, kde
A%, ‘u.* , Y™ jsou vndj31 miry prfslusnéd mirdm & v, AV

(viz 15.9)., DokaZite ! - J
Névod. Budte A ef , B e M taxové, ze A,D4,B DB,
: *
CuAl = CU-*A R L B, = ¥ B (viz 13.38.C). Potom A x B c 4y x B,
# ¥* = Y.
a A" (axB) £ AAa xB)) = mhy. B = 4 .Y'B . Vime, %e
vnd j81 mira ax Je reguldrnf (viz 15.11, 13.S), nechl tedy je
* .
ceM(A*) ,eoaxB, AG6= A(axB). Lze predpoklddat, Ze
G C Ay x By (Jinak vezmeme mnoZinp G N (A % By) ). Nyni pomoci Fubiniovy
véty obdrifte, Ze

A*(a xB) = R*G!{L*Al. v*al=(¢"a. vw'B .

19.B| CviZent. Bud h e A ( Ya M) . Potom

ned!i‘aﬁu) , pravé kdyz /(/c"ndy)aau.
, X Y

existuje a je konedny pro kaidou mnoZinu ME f@ﬂ .
Dokakte |
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FPrehled s ymbolt

A, V3eobecné,
E{ ... mnozina redlngch &igel
Ef mnoZina redlnych &igel s piriddnim symboly +°°, - == @ ‘obvyklymi
operacemi (0 . +®@ =+ 00 , 0 =20 )
R nebo @ ...(obvykle) mnoZina raciondlnich &isel
N ... {obvykle) mnoZina piirozenych ¢&isel
{a,b> ={erl; aéxéb}... ugavreny interval _
(a,b}, resp. (a,b>», (a,b} ... otevieny, resp. polootevieny interval
f ! ¥X—Y ... zobrazeni f mnoZiny X do mnoZiny X
f : X—>E; ... redlns funkce = zobrazen{ X do E; , té% pouZivéme ndzvu
konelnéd funkce
*
£ X——s—E; ... funkce = zobrazen{ X do E; , téZ poufivéme ndzvu nume-
rickd funkce '
{v kepitolden I.-IXI. uva3ujeme vEt3dinou pouze redlné funkce, od -kapi—
toly IV mohou funkce nabyvat i nekonednych hodnot} '
fn—-f na M ... posloupnost funkcd fn konverguie k funkpﬂi 'f. .
na mnoZingd M : '
fn/f na M ... posloupnos{. funief f, konverguje monotonﬁé'nahbffu
k funkei f na mnoZing M
fn\f na M ... monotonni konvergence doll
f—=f pa M .., posloupnost funkei £ konverguje -ste jnomérn¥ k- funkci
f ng mnoZiré M :
Ei{<a,b>) .... prostor vdech spojitych funkel. na intervalu ~<'a,'b>
exp X ... systém viech podmnoZin mnofiny X N
B. Zavedené v téchio skriptech.
& (<a,b> ) - 1.1
s(f,D), s(f,D) i.1, 7.1
-y . |
(R) [f, (R)ff 1.1
a
R({&a,b> ) 1.1
(R)ff 1.1, 1.20 oo
S .
27511 P19
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A+B, A4

£t £

Y (D)

G(Ln,g)

I(D)

lim (F,A, 2 ), 1im F(x), 1_1; F
vol (£a,b>)

o (Lab))

J({a,b)), (J) /£
a
4
E(f,D) = T(£,D)
4

V ¢

a
BV( {a,b)d)
Lip({a,b))

»
f

-+ -

£, f

S’ (f,D) ’ Dr(f,D)
&

-
(RS)ff a9, (m)[ray
3

(RS)/"rdy

R’ ( {a,b))
(£,D, £ )
G, § .

¥
(%)/‘:ay, ("S)/ray

'5y ( Ca,b> ), "Sy(La,b))

4
Sg (<a)) , (S)[r ag
g, %
vol I

1.9
1.13
1.22
1.24, 1.J
l.d
1.K, 6.18
pfed 2.3
2.3
2.3
2.8
2.4
3.1

3.1

4.4

4.C

5.1
5.1
5.9
5.11

6.1

6.1
6.1, 6.13

6.1, 6.13

6,20
6.21
6.21

6.22

7.1

271571 219
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5(P)
(Z,a8)

7.1
7.3
7.4, 11.5
8.2
8.2

pted 9.1
9.1

9.4

9,10
9.14 -

9.20

9.28
9.20
9.44.
3.44

9.52 (18.30)

9.5¢
- pPed 10,1

10.12
10.12

10.12

10,12
11l.1

ii.1

11.5

12.1

12.1
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{LS)‘/pf AP, Ay

M
G u), G; ()
B,
7 (™)
@,2) 2"

!
Ay, 2%%
22,71‘;,, 7ty
7:%%, %
yn/zfzﬂll,/ﬁ'
IBN, u@Y
JSoaM, n®Y
A ()
2 ()
N(f) , %{L

£ 4
[eer
2%, £a

ko [rep

Lo, 25 £ ) £ )
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13.
13.

i3.22

13.
13.

28

45

pred 14.5,

15.
15.
5.
15.
15.

16

17.
18.

i8.

i8.

1
2
5
12, 15.17
15, 15.17

.2

1
1

4

13

«13

14.13



Re jJatidik

algebra mnoZin 2.6, 13.1
- - generovand systémem 13.4
" -algebra mno%¥in 13.1
¢dst kladnd funkce 1.13
- zépornd funkce 1.13
definice integrdlu deskriptivni 4.0
- - - - konstruktivni 4.D
determinant Jacobidv 11.11
déleni intervalu i.1, 7.1, 7.0
dimense Hausdorffovas 15.L
filtr 13.21
funkce Baireova horni, delni 1.P
- - borelovsky méfitelnd 16.3
{borelovsks)
- - definovand skoro v3ude 9.28
- — Dirichletovs 1.3
- - ekvivalentni 9.28, 17.4
- - N-ekvivalentni 13.%
- = charakteristicks _ 2.1, .25
- - (lebesgueovsky) integrovatelnd 11.1, 13.Y, 18.13
- - jednoduché 16,10 '
- - lipschitzovsk4 5.1
- - ¢ -meritelns 12.1

- - {lebesgueovsky; méfitelna
- - Y -péritelns

- - mhnoZinové

- =~ polospejitd shora, zdola
- - Riemannovea

- - riemannovsky integrovatelns

- - riemann-stielt jesovsky
integrovatelnd

- - 8 konelénou vaiiaci
- - skoro primitivnd
- - alabé asrovnatelné

- - zobecnénd primitivni
funkciondl linedrni spojity
- - zgékladnd

idedl wnoZin
& -idedl mnozin
integr4l Cauchyho

- - Den joy-Chin&indv
- - dolni (abstraktni)
- - dvo jnAsobny

- - dvojny

- - hornf (abstraktni)

9.20, 11,1, 13.Y, 16.3
16.2

13.9

10.1

1,3

1.1, 7.1

.13



integrédl horni regulérni

Lebe sguedv (=L-integrdl)
Lebesgueldv abstrekini

Lehesgue-Stielt jesdv
{=LS-integril)

Newtoniv (= N-integrgl)

Newtoniv zobecnény
(= ZN-integral)

Riemanndv {= R-integrél)
Riemanndv horni, dolni
Riemannlv pPes En

Riemann-Stielt jesdv
{= RS~integrdl)

Stieltjesily (=S-integral)
symetricky

13.X

11.1
9.14, 9.23, 18.13

12.1
3-1

4.4
1.1, 7.1, 1.25, 1.J, 1.
1.1, 7.1, 13.¥

8.4, 11.1

6.1, 6.13
6.22, 6.26
4.D

- - 1-Stieltjesdv (=1S-integrdl) 6.21

- - n-Stieltjestv (="S-integrél) 6.21

- - J-integral 4.C

- - M-integrél 6.5
iMﬂmle&mivEn 7.1
infimum 5.H
kriterium Abelovo 3.22

- - Dirichletovo 3.22
lemma Cebysevovo 9,1

~ ~ Fatouovo 9.G

- - pldi%ivé 1.8
limita zobecn&né 1.K
mira 9.44, 13.10
- - koneé&nd 13.41
- - @ -xone&ns 9.60, 13.41, 13.W
- - Lebesgueova 1i.1, 13.18, za 14.4, 14.13
- - Lebesgue-~Stieltjesova i2.1, 15.1
- =  Yyonednd-aditivni 13.11
-~ = (@ -aditivn{) na okruhu 13.11
- - regularni 14.C
- - gemi-kone&nd 13.X
- -  dplnd 13.15
- - vnBjsf 9.44, 13.16
- - vné&j3f Hausdorffova 15.5
- = vndj8i metrickd 14.1
- - vn&jéf{ reguldrni 13.36
- - vnitPni ' 13.N
- =  znaménkové 13.11
mnoiina borelovekd 13.7
- - jordan-peanovesky m&fitelnd 2.3, 7.3
- - méritelnd 9.44
- - ¥ -miFitelnd 12.1
- - M -nEritelns (podle 13.22

Caratheodoryho}

- 294



mnozina & -méPitelnd .

- - {lebesgueovsky) méfitelns
- - nulovd :
- - ¥ -nulovd

- - {0 -nulovd

- - N-nulovd
- - {lebasgueovsky) nulovd
- testovac{

norma déleni
nosi& funkce

obal linedrnit

cbjem Jordan-Feandv

- = Jordan-Peanlv dolni, hornt
- =  Stieltjeslv

cokruh mnoZin

@ -okruh mnofin

okruh mnofin generovany systémem

plocha

podminka Bolzano-Cauchyova
(= BC-podminkag

posloupnost zobecnénd
prostor méfitelny

- - s mirou

- - zdkladni

fada zobecné&nd

( A -) skoro viude
soubor usmérnény
‘souet dolni, horni
soutin kartézaky

- = mér

supremum

svaz

syatém pokryvaci

- - zékladni

usmérnéni
uspolfdddni ddstednd

varisce funkce

- - {fotélni,neuréité) funkce
- - positivni, negativni
véta Arzelova

- - DBanachova

~ = Diniho

= = Fubiniova

- = Hellycva
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16.1

9.25

6.F

13.20, 17.1
13.%

1.L

13.22

1,22
8.2

5.M
2.3, 7.3
2.4
6.E
13.1
13.1
13.4

3.13

za 3.17, 6.19, 6,23
1.K
16,1
17.1
9.1

9.J
9.28, 17.3

1.K
1.1, 6.1, 7.1

" T4

15.12
5.H

5.H, 9.3
13.28
9.1

8.6
7.5, 11.4, 11.6, 19.2, 19.8
5.0




vEta Hepfova

Jegorovcova

Jordanova {o rozkladu)
Lebesgueova

Leviho

Luzinova

0 integraci per partes
¢ substituci

von Neumannovsa

1. o stfedni hodnoté

2. o stifedni hodnoté

zobrazenl difeomorfni

reguldrni
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13.32
17.D

5.7

9.38, 9.40, 1B.26

9.37, 9.39, 18.25
1.8

3,11, 4.A, 6.N

3.12, 11.12, 19.2, 19.B
o e S

3.16

3.17

11.11
11.11
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II.
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Riemanndv integral

1,

2-

3.

4.

Riemanndy integPél ...ceeesvenscacsnronsasnnnonnnrsscassnes
A. Definice Riemannova integrdlu. B. Podminky integrabili-

ty. €. ZAkladni vlustnosti R-integrélu. D. R-integrdl jako

funkce intervalu. E. R-integrdl jako limitas hornich a dol-

nich scuttd. F. R-integrédl jako funkce horni meze. G. Zména
integrované funkce. H. Limitni pfechod z& integrainim zna-

menim. 1. Cviéeni & problémy.

Jordan-Peanlv ODJem..ccuieserssssvenvossvasscsnsnasassnnsens
A. Charakteristickd funkce mnoZiny. B. Jordan-Peaniv objem.
£. Cvideni a problémy.

Newtonliv ipntegrél

Newtonldv Integrél...civiccascevesesssoscannsonasnsnnsovsnnnss
A. Definice N-integrglu. B. Zdkladni vlastnosti N-integré-
lu. C. Metody vypoltu N-integrdlu. D, Integrél a plocha.

E. V&ty o stfedni hodnoté. F. Existence N-integrdlu.

G. CviZeni s problémy.

Zobecnény Newtondv integrél......Q.........................
A. Definice a zékladni vlastnosti. B. Cvikeni a problémy.

Dal3di druhy integréld

5.

6
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