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Motto: Clovék se nenaudi délat matematiku poslouchdnim
vybrousenych vykladt pfi vyucovacich hodinéch,
nybrz samostatnou praci s matematickymi pojmy.

GUSTAVE CHOQUET

Predmluva

Text vznikl na zékladé mych dlouholetych zkuSenosti z prednasky ,Uvod do funkcionalni
analyzy”. Existuji i skripta ,,Zapisky z funkcionélni analyzy” (nakladatelstvi Karolinum Praha,
1998, druhé vydéni 2002, dalsi pak v roce 2003), ktera jsou v8ak mnohem rozsdhlej$i. Jednak
tim, Ze slouzi jako text dalSich prednasek z funkcionalni analyzy pro specializovanéjsi obory
a zahrnuji i jiné partie funkcionalni analyzy, jednak tim, Ze obsahuji i mnoho dalSich naméta
a novych vysledkd pouzitelnych pro vlastni védeckou praci. Pravdou je, ze nékteré pasaze ze
Zapiskl jsem upravil a pouzil je i pro tato skripta. Na druhé strané v tomto textu také nékdy
odkazi na prislusné partie ze Zapiskd, a to viceméné jen v pripadé, kdy danéd problematika ¢i
néktery diikaz nepatii do prednasky z Uvodu do funkcionalni analyzy.

V predlozeném textu jsem se snazil vyjit vstfic i studentim méné teoretictéjsich studijnich
programil, tedy byt mnohem elementarnéjsi a podrobnéjsi. Navic poéinaje Skolnim rokem 2003 /04
dochézi k tpravé studijnich plant v souvislosti s pfechodem na bakalaiské (a poté nasledné i
magisterské) studium. Do skript jsem zatadil i kapitolu slouzici k po¢itani konkrétnich piikladi.
Vtele vSem studentim doporucuji jejich podrobné a s pochopenim provedené zpracovéni (viz
Motto nahofe na této strance).

Zavérem bych chtél upfimné podékovat doc. Karlu Najzarovi, se kterym jsem fadu let tvofil
tandem pii vyuce funkciondlni analyzy. V diskusich o problémech vyuky jsme spolu stravili
mnoho hodin. Jemu vdééim za mnohé cenné podnéty pifi piipraveé téchto skript a také za peclivé
precteni jejich finalni verze.

Praha, 2004 Jaroslav Lukes

Pro druhé vydani jsem opravil pouze drobné chyby, jinak ztstal zachovan ptivodni text.

Praha, 2011 Jaroslav Lukes
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APERITIV

ALGEBRAICKA HAHN-BANACHOVA VETA

Funkcionalni analjza stoji na tfech zakladnich pilifich: Hahn-Banachové vét&!, principu ste-
jnomérné omezenosti a vété o otevieném zobrazeni (anebo, chcete-li, na jejim ekvivalentu vété
o uzavieném grafu, anebo té7 na ekvivalentni vété o inverznim zobrazeni).

Zacnéme zkraje prvnim pilifem, a to Hahn-Banachovou vétou. Mnohé dtilezita tvrzeni a ap-
likace na ni podstatné zaviseji. Je celd plejadda vét Hahn-Banachova typu - algebraické, analytické
¢i geometrické. Jako zaklad uvedeme algebraickou verzi, jejiz diikaz je zalozen na Zornové lem-
matu (pokud si o ném chcete osvézit védomosti, podivejte se na Dodatky, odstavec 13.6).

Nejdrive vSak nékteré zakladni definice.

A.1. Vektorové prostory. Uvazujme vektorovy prostor W, at jiz redlny nad télesem redlnych
¢isel R ¢ komplexni nad C. (NapiSeme-li symbol F, rozumime tim jedno z téles R ¢ C.)
Aniz si pamatujeme pfesné axiomy (viz Dodatky 13.1), které vektorové prostory museji spliiovat,
pripomenme, Ze ve W umime séitat libovolné dva prvky a také je umime nésobit skalary (tedy
¢isly z R ¢ C). A 7ze ve W mame (jednozna¢né uréeny) nulovy prvek 0.

Podprostorem M vektorového prostoru W rozumime takovou jeho podmnozinu, zZe soucet dvou
prvkiu z M a néasobek prvku z M skalarem stale zustava v M. Zapisem M CC W znacime fakt,
ze M je podprostor W.

Symbol W# znaéi vektorovy prostor vSech linedrnich forem na W. P¥ipometime - linedrni
forma na W je zobrazeni L : W — F zachovéavajici vektorové operace. Tedy

Liz+y)=Lx+Ly a L(z)=ALz

pro vSechny prvky z,y € W a A € F. Soucet dvou linearnich forem a nasobek linearni formy se
definuje prirozenym zpusobem, to jest bodové. Pii takto definovanych operacich pak mnozina
véech linearnich forem na W tvoii vektorovy prostor W#. Nazyvame ho algebraickym dudlem
k prostoru W. Snad je$té poznamenejme, Ze jeho nulovym prvkem je nulovd linedrni forma, tedy
zobrazeni, které kazdému prvku z W pritazuje 0 z télesa F.

A.2. Sublinearni funkcional, pseudonorma a norma. Reélnou funkci p na vektorovém
9
prostoru W nazveme sublinedrnim funkciondlem, jestlize

(a) p(0) =0,
(b) p(z+y) < p(x)+ p(y) pro viechna z,y € W,
(¢) p(Az) = Ap(x) proz € W a X > 0.

Pokud pro sublinearni funkcional p : W — R plati dokonce, Ze

(") p(Ax) = |A|p(x) pro kazdé x € W a libovolny skaldr A,
fikdme funkci p pseudonorma. A pokud jesté navic

(a’) p(z) = 0 pouze v ptipadé, kdy = 0,
mluvime o funkci p jako o normé. V tomto p¥ipadé ji znac¢ime radéji symbolem ||.||.

Libovolny linearni funkciondl je pfikladem sublinedrniho funkciondlu, ktery (v netrividlnim p¥ipadé€) neni
pseudonormou.

Uvedme jesté dalsi piiklad. Uvazujme vektorovy prostor [°°, ktery je tvofen vSemi omezenymi posloupnostmi
redlnych ¢isel, séitani a nasobeni skaldrem je samoziejmé definovano ,,po slozkach”. Polozime-li pro z = (x5) € [

p:x— limsupz,,

je p sublinearni funkcional na [°°, neni vSak pseudonormou.

I Gramaticky spravnéji bychom méli fikat Hahnova-Banachova véta. Je mi to vSak proti srsti.
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Povsimnéte si, ze sublinearni funkciondl miize nabyvat i zdpornych hodnot. A to se u pseudonormy stiat nemuze.
Staci se podivat na nasledujici fadek

0 =p(0) = p(z — =) < p(x) + p(—z) = 2p(x)

(p je pseudonorma a x € W).

Jestlize C([—1,1]) ozna¢ime vektorovy prostor vSech spojitych funkci na intervalu [—1,1] (vektorové operace
jsou opét definovény ,bodové”), je funkce

p:f=1f(0) pro feC([-1,1])
pseudonormou. Neni vSak na prostoru C([—1,1]) normou.

A.3. Algebraickd Hahn-Banachova véta. Nechf [ je linedrni forma definovand na pod-
prostoru M redlného vektorového prostoru W, p je sublinearni funkciondl na W a f < p na M.
Potom existuje linedrni forma F € W# tak, %e f = F na M o F <p na W.

Diikaz. Myslenka dikazu je vcelku jednoducha. Oznacime-li
Z:={(H,h):McCc HcCW,he H* h=fnaM,h<pnaH},

ukazeme pomoci Zornova lemmatu, ze Z ma pfi vhodném usporadani maximalni prvek, feknéme
(Dp, F). A pak uz jen staci dokdzat, ze Dp = W.
TakZe definujeme nejdiive (docela pfirozenym zptisobem) uspofadéni na Z pomoci inkluze:

(Hl,hl) < (HQ, hg) s jestliie Hy CC Hyahy = hyna Hy .

Neni tézké si uvédomit, Ze < je skuteéné uspofadéni. Abychom mohli pouzit Zornovo lemma
13.6, musime jesté ovéfit, ze libovolny fetézec v Z mé horni zdvoru. Necht tedy C C Z je Fetézec
(jeho libovolné dva prvky lze porovnat). Polozme

G:=|J{H:(HhecC}.

Promyslete, pro¢ G je podprostor W (samoziejmé, Ze sjednoceni, ani dvou, podprostor neni
podprostor; nicméné jsou-li (Hi,h1), (Ha,ha) € C, je budto H; C Hy anebo Hs C Hi, odkud
plyne, ze  +y € G a \x € G, pokud z,y € G a A € R). Volime-li z € G, existuje dvojice
(H,h) € C tak, ze x € H. Polozme g(x) := h(x). Na tomto misté si ovSem musime rozmyslet,
pro¢ je tato definice korektni. Muze se totiz stat, ze x € K, kde (K,k) € C je jind dvojice.
Protoze vsak C tvori fetézec, je budto K C H anebo H C K. V kazdém pfipadé pak h(z) = k(z)
podle definice systému Z. Ukéazeme-li, Ze ¢ je linedrni forma na G, bude (G, g) horni zdvorou
C. Diikaz poslednich tvrzeni pfenechame pili ¢tendfe. Ma tedy Z maximalni prvek, ozna¢me ho
(Dp, F).

TakZe zbyva ukézat, ze Dp = W. Predpokladejme, Ze tomu tak neni. Existuje tedy z € W'\
Dp. Polozme

Y:={x+A2:2€Dp,\€R}.

Evidentné Y je podprostor W obsahujici Dr. Pfitom Dp # Y. Déle zvolme (néjaké) ¢ € R
a definujme funkci A na Y predpisem

hz+Xz):=F(z)+AXc pro z€Dr a AeR.

Opét si musime uvédomit, ze definice je korektni (kazdy prvek z Y je vyjaddfen uvedenym zpt-
sobem jednozna¢né — je-li totiz x1 + Mz = @2 + A2z, je 1 — x2 = (A — A1)z, cOZ je mozné
v ptipadé x1, 29 € Dp pouze pokud x; —ze = 0, a tedy i A\; = Ag).

Sami rozmyslete, Ze h je linedrni forma na prostoru Y, ze h = f na M, a ze (Dp, F) < (Y, h).
Protoze vime, ze Dp je vlastni podprostor Y, dojdeme ke sporu, pokud se ndm podari najit
takové ¢, aby h < p na Y. Hledejme tedy takové c. Pro kazdé z € Dr a A € R chceme, aby
platilo

h(z + Az) = F(x) + Ac < p(x + Az).
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Pokud je A = 0, vyhovuje této nerovnosti jakékoliv c¢. Pokud je A nenulové, vydélme uvedenou
nerovnost |[A|. A protoZe Dy je linedrni podprostor, sta¢i najit ¢ tak, aby

A A
F A< AR
(y) + |)\|c_p(y+ |)\|z>

pro kazdé y € Dr a A € R. Rozlisime-li piipady A > 0 a A < 0, vidime, ze hledame takové c,
aby nerovnost
F(t)—p(t—z)<c<—F(y)+py+2)

platila pro kazdou dvojici ¢,y € Dp. Pokud ovSem pro vsechna ¢,y € D bude splnéna nerovnost

F(t) =p(t —2) < =F(y) +p(y + 2),

zajisté takové ¢ bude existovat (lze ho pak volit libovolné mezi sup{F(¢) — p(t — z) : t € Dp}
ainf{—F(y)+p(y+ z) : y € Dr}). Ale posledni nerovnost je samoziejmé splnéna, mame totiz

Fit)+F(y)=F(t+y) <plt+y) <plt—=2) +ply+=z).

A tim jsme skutecné dosli ke sporu. m

A.4. Poznamky. (a) Pokud je p dokonce pseudonorma, potom nalezend linedrni forma splituje nerovnost |F| < p
na W. Zajisté, pro libovolné x € W je v tomto pripadé

—p(z) = —p(—z) < —F(-z) = F(z) < p(z).

(b) Existuje i komplexni verze Hahn-Banachovy véty nazyvand téz nékdy Bohnenblust-Sobczykovou vétou. Jeji
znéni je nasledujici.

Bohnenblust-Sobczykova véta. Necht f je linedrni forma definovand na podprostoru M komplexniho vek-
torového prostoru W, p je pseudonorma na W a |f| < p na M. Potom ezistuje linedrni forma F € W# tak, e
f=FnaMal|F|<pnaW.

O tom, jakym zpusobem se prechizi od vét v redlnych prostorech k tvrzenim pro komplexni prostory, je
naznaceno v [Zap|, Poznamka 2.19.
(c) Hahn-Banachovu vétu, pfesnéji jeji algebraickou verzi, jsme odvodili za pomoci Zornova lemmatu. A to je, jak
znamo, ekvivalentni axiomu vybéru. Neni vSak pravdou, Ze by také Hahn-Banachova véta byla axiomu vybéru

ekvivalentni.

Na z4vér této kapitolky uvedme jeden diisledek Hahn—Banachovy véty, ktery bude uzitedny
v dalsim.

A.5. Jednorozmérnad HB—véta. Necht p je pseudonorma na vektorovém prostoru W a z €
W. Potom ezistuje linedrni forma F € W# tak, ze |F| <p na W a f(2) = p(2).

Diikaz. Neni co fesit, pokud z = 0. V tom pfipadé staci vzit za F' nulovou linearni formu.
Jestlize z # 0, definujme M jako podprostor W generovany bodem z, tj. necht
M:={Xz:XeF}.
Na podprostoru M definujme dale funkciondl f predpisem
fiAz— Ap(2).

Definice je korektni, pokud totiz A1z = A2z, je Ay = Aa. A tudiz f(Mz) = f(A2z). Neni
také pochyb o tom, Ze f je linedrni funkcionédl na M. Také je zfejmé, Ze |f| < p na M (dokonce
[f(A2)| = [Ap(2)] = |Alp(2) = p(Az)). Podle algebraické Hahn—Banachovy véty, respektive z jejiho
tvaru v Poznadmce A.4.a, vime, 7e existuje linearni forma F' € W# tak, ze F' = fna M a |F| <p
na W. Nyni si sta¢i jen uvédomit, ze z € M, a tedy F(z) = f(z) = p(z). m
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1. BANACHOVY PROSTORY

V dalsim budeme vySettovat vektorové prostory, kde navic kazdému vektoru pfifadime jeho ,ve-
likost”, pfesnéji feceno jeho normu, coZ neni vlastné nic jiného nez jisté ,,ohodnoceni” (v ptipadé
realnych ¢ komplexnich éisel je to jejich absolutni hodnota). VySetfovani pouhé vektorové struk-
tury je zalezitost Cisté algebraicka, zavedenim normy a néasledné i metriky méme moznost vyuzivat
pojmy jako je spojitost, oteviené ¢i kompaktni mnoziny, Gplnost atd. Af jiz médme jakékoliv dvé
struktury (kuptikladu vektorové prostory s uspofadanim, grupy s topologii nebo algebry s nor-
mou), vzdy musime ur¢it ,vnitini” poZadavky (axiomy) na dané struktury a navic pravidla,
ktera tyto struktury svazuji navzajem. Konkrétné v nasem pripadé mame dany axiomy pro
vektorovy prostor, dale musime ¥ici, Ze norma je zobrazeni do nezapornych ¢isel a navic musime
svézat vlastnosti normy s algebraickou strukturou vektorového prostoru (jak se chova norma vaéi
séiténi, ndsobeni skaldrem a vé nulovému prvku). A to je pravé obsahem néasledujici definice.

1.1. Normované linearni prostory. Dvojici (E,||.||), kde E je vektorovy prostor a ||.||
je norma na ném, nazveme normovanym linedrnim prostorem. PFipomelime, Ze norma ||.|| je
nezaporné realnd funkce na E splitujici nasledujici podminky:

(a) ||z|| =0, pravé kdyz = = 0,

(b) [[Az]l = [A[ [l=[],

©) llz+yll <=l + llyll
pro kazdé z,y € E a A € F.

Jako elementarni cviceni na nerovnosti odvodte s pouzitim trojihelnikové nerovnosti (c) , ze

[zl = Tyl] < [l =yl

pro kazdou dvojici z,y € E.

Jestlize pro z,y € E polozime o(x,y) := ||l — yl||, je o0 metrika na F. Veskeré pojmy, jako
napiiklad oteviené ¢i uzaviené mnoziny, spojita zobrazeni, kompaktni ¢i iplné mnoziny, budeme
vztahovat k této metrice.

Pokud je normovany linearni prostor uplny vzhledem k této metrice, nazyvame ho Bana-
chovym.

1.2. Priklady Banachovych prostoru. Zde uvedeme pouze piehled zékladnich priklada
Banachovych prostord, se kterymi se budeme v dalsim setkavat. Jejich podrobnéjsi popis je
uveden v Dodatku.

Tak tedy, symboly R" ¢i C™ znacime eukleidovsky prostor vSech n—tic redlnych ¢i komplexnich
Cisel opatreny eukleidovskou normou

@1, @)l = Vg + - + [zl

Banachtv prostor C(K), kde K je kompaktni mnozina, je tvofen vSemi spojitymi funkcemi na
K, pfi¢emz norma pro funkci f € C(K) je definovana piedpisem

If1] := max {[f ()| : t € K} .

Banachtv prostor ¢ je mnozina vSech konvergentnich redlngch (nebo téz komplexnich) posloup-
nosti, norma takové posloupnosti {z,} je definovina

{2} || := sup {[zn| : n € N} .

Podprostor ¢ sestava pak ze vSech posloupnosti konvergujicimi k 0. Je to uzavieny podprostor
¢, tedy opét Banachtuv prostor.
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Dulezitou kategorii Banachovych prostort jsou prostory (P, kde 1 < p < co. Ty jsou tvoreny
v8emi posloupnostmi {z,} takovymi, ze

oo
Z |z, |P < oo, v piipadé kdy p € [1,00)
n=1

sup{|zn|:n € N} <oo, pokud p=c0.

Normu takové posloupnosti pak definujeme zcela prirozenym zptsobem jako

Hadllo= (leal) pro pe o)

[[{zn} ]| :=sup{|zn| :n € N} pro p=o0.

Prostory [P jsou specidlnimi pfipady mnohem obecnéjsich (a velice dilezitych v analyze) Ba-
nachovych prostortt LP(X, S, ). Strucéné je popisme. Uvazujme tedy prostor s mirou (X,S, u).
Pro pfipomenuti poznamenejme, ze S je zde o—algebra podmnozin dané mnoziny X a p je (nezé-
porna) mira na S. Bud nejprve p € [1,00). Rekneme, Ze funkce f lezi v prostoru £P(X,S, 1)
(povSimnéte si, Ze piSeme kurzivn{ pismeno £ misto L), jestliZe je lebesgueovsky p—integrovatelnd
na X. Potom miZeme definovat jeji normu predpisem

it = ([ 15 am)

Mnozina vSech ekvivalentnich t¥id funkci z LP(X,S, 1) s obvyklymi operacemi tvoii vektorovy
prostor LP(X,S, 1), a ten je, s normou definovanou pfirozenym zptsobem, Banachiiv. Samozie-
jmé, nas strucny vyklad by bylo zapotfebi doplnit podrobnym vysvétlenim, pfinejmensim si
musime uvédomit, jak definovat soucet t¥id ekvivalentnich funkci, ¢i si rozmyslet, Ze definice
normy tridy nezavisi na volbé€ jejiho reprezentanta. To vSe je ale udélano pravé v Dodatku 13.19.
Poznamenejme jesté, ze mezi matematickou komunitou neni bézné rozlisovat mezi prostory LP
a LP.

Prostor L>*(X, S, i) je tvoren vSemi (tfidami ekvivalentnich) funkci na X, které jsou esencialné
omezené na X. Zde S—méfitelna funkce f na X je esencidlné omezend, jestlize existuje konstanta
M tak, ze |f(z)] < M pro p—skoro vSechna x € X. Normu z takovéto funkce pak definujeme jako
nejmensi ze vSech takovych konstant M.

Dtilezitym piikladem Banachova prostoru je také prostor M(K) vSech Radonovych mér na
kompaktu K. Jeho pfesny popis je uveden v Dodatku.

V mnoha dalsich partiich matematické analyzy, zejména pak v teorii parcidlnich diferencialnich
rovnic, se budete &asto setkavat se Sobolevovymi prostory WP, 1 < p < co. I ony jsou popsany
v Dodatku.

Specidlnim pfipadem Banachovych prostort jsou Hilbertovy prostory. Jsou to ty prostory,
jejichZ norma vznikne ze skalarniho sou¢inu. Anebo lze také fici, Ze jsou to ty Banachovy prostory,
jejichz norma splnuje rovnobéznikové pravidlo. Hilbertovym prostorim je vénovana samostatnd
kapitola 10.

1.3. Priklady neuplnych prostorua. Z pfedchoziho by se mohlo zdat, Ze vSechny normované
linedrni prostory jsou tplné. To zdaleka neni pravda, uvedme proto nékolik piikladéi netplnych
prostort.

Prostor cog je tvofen vSemi posloupnostmi, které jsou od urc¢itého indexu rovny 0, pfesnéji,
posloupnost {zj} nalezi do prostoru cgg, existuje-li kg tak, ze z; = 0 pro vSechna k > ko. Zfejmé
coo je podprostor cp, neni v ném vSak uzavieny (a tedy nemtze byt ani Uplny — pro¢ 7). To
nahlédneme snadno, staci uvazovat tieba posloupnost {z,}. kde

1 1
*,0,0,...) € Coo

ni=(1,=, =, ...,
o= (Lg g n
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11

aprvek v :=(1,5,5,...,

) € ¢p \ coo. Protoze

1

||x_$n‘|00 = m -

9

konverguje posloupnost {x, } v prostoru ¢y k prvku z, ten vSak nelezi v cqo.

Obdobné prostor I}, sestavajici ze vSech posloupnosti z I*, které jsou od uré¢itého indexu rovny
0, je neuzavieny (a husty) podprostor I!.

Jingm ptikladem netplného prostoru je prostor C([0,1]) uvazovany s integralni normou. Vice
detailti o tomto prostoru je uvedeno v odstavci 13.16.

Uvazujeme-li prostor

E:={feC([0,1] : existujees > 0tak, ze f =0na [0,e] }

s normou zdédénou z prostoru C([0, 1]), je E opét neiplny normovany linedrni prostor. Zkuste si
sami rozmyslet, pro¢ F je neuzavieny (husty) podprostor C([0,1]).

Dulezita vlastnost normy je popsana v nasledujicim tvrzeni.

1.4. Tvrzeni. V kazdém normovaném linedrnim prostoru E je norma
L[ sz —lzl|, =€ E,

spojitou funkci na E.

Diikaz. Poznamenejme, Ze zobrazeni F' mezi dvéma (tfeba metrickymi) prostory je spojité, spliiu-
je-li t.zv. Heineho podminku: Kdykoliv x,, — x, potom F(x,) — F(x).
Volme tedy posloupnost {z,} z E, z,, — x. Potom z nerovnosti

zall = llzll] < llzn — 2]

ihned plyne, ze ||z,|| — ||z||. =

2. LINEARNI ZOBRAZENT

Uvazujeme-li normovany linearni prostor F a linearni formu f na ném, muze tato, ale také nemusi,
byt spojita. Kdy tomu tak je, vypovida nasledujici jednoduché leméatko.

2.1. Lematko. Necht f je linedrni forma na normovaném linedrnim prostoru E. Potom f je
spojita (na E), pravé kdyz je omezend na jednotkové kouli

Bg:={z e E:|z|| <1},

tedy existuje-li K > 0 tak, Ze |f(x)| < K pro vSechna x € Bg.

Diikaz. Dukaz by mél byt elementarnim cvienim. Nicméné, je-li f spojitd linedrni forma a
volime-li ¢ = 3 (tfeba), existuje zajisté & > 0 tak, Ze |f(¢)| < 3, kdykoliv ||t|| < § (vyuzivime
vlastné jen spojitost f v bodé 0). Potom ovSem |f(x)| < % pro vSechna x € Bg.

Naopak, je-li |f(t)] < K pro vSechna t € Bg a e > 01 z9 € E jsou zvoleny libovolng, stad
polozit 6 = . Potom |f(x) — f(x0)| < ¢, jestlize ||z — x0[| < 0. To proto, ze 5™ € Br. m

2.2. Dualni prostor. Necht E je normovany linedrni prostor. Symbolem E* zna¢ime prostor
v8ech spojitych linedrnich forem na E. To je zfejmé vektorovy podprostor (algebraického) duédlu
E# a nazyvame ho (topologickym) dudlem prostoru E.

Pro f € E* polozme

A1 = sup{|f ()] = [J«]] < 1}.
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Podle predeslého Leméatka 2.1 je || f|| kone¢né (nezdporné) ¢islo. Necini zddnou potiz si rozmyslet,
Ze zobrazeni f +— ||f|| je normou na prostoru E*. Snad jen pii ovéfeni trojihelnikové nerovnosti
by se dalo zavahat. Je-li vSak x € Bg a f,g € E*, je

[f(2) + g(@) < [f(@)] +1g(@)| < [IF1 + gl

odkud pfechodem k supremu ziskdme potfebnou nerovnost.
Vzdy tedy uvazujeme dudlni prostor E* opatfeny takto definovanou normou. Nékteré poz-
natky o dualu E* shriime do nésledujiciho komentare.

2.3. Vlastnosti E*. (a) Dudlni prostor E* je vZdy uplny, tedy Banachtv. Dikaz odsuiime do
odstavce 2.5.

(b) Je-liz € Ea f € E*, potom
[f @) < [fI Il

To nahlédneme snadno. Pokud x = 0, neni co fesit. Je-li z # 0, je m € Bg a samoziejmé

]f(|| H)\_an

Predbéhnéme trochu a podivejme se na situaci v Hilbertovych prostorech. Je-li f spojitd linedrni forma na
Hilbertové prostoru H, existuje (podle Fréchet—Rieszovy véty 10.21) jednozna¢né ureny prvek h € H takovy, ze

f(z) = (z,h) prokazdé z€ H,
pri¢emz také vime, ze || f|| = ||h|| (Tvrzeni 10.20). Podle Schwarzovy nerovnosti 10.2 pak dostavame
|F (@) = |(z, B)[ < =[] [[Rl] = [l |lF]] -

Vidime, ze nerovnost |f(x)| < ||f]|||z||, kde nyni z je v normovaném linedrnim prostoru E a f v jeho dudlu E*, 1ze
chapat jako zobecnéni Schwarzovy nerovnosti znamé spise z teorie Hilbertovych prostort. Rikejme proto uvedené

nerovnosti, a to pouze v téchto skriptech, také Schwarzova nerovnost.

(c) Suprema v definici normy funkcionalu se nemusi nabyvat. Uvedme jednoduchy piiklad:
Na Banachové prostoru

E:={fec(0,1]: £(0) =0}

(uvazovany s max-—normou) definujme funkcional L pfedpisem

1
L:fi—>/0 fi)dt, feE.

7 nerovnosti

|Lf|:\/olf\s/o 1< max |10 \/1dt—||f|\

t€[0,1]

plyne, 7e ||L|| < 1. Zvolme pevné n a uvazujme funkci g, (t) = ¥/t. Potom g, € E, ||gn|]| =1 a

1
n
Lgn| = Vidt| = ——,
| L Vi ‘ =
odkud je vidét, ze ||L|| > 1. Dostédvame tedy rovnost ||L|| = 1. Zbyva si rozmyslet, proé¢

neexistuje funkce f z E, pro niz bychom méli || f|| < 1 a soucasné |Lf| = 1. Ale to jiz neni tézké,

staci vyuzit toho, ze takova funkce f je spojitd a f(0) = 0. Tim padem je mensi nez, feknéme,

% na jistém okoli 0, presnéji — existuje § > 0 tak, Ze |f| < & na intervalu [0,4]. Potom oviem

1 5 1 é 1 5 75
[al=|[ o+ [ o)< [ins [insgra-o-1-F <1
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Uvedme jesté jiny ptiklad. Uvazujme tfeba linedrni funkcional

L::f|—>/01tf(t)dt

na prostoru L'((0,1)). Z odhadu

1 1
ILfIS/O \tf(t>|dt§/0 £ dt = [If]],

plyne, Ze ||L]| < 1. Volme n € N a definujme funkci g,, jako n—nésobek charakteristické funkce

intervalu (1 — 1,1). Potom
1 1
Hgnl\=/ \gn(t)ldt:/ ndt =1
0 17%

! 1
|Lgn|—‘/ tndt‘—l.
1,% 2n

Vidime tedy, Ze ||L|| = 1. Zbyva ukazat, ze funkciondl L nenabyvé své normy. Zkuste to sami !
(V obou uvedenych ptikladech nebyl uvazovany prostor reflexivni. Neni to nahoda, v reflexivnim prostoru

podle Tvrzeni 4.11 kazdy funkcional nabyvé své normy.)
(d) Plati, 7e
Il = sup{[f ()] : ||| = 1} .

I to je jasné. Je-li totiz x # 0 pro x € Bg, je
=1 a |f = |f(z) = [f(x)].
H\|x|| ||| | |HSEII

(e) Je-li E konefné dimenzionalni normovany linedrni prostor, je na ném kazd4 linedrni forma
spojité (viz Dodatek 13.12), tedy algebraicky a topologicky dudl splyvaji: E* = E#. Naopak,
na prostorech nekoneéné dimenze vzdy existuji nespojité linearni formy (viz Dodatek 13.13).
2.4. Prostor L(E,Y). Nez pokrod¢ime déle, vénujme se chvili linedrnim zobrazenim mezi
normovanymi linedrnimi prostory. Jsou-li £ a Y normované linedrni prostory a L : £ — Y
linedrni zobrazeni, zjistime témétr okamzité, ze L je spojité, pravé kdyz existuje takové K > 0, ze
[|L(2)|| < K pro vSechna x z uzaviené jednotkové koule Bg (zopakujte si ditkaz z Leméatka 2.1).
Mizeme tedy polozit
[LI] := sup{||Lz|| : |]«]| < 1}.

Zobrazeni L : E — Y se nazyva omezené, zobrazuje-li omezené mnoziny v E na omezené mnoziny
v Y. Pfitom mnozina D je v E omezend, jestlize sup {||z|| : € D} < oo. Tedy podle pfedeslého
trivialn{ ivahou zjistime, Ze linedrni (!) zobrazeni z F do Y je spojité, pravé kdyz je omezené.

Prostor vSech spojitych linearnich zobrazeni z E do Y budeme oznacovat symbolem L(E,Y);
pokud E =Y, potom misto £(E,Y) jen kratce L(FE). Zakladni vlastnosti prostoru £(E,Y)
shrnuje nésledujici tvrzeni.

2.5. Vlastnosti £(F,Y). Necht E a'Y jsou normované linedrni prostory. Potom prostor
L(E,Y) vsech spojitych linedrnich zobrazeni z E do Y s obuvyklymi vektorovymi operacemi a
normou prave definovanou je normovany linedrni prostor. Je-li Y navic Banachiv, je i prostor

L(E,Y) Banachiv.
Pro kazdé L € L(E,Y) a x € E plati nerovnost

[ Lae|| < |IL] ] -

Jsou-li X, Y a Z tri linearni prostory a L : X — Y aT : Y — Z spojitd linedrni zobrazent, je
iTolLeL(X,Z) a|[ToLl <|T| L]l
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Diikaz. Snad nejdiive ke ,,Schwarzové” nerovnosti ||Lx|| < ||L]| ||x||. Ta je zajisté splnéna pro
xz = 0. Pokud z # 0, je ||ﬁ|| =1, a tudiz ||L(H‘”TH)H < ||L||. A odtud jiz ihned dostavame
kyzenou nerovnost.

Daéle neni sporu o tom, ze L(FE,Y) tvofi linedrni prostor (soucet i ndsobek linedrnich ¢&i spo-
jitych zobrazeni je opét linedrni ¢ spojité zobrazeni). Také neni tézké ovétit, ze definovand funkce
L — ||L|| m& na prostoru L(E,Y) v8echny vlastnosti normy. Jsou-li kupfikladu S,T € L(E,Y)
a|lz]] <1, je

1Sz + Ta|| <[|Sz|| + ||T=[| < (IS [lz[| + [IT} l=]] < [[SI| +|T1] -

Tedy podle definice normy i ||S + T|| < ||S]| 4+ ||T||. Obdobné se ukaze, ze norma sloZeného
zobrazeni ||T o L|| je mensi nebo rovna sou¢inu norem ||T'|| ||L|| téchto zobrazeni.

Zbyva ukéazat, ze prostor L(E,Y) je tplny, pokud je uplny prostor Y. Argument je nasledujici.
Je-li {L,,} cauchyovska posloupnost v L(E,Y), plyne z nerovnosti

| Lna = Lia|| = ||(Ln = L) (@)|| < [|Ln — L] [|2]]

platné pro kazdé x € E, Ze posloupnost {L,z} je cauchyovskd v Y. Existuje tedy pro kazdé
x € F jeji limita. Oznacime-li

L:z—limL,r pro z€kF,

je L ur¢ité linearni operator. Zbyva ukazat, Ze L je omezeny a ||L, — L|| — 0. Pouzitim
elementarni nerovnosti
Zall = IZ&ll| < N1Zn — Ll

plyne, Ze posloupnost {||L,||} je cauchyovskd, a tedy omezend. Existuje tedy K > 0 tak, ze
volime-li x € Bg, je
[Laz|| < ||Lal] ll2]] < K.

Ze spojitosti normy pak plyne, Ze i ||Lz|| < K. Pouzijeme-li jesté jednou odhad
|Lnz — L[| < [|Ln — L] |||l

a vyuzijeme-li toho, Ze posloupnost {L,} je cauchyovskd a ze Lyx — Lz, lehce zjistime pfimo
z definice, ze ||L, — L|| = 0. m

2.6. Poznamka. Je-li X Banachiiv prostor, mizeme na prostoru £(X) definovat ,soucin” operatoru jako
jejich skladani. Algebraicky potom prostor £(X) tvoii algebru (v netrividlnich pfikladech vzdy nekomutativni),
a protoze norma spliiuje viéi takto definovanému souéinu ,trojuhelnikovou nerovnost” ||T'L|| < ||T||||L||, tvori

prostor £(X) tak zvanou Banachovu algebru.

2.7. Izomorfni a izometricka zobrazeni. Nechf T : E — Y je linedrni zobrazeni mezi
normovanymi linedrnimi prostory E a Y. Rekneme, ze T je izomorfnim zobrazenim, jestlize T
je prosté zobrazeni E na Y, je spojité a jeho inverzni zobrazeni T—! : Y — FE je téZ spojité.
Neni tézké si rozmyslet, ze linedrni zobrazeni T : E — Y je izomorfizmus, pravé kdyz TE =Y
a existuji kladné konstanty «, § tak, ze

allz|| < ||Tz|| < B|lx|| pro kazdé =€ E.

Vskutku, protoze se nezabyvame trividlnim pfipadem E = {0}, jsou v pfipadé, kdy T je izomor-
fizmus, T i T~ linedrni nenulové zobrazeni, a tedy ||T|| > 0 a taktéz ||[T~!|| > 0. Z nerovnosti

17|l <ITW|=l] & lof| = |T7H(T2)|| < ([T ||T=]]

dostavame ihned jednu implikaci. Pokud existuji kladné konstanty «, 3 tak, Ze pro vSechna x € F
jsou splnény nerovnosti
allz| <||Tz| a |[|T=z(| <8 ||,
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plyne z prvni nerovnosti, Zze T je prosty operator. Druhd nerovnost pak fika, ze T je omezeny.
Je-li nyni y € Y, najdéme x € F tak, aby Tz = y. Potom

IT2yl| = |7 (T2)]| = [[e]] < o~ [[Tal| = o'y

a vidime, Ze i operator T~! je omezeny.

Dale, linearni zobrazeni T' normovaného linearniho prostoru F na normovany linearni prostor
Y nazveme izometrickym izomorfizmem, jestlize ||Tz|| = ||z|| pro kazdé = € E. Pouzijeme-li
predchozi charakteristiku izomorfnich zobrazeni, vidime ihned, Ze kazdé izometricko—izomorfni
zobrazeni je izomorfni (rovnost ||Tz|| = ||z|| si napiSte ve tvaru ||z|| < ||Tz|| < ||z|| V).

Normované linearni prostory E a Y nazveme izomorfnimi, existuje-li izomorfni zobrazeni F
na Y a izometricko—izomorfnimi, existuje-li izometricky izomorfizmus zobrazujici prostor £ na Y.
Neékteré vlastnosti normovanych linedrnich prostort se zachovavaji pii izomorfnich zobrazenich
a nékteré dokonce pfi izometricko-izomorfnich zobrazenich. Casto pak hovofime o izomorfni ¢
izometrické teorii normovanych linearnich prostoru. Jako priklad ukazme, Ze tplnost je izomorfni
pojem. Pozdéji zavedeme pojem reflexivity, i ten je izomorfnim pojmem.

2.8. Tvrzeni. Je-li X Banachiv prostor a Y normovany linedrni prostor izomorfni X, je i Y
Banachiwv.

Diikaz. Necht T je izomorfni zobrazeni X na Y a {y,} cauchyovskd posloupnost v Y. Budte
x, € X takové, ze Tx,, = y,. Vime, ze existuje o > 0 tak, ze a||z|| < ||Tz|| pro kazdé =z € X.
Tudiz

len =@l < @™ [T (@0 — 2p)ll = a7 [T2n — Tawl] = a7 {lyn — will

z ¢ehoz vidime, Ze posloupnost {z,} je cauchyovskd v X. M4 tam tedy limitu, oznaéme ji x.
Ze spojitosti T pak plyne, ze Tx,, — Tz, ¢ili Ze posloupnost {y,} je konvergentni. A to jsme
potfebovali dokazat. m

2.9. Cviceni. (a) Necht A je libovolné (neprazdnd ) mnozina a X Banachtv prostor. Oznaéme symbolem B(A, X)
mnozinu vSech omezenych zobrazeni mnoziny A do X. Polozime-li

|| := sup{||F ()] : © € A},

je ||.|| norma na prostoru B(A, X) a ten je v této normé Banachiiv.

Ndvod. Pro diikaz tplnosti imitujte dukaz z odstavce 2.5. &

3. SLABE KONVERGENCE

V tvodu této kapitolky se pokusime naznacit, pro¢ je uziteéné zavadét pojem slabé konver-
gence. Kazdy si jisté pamatuje vétu, ze spojitd funkce na kompaktni mnoziné nabyva svého
maxima i minima. Tato véta je uzitecnd mimo jiné i z toho dtvodu, Ze mame-li zarucenu
existenci maxima, muzeme jiz dalSimi prostfedky urcit bod ¢i body, v nichz ho dand funkce
nabyva. V nekonec¢né rozmérné analyze Banachovych prostora je také dulezité vysSetfovat ex-
trémy (spojitych) funkcionalti na kompaktnich mnozinach. OvSem v téchto prostorech neni ,,p¥ilis
mnoho” kompaktnich mnozin. Pozdéji se dostaneme k Rieszové vété 9.3, podle niz jednotkova
koule nekone¢né rozmérného Banachova prostoru neni nikdy kompaktni (ackoliv je uzaviena
a omezend). Podivejme se, ¢im je to zpisobeno. Abychom tedy dokézali o néjaké mnoziné
(feknéme v metrickém prostoru), Ze je kompaktni, musime umét vybrat z libovolné posloupnosti
jejich prvka konvergentni podposloupnost s limitou v této mnozing. Cim méné bude ,konver-
gentnich” posloupnosti v daném prostoru, tim htufe se nam budou takové posloupnosti vybirat
a tim vlastné bude méné kompaktnich mnozin. Naopak, ¢im vice budeme mit ,konvergentnich”
posloupnosti, tim vice ,kompaktnich” mnoZin bude dany prostor obsahovat. A to je nas cil.
Potiebovali bychom tedy definovat novy pojem ,konvergentnich posloupnosti”, a tedy sa-
moziejmé i novy pojem ,kompaktnich mnozin”. Musime to ovSem zaridit tak, aby nova ,konver-
gence” zahrnovala i pavodni konvergenci v normé. Nesmime ovSem zajit prili§ daleko. Miniméalné
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budeme pozadovat, aby spojité linearni funkcionaly zustaly ,,spojité” i vuci takto nové zavedené
ykonvergenci”. Co tim rozumime ? Ptfipomerime opét Heineho podminku spojitosti: Funkce f je
spojitd, jestlize f(xy,) — f(x) pro kaZdou posloupnost x, — x.

Déame-li si dohromady dva uvedené pozadavky, vychazi ndm, ze pokud posloupnost {z,} ma
konvergovat v prostoru E v novém smyslu k prvku x, musi nutné ¢(z,) — ¢(x) pro kazdy
funkciondl p € E*. A tady vlastné mame krok k definici ,slabé konvergence”.

3.1. Slaba konvergence. Posloupnost {z,} prvkd normovaného linedrniho prostoru E kon-
verguje slabé k x € E, symbolicky z,, — z, jestlize p(x,) — ¢(x) pro kazdy funkcional p € E*.

3.2. Véticka. Jestlize x,, — = (v normé prostoru E ), potom i x, > x.

Diikaz. Staci si jen opét vzpomenout na Heineho podminku spojitosti: Jestlize tedy =, — =
v prostoru F a ¢ € E*, potom z uvedené Heineho podminky plyne ¢(z,) — ¢(x). Coz nefika
nic jiného nez ze x, — . m

3.3. Splyvani. Je otazkou, zda v nékterych prostorech slabd konvergence splyvéa s ptivodni
(normovou) konvergenci. Uréité tomu bude v pfipadé koneéné dimenzionalnich prostori. Uvedme
tfeba nasledujici elementarni dtivod. Predpokladejme tedy, Ze mnozina & := {ey, ..., e} je bazi
k-dimenzionélniho prostoru X a ze x, — . Pokud

T =MAey+ -+ ey

Tp = Aler + -+ Ajer,

lehko zjistime, ze
lim A} = A; prokazdéj=1,....k.
n

Zajisté, je-li totiz {f1,..., fx} dudlni bdzi v X* k &, coz znamena, ze
fi(der +---+Xgex) =X; prokazdéj=1,... k,

dostavame, ze fj(z,) — fj(z), tedy A} — A; pro kazdé j = 1,..., k. Z odhadu

k k
e = all = [[0% = Aes|| < ST IA = Al el — 0
j=1 j=1

pak jiz lehko vyplyne tvrzeni.

Na druhé strané existuji i nekonec¢né dimenzionalni prostory, kde obé konvergence splyvaji.
Kupiikladu Schurova véta ¥ika, ze v prostoru I* kaZdd slabé konvergentni posloupnost je jiZ kon-
vergentni (chcete-li diikaz, podivejte se na [Zap], *3.2).

Existuji ovsem posloupnosti, které konverguji slabé, nikoliv vSak v normé. Nasledujici priklady
jsou typické. Abychom ovsem o dané posloupnosti dokézali, Ze konverguje slabé k tomu ¢i onomu
prvku, musime védét, jak vypadaji prvky dudlniho prostoru, respektive jejich popis. Bez toho se
tézko obejdeme.

3.4. Priklad. Na Banachové prostoru ¢y uvazujme posloupnost

kde v uvedené posloupnosti se vyskytne 1 na n—tém misté, jinde jsou samé nuly. Protoze
llen, —ekl|=1 pro n#k,

nemiize posloupnost {e,} v prostoru ¢y konvergovat. Ona totiz neni ani cauchyovska.
Na druhé strané ukazeme, Ze e, — 0 (kde 0 je nulovy prvek prostoru cg, tedy posloupnost ses-
tavajici ze samych nul). Abychom toto tvrzeni dokdzali, musime zvolit libovolny spojity linedrni
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funkcional ¢ € (cp)* a ukazat, Ze p(e,) — 0. Mé&me tedy takovy funkcional ¢. Podle 13.28
existuje (praveé jeden) prvek {a,} v prostoru I! tak, Ze

o(x) = Z an, prokazdé z={x,}€co.
n

Takze ¢(e,) = a, a jde jen o to si rozmyslet, pro¢ a, — 0. Ale to je jiz snadné. Protoze
{a,} € ', konverguje fada ), |a,|. Musi tedy byt (z nutné podminky pro konvergenci rady)
lan| — 0, a tudiz i a,, — 0.

Tim jsme ukazali, Ze e,, — 0. Nikde ale neni fe¢eno, ze by posloupnost {e, } nemohla slabé
konvergovat k néjakému jinému prvku prostoru cy. Reknéme tedy, ze

engz:{zn}eco,

pfi¢emz predpokladejme, Ze ne vSechny soufadnice z, jsou nuly. Existuje tedy k tak, ze z, # 0.
Definujme funkcional ¢ predpisem

Y:{x,} —xp pro {z,}€co.

Ziejme 1) je linedrni funkciondl na cg, a protoze

[W{zn D)l = lzel < [[{zn} ],

¥ je omezeny. Je tedy ¢ € (cg)*, a tudiz ¥(e,) — ¥(z). Na jednu stranu vime, Ze (¢iselnd)
posloupnost {1 (e, )} konverguje k 0, na druhé strané k 1/({z,}) = zx. Protoze ¢éiselnd posloupnost
nemuze mit dvé rizné limity, musi byt 2 = 0. A to je spor.

Na zacatku jsme si fekli, Ze posloupnost {e,} nemtze v normé konvergovat. Zde je jiny
argument - pokud by posloupnost {e,, } konvergovala, feknéme k prvku y € ¢g, musela by k tomuto
prvku podle Véticky 3.2 konvergovat slabé, tedy e, — y. Podle predeslého oviem e, — 0, ¢li
y = 0. Protoze norma je spojitou funkei, dostali bychom potom, Ze ||e,|| — ||0]| = 0. To je ale
nemozné, nebot ||e,|| = 1 pro kazdé n.

Tento priklad jsme rozebrali detailné, protoze pojem slabé konvergence je velice dilezity a je
mu tfeba s pochopenim porozumét. Pfidame proto jesté nékteré priklady.

3.5. Priklad.  Dalsim piikladem je posloupnost dand (spocetnou) ortonormalni bézi {e,}
Hilbertova prostoru H. Tato posloupnost nemtiZze konvergovat v normé, nebot

llen —exl]| =V2 pro n#k.

Konverguje vsak slabé k 0. Volime-li totiz ¢ € H*, existuje podle Fréchet-Rieszovy véty 10.21
(pravé jedno) a € H tak, ze

p(h) = (h,a) prokazdé he H.

7 Parsevalovy rovnosti pak plyne, ze
> lensa)* = [la|* < oo
n

Odtud dostavame, ze ¢(e,) = (en,a) — 0.

Obdobné si muZete rozmyslet (pfi pouziti Besselovy nerovnosti), ze kazda spocetné ortonor-
malni soustava v Hilbertové prostoru konverguje slabé k 0. Pficemz nekonverguje v normé.
3.6. Dalsi priklady. (a) Uvazujme (redlny) Banachiv prostor [P pro 1 < p < oo a posloupnost
{en} (kde e, :=(0,...,0,1,0,...) mé pouze na n-tém misté cifru 1) jeho prvki. Protoze

llen — ekl = 2% )
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nemuze posloupnost {e,} konvergovat.

Chtéli bychom ukézat, Ze opét e, — 0. K tomu oviem musime védét, jak vypadaji spojité
linedrni formy na I”. Pokud to nevite, podivejte se na 13.32. Kazdopadné, je-li ¢ € (IP)*, existuje
posloupnost a = {a,} € 1%, kde % + é =1, tak, ze

o(x) = Zanxn pro kazdé x = {z,}€’.
n

Specialné p(e,) = a, a protoze fada ) |a,|? konverguje, musi byt ¢(e,) = a, — 0 = ¢(0).
(b) Uvazujme posloupnost {z,} v prostoru /2, kde
£, = (%Vio,...,o,%ﬁ,o,...),
pricemz soutadnice %\/5 je na prvnim a n-tém misté. Rozmyslete si, ze
l[za]| =1 prokazdén a m, —x:= (%\/5,0,0, ce).

I zde oviem musite védét, jak se daji popsat spojité linedrni formy na prostoru (2. Nejlepsi je
vyuzit Fréchet-Rieszovu vétu z 10.21. Na druhé strané posloupnost {z,} nemizZe konvergovat.
Pokud by totiz posloupnost {z,} konvergovala, musela by nutné konvergovat ke slabé limité,
tedy k prvku z. Potom bychom vyuzitim spojitosti normy dostali , Ze ||z|| = lim||z,|| = 1. Ale
to by bylo ve sporu, nebot ||z|| = %

3.7. Slaba konvergence v C([0,1]). UvaZujme posloupnost {f,} spojitych funkci na [0, 1]
slabé konvergujici tfeba k nulové funkci 0: f, — 0. Lze néjakym zptsobem tuto konvergenci

charakterizovat ? Pfedb&hneme-li ponékud, z Véty 5.3 vyplyne, Ze posloupnost {f,} musi byt
omezena. Existuje tedy K > 0 tak, ze

|fn(z)| < K pro véechna =z €[0,1]an € N.

Volme pevné z € [0, 1]. Potom (Diractiv) funkciondl

Fo:fe flx), fecC(0,1]),

je uréité prvkem dudlu (C([0,1]))* (sami ovéite, ze funkciondl F, je linedrni a Ze ||Fy|| = 1).
Protoze f, — 0, musi byt
fu(@) = Fo(fn) — Fu(0) = 0.

Vidime tedy, Ze ze slabé konvergence f,, — 0 plyne jednak omezenost posloupnosti {f,,} a jednak
bodové konvergence f,(x) — 0 pro kazdé x € [0,1]. UkéZeme, Ze z téchto dvou podminek jiz
naopak vyplyvéa slaba konvergence f, —» 0. Volme tedy libovolny funkcional F € (C([0,1]))*
a ovéfujme, zda F(f,) — 0. Podle Rieszovy véty o reprezentaci (viz 13.61) existuje (pravé jedna)
znaménkova Radonova mira p na [0, 1] tak, Ze

F(f) = fdp  pro kazdou funkci f € C([0,1]).
[0,1]

Pfedpoklddejme (pro jednoduchost), Ze p je navic nezdpornd mira. Potom z Lebesgueovy véty
(o limitnim pfechodu) plyne, zZe
fndp—0.
[0,1]
Sta¢i si uvédomit, ze f, — 0 bodové na [0,1] a Ze k posloupnosti {f,} existuje konvergentni
majoranta (za ni mizeme vzit tfeba konstantni funkci). Pokud by mira p byla znaménkova, staci
ji rozlozit na kladnou a zapornou ¢ast p = u™ — p~ a pouzit pravé dokdzané na miry ut a p”.
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Nikde nebylo podstatné, Ze se jednalo o interval [0,1], a Ze posloupnost {f,} konvergov-
ala k nulové funkci. Méame tedy tento zavér: Bud K kompaktni prostor. Potom posloupnost
funket {fn} 2z C(K) konverguje slabé k funkci f € C(K), prdvé kdyz posloupnost {f,} je omezend
a fn(x) — f(x) pro kazdé z € K.

Jak tedy miizeme sestrojit posloupnost funkei { f,,} z C([0, 1]), aby konvergovala slabé k nulové
funkci, ale nekonvergovala k ni silné ? Uvédomime-li si, ze (silnd) konvergence v prostoru C([0, 1])
znamend stejnomérnou konvergenci, jde vlastné o to sestrojit omezenou posloupnost { f,, } na [0, 1],
ktera by konvergovala bodové k 0, ale nekonvergovala by stejnomérné. Kazdy by si mél ihned
takovou posloupnost predstavit — staci si tifeba vzpomenout na piiklady posloupnosti s ,klouza-
jicim hrbem”. Za ni mtizeme vzit kupfikladu funkce f,,, které jsou spojité (a nezadporné) na [0, 1],
jsou po ¢astech linearni, pricemz

10) = fa(5) = 5 () =) =0 2 gu(55) =1

Dobfre rozmyslete !

Zatim neni ovSem vibec jasné, zda limita slabé konvergentni posloupnosti je urc¢ena jednoz-
nac¢né. V nékterych konkrétnich pfikladech, jako tomu tfeba bylo v 3.2, jednoznacnost umime
dokéazat primo. V obecném piipadé nam pak pomize jeden z disledktt Hahn-Banachovy véty.
A i kdyZ se této problematice budeme vénovat v pozdé&jsi samostatné kapitole, uvedme si tento
dilezity vysledek jiz nyni.

3.8. Vé&ta o oddélovani bodu. Nechf x ay jsou rizné body normovaného linedrniho prostoru
E. Potom existuje ¢ € E* tak, Ze p(x) # ¢(y).

Diikaz. Podle jednorozmérné Hahn-Banachovy véty A.5 existuje linearni forma ¢ € E¥ tak, Ze

ple—y)=llz -yl a le®] <[] pro te E.

Z nerovnosti |p(t)| < ||¢|| ihned vidime, Ze ¢ je omezeny funkcionél, a protoze ||z — y|| > 0, je

o) —py) = p(r —y) = |lz —y|[ #0.

3.9. Poznamka. Je-li F systém funkci na néjaké mnoziné K, rikame, ze F oddéluje body K, jestlize ke kazdé
dvojici z,y € K riznych bodi existuje funkce f € F tak, ze f(z) # f(y). Z posledni Véty 3.8 tedy vidime, ze
dual E* oddéluje body prostoru E.

Yiev z . ’ , . w
3.10. Véticka. Necht pro posloupnost {x,} v normovaném linedrnim prostoru E je x, — x
v v w
a soucasné x, — y. Potom x = y.

Diikaz. Predpoklddame-li x # y, existuje podle pfedchozi Véty 3.8 ¢ € E* tak, ze ¢(x) # o(y).
Na druhé strané, protoze {¢(z,)} je ¢iselnd posloupnost a soucasné

o(xn) — o) 1 p(n) = @(y),

musi byt p(z) = p(y). m
3.11. Slaba* konvergence v E*. Je-li {¢,} posloupnost funkcionédlia z E*, kde F je normovany

linedrni prostor, fekneme, ze {¢,} slabé* konverguje k funkciondlu ¢ € E*, symbolicky ¢, v ©,
jestlize p,(x) — () pro kazdé x € E. Nékdy téz mluvime o w*—konvergenci misto o slabé*
konvergenci.

3.12. Tvrzeni. Nechi E je normovany linedrni prostor. Jestlize posloupnost funkciondli {¢n}
w*—konverguje k o € E*, potom w*-limita ¢ je jednoznacné urcena.

Pokud @, — ¢ (v normé prostoru E*), potom i p, = ¢.
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Dikaz. K otazce jednoznacnosti slabé* limity: Pokud ¢, w3 ¢ ax € FE je pevné zvoleno, potom
on(x) = @(x) a Ciselna (!) posloupnost {p,(z)} nemize mit dvé rizné limity.
Jestlize ¢,, — ¢ a x € E, potom z odhadu

o (@) = @(@)| < [lon — ¢l []«]]

ihned plyne, ze ¢, (z) — ¢(z), tudiz ¢, N © podle definice. m

3.13. Dulezité poznamky. (a) Na rozdil od slabych konvergenci mluvime o konvergencich
v prostorech E ¢i E* jako o silngch konvergencich ¢i o konvergencich v normé.

(b) Povsimnéte si rozdiltt v argumentech dikazu Tvrzeni 3.12 v porovnani s dtikazy Véticek 3.2
a 3.10. Abychom ukazali jednoznacnost slabé limity posloupnosti v 3.10, potfebovali jsme
(pomérné silnou) Hahn—-Banachovu vétu, respektive jeji dusledek o oddélovani boda. Na rozdil
pro dukaz jednoznacnosti slabé* limity nam stacila vpodstaté definice w*—konvergence a jed-
noznacnost limity ¢iselné posloupnosti. Cili nic pFevratné hlubokého. Rovnéz tak si porovnejte
dikazy tvrzeni, podle kterych z konvergence v normé jiz plynula slabd konvergence. V jed-
nom piipadé jsme vystacili s Heineho podminkou spojitosti, v druhém piipadé jsme pak pouzili
»ochwarzovu” nerovnost.

Je celd fada vét o slabych ¢i slabych™® konvergencich, jejich diikazy nemusi byt v Zzddném piipadé
»Symetrické” a leckdy je nutno pouzit i jinych argumenti. A to jsme pravé vidéli. Dokonce
nékterd tvrzeni ani nemusi platit soucasné pro w ¢ w* konvergenci (tfeba tvrzeni tykajici se
omezenosti slabé ¢i slabé* konvergentnich posloupnosti).

(¢) Na dudlu E* mame definovan pojem w*—konvergence. ProtoZze viak E* je sdm o sobé& (vzdy)
Banachovym prostorem, je na ném také definovana slabi w-konvergence: ¢, — ¢, jestlize
F(p,) — F(p) pro kazdé F € (E*)* =: E**. Ze tyto konvergence obecné nesplyvaji, ukazuje
nasledujici priklad.

3.14. Piiklad. Na Banachové prostoru /! uvazujme posloupnost , jednotkovych” vektorti
e, :=(0,...,0,1,0,...), meN,
které maji na n—tém misté 1 a jinde samé nuly. Definujeme-li ¢,, predpisem

on :{z;} —x, pro {z;}€co,

je on € (co)*. Funkcional ¢, tedy ,odpovidd” prvku e, (viz 13.28).

UkaZeme, Ze ¢, — 0. Musime tedy zvolit libovolné z = {z;} € ¢y a ukézat, Ze @, (x) — 0.
Protoze vSak ¢(x) = z, alimx, = 0, jsme hotovi.

Nyni ukdZeme, Ze posloupnost {¢,} nemtze v prostoru (cg)* slabé konvergovat. Necht tedy
b = {b,} je libovolna posloupnost z I*° (,ztotoziiujeme” zde [ s (¢y)**) a definujme funkcionél
Fy, tak, aby

F, o {an} — Zan b, pro {a,}el.

Potom je zajisté Fy, € (I1)* (ovéite !) a Fy(¢n) = Fy(en) = b,. Kdyby posloupnost {¢,,} slabé
konvergovala v (¢)*, feknéme k prvku ¢, muselo by byt Fy(p,) — Fp(¢) (coz je jedno ¢islo !).
Tudiz b, — Fy(p) pro kazdou omezenou posloupnost {b,}. A to lze t&zko splnit.

3.15. Cvideni. (a) Necht X je Banachtv prostor, T € L(X), zn 2% 0. Ukazte, ze Tan > 0.

Ndvod. Volte ¢ € X* a uvédomte si, ze p o T € X*. Proto (p o T)xn — 0. A naSim tkolem bylo ukazat, ze
o(Tzn) — 0. &
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PILIRE FUNKCIONALNI
ANALYZY

4. HAHN-BANACHOVA VETA A JEJI APLIKACE

4.1. Analytickda Hahn-Banachova véta. Necht M je podprostor (ne nuiné uzavreny) nor-
movaného linedrniho prostoru E o f € M*. Potom existuje F' € E* tak, Ze F = f na M

allF|l = [If].

Diikaz. Na zacatek poznamenejme, Ze ||f|| se uvazuje v podprostoru M, zatimco ||F|| na celém
prostoru E. Polozme

p(x) = [[f[[|lz]| pro € E.

Evidentné p je pseudonorma na E a |f| < p na M. Podle algebraické verze Hahn-Banachovy
véty A.3 (viz té7 nasledujici Poznamku A.4) existuje F' € E# tak, Ze

F=fna M a |F|<pna E.

Protoze pro z € EF mame
[F ()] < p(x) = [| £l ]Il

je dokonce F' € E* a ||F|| < ||f||. Nerovnost ||[F|| > [|f]| je vSak samoziejm4, bere se totiz
supremum z vétsi ¢iselné mnoziny. m

4.2. Poznamka. Pro dukaz analytické Hahn-Banachovy véty jsme pouzili jeji algebraickou verzi vyuzivajici
Zornovo lemma anebo, chcete-li, jemu ekvivalentni axiom vybéru. V pfipadé, kdy nds normovany linearni prostor
E je separabilni, obejdeme se pfi dikazu kombinace algebraické a analytické verze Hahn-Banachovy véty bez ného.
Stru¢énou myslenku dikazu nyni naznac¢ime. Bud {z,} hustd spocetnd podmnozina F, p sublinedrni funkcional
na E, M podprostor E a f € M*, f < pna M. Oznacme M; podprostor E generovany M a x1 a rozsifme f na
f1 tak, aby f1 € M} a aby f1 < p na M;. Pak pokracujeme indukci dale.

4.3. Véta o teéné. Necht E je mormovany linedrni prostor a x € E jeho nenulovy prvek.
Potom existuje f € E* s vlastnostmi ||f|| =1 a f(x) = ||z||.

Diikaz. Oznaéme M podprostor E generovany prvkem z, tedy M := {Az : A € F} a polozme
g:Ax— Alz|| pro Az e M.

Ziejmé g € M*. Protoze
0 <zl] = g(x) = lg(x) < llgll|=],

je |lgl] = 1. Na druhé strané je podle definice ||g|| < 1, tudiz ||g|| = 1. Analytickd verze Hahn-
Banachovy véty 4.1 ndm zarudi existenci takové formy f € E*, pro niz ||f|| = |lg||=1a f =g
na M. Protoze vSak v € M, je f(z) = g(z) = ||z||. m
4.4. Poznamky. (a) Véta o tecné nic nevypovida o jednoznacnosti funkciondlu f. Jiz jednoduchy piiklad
v prostoru l% ¢i 15° ukéaze, ze takovych funkcionalti muze byt vice. Pokud v kazdém nenulovém bodé daného
prostoru existuje pravé jeden takovy funkcional, mluvime o hladkém prostoru.
(b) Pro¢ nazyvéame uvedené tvrzeni vétou o ,teéné” ? Uvazujeme-li tieba jednotkovou uzavienou kouli B realného
prostoru E a bod z lezi na jeji hranici (tedy ||z|| = 1), reprezentuje funkcional f ,te¢nu” k této kouli v bodé
z. Totiz x € D := {t € E: f(t) = 1} a celd koule Bg lezi v jednom z ,poloprostort” uréenych nadrovinou D.
Presnéji, Bg C {t € E : f(t) < 1}, nebot pro t € Bg mame f(t) < |f(¢)] <||f|||t]| < 1.

Naésledujici poznatek o oddélovani bodi byl jiz obsazen v tvrzeni 3.8. Uvedme jej jesté jednou.

4.5. Dusledek. Necht E je normovany linedrni prostor a x,y € E, x # y. Potom existuje
f € E* tak, 7 f(x) # f(y).

Diikaz. Protoze x —y # 0, existuje podle pfedchozi Véty o teéné f € E* tak, ze f(v —y) =z —
y # 0. A to je hledany funkciondl. m
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4.6. Dualni vyjadfeni normy. Necht E je normovany linedrni prostor a z € E. Potom

|lz]] = max {|f(2)] : f € E% ||fIl <1} .

Dikaz. Je-li f € E* al|f]| <1, je

F <A< 1211

Odtud ihned dostévame nerovnost

[|2l] = sup {[f(2)] : f e EX|IfI <1} .

Potfebujeme dokazat opacnou nerovnost. Ta je vSak ziejma, pokud z = 0. Je-li vSak z # 0,
existuje podle Véty 4.3 o tené g € E*, ||g|| < 1 tak, ze g(z) = ||z||. Tudiz

2]l = g(2) <sup{|f(2)] : f € E%[IfIl <1}

A to jsme potfebovali dokazat. m

4.7. Poznamka. Porovname-li definici normy funkciondlu z 2.2 a pravé dokdzané vyjadieni normy v puvodnim
prostoru, vidime, Ze v prvnim p¥ipadé je norma funkcionalu supremem jakési mnoziny (pfi¢emz tohoto suprema se
nemusi nabyvat), zatimco v dudlnim vyjadfeni normy se jedna dokonce o maximum. Jeho existenci ndm zarucuje
pravé Véta o tecné.

4.8. Kanonické vnofeni. UvaZujme normovany linedrni prostor F a jeho druhy dudl E**.
Ten je samoziejmé definovan jako dudl k E*, tedy E** := (E*)*. Pro z € E definujme zobrazeni
€z na prostoru £* predpisem

gz (x) pro @€ E*.

Predevsim, €, je spojitou linearni formou na prostoru E*, tedy ¢, € E**. Zkusme to oveérit.
Volme tedy ¢,v € E*. Potom

ex(p + ) = (P +¢)(2) = p(z) + () = 2(p) + €2(¥)

(vyuzili jsme pouze definici sou¢tu dvou zobrazeni). Podobné e,(Ap) = Aey(p) pro A € F
apebr.
Jestlize ||¢|| < 1, potom

lex (@)l = lp@)| < llell ]| < |2l

a tudiz e, je spojitd linearni forma na E* a ||e,|| < ||z||.
Dale definujme zobrazeni € : E — E** zcela pfirozenym zpisobem jako

e:x—¢e, pro x€F.
Nazyvejme ho kanonickym vnorenim prostoru E do E**. Jeho zakladni vlastnosti popisuje nasle-
dujici tvrzeni.
4.9. Véta. Zobrazeni € je izomorfnim a izometrickym zobrazenim prostoru E na e C E**.

Diikaz. Predevsim poznamenejme, Ze e F je podprostorem E** a ze izomorfizmem zde rozumime
izomorfizmus mezi vektorovymi prostory (tedy linedrni prosté zobrazeni F na ¢E; viz téz 2.7).
Dokazujme vSechna tvrzeni. Volme tedy z,y € E a ¢ € E*. Potom

e +y) () = cary(p) = p(x +y) = 0(x) + ©(y) = () +&y(v)
=e(x)(p) +e(y)(p)
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(vyuzili jsme toho, Ze ¢ je linedrni forma). Tedy e(z + y) = e(x) + €(y) a obdobné se ukaze, ze
e(Ax) = Ae(z) pro z € E a A € F. Vidime, Ze zobrazeni ¢ zachovavé algebraické operace.

Vime jiz z 4.8, 7e vzdy ||ez|| < ||z||. Abychom ukazali, Ze ¢ je izometrickym zobrazenim,
potiebujeme ukazat opacnou nerovnost ||z|| < ||e,||. Ta je zfejmé pokud x = 0. Je-li vak z # 0,
existuje podle Véty 4.3 o tecné ¢ € E* tak, ze ||p|| = 1 a ¢(x) = ||z||. Odtud jiz plyne kjzena
nerovnost, sta¢i si totiz uvédomit, ze ||e;|| = sup{|f(x)| : ||f]| < 1} a Ze se podle uvedené véty
tohoto suprema nabyva v bodé ||z||.

Zbyvé si jeSté rozmyslet, Zze kanonické vnofeni ¢ je prosté. Ale to je jasné, nebot kazd4 linearni
izometrie je jiz prostym zobrazenim. Jsou-li totiz x,y € F, x # vy, je

le(z) —e()ll = lle(z =yl = [lz —yl[ # 0,

atedy ie(x) #e(y). m

4.10. Reflexivni prostory. Normovany linedrni prostor nazveme reflexivnim, jestlize eE =
E**. Jinak Feceno, jestlize ke kazdému ® € E** existuje x € E tak, ze ®(f) = f(z) pro kazdé
fe kb~
VAROVANT - ¢astou chybou je piedstava o definici, podle které normovany linearni prostor je reflexivni, jestlize
je izometricky — izomorfni se svym druhym dudlem. Je to skolackad chyba — existuji totiz nereflexivni prostory,
které jsou izometricky — izomorfni se svym druhym dudlem. V definici reflexivity je podstatné, Ze prostor je
izometricky — izomorfni se svym druhym dudlem, uvazujeme-li toto zobrazeni jako kanonické vnoreni !

Protoze E** je vzdy tplny prostor (Pozndmka 2.3.a) a e je v pfipadé reflexivniho prostoru
FE izometrickym izomorfizmem F na E**, lehko si rozmyslime, Ze i ptivodni prostor E v tomto
pfipadé musi byt uplny. Tedy kazdy reflexivni prostor je jiz Banachuv.

Rikali jsme, 7e suprema v definici normy funkcionalu se nemusi nabjvat. Pfiklad na toto
tvrzeni musime hledat mezi nereflexivnimi prostory. Staci si precist nasledujici poznatek.

4.11. Tvrzeni. Necht X je reflexivni prostor a f € X*. Potom ezxistuje x € X tak, Ze |||x| =1
a f(z)=|Ifl-

Diikaz. Tvrzeni je zfejmé, pokud f je nulova forma. Necht tedy f # 0. Podle Véty o tecnd
existuje ® € X** tak, ze ||®|| =1 a ®(f) = ||f||- Protoze X je reflexivni, nalezneme = € X tak,
aby ® = e,. Potom ovsem f(z) = e.(f) = ®(f) = ||f|| a ||z]| = [lez|| = [|®|| = 1. =

4.12. Poznamka. Plati i opa¢né implikace znama jako Jamesova charakteristika reflexivity: Pokud kazdy
funkcional z X* nabyva své normy, je jiz prostor X reflexivni. Vyslovme toto hluboké tvrzeni samostatné jako
nasledujici vétu.

Jamesova véta. Necht X je Banachiv prostor, v némz pro kazdé f € X* plati, ze || f|| = max{|f(z)]| : ||z|| < 1}.
Potom X je reflexivni.

Poznamenejme na tomto misté, ze je zndma celd fada charakteristik reflexivnich prostori. Neni tedy vzdy nutné
ovéfovat reflexivitu toho ¢i onoho prostoru pomoci definice. Leckdy se mtze hodit pravé néktera z charakteristik
reflexivity. Rovnéz tak v dikazech vét, kde néjakou roli hraje reflexivita daného prostoru, lze mnohdy vyhodné
pouzit nékterou z charakteristik reflexivity. Jako ilustraci uvedme proto bez dukazu nasledujici vétu.

4.13. Charakteristiky reflexivity. Nadsledujici podminky pro Banachiv prostor X jsou ekvivalentni:
(i) X je reflexivni,
(ii) libovolny funkciondl z X* nabyvd své normy (Jamesova charakteristika),
(iii) 2 libovolné omezené posloupnosti v X lze vybrat slabé konvergentni posloupnost (Eberlein—Smuljanova
charakteristika),
(iv) dudl X* je reflexivni (Pettisova charakteristika).

Pokusme se nyni ilustrovat na prikladech pouziti uvedenych charakteristik. V prikladé 2.3.c jsme sestrojili
funkcional L na prostoru L'((0,1)), ktery nenabyval své normy. Podle Jamesovy charakteristiky (ale vlastné jen

Jiny priklad. V Poznamce 3.3 jsme se zminili o Schurové vété, podle které slaba a silné konvergence posloupnosti
splyvaji v prostoru {!. Kdyby se nam tedy podafilo sestrojit omezenou posloupnost v 11, jejiz zadna vybrana
posloupnost nekonverguje slab&, mohli bychom podle Eberlein — Smuljanovy charakteristiky usoudit, Ze prostor
I* neni reflexivni (nehodila by se posloupnost {e,} z Piikladu 3.14 ?).

A vyuzijeme-li nyni Pettisovu charakteristiku reflexivity, dostaneme ihned, Ze ani prostory cp ¢i [°° nemohou
byt reflexivni (tady musime samoziejmé védét, jak vypadaji jednotlivé dudly spolu s tvrzenim, ze reflexivita se

nezméni pfechodem k izomorfnim prostortm — viz [Zap], *2.13).
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V dalsim se ndm bude hodit jesté jedna z mnoha dalsich variant Hahn-Banachovy véty. Jeji
diikaz 1ze ziskat modifikaci postupu v dikazu Véty o teéné anebo tifeba pfimo jeji aplikaci na
prislusny faktorprostor.

4.14. Dusledek Hahn-Banachovy véty. Necht M je uzavveny podprostor mormovaného
linedrniho prostoru E a x € E\ M. Potom existuje f € E* tak, Ze ||f|| =1, f =0na M a
f(z) > 0.
Dikaz. Necht d := dist(x, M). Potom samoziejmé je d > 0. Uvazujme podprostor Z generovany
M U {z}, tedy

Z={m+Xx:meM,XeF}.

Definujeme-li
glm+Ax)=Ad pro m+AIr e 7,

je g korektné definovany (kdy miize byt m; + A1z = ma+ gz ?) linedrni funkciondl na Z. Vidime
téz, ze g = 0 na M a g(x) = d. Z odhadu
m
lgtm -+ 2a)| = [\l d < ||| 2 = (=5)|| = llm + Aal]

platného pro kazdé m € M a A # 0 plyne, 7ze g € Z* a ||g|| < 1. Na druhé strané pro kazdé
m € M je
d=g(z) = g(@ —m) < |lgl[[lz —m]|],

a tudiz
d <||gl inf {||]z —m[| : m € M} = ||g|| dist(z, M) = d||g|].

Odtud plyne, Ze ||g|| > 1 (nezapomeiite, ze d > 0). K dokonceni dikazu sta¢i tedy pouzit
analytickou verzi Hahn-Banachovy véty 4.1.

Jing dikaz. Necht ¢ je kanonické zobrazeni E do pfislusného faktorprostoru E/M (viz 13.24).
Ziejmé g = 0 na M a g(z) # 0. Podle Véty o tetné 4.3 existuje F' € (E/M)* tak, ze ||[F|| =1
a F(q(x)) = ||g(x)]| > 0. Zkuste nyni uvazovat funkcional f := F'oq € E*. Ten zarucené splituje
f=0na M a f(z) > 0. Pokud by nebylo f =1, stadilo by funkciondl f pfenormovat. m

4.15. Rieszovo lemma o skoro kolmici. Necht M je vlastni uzavieny podprostor nor-
movaného linedrniho prostoru E. Potom ke kaZdému € > 0 existuje x. € E tak, Ze

lze|]|=1 a dist(z,M)>1—¢.
Diikaz. Zadejme si tedy ¢ > 0 a najdéme podle pfedchoziho dfisledku Hahn-Banachovy véty

f € E* tak, aby ||f|| =1 a f = 0 na M. Potom podle 2.3.d zaruené existuje z. € F tak, Ze
llze|| =1 a |f(z:)] > 1 —e. Je-li m € M, méme

L—e <[f(z)l = [f(ze) = f(m)| = [f (2 —m)| < ||f|[||ze —m[ = [[z= —m]],
a tudiz 1 — e < dist(z., M). m

4.16. Dovétek. Je-li prostor E reflexivni, existuje dokonce x € E tak, Ze

llz|]l=1 a dist(z,M)=1.

Dikaz. Opét najdéme podle 4.14 funkcional f € E* tak, aby ||f|| =1 a f = 0 na M. Nyni
vyuZijeme Tvrzeni 4.11 podle néhoz existuje € E s vlastnostmi ||z|| = 1 a f(z) = 1. Zaveér
dikazu je stejny jako v pfedchozim tvrzeni. Je-li m € M, dostavame

L= f(z) = [f(@)| = [f(x) = f(m)| = [f(& = m)| < [[f[[[]x —m|| = ||z —m]],
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a tudiz 1 < dist(x,M). Bez pochyby je ale dist(z, M) < 1 (staci si uvédomit, ze 0 € M
allzl|=1). m

4.17. Poznamka. Pii dukazu Rieszova lemmatu o skoro kolmici jsme vyuzili Hahn-Banachovu vétu, jejiz dikaz
silné vyuzival axiomu vybéru. Je to ovSsem tak trochu jako chodit s kanénem na vrabce. Existuje totiz zcela
elementarni dikaz tohoto lemmatu a byl by hfich ho neuvést. Pockejme vsak az do 9. kapitoly.

Tedy Rieszovo lemma o skoro kolmici 1ze dokézat zcela elementarné a Hahn-Banachovu vétu viibec nepotie-

bujeme. Nicméné jako viceméné zajimavost jsme ji v dikazu Rieszova lemmatu pouzili.
Tuto kapitolu zakoncéime partii o adjungovanych operatorech a anihilatorech. I v dukazech
tvrzeni o nich se setkdme s disledky Hahn—Banachovy véty.

4.18. Adjungovana zobrazeni. UvaZujme normované linedrni prostory F a Y a linearni
zobrazeni T : E — Y mezi nimi. Chceme definovat zobrazeni 7" : Y* — E*| které by mélo tzky
vztah k T. Volme tedy ¢ € Y* a definujme formu 7"¢ na E*. Musime tedy uréit jeji hodnotu
v bodé = € E. Mnoho moznosti neméame, zcela prirozena definice je nasledujici

T'o(z) := p(Tx) pro z€E.

Protoze jak T tak ¢ jsou linearni, je T"p linedrni. A ze spojitosti T i ¢ okamzité dostavame
spojitost T"¢. Tim je tedy definovéno zobrazeni 7" : Y* — E*, fikejme mu adjungované zobrazeni
k T. Jeho zakladni vlastnosti udava nasledujici véta.

4.19. Tvrzeni. Necht E a'Y jsou normované linedrni prostory. Zobrazeni
U:Tw—T :LEY)— LY" E¥)
je linedrni a izometricke.

Diikaz. Nemélo by ¢init zddnou obtiz dokdzat, ze (aT + 8S) = oT' + 85" pro S,T € L(E,Y)
aa,feF.
Necht T € L(E,Y). Potom

17| =sup {|IT"¢ll : [l¢l| < 1} = sup{|T"p(x)| : [|ell <1, [Jz]] < 1}
=sup {[p(Tz)| : [[ell <1, [fe]| <1} = sup {||T[| : [lz|| <1} = [|T]|.

Zde jsme vyuzili rovnost
[|2]] = sup {lp(2)| - [lel| <1}
(dudlni vyjadfeni normy), coz byl jeden z dusledk Hahn-Banachovy véty 4.6. m
4.20. Tvrzeni. Zobrazeni ¥ :T — T': L(E,Y) — L(Y*, E*) je na, prdvé kdyz prostor Y je reflezivni (a E je
netrividing).
Dikaz. Pocvi¢me se v diikazu tohoto tvrzeni. Predpokladejme tedy, ze Y je reflexivni. Oznacme ep : E — E**

aey : Y — Y** prislusnd kanonickd vnofeni a volme L € L(Y™*, E*). Potfebujeme nalézt T € L(E,Y) tak, aby
T = L. Ptirozenym kandidatem je zobrazeni

T:=((ey) oL oep)

(je dobré si nakreslit diagram, nezapomerte pfitom, ze L’ € L(E**,Y**). Chceme ukazat, ze T’ = L. Volme tedy
p€Y*azx e E. Potom

T'o(2) = o(Tz) = p((ey) " o L 02p) (@) = (L' 0 25) (2)) () = e (@)(Le) = (L¢) ().

Tudiz T = L. Jen na okraj, kde jsme vlastné vyuzili predpoklad, Ze Y je reflexivni ?

Naopak ted pfedpoklddejme, Ze zobrazeni ¥ je na a snazme se dokdzat, ze Y je reflexivni. Volme tedy F' € Y**.
Naleznéme = € E a f € E* tak, aby f(z) = 1 (pfedpokladali jsme, ze E # {0}). Polozime-li L : ¢ — F(p) f pro
peY* je Le L(Y* E*). Existuje tedy T € L(E,Y) tak, ze L = T'. Potom pro ¢ € Y* dostdvame

ey (T2)(9) = @(T) = T'p(x) = Le(x) = F(9) f(z) = F(9),
jinymi slovy F = ey (Tz). B

4.21. Poznamka. Uvedme konkrétni piiklad, kdy zobrazeni T — T’ neni na. UvaZujme tfeba prostory
E =Y = ¢p a definujme operator S € L(I!) predpisem

S:{zn}— (Za:n,0,0,...) pro {x,}ell

(ztotoziiujeme dudl k co s I — viz 13.28). Rozmyslete si, pro¢ neexistuje T € L(co) tak, aby T’ = S.
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4.22. Anihilatory. Je-li F normovany linedrni prostor a A jeho podmnozina, definujeme
anihildator A (v E*) jako

At = {p € E*: p(2) = 0 pro viechna x € A} .
Obdobné definujeme zpétny anihildtor mnoziny B C E* (v ptvodnim prostoru E !) pfedpisem
LB :={x € E: ¢(x) = 0 pro viechna ¢ € B} .

4.23. Tvrzeni. Necht A je podmnoZina normovaného linedrniho prostoru E a B C E*. Potom
AL je uzavieny podprostor E* a +B je uzaviensj podprostor E. Dile

E+t={0} a *E*={0}.

Diikaz. Jsou-li p,9p € At ax € A, je (p+v)(z) = ¢(x) +¢(z) = 0, tudiz p+1 € AL. Obdobné
se ukaze, 7e AL je uzavieno na néasobeni skalarem, ¢im7 je ovéfeno, 7e A+ je podprostor E*.
Piedpokladejme tedy, Ze o, € At a ¢, — ¢ (v prostoru E*). Volime-li € A, plyne z nerovnosti

lon (@) — @(@)| = [(en — @) (@)] < llen — ¢l [|z|| =0,

7e 0 = o, (x) — (). Tudiz p(z) = 0 a nasledné ¢ € A*+.

Ani dikaz druhého tvrzeni neni obtizny. Volme z,y € B a ¢ € B. Potom p(x +y) = () +
o(y) = 0, odkud plyne z +y € +B. Obdobné \x € *B, pokud # € *B a A € F. Jestlize
r, € tBax, — z,je o(x,) — ¢(z) pro kazdé ¢ € E*. Mame-li tedy ¢ € B, je ¢(x,) =0, a
tedy i ¢(x) = 0.

Je-li o € B+, je p(x) = 0 pro kazdé x € F, coz nefika nic jiného nez ze ¢ = 0. Pokud z € +E*,
je p(z) = 0 pro kazdé p € E*. Protoze prvky E* oddéluji body prostoru F, coz byl Dtisledek 4.5
Hahn-Banachovy véty, musi byt z = 0. m
4.24. Poznamky. Vsimnéte si, ze jsme dokazali vlastné siln&jsi tvrzeni. Podprostor AL je uzavien dokonce na,
slabou* w*—konvergenci a - B je uzavieny na slabou w—konvergenci.

Také si povsimnéte, ze dikazy tvrzeni o tom, ze AL a LB jsou podprostory probihaly odliné. Také dikaz
tvrzeni, ze B+ = {0} byl trivialni, na druhé strané pro diikaz tvrzeni, ze ~E* = {0} jsme potiebovali Hahn-

Banachovu vétu.

4.25. Tvrzeni. NechtT € L(E,Y), kde E a'Y jsou normované linedrni prostory. Potom
ker7' =RT+ a kerT =" RT.

Diikaz. Je-li ¢ € ker T a x € E, médme T'p(z) = ¢(Tz) = 0, ¢li ¢ € RT+. Naopak, pokud
peRT+azc€E, jeT px)=p(Tz) =0, tudiz ¢ € ker T".

Obdobné se dokaze druhd rovnost, procvic¢te se sami ! m
4.26. Cvideni. (a) Necht {z,} je posloupnost prvki normovaného linedrniho prostoru E. Jestlize z, — =z,
potom ||zn|| — [|z||. Pokud vSak pouze z,, — z, pak ||z|| < liminf ||zy]|.

Ndvod. Pro diikaz prvniho tvrzen{ jsme v Tvrzeni 1.4 vyuzili odhad |||zs|| — ||z||| < ||z — z]|.
Pokud jde o druhé tvrzeni, je zfejmé v pripadé x = 0. Je-li z # 0, vyuzijte Vétu o tecné k nalezeni ¢ € E*
tak, aby |[¢]| = 1 a ¢(z) = [la]. Potom

llal] = (@) = lim p(xn) = lim [p(en)| < liminf ||]| ||| = lim inf |2,

&

(b) Necht M je uzavieny podprostor normovaného lineérniho prostoru E a {x, } posloupnost v M. Jestlize z,, — z,
potom z € M.

Ndvod. Piedpokladejme, ze z € E'\ M. Podle Hahn-Banachovy véty 4.14 existuje f € E* tak, ze f = 0 na M
a f(z) > 0. Protoze v8ak f(zn) — f(z), je f(z) =0. A to je samozfejmeé spor. &
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(c) Je-li dudl E* normovaného linedrniho prostoru E separabilni, je i piivodni prostor E separabilni. Ze separability
E ovsem separabilita E* neplyne.

Ndvod. Necht {¢n} je husta posloupnost v E*. Existuji z,, € E tak, ze ||zn|| =1 a 2|on(zn)| > ||enl]. Je-i Y
uzavieny linedrni obal mnoziny {xn}, sta¢i ukdzat, ze Y = E. Potom totiZ mnozina

n
{Z('rj +1s;)z; : m € N,r;, sj racionalni}
j=1
(v komplexnim p¥ipadé) je hustd v E. Pokud by Y # E, existovalo by podle Disledku Hahn-Banachovy véty 4.14
@ € E* tak, ze ||¢|| =1a @ =0mnaY. A to jiz povede ke sporu, nebot existuje vybrana posloupnost {¢;} z {fn}
s vlastnosti ¢; — ¢. Protoze vSak

1
lleq = el 2 [(e5 = @) )| = lej ()] 2 Slleill

muselo by byt ||¢;|| — 0. A tudiz i [|¢|| = 0.
Na druhé strané, prostor I! je separabilni, zatimco jeho dual, ktery je izometricky-izomorfni s prostorem 1°°,
neni. &

(d) Necht E a Y jsou normované linearni prostory, E netrividlni (E # {0}). Jestlize prostor £L(E,Y) je Banachiv,
je Banachuv i prostor Y.
Ndvod. Zvolme cauchyovskou posloupnost {y,} vY a z € E, ||z|| = 1. Podle Véty o te¢né 4.3 naleznéme f € E*
tak, aby ||f|| =1 a f(z) = 1. Definujme Ty : z — f(z)yn pro z € E. Potom {T,} je cauchyovskd posloupnost
v L(E,Y). Existuje tedy T € L(E,Y) tak, ze T, — T. Protoze

llyn — Tz|| = ||Tnz — Tz|| < ||Tn — T,

jeyn =Tz &

5. PRINCIP STEJNOMERNE OMEZENOSTI

Dalsim pilifem funkcionédlni analyzy je princip stejnomérné omezenosti. Existuji razné zpusoby
jeho dukazu, my vyuzijeme Baireovu vétu o kategoriich 13.41. Dalsi moZnosti nevyuzivajici
(explicite) Baireovu vétu skytd kuptikladu technika ,klouzajictho hrbu” (uvedeme ji v 13.42) ¢
Zabrejkovo lemma (viz Vétu 12.4), existuji vSak i ,elementarni” piistupy (viz 13.43).

A jesté poznamka. Nékteré véty plati pro libovolné normované linearni prostory, v jinych
je naopak predpoklad tuplnosti podstatny. Je asi tézké si vzdy pamatovat presné piedpoklady.
Rozhodné nic nezkazime, predpokladéame-li aplnost a teprve z dikazu muze vysvitnout, jedna-li
se o skutecné nezbytny predpoklad. V takovém pfipadé by bylo jesté idedlni uvést protiptiklad,
ze znéni té které véty bez predpokladu tplnosti nemusi platit.

5.1. Princip stejnomérné omezenosti. Necht X je Banachiv prostor, Y normovany linedrn{
prostor a & podmnozina L(X,Y). Potom
sup{||L||: L € 8} < o0,
prave kdyz
sup{||Lz|| : L € &} < 00 pro kazdéx € X .
Diikaz. Z nerovnosti ||Lz|| < ||L|| ||x|| plyne ihned jedna (snadnd) implikace.
Pro dikaz druhé predpokladejme, Ze sup{||Lz|| : L € &} < oo pro kazdé z € X. Polozime-li
pro pfirozena n
F,:={x € X :||Lz|| <nprokazdé L € &} = ﬂ {r € X :||Lz|| <n},
LE®
jsou F, uzaviené podmnoziny X (norma i zobrazeni z & jsou spojitd zobrazeni). Pfedpoklad
nam zarucuje, ze X = |J,, F,,. Podle Baireovy véty o kategoriich (nezapomeiite, ze X je uplny
prostor) m4 jedna z mnozin F,, neprazdny vnitiek. Existuje tedy n, z € F,, a ¢ > 0 tak, ze
{reX: |lz—=z|| <2} CF,.
Zbyvé odhadnout normu ||L|| pro L € &. Volme tedy takové L a t € X, [|t|] < 1. Protoze
z + et € F,,, mame
2n

1
Lt|| = ||L(- t — < —.
I = [1L(C (e + st = 2)]] < .

M | =

(1L(z + )| + [[L=]]) <
Vidime, ze sup {||L||: L € } < 2*. m
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5.2. Banach-Steinhausova véta. Predpokladejme, Ze X je Banachiv prostor, Y normovany
linedrni prostor a {L,} je posloupnost spojitych linedrnich zobrazeni z L(X,Y). JestliZe pro
kazdé x € X existuje lim L,x a jestliZe tuto limitu oznacéime Lz, je L € L(X,Y).

Diikaz. Neni sporu o tom, ze L je linedrni zobrazeni. Potfebujeme ukézat, ze je omezené. Volme
tedy z € Bx. Protoze pro kazdé = € X je posloupnost {L,z} konvergentni, je omezena. Podle
ptredchoziho principu stejnomérné omezenosti je

B :=sup{||Lp|| : n € N} < 0.

Potom
|Lz|| = lim || Ly, 2|| < limsup ||Ly]| [|2]] < B []2]| < 8.

Na zavér uvedme jesté jednu dilezitou vétu tykajici se (silné) omezenosti slabé konvergent-
nich posloupnosti. Snad je zbytecné pripominat elementarni tvrzeni, podle kterého je kazda
konvergentni posloupnost omezena (v piipadé posloupnosti redlnych ¢isel je to zdleZitost latky
jiz v prvnim semestru). Protoze vSak slabé konvergentnich posloupnosti je vice nez (silné) kon-
vergentnich, neni viibec jasné, pro¢ by tyto mély byt omezené. A jak uvidime z dikazu, ktery
vyuzivé princip stejnomérné omezenosti (coz je pomérné hluboké tvrzeni), neni toto tvrzeni nik-
terak samoziejmé.

5.3. V&ta. Necht {z,} je slabé konvergenini posloupnost v normovaném linedrnim prostoru X .
Potom posloupnost {||x,||} je omezend.

Diikaz. Necht x, % 2. Uvazujme posloupnost {e, }, kde ¢, zna¢i obraz prvku = v X** pfi
kanonickém vnofeni ¢ : X — X**. Volme ¢ € X*. Protoze ¢(z,) — ¢(z) podle definice
slabé konvergence, je (podle definice kanonického vnofeni) e, (¢) — €,(¢). Vidime, Ze (¢iselnd)
posloupnost {e,, (¢)} je omezend. Nyni sta¢i pouzit princip stejnomérné omezenosti 5.1 (na
uplny prostor X*). Podle néj je posloupnost {||e,, ||} omezend. A protoZze kanonické vnofeni e
je izometrii, je ||z, || = ||€s, || @ jsme s dikazem hotovi. m

6. VETY O OTEVRENEM ZOBRAZENI A UZAVRENEM GRAFU

V této kapitole uvedeme vlastné tii dalsi véty patfici k pilifim funkcionalni analyzy. Jak je
uvedeno v nazvu této Casti, jde o vétu o otevieném zobrazeni, vétu o uzavieném grafu, a my
k nim pfidame jesté vétu o inverznim zobrazeni. Jakmile mame dokézanu jednu z téchto tii vét,
ostatni dvé z ni jiz viceméné snadno vyplynou. A zélezi na vkusu kazdého autora, do kterého
dikazu se vrhne prvni a v jakém poradi pak dokéze dalsi dvé véty. V kazdém ptipadé pfimy
dtikaz jakékoliv z téchto tfi vét je ponékud obtiznéjsi a vyzaduje jisté usili.

Pro ¢tenare, ktery se zajimé o dtikaz kterékoliv této véty, je pak urcena dvanactd kapitola,
kde na zékladé tak zvaného Zabrejkova lemmatu poddme dikazy uvedenych vét.

V téchto skriptech uvedeme bez dikazu vétu o uzavieném grafu a z ni odvodime vétu o ote-
vieném zobrazeni (jeji diikaz vyuzivajici metodu faktorizace je vcelku instruktivni). Navic v 6.11
ukéazeme, jak véta o uzavieném grafu plyne z véty o otevieném zobrazeni. Pokud by nékoho zaji-
mal pfimy dikaz véty o otevieném zobrazeni (bez pomoci véty o uzavieneém grafu ¢i Zabrejkova
lematu), mtizeme odkéazat na [Zap).

6.1. Uzaviena zobrazeni. Nechf F a Y jsou normované linedrni prostory, (obecnéji mohou
byt metrické ¢i topologické). Zobrazeni f z E do Y se nazve uzaviené, jestlize jeho graf, coz je
mnozina

{(z,f(2)): z € B},
je uzavienou podmnozinou prostoru £ x Y.
Na kartézském soucinu E X Y uvazujeme ,soucinovou” normu definovanou tieba jako ||(z,y)|| := ||z||& + ||yl|y -
Podstatné je, ze mnozina G je oteviena v E XY, jestlize ke kazdému (z,y) € G existuje oteviend mnozina Gg C E
obsahujici z a oteviend mnozina Gy C Y obsahujici y tak, ze Gg X Gy C G.
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Zobrazeni f je tedy uzaviené, jestlize plati nasledujici: Kdykoliv

(@n, f(zn)) = (2,y) v EXY,

potom y = f(x). A protoze konvergence v kartézském soucinu je konvergenci po jednotlivych
soutadnicich, lze Fici, Ze f je uzaviené zobrazeni, jestlize y = f(x), pokud =, — x a f(x,) — y.

Je-li T linearni zobrazeni mezi normovanymi linearnimi prostory F a Y, a pouze tento pripad
budeme v dalsim uvazovat, je T uzaviené, pravé kdyz

zn—0 v E a Tx,—y v Y, potom y=0.
Pfipomerime jesté, Ze zobrazeni T je spojité (v bodé 0), jestlize
z,—0 v E, potom Tz, —0.

Jaky je tedy rozdil mezi uzavienym a spojitym zobrazenim ? Podstatny. Pri dikazu spojitosti
musime ukazat dvé véci: jednak ze limita lim T'x,, existuje, potom, Ze je rovna 0. Pokud chceme
oveérit, ze néjaké zobrazeni je uzaviené, predpokladdme, ze existuje limita lim T'x,, a pouze dokazu-
jeme, ze je rovna 0. Je tedy mnohem snazsi dokazat, ze dané zobrazeni je uzaviené nez ukézat,
7e je spojité.
Shriime predchozi Gvahy do nasledujiciho jednoduchého tvrzeni.

6.2. Lematko. Kazdé spojité zobrazend je uzaviené. Je-li f prosté uzaviené (linedrni) zobrazeni
E naY, je i inverzni zobrazeni f 1 uzaviené.

Diikaz. Thned je vidét, Ze spojita zobrazeni jsou uzaviena.

I diikaz druhého tvrzeni je zfejmy, nebot grafy f a f~! jsou ,skoro stejné”. Presnéjsi argument
je ten, Ze zobrazeni (z,y) — (y,2) z E xY do Y x E je homeomorfizmus. Anebo, chcete-li se
procvicit, argumentujte nasledovné: Necht y, € Y, y, — 0 a f~'y, — 2. Oznaéte z,, := f~1y,.
Potom z, — z a f(x,) = y, — 0. Z uzavienosti zobrazeni f pak plyne, ze f(z) = 0. Protoze
v8ak f je prosté (a f(0) =0),jez=0.m

Jak jsme konstatovali, spojitd zobrazeni jsou uzaviend. Opak vSak obecné neni pravdou.
Uvedme dva ptiklady.

6.3. Nespojitd uzaviena zobrazeni. (a) UvaZujeme-li prostory
E={g€C(]0,1]) : ¢’ existuje a g’ € C([0,1])} a Y =C([0,1]),

je (linedrni) zobrazeni T : g — ¢’ uzaviené zobrazeni z F do Y, neni v8ak spojité. Jestlize totiz
gn — 0 v prostoru E a Tg, = g}, — g v prostoru Y (obé konvergence jsou tedy stejnomérné),
plyne ze zakladnich vét analyzy o derivovani limitni funkce, Ze g/, — 0. Na druhé strané, pro
posloupnost funkei {2} méame ||z"|| = 1, zatimco [|(z")'|| = |[nz™ || = n, tudiZ zobrazeni T
neni omezené.

(b) Necht Y = ! s obvyklou [!-normou a E je vektorovy prostor /! opatieny normou z prostoru
co (mnozinové je samoziejmé ' CC ¢p). Je-li # = {x,,}, mame

]| 5 = max {a1], [a], @3], ...} < D lea] = ]|y -
n

Odtud plyne, Ze prostor Y méa vice otevienych mnozin nez F. A existuje dokonce oteviena
mnozina G C Y, kterd neni oteviend v E (umite ji sestrojit 7). TudiZ identické zobrazeni
id : E — Y je prikladem uzavieného linearniho zobrazeni, které neni spojité. Nemuze byt
spojité, nebot id™*(G) neni oteviens podmnozina E. Ale id™' je spojité zobrazeni, tudiz je
uzaviené. A tedy i jeho inverzni zobrazeni, coZ je puvodni identita id je téZ uzaviené. To jsme si
ujasnili pravé v Leméatku 6.2.

Pokud vsak oba prostory E a Y jsou Gplné (a to v naSich protipfikladech nebylo), je jiz
kazdé linearni uzaviené zobrazeni spojité. Leckteré diitkazy spojitosti linedrnich zobrazeni se tedy
mohou zjednodusit. Znovu zdtraznéme, ze pri dikazu uzavienosti zobrazeni T pfedpokladame,
7e posloupnost {T'z,, } konverguje, zatimco pfi ditkazu spojitosti toto musime ovétit. Jesté jednou
si dobfe posledni ivahu, a tim i rozdil definice uzavienosti a spojitosti, rozmyslete.
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6.4. Véta o uzavieném grafu. Jsou-li X a Y Banachovy prostory a T uzaviené linedrni
zobrazeni mezi nimi, je T spojité.

Diikaz. Dukaz vynechame, je vSak uveden v 12.5, viz téz 6.11. m
6.5. Poznamka. Poznamenejme, Ze o uvazovaném zobrazeni T' se nepredpokladd, ze by bylo na.

6.6. Véta o inverznim zobrazeni. Je-li T € L(X,Y) prosté spojité linedrni zobrazeni Bana-
chova prostoru X na Banachiiv prostor Y, je inverzni zobrazeni T~ spojité

Diikaz. Tvrzeni je nabiledni. Protoze zobrazeni T je spojité, podle Lematka 6.2 je T uzaviené
a jeho inverzni zobrazeni T, které je samoziejmé linedrni, ma uzavieny graf. Takze staci jiz
jen pouzit predchozi Vétu 6.4 o uzavieném grafu. m

6.7. Poznamka. Véta o inverznim zobrazeni byva také casto nazyvana Banachovou vétou o homeomorfizmu

a je samoziejmé téz bezprostfednim dusledkem néasledujici véty o otevieném zobrazeni.

6.8. Oteviena zobrazeni. Zobrazeni f mezi metrickymi (nebo i topologickymi) prostory X
a 'Y je otevrené, jestlize zobrazuje oteviené podmnoziny v X na oteviené mnoziny v Y. Nékteti
autofi definuji také oteviend zobrazeni jako ta, kterd zobrazuji oteviené mnoziny na mnoziny
oteviené nikoliv v celém prostoru, ale v oboru hodnot tohoto zobrazeni. Protoze nasledujici véta
se tyka zobrazeni, pro néz obor hodnot splyvéa s celym prostorem, je jedno, jakou definici vezmeme
za zaklad.

Casto se vyskytujici chyba spoéiva v omylu, Ze oteviené zobrazeni téz zobrazuje uzaviené mnoziny na uzaviené.
Zdaleka tomu tak neni. Co# zkusit uvazovat ortogonalni projekci R? na z-ovou osu {(967 y) € R2:y= 0}. To bude
urcité linearni oteviené zobrazeni, avsak obraz uzaviené mnoziny {(x, y):x€0,5),y>tg x} neni uzavteny.

Rovnéz tak neni obecné pravda, ze by spojité zobrazeni (u néhoz vzory otevienych mnozin jsou oteviené !)

bylo oteviené. Podivejte se tfeba na Cviceni 6.18.a.

6.9. Véta o otevieném zobrazeni. Necht T je linedrni spojité zobrazeni Banachova prostoru
X na Banachuv prostor Y. Potom T je otevrene.

Diikaz. Tvrzeni plyne ihned z Véty o inverznim zobrazeni, pokud predpokladame jesté navic, ze
T je prosté.
Pokud neni, vytvorime nejdfive faktorizaci X podle jadra T'. Oznacme tedy

N:=kerT ={ze€ X :Tx=0}.

Z linearity zobrazeni T dostavame, ze N je podprostor X a ze spojitosti T' pak plyne, ze N je
uzaviend podmnozina X. Potom faktorprostor X/N (s pfislusnou normou) je Banachiiv prostor
a kanonické zobrazeni ¢ : X — X/N je spojité a oteviené. Staéi se podivat na Vétu 13.25. Nyni
definujme zobrazeni T : X/N — Y (korektné) piedpisem T : [z] — Tz (pokud [z] = [y] € X/N,
potom x —y € N, a tudiz Tz = Ty). Ziejmé je T linedrni. Je také spojité. Je-li totiz x € X, je
pro kazdé n € ker T

| Tq(2)[| = [[Tlal]| = |[T2|| = [|Tx = Tnl| = [[T(x = n)|| <[|T|[|z = nll,

tudiz i ||Tq(x)|| < ||T]|||¢(z)||. Protoze TX = Y, zobrazuje T prostor X/N na Y. Koneéné

zobrazeni T je prosté, jak lehko sami zjistite (pokud T[x] = T[y], jeTx =Ty, ¢ilix —y € N,
a tudiz [z] = [y]). Podle Véty o inverznim zobrazeni 6.6 je zobrazeni (T')~!:Y — X/N spojité.

Tudiz T je oteviené a T' = T o q, jakozto slozeni dvou otevienych zobrazeni, je oteviené. m

6.10. Poznamka. Pii dikazu posledni véty jsme se opirali vlastné o vétu o faktorizaci. Ta je sama o sobé
zajimava, vyslovme ji proto samostatné. Duikaz je zapotfebi dodélat.

Véta o faktorizaci. Necht X a Y jsou normované linedrnt prostory a T € L(X,Y). Oznacéme N := ker T
a q: X — X/N kanonické zobrazeni. Potom ezistuje prdvé jedno zobrazeni T tak, ¢ T =T o q. Zobrazeni T je
prosté a ||T|| = ||T].
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6.11. Dukaz véty o uzavieném grafu. Véta o uzavieném grafu 6.4 je také jednoduchym
dtsledkem Véty o otevieném zobrazeni (nebo, chcete-li pfesnéji, Véty o inverznim zobrazeni).
Uvedme ho.

Diikaz. 7 definice uzavienosti T totiz plyne, ze graf T je uzavieny podprostor Banachova prostoru
X xY. Tedy graf T' je Banachtuv prostor. Uvazujeme-li ,projekci”

P:(z,Tx)—2x pro z€X,
je P linearni zobrazeni, pric¢emz
1P(z, Tz)|| = [lz]| < ||zl + |1 Tzl = [|(z, T)]| .

Zobrazeni P je tedy omezené, navic je prosté a na. Podle Véty o inverznim zobrazeni 6.6 je
inverzni zobrazeni P! omezené, a tudiz

T2l < llall + T2 = (@, T2)l| = [P~ ()] < 1P~ |||l

pro kazdé x € X. Coz jsme potiebovali dokizat. m

Tuto kapitolu zakon¢ime partii o algebraickych ¢i topologickych souctech. Dobfe si povsSimnéte

rozdilt mezi algebraickymi a topologickymi aspekty u téchto pojmu.
6.12. Algebraicky soucéet. Uvazujme zprvu vektorovy prostor W a jeho podprostory A, B.
Jestlize AN B = {0} a kazdy vektor w € W lze napsat ve tvaru w = w4 + wp (jednoznacéné),
kde wa € A a wp € B, fikdme, ze W je algebraickym souctem podprostori A a B. Symbolicky
zapisujeme W = A ® B.

Ozna¢me symbolem P4 zobrazeni W — A definované piedpisem Pa(w) := wa. Potom zo-

brazeni P4, které je linearni a splituje rovnost P3 = P4 (pro kazdé w € W je totiz Pa(Paw) =
Paw), nazyvame projekci W na A (podél B). Obdobné definujeme projekci Pg.
6.13. Topologicky soucet. Jsou-li nyni M, N podprostory normovaného linedrniho prostoru
E a E=M® N, mize (ale nemusi) se stat, Ze projekce Py je spojitd. Neni tézké si rozmyslet,
Ze projekce Py je spojitéd, pravé kdyz projekce Py je spojitd (necht Py je spojitd a x, — x;
stadi si uvédomit, ze Py (z,) = x, — Py(zn) — © — Py(2) = Pn(z)), a Ze v tomto pfipadé
podprostory M a N jsou uzaviené, protoze kuptikladu

M ={z € E: Py(z) =0} = Py'(0).

Rekneme, 7e normovany linedrni prostor E je topologickym souctem podprostord M a N, co
zapisujeme E = M @; N, jestlize je jejich algebraickym souctem a projekce Py (€1 Py) je spojita.

V nasledujicim tvrzeni ukdzeme, ze Banachtuv prostor X je topologickym souctem svych pod-
prostord, je-li X jejich algebraickym souctem a oba podprostory jsou uzaviené. To bychom
ostatné mohli pokladat v pfipadé Banachovych prostoru za definici.

6.14. Tvrzeni. Necht M a N jsou uzavrené podprostory Banachova prostoru X . Je-li X jejich
algebraickym souctem, je jiz jejich topologickym souctem.

Diikaz. Necht X = M & N. Protoze M je uzavieny podprostor X, je i M Banachtiv. Podle
Véty 6.4 o uzavieném grafu tedy staci ukdzat, ze projekce Pps je uzaviené zobrazeni. Necht tedy

Tn — 2 a Py(x,) —vy.
Podprostor M je uzavieny a Pp(z,) € M, odkud ihned dostévame, ze y € M. Protoze
Tp — Py(n) 2z —y
a prvky x, — Py(x,) lezi v uzavieném podprostoru N, je x —y € N. Z jednoznacnosti rozkladu

prvku z =y + (r —y), kde y € M a x —y € N, dostdvame, Ze nutné y = Pps(x). A tim jsme
ovétili, ze zobrazeni Py je uzaviené. m
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6.15. Topologicky doplnék. Necht M je podprostor normovaného linedrniho prostoru E.
Existuje-li podprostor N CC FE tak, ze E = M ¢, N, fikdme, ze M ma v prostoru E topologicky
doplnék.

Dva dulezité postfehy. Predné, ma-li podprostor M topologicky doplnék v F, je jiz M uza-
vieny. To plyne ihned z predchoziho. Dale, jestlize M ma topologicky doplnék, existuje samozie-
jmeé vice podprostort N tak, aby F = M @; N. To je snad jasné, jednoduchy priklad v prostoru
R? to ihned osvétli.

6.16. Existence algebraickych a topologickych doplikna. Uvazujme podprostor A vek-
torového prostoru W a ptejme se, zda k nému existuje jeho algebraicky doplnék, ¢ili takovy
podprostor B, aby W = A@® B. Eventualné v kladném pripadé kolik takovych podprostorti muize
existovat. Odpovédi jsou celkem jednoduché. Algebraicky doplnék existuje vzdy. Staci totiz
zvolit néjakou algebraickou bazi A a doplnit ji na bazi celého prostoru W. To lze vidy, o tom
vypovida Steinitzova véta 13.3, kterd by méla byt znama z kurzu linearni algebry. Potom alge-
braicky doplnék k A, tedy podprostor B, je generovan pravé doplnénymi prvky k bazi podprostoru
A. Takovych dopliiki je samoziejmé vice. Staci si tfeba pfipomenout jednoduchy piiklad opét
v prostoru R?. Ovsem vSechny algebraické doplitky k A jsou navzajem (algebraicky) izomorfni
a kazdy z nich je izomorfni k faktorprostoru W/A. Poznamenejme jesté, ze tedy vSechny maji
stejnou dimenzi (rovnou dimenzi W/A) a tuto dimenzi pak nazyvame kodimenzi podprostoru A
ve W.

Je-li M uzavieny podprostor normovaného linearniho prostoru E, mizeme se dale ptat, exi-
stuje-li k nému topologicky doplnék. Je tomu tak tfeba v Hilbertovych prostorech.Tam kazdy
uzavieny podprostor ma (dokonce specidlni — ortogondlni) doplnék. Obecné je vSak odpovéd
zdpornd. Lze kupfikladu ukdzat (a neni to zrovna tplné trividlni), Ze ¢y chapany jako podprostor
[°° nemd v tomto prostoru topologicky doplnék. Anebo kupiikladu prostor K(cp) kompaktnich
operatorli na ¢g je uzavienym podprostorem L(cg) nemajici tam topologicky doplnék (viz tfeba
[Zap], *2.5.c). Pomoci Hahn-Banachovy véty vSak odvodime alespon néasledujici vétu.

6.17. Véta. Kazdy konecné dimenziondlni podprostor Banachova prostoru md topologicky do-
plnek.

Diikaz. Necht M je koneéné dimenzionédlni podprostor Banachova prostoru F a {x1,...,2,} jeho
baze. Pro j =1,...,n,x € M, x = Mz1 + -+ + Ay, polozme f;(z) := A;. Potom f; € M*
a podle analytické verze Hahn-Banachovy véty 4.1 existuji F; € X* tak, ze F; = f; na M.
Polozime-li

N = ﬁkeer:{xeX:Fl(a:):~--:Fn(x):0},

Jj=1

je N uzavieny podprostor X a X = M @; N. Zajisté, je-lix € MNN a j € {1,...,n}, je
0= Fj(z) = fj(2), tudiz = 0 (nezapomente, ze x = fi(x)x1 +-- -+ fn(x)z,). Je-li dile z € X,
jex=z+ (z—=z), kde

z:=F (@) +... F(z)z, € M a z—2€N,

protoze
Fj(x — z) = Fj(z) — Fj(2) = Fj(z) — fj(2) = Fj(z) — Fj(z) =0

prokazdé j =1,...,n. ProtoZe i podprostor M je uzavieny (jakozto podprostor kone¢né dimenze
podle Véty 13.11), sta¢i uzit pFedchozi charakteristiku 6.14 topologického souctu. m

6.18. Cviceni. (a) Linedrni zobrazeni T : {zn} — {%xn} 1 co — cp je spojité, ale ne oteviené. Obraz TU
oteviené jednotkové koule U := {x € co : ||z|| < 1} neni oteviené okoli 0.

(b) Necht {z} je posloupnost kladnych &isel a Yz, < co. Ukaizte, Ze existuje posloupnost {an} tak, ze an > 0
pro kazdé n, ayp — 00 a Y anxy < 0o.

Ndavod. Zprvu se zamyslete nad elementarnim dukazem. Jinak predpokladejte, ze zadna takova posloupnost
neexistuje. V tom p¥ipadé je (prosté) zobrazeni T : {an} — {anzn} : 1% — 1! spojité a na. Nyni pouzijte Vétu
o inverznim zobrazeni. &
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SPEKTRALNI TEORIE

7. SPEKTRALNI TEORIE LINEARNICH OPERATORU

7.1. Invertibilni operatory. Spojity linedrni operator T na Banachové prostoru X nazveme
invertibilnim, jestlize existuje takovy operator S € L(X), Ze

TS =ST=1

(zde I znamend identické zobrazeni, Ix = x pro kazdé x € X). Pokud je T invertibilni, je
operator S v definici invertibilniho operatoru jednozna¢né urcéen (necht T'S; = I = S;T, potom
Sy = S5(T'Sy) = (S2T)S; = S1). Budeme jej oznacovat symbolem 7~!. K nedorozuméni
v symbolice s mnozinovou inverzi k zobrazeni T' nemutze dojit, staci se podivat na 7.2.

Ne kazdy operator je invertibilni, nasledujici véticka charakterizuje jednoduchym zpiisobem
pravé ty operatory, které invertibilni jsou. Dalsi tvrzeni pak udava postacujici podminku invert-
ibility.

7.2. Charakteristika invertibilnich operatoru. Operdtor T' na Banachové prostoru X je

invertibilni, prave kdyz T je prosty a na.

Diikaz. Predpoklddejme, ze T je invertibilni. Existuje tedy S € £(X) tak, ze
T(Sz)=S(Tz)==x prokazdé ze€X.

Pokud Ty = Tz, dostdvame z druhé rovnosti y = S(Ty) = S(Tz) = z a vidime, %e T je prosty

operator. Je-li x € X a polozime-li z := Sx, prvni rovnost ika, ze Tz = z, je tedy RT = X.

Necht naopak T je prosty operdtor na X a RT = X. Potom podle Véty 6.6 o inverznim
zobrazenije T~! € L£(X). A samoztejmé TT~1 = T~IT = I, tudiz T je podle definice invertibilni.
]

7.3. Tvrzeni. Necht X je Banachiv prostor, T € L(X) a ||T|| < 1. Potom operdtor I — T je
tnvertibilni a

(I-17)"! :iT".

Driikaz. Ptipometime, ze T° definujeme jako identitu, tedy 7° := I. Polozme
Sp:=T+T+T*+..-+T" pro neN.

Protoze ||T™|| < ||T||"* a ||T|| < 1, zjistime snadno, Ze posloupnost {S,,} je cauchyovskd (v pros-
toru £(X)). Polozime-li

S :=1limS, = iT",
n=0

je S € L(X). Protoze pro kazdé n mame
SpT =TS, =Sp+1—1,
dostaneme limitnim pfechodem rovnost S(I —T)=(I—-T)S=1. m

o0
7.4. Poznamky. (a) Radu Y. T™ nazyvame Neumannovou fadou operatoru (I — T)~! (podotknéme, Ze se
n=0

jedna o Carl Neumanna (1832 — 1925), na rozdil od slavnéjsiho John von Neumanna (1903 — 1957)).
OO

(b) Netieba zdiraziiovat analogii s rozvojem (komplexniho) &isla ﬁ v (absolutné konvergentni) fadu ZO q",
n=

pokud |g| < 1.

(c) Necht opét T je operator na Banachové prostoru X. Potom existuje lim {/||T"|| a lim Y/||T"|| < ||T]|.
Jestlize lim ¥/||T"|| < 1, potom (I — T)~?! je invertibilni a Neumannova fada 3, T™ konverguje opét k tomuto
operatoru. Toto tvrzeni nebudeme dokazovat. Poznamenejme pouze, ze pro operator T' definovany na prostoru
C([0,1]) ptedpisem T : f(z) — wfol f, z €[0,1], je ||T|| = 1, zatimco lim Y/||T"|| = %

Cislo lim %/]|T™|| bychom mohli nazyvat spektrdlnim polomérem operatoru T. Tato definice, byt nékterymi

autory pouzivana, neni vsak pfili§ ndzorna a my v 7.9.b podame jinou definici spektralniho poloméru.
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7.5. Dusledek. Je-li X Banachiv prostor, T € L(X) a ||T|| < A, potom operdtor T — A je
invertibilni a
1

(T =A< -
Al =1IT1]

Diikaz. Protoze || 5|l = 1||T|| < 1 (ziejmé je A > 0), mé podle predeslého Tvrzeni 7.3 operator
I-— % inverzi. Odkud ihned plyne, ze i T — Al je invertibilni. Déle
1 /T -1 1 =/ T\" n 1
Fot= - IS S
== S o 1225 11T

1 T
<m 213

7.6. Véta. MnozZina véech invertibilnich operdtori na Banachové prostoru X je otevrend v pros-
toru L(X). Presnéji, jestlize T a S jsou operdtory na X, T invertibilni a ||S — T|| < ﬁ,
potom @ S je invertibilni.

Diikaz. Necht T € L(X) je invertibilni. Potom samoziejmé T' # 0. Volime-li S € L(X) tak, aby

=TS = [|IT7H(T =S < [T IT - S|l < 1.

Podle Tvrzeni 7.3 je operator D := I — (I — T~1S) = TS invertibilni. Potom oviem operator
S = TD je také invertibilni. Jeho inverzi je totiz operator D~!T~!. m

7.7. Vlastni éisla a spektrum. Vlastnim cislem operatoru T' na Banachové prostoru X
rozumime takové komplexni ¢islo A, pro které existuje nenulové feseni rovnice Tz = Az. Jinymi
slovy, A je vlastni ¢islo T, jestlize operator T — Al neni prosty, tedy jestlize ker(T' — AI) # {0}.
Nenulové prvky z ker(T'— AI) pak nazgvame vlastnimsi vektory operatoru T piislusnymi vlastnimu
¢islu A\. Mnoziné vsech vlastnich ¢&isel T fikdme bodové spektrum T a znac¢ime ho o, (T).

Vime jiz, ze v prostorech kone¢né dimenze jsou linearni operatory prosté, pravé kdyz jsou na,
a ze v nekoneéné dimenzi tomu tak zdaleka neni. Proto spektrem o(T) operatoru T rozumime
mnozinu téch komplexnich éisel A, pro které operator T'— A\I budto neni prosty anebo neni na. Je
tedy zfejmé, Ze kazdé vlastni ¢islo operatoru T lezi ve spektru. Do néj vsak, jak uvidime ihned
na piikladech, mohou néalezet i dalsi ¢isla. Tedy 0,(T") C o(T), pfi¢emz rovnost nastat nemusi.

Vezmeme-li v potaz charakteristiku invertibilnich operatort z 7.2, vidime, Ze operator T — AI
je invertibilni, pravé kdyz A nelezi ve spektru T'. Jesté jinak, A\ € o(T), pravé kdyZz operdtor
T — A neni invertibilni (budto neni prosty anebo neni na).

7.8. V&ta. Necht' T je spojity operdtor na Banachové prostoru X. Potom jeho spektrum o(T)
je kompaktni podmnozina komplexni roviny C a

o(T) c{AeC: A < [T}

Diikaz. Volme A € C, |A| > ||T||. Podle Disledku 7.5 mé operator T'— AI inverzi. Tudiz A ¢ o(T)
a vidime, ze o(T) C {XA € C: |\ < ||T]}.

Necht nyni A\g € C\ o(T), tedy necht operdtor T'— Ao je invertibilni. Je-li A voleno tak, aby
A= ol < rr=mey=ryys e

1
(T = M) — (T = Ao DI = [I(A = 2| = |A = Xol < 77——7—177
(T = Ao D)~ ]]
a podle Véty 7.6 je operator T — AI invertibilni. Tim jsme ukézali, Ze mnozina C \ o(T) je
otevfena.
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V podstaté jde o to, ze zobrazeni F : A\ — T — X[ z C do £(X) je spojité (to plyne pravé z rovnosti
(T = AD) = (T = Do D)I| = A = Ao)]| = A = Xo|)
a Ze mnozina invertibilnich operatort je podle 7.6 otevienad. A samoziejmé z rovnosti
C\ o(T) = F~1 {\: T — AI je invertibilni } .

Z prvni ¢sti diikazu vyplynulo, Ze spektrum o(7') je omezend mnoZina, a protoze je i uzaviena
(v C), je kompaktni. m
7.9. Poznamka. (a) Lze ukdzat, ze spektrum je vzdy neprazdna podmnozina C. To ovSem jiz vyzaduje hlubsi
ditkazové prostiedky. Ctenafe odkazme na Gelfandovu vétu 6.18 v [Zap].
(b) Cislu

r(T) :=sup{|A\|: A € o(T)}
fikdme spektrdlni polomér operatoru T'. Podle posledni véty je tedy 7(T') < ||T||, pfiCemz rovnost nastat nemusi.
O spektralnim poloméru jsme se jiz zminili v Poznamce 7.4.c, lze totiz ukédzat, ze r(T) = lim %/||T™||. Posledni
rovnost byva nékdy nazyvana Beurlingovym ¢i Gelfand-Beurlingovym vzoreckem.

7.10. P¥iklady. (a) Na prostoru [*° uvazujme operator 7' dany predpisem
T: (x1,22,23,...) — (z2,23,...), {x,} €™

Sami se presvécte, ze T € L(1*°) a||T|| = 1. S ohledem na Vétu 7.8 vime, ze o(T) C {\: |A| < 1}.
Je-li |\| < 1, mé rovnice Tx = Az netrividlni feseni x) = (1,\,A\2,...). Protoze z) € I, je
kazdé A, pro néz |A| < 1, vlastnim é&islem operatoru 7. Odtud plyne, ze

op(T)=0(T)={ e C:|N<1}.

(b) Uvazujme tentyz operator, ale tentokrate na prostoru /*. Opét zjistime, ze T € L(I*) a Ze
[|T)| = 1. Spektrum o(T) je tedy obsazeno v uzavieném kruhu {\ : |A| < 1}. Rovnice Tx = Az
ma opét netrivialni feseni zy := (1,\, A2, ...), kteryzto prvek ale pro || = 1 nelezi v prostoru I'.
Jelikoz v8ak z) € I! pro kazdé A, pro néz |\| < 1, dostavame, Ze kazdé takové \ lezi v bodovém
spektru.

Neni té7ké se presvédcit, Ze rovnice Tx = Az nemé Z4dné netrivialni Feseni v prostoru ! pro
|A] = 1. A protoze spektrum o(7T') je vidy uzaviend mnozina obsahujici bodové spektrum o, (7T'),
musi nutné byt

op(T)={AeC: |\ <1}Co(T)={AeC:|)\<1}.

(c) Definujme nyni operdtor S na prostoru /2 piedpisem
S (xy, w0, 23,...) — (0,21, 22,73,...), {z,}ecl*.

A opét zjistime, ze S € L(I?) a ||S|| = 1. Rovnice Sz = Az nemd v tomto piipadé zadné
netrividlni feSeni. Na to pfijdeme vcelku hned. Tudiz 0,(S) = 0. Celé spektrum musi opét lezet
v kruhu {\ : |A\| < 1}. Ukézeme, Ze kazdy bod tohoto kruhu lezi ve spektru. Je-li totiz [A| < 1,
nezobrazuje operator S — Al prostor /2 na sebe. Neexistuje kupiikladu zadné = € I? tak, aby
(S = A (z) = (1,0,0,...). To je urcité pravda pro A = 0. Pokud je A # 0, je feSenim rovnice
Sz — Az = (1,0,0,...) prvek z = (%, %, %, ...). Ten vsak pro |A| < 1 v prostoru /2 nelezi.
Takze shrnuto mame
D=0,(5)Co(S)={reC:|N\<1}.

Vidime, Ze v obecném ptipadé mize byt popis bodového spektra ¢i spektra vcelku dost li-
bovolny. Mnohem vice se da o charakteru spektra fici v pfipadé, kdy uvaZovany operator je
kompaktni. A tomuto pfipadu se budeme v dalsim vénovat.

8. KOMPAKTNI OPERATORY

V dalsim se zaméfime na uzsi tfidu linearnich operatorti. Na prostorech nekonecné dimenze
totiz neplati fada tvrzeni zndmych z linearni algebry pro operatory na kone¢né dimenzionalnich
prostorech. A my bychom radi vymezili jistou tfidu operatori, pro které by byla nadéje odvodit
jisté analogie vét z koneéné dimenze . Nejdfive vsak udélejme malou odbocku do teorie metrickych
prostorti.
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8.1. Kompaktnost v metrickych prostorech. MnoZinu K v metrickém prostoru P nazveme
kompakini, jestlize z libovolného pokryti mnoziny K otevienymi mnozinami lze vybrat konecné
podpokryti K. Chcete-li formalné — je-li {G4}, 4 soustava otevienych mnozin v P a

Kc|JGa.

acA

potom existuje kone¢né mnoho indexi ag,...,a, € A tak, ze
KCGyU---UG,, .

Zdanlivé odlisnym je pojem sekvencidlni kompaktnosti. Mnozina K je sekvencidlné kompaktni,
jestlize z kazdé posloupnosti prvkt v K lze vybrat konvergentni podposloupnost, jejiz limita lezi
v K. Lze ukazat, a neni to zas tak Uplné trividlni (jak pro koho), Ze podmnoZina metrického
prostoru je kompaktni, pravé kdyz je sekvencidlné kompaktns.

Kompaktni podmnoziny metrického prostoru jsou omezené a uzaviené (pro duikaz omezenosti
vyuZijte tfeba pokryvaci definici kompaktnosti; abyste dokézali, Ze kompaktni mnoziny jsou uza-
viené, pouzijte sekvencialni definici). Opa¢né tvrzeni vsak zdaleka neplati. Typickym piikladem
je (nekone¢ny) diskrétni metricky prostor. V ném jsou vSechny mnoziny oteviené, uzaviené
i omezené. Zato kompaktni jsou pouze koneéné podmnoziny. Anebo podle Rieszovy véty 9.3
je uzaviena jednotkova koule nekonecné dimenzionalniho Banachova prostoru omezena mnozina,
nikoliv vSak kompaktni. Poznamenejme jesté, ze v Banachovych prostorech kone¢né dimenze
kompaktni mnoziny splyvaji s omezenymi uzavienymi mnozinami.

Uvedme jesté jeden dulezity pojem. Podmnozina B metrického prostoru P je prekompakint,
jestlize ke kazdému & > 0 lze nalézt koneéné mnoho prvki xy,...,x, v P, tak zvanou e-sit, tak,
ze

BcU(z1)U---UU(xy).

(Abyste nemuseli hledat — U¢(z) znadi e—okoli bodu z, tedy mnozinu téch bodi, které maji od x
vzdalenost mensi nez e.) Mnozi autofi nékdy misto pojmu prekompaktni mnozina pouzivaji starsi
nazev totdlné omezend mnozina. Da chvilku prace rozmyslet si, ze B je prekompaktni, pravé kdyz
z kazdé posloupnosti v B lze vybrat posloupnost cauchyovskou. Je ihned vidét, ze prekompaktni
mnoziny jsou omezené. Neni vSak pravda, Ze kazdd omezend mnozina je prekompaktni. Uméli
byste uvést priklad ? Pokud tapete, zkuste se inspirovat nasledujicim odstavcem a tfeba opét
jednotkovou kouli v Banachové prostoru nekonec¢né dimenze.

Koneéné mnozinu A nazveme relativné kompaktns, jestlize jeji uzévér A je mnozina kompaktni.
Zkuste si rozmyslet, Ze A je relativné kompaktni, pravé kdyz z libovolné posloupnosti jejich prvka
lze vybrat konvergentni podposloupnost (jejiz limita ovSem nemusi jiz lezet v A). Kazda relativné
kompaktni mnozina je prekompaktni (to je vidét z vyse uvedenych charakteristik, jaké posloup-
nosti lze vybirat z posloupnosti jejich prvkid). V dplnych metrickych prostorech je mnoZina
relativné kompaktni, pravé kdyz je prekompaktni.

V dalsim se budeme zabyvat operatory, které prevadéji omezené mnoziny na mnoziny relativné
kompaktni. Bylo by tedy velice uzite¢né umét poznat, jaké mnoziny v tom ¢i onom Banachové
prostoru jsou (relativné) kompaktni, To je leckdy nesnadné otézka a pamatovat si vSemozna
kritéria je znacné obtizné. Proto pouze pfipomenime, ze kupiikladu v Banachové prostoru C(K)
vsech spojitych funkci na kompaktu K takové kritérium mame. Podle Arzela — Ascoliho véty 13.62
umime totiz pfesné uréit, které jeho podmnoziny jsou (relativné) kompaktni. Dukaz této véty
jakoz i kritéria kompaktnosti v nékterych dalsich Banachovych prostorech lze nalézt v [Zap],
*1.14.

8.2. Poznamka k dukazum. Protoze pii studiu kompaktnich operatorti budeme ¢asto potie-
bovat ukazat o té ¢i oné mnozing, Ze je relativné kompaktni (anebo ekvivaletné prekompaktni,
nebot jiné nez uplné prostory nebudeme uvazovat), mame k dispozici dvé ekvivaletni definice
téchto mnozin. Budto pomoci posloupnosti (sekvencialni definice) anebo pomoci pokryti ¢i e—
sité (prekompaktnost). Proto v diikazech muzeme volit mezi témito dvéma moznostmi. Neékdy
je prijemnéjsi (pro neékoho) dtikaz pfes posloupnosti, jindy pfes prekompaktnost. Z divodu
procviceni uvedeme obcas oba dikazy.
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8.3. Kompaktni operatory. V dalsim uvazujme linearni operator K : X — Y, kde X a Y
jsou Banachovy prostory. Vime jiz, ze K je spojity, pravé kdyz zobrazuje omezené mnoziny v X
na mnoziny omezené v Y. Rekneme, Ze K je kompaktni operator, jestlize zobrazuje omezené
mnoziny v X na mnoziny, které jsou relativné kompaktni v Y.

Okamzité se naskyta docela prirozena otdzka. Pro¢ v definici kompaktniho operatoru pozadujeme, aby obrazy
byly relativné kompaktni. Pro¢ ne pouze kompaktni ? Duvod je vcelku jednoduchy. Je-li totiz K kompaktni
operator mezi Banachovymi prostory X a Y a jeho obor hodnot RK je v prostoru Y uzavieny, musi jiz byt
konec¢né dimenzionalni — dim RK < oco. Stru¢né se zminme, pro¢ tomu tak je. Pokud by tedy obor hodnot RK
byl uzavieny, byl by podle Véty o otevieném zobrazeni 6.9 obraz oteviené jednotkové koule prostoru X otevienym
okolim 0 v (Banachové) prostoru RK. A protoZze by to byla sou¢asné mnozina relativné kompaktni, musela by

byt podle Rieszovy véty 9.3 dimenze RK konec¢na.

Symbolem K(X,Y) ozna¢me mnozinu vSech kompaktnich operatori z X do Y a K(X) pak
mnozinu K(X, X).

Protoze jsme v pfedchozim odstavci uvedli nékteré charakteristiky relativné kompaktnich
mnozin, mizeme ihned vyslovit nésledujici jednoduchou véticku. Kteroukoliv tam uvedenou
charakteristiku bychom vlastné mohli pouzit za definici kompaktniho operatoru.

8.4. Charakteristiky kompaktnich operatoru. Necht X a Y jsou Banachovy prostory
a K : X — Y linedrni operdtor. Ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:
(i) K je kompaktni,
(ii) K zobrazuje omezené mnoziny v X na prekompaktni mnoZiny v'Y,
(iii) K zobrazuje uzavienou jednotkovou kouli v X na mnozinu relativné kompakini v'Y,
(iv) z kazdé omezené posloupnosti {x,} v X lze vybrat podposloupnost {x,,} tak, Ze posloup-
nost {Kx,, } konverguje.

Diikaz. Jak jsme se zminili, uvedené charakteristiky jsou jen parafrazi tvrzeni v 8.1 ohledné
relativné kompaktnich mnozin. m

8.5. Poznamka. Nebyl by zadny problém definovat kompaktni operatory i pro pfipad normovanych linedrnich
prostord. Museli bychom byt vsak opatrni jiz pii jejich charakterizaci obdobné té v 8.4. Bylo by vhodnéjsi,
a néktefi autori tak ¢ini, radéji rozliSovat mezi kompaktnimi a prekompaktnimi operatory (ty by byly definované

podminkou (ii) v 8.4).

8.6. Kone¢né dimenzionalni operatory. Linedrni omezeny operator F' mezi Banachovymi
prostory X a Y je konecné dimenziondlni, jestlize jeho obor hodnot RF' je konec¢né dimen-
ziondlnim podprostorem Y. Symbolem F(X,Y) oznaéme mnozinu vSech omezenych konecéné
dimenzionélnich operatori z X do Y; samoziejmé F(X) := F(X, X).

8.7. V&ta. Necht X aY jsou Banachovy prostory. Konecné dimenziondlni operdtory z X do
Y jsou kompaktni a kaZdy kompaktni operdtor je omezeny.

Je-li Z také Banachiwv prostor, T € L(X,Y) a L € L(Y, Z), je sloZeny operdtor LoT : X — Z
kompakini, pokud T ¢i L je kompakini.

Diikaz. Necht F € F(X,Y) a D je omezend mnozina v X. Potom F(D) je omezend mnozina
obsazené v konecné dimenzionalnim prostoru RF', tudiz musi byt relativné kompaktni.

Ze kompaktni operatory jsou omezené, je snad tplné jasné

Piedpokladejmé nyni, ze K € K(X,Y), L € L(Y,Z) a {z,} je omezend posloupnost v X.
Protoze K je kompaktni operator, lze z posloupnosti { Kz, } vybrat konvergentni podposloupnost
(vY). A spojity operator L ji tedy musi pfevést na konvergentni posloupnost v Z.

Je-linaopak L € L(X,Y) a K € K(Y, Z) a D omezend mnozina v X, je mnozina L(D) omezena
v Y (L je omezeny operator), kterou kompaktni operator K pievede na mnozinu relativné kom-
paktni. m

8.8. Poznamka. Jako cviceni zkuste metody dvou poslednich diikazti prohodit.

8.9. Véta. Necht X a Y jsou Banachovy prostory. Potom F(X,Y) je podprostor K(X,Y)
a K(X,Y) je uzavieny podprostor L(X,Y).
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Diikaz. Evidentné F(X,Y) tvoii vektorovy prostor.

Ze soudet dvou kompaktnich operatorti je kompaktni se dokéZe t¥eba pomoci charakteristiky
(iv) z 8.4. Jsou-li totiz T a S kompaktni operatory z K(X,Y) a {z,} je omezend posloupnost v X,
existuje jeji vybrand {x,, } tak, Ze posloupnost {Tz,,} konverguje. A z této podposloupnosti
{zn, } opét vybereme podposloupnost {z;} tak, aby jeji obrazy {Sz;} pii zobrazeni S konvergo-
valy. Potom zaru¢ené konverguje posloupnost {(T + S)(z;)}.

Predpokladejme nyni, ze {T,,} C K(X,Y) a ze T,, — T v prostoru £(X,Y). Chceme ukazat,
7e T je kompaktni operator. Ukolem je tedy ukézat, Ze mnozina T'(Bx), kde Bx je uzaviena jed-
notkové koule v X, je prekompaktni v Y. Volme tedy £ > 0 a naleznéme n tak, aby ||T,, —T|| < e.
Potom samoziejmé ||T,,z — Tx|| < ¢ pro kazdé = € Bx. Protoze mnozina T,,(Bx) je prekompak-
tni, existuje koneénd mnozina F C Bx tak, ze dist(y, T, (F)) < ¢ pro kazdé y € T,,(Bx). Je-li
nyni z € T(Bx), potom pomoci trojihelnikové nerovnosti dostaneme, Ze dist(z, T'(F)) < 3e. Tim
jsme ukézali, ze mnozina T'(Bx) je prekompaktni. A tedy také tvrzeni, ze K(X,Y) je uzaviena
podmnozina £(X,Y). m
8.10. Poznamka. Pii dikazu uzavienosti mnoziny (X, Y") v prostoru £(X,Y’) jsme pouzili ,,pokryvaci” definici
kompaktnich operatort. Dikaz muzeme vést také vyuzitim ,sekvenciilni” definice pomoci klasické diagonalni
metody. Tady je myslenka. Jestlize K,, € K(X,Y), Kn — K a {xn} je omezend posloupnost v X, vybereme
z této posloupnosti podposloupnost {zl} tak, aby posloupnost {Kiz.} konvergovala. Poté vybereme z {zl}
podposloupnost {z2 } tak, aby posloupnost { Kaz2 } konvergovala. Tak pokracujeme dale. Uvazujeme-li diagonalni
posloupnost {zn}, kde 2z, := 2 (a to je skutecné vybrana posloupnost z ptivodni posloupnosti {z }), vidime, ze
posloupnost {Kjzy,} konverguje pro kazdé k. Tudiz i posloupnost {Kzy,} konverguje, jak se lehko piesvéd¢ime.
Skutecné, volme € > 0. Protoze |Ky — K|| — 0 a {zn} je omezend posloupnost, existuje k tak, ze ||Kpzn —
Kzyp|| < € pro kazdé n. Protoze posloupnost { K zn }n je cauchyovska (je dokonce konvergentni), existuje ng tak,
ze || Ky (2z;) — Ki(z;)|| < € pro 4,j > ng. Pro tato 4,5 pak mame

Kz — Kzj|| < | Kz — Kizill + [[Kkzi — Kizjll + | Kpz; — Kzl < 3e.
8.11. Dusledek. Prostor K(X) vSech kompaktnich operdtori na Banachové prostoru X tvord
uzavieny idedl v L(X).

Ditkaz. Idedlem N v L(X) se rozumi vektorovy podprostor £(X) s vlastnosti, ze Lo K € N
aKoLeN,pokud K € N a L € £(X). Tudiz vSe, co bychom méli dok4zat, je obsazeno jiz
v predchozich tvrzenich. m

8.12. Poznamka. Banachiv prostor K(X) v8ech kompaktnich operatorti na Banachové prostoru X tvoii tak
zvanou Banachovu algebru. Na prostoru K(X) mame totiz navic definovadno (nekomutativni) ,nésobeni” dané
sklddanim operatori a navic norma spliuje i vic¢i tomuto nasobeni ,trojihelnikovou nerovnost”:

|1 0 Kal| < ||K1|||K2|| kdykoliv K1, Ka € K(X).

Tato Banachova algebra neméa v pripadé dim X = oo Zzaddnou jednotku, neexistuje totiz zadny kompaktni
operator I tak, aby ] o K = K oI = I pro kazdé K € K(X).

Jak jsme dokéazali, K(X) je uzavienym podprostorem £(X). MuZeme se tedy ptat, zda (X) mé v prostoru
L(X) topologicky doplnék. I to je pomérné delikatni otédzka, vice se mizete dovédét v odstavei ¥2.5 z [Z&p].

8.13. Schauderova véta. Necht K € L(X) je operdtor na Banachové prostoru X. Potom K

je kompaktni, pravé kdyZ jeho adjungovany operdtor K' € L(X™) je kompaktni.

Dikaz. Necht B := By znadi uzavienou jednotkovou kouli v X a ¢ > 0 je zaddno. Protoze KB
n

je prekompaktni, existuji z1,...,x, € X tak, ze KB C |J U*(Kux;).

=1
Definujme operator T': X* — F™ predpisem

T:prs {ga(leL .. 7go(K:vn)} .
Evidentné T je kompaktni operator. Je-li B* uzaviena jednotkova koule v X*, existuji opét
k
©P1y..., Pk € B* tak, ze TB* C U UE(TQOJ)
j=1

Ukézeme nyni, ze {K'p1,..., K o} je 3e-sit pro K/ B*. Volme tedy ¢ € B* pevné. Existuje
je{l,...,k} tak, ze |To — T'¢;|| < € a potfebujeme dokézat, ze

K" (¢ — @) = sup{|K"(¢ — ¢;)(x)| : « € B}
sup{|p(Kz) — ¢;(Kz)| : 2 € B} < 3e.

1K' = K'gj]|
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Volme tedy jesté z € B. Existuje i € {1,...,n} tak, ze | Kz — Kz;|| < e. Uvédomme si, Ze podle
definice T' potom ’@(le-) —¢j(Kx;)| < ||Te — Ty,|| < e. Kdyz ddme vse dohromady, ziskdme
kyzeny odhad

lp(Kz) — ¢ (Ka)| < |o(Kz) — o(Kzi)| + [p(Ka:) — 0 (Kx)| + |0 (Kai) — ¢;(Ka)|
<ol [ Ko — Kag|| + ¢ + [|o; || | Kz — Kz < 3e.

Piedpokladame-li naopak, ze T" € L£(X*) je kompaktni, je podle prvni ¢asti diikazu i operdtor
T" € L(X**) kompaktni. Oznaéime-li ex kanonické vnofeni X do X**, je e’ € L(ex(X), X)
a K =ec'K”ex na X (je nutno si uvédomit, ze ey je izometrie a K”ex(X) je podmnozinou
uzavieného podprostoru ex(X)). Odtud podle 8.7 plyne, Ze K je kompaktni. m

Na zaver uvedme jesté jednu zajimavou a diilezitou vlastnost kompaktnich operatori.

8.14. Vé&ta. Necht K je kompakini operdtor na normovaném linedrnim prostoru X a {x,}
slabé konvergentni posloupnost v X, x,, — x. Potom Kz, — Kz.

Diikaz. MuZeme (pro jednoduchost) pfedpoklddat, ze x = 0. Podle Véty 5.3 je posloupnost
{||zn||} omezena. Dale si rozmyslime, ze Kz, — KO = 0 (neni-li to jasné, podivejte se na
Cviceni 3.15.a). Pfedpoklddejme nyni, Ze posloupnost {Kx,} nekonverguje k 0. Mizeme tedy
nalézt e > 0 a z posloupnosti {x,} vybrat podposloupnost {z,,} tak, aby ||Kz,,|| > € pro
v8echna ny. Posloupnost {||z,, ||} je oviem omezend a kompaktnost operdtoru K nam zarucuje,
Ze z posloupnosti {z,,} lze vybrat dalsi podposloupnost, ozna¢me ji {z;} tak, ze posloupnost
{Kz;} konverguje, feknéme k prvku z € X. Protoze viak Kz; — 0, musi byt Kz = 0. Nalezli
jsme tedy posloupnost {z;} s vlastnostmi Kz; — 0 a ||Kz;|| > € pro kazdé j. A to je samoziejmé
spor, nebot z pfedpokladu Kz; — 0 plyne, ze ||Kz;|| — 0. m

8.15. Uplné spojité operatory. Predchozi véta fiké, ze kompaktni operatory prevadéji slabé
konvergentni posloupnosti v silné konvergentni. A pravé operatorim, které maji tuto vlastnost,
se fika uplné spojité. Neni vSak pravda, ze kazdy Gplné spojity operator je jiz kompaktni. Kuptik-
ladu vezmeme-li za fakt tvrzeni, Ze v prostoru I! je kazd4 slabé konvergentni posloupnost i silné
konvergentni (tomuto tvrzeni se iikd Schurova véta), je potom identicky operator na [! auto-
maticky uplné spojity. Neni vSak kompaktni, nebot identické zobrazeni na prostoru nekoneéné
dimenze nemuze byt nikdy kompaktni (to je zfejmé ihned z definice kompaktnosti a Rieszovy
véty 9.3).

Je vSak pravdou, zZe v reflexivnich prostorech kompaktni a tplné spojité operatory splyvaji.
Nasledujici véta to ukazuje.

8.16. Tvrzeni. Necht K je uplné spojity operdtor na reflexivnim prostoru X. Potom K je
kompakitni.

Dikaz. Necht {x,} je omezena posloupnost v X. Protoze prostor X je reflexivni, lze podle
Eberlein-Smuljanovy charakteristiky v 4.13 z této posloupnosti vybrat podposloupnost {z.,, }
slabé konvergentni. (To je pomérné hlubsi tvrzeni, mizete se tfeba podivat na [Zap|, véta 4.9).
No a operator K podle definice pfevede tuto slabé konvergentni posloupnost {z,,} na silné
konvergentni. Coz nerika nic jiného, nez ze K je kompaktni. m

9. RIESZ-SCHAUDEROVA TEORIE KOMPAKTNICH OPERATORU

Tuto kapitolu uvedeme jednou z velice dilezitych vét nekoneéné rozmérné analyzy. Jiz jako jeden
z disledkt Hahn—Banachovy véty jsme dokézali v 4.15 Rieszovo lemma o skoro kolmici. Vratme
se nyni k nému a doprovodme ho jinym (elementarnim) dikazem.

9.1. Rieszovo lemma o skoro kolmici. Necht M je vlastni uzavieny podprostor normovaného
linedrniho prostoru E. Potom ke kaZdému ¢ > 0 existuje x. € E tak, Ze

||$5||:]_ a diSt(ch,M)Zl—g,
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Dikaz. Je-lix € E\ M ae € (0,1), existuje m € M tak, ze ||z — m|| < w Staci pak
polozit x. := ﬁ, nebot pro libovolné z € M pak mame
loe 2l = || — 2| = L e = mtlle—mll 2|
||z = ml| |lz = ml|
1

> dist(z, M) >1—¢.
||z —ml|

9.2. Poznamky. (a) Obecné neni pravda, %e v prostorech nekoneéné dimenze lze dokonce nalézt v predeslém
Rieszové lemmatu 9.1 takovy prvek z z jednotkové sféry Sg, aby dist(z, M) = 1. Uvedme piiklad. Uvazujme
prostor

E:={fec([0,1]) : f(0) =0}

opatieny max—normou z prostoru C([0,1]). Jestlize

M::{feE:/Olf:O},

je M uzavieny podprostor E (jak to oduvodnite ?). Pfedpokladejte, Ze existuje g € F tak, ze
lgll =1 a dist(g,M)>1.

Protoze g je spojita funkee, ||g|| = 1 a g(0) = 0, musi byt \fol g| < 1. Na druhé strané pro funkci g musi byt
|f01 g| > 1. Proé¢ ? Zvolme libovolné n € N. Lehko najdete funkci f,, v E tak, aby

1
n
nl|=1 n =
ell=1 & [ h= 2o

(uvazujte tieba fr, : z — ¥/x). Potom funkce

lezi v M, odkud plyne

. n+1 1 n+1 1
1< aist(g M) < llg = gnll = 2| [ ol gl =2 [,
n 0 n 0
Tudiz | fol g| > -2—. A protoze n bylo libovolné, dostavame | fol gl > 1, coz je kyzeny spor.

n+1"
(b) Je-li prostor E konecéné dimenziondlni a M jeho vlastni podprostor, potom ezistuje x € F tak, Ze

[lz]| =1 = dist(x, M) .

Diikaz je veelku jednoduchy. Zvolme libovolné z € E \ M, ozna¢me d := dist(z, M) a najdéme posloupnost {yn }
v M tak, aby ||yn — z|| — d. Samozfejmé ||y — z|| = d. Protoze dim F < oo, existuje vybrana posloupnost z {yn },
kterd konverguje. Predpoklddejme rovnou, Ze y, — y. Protoze podprostor M je uzavieny (jakozto konecné
dimenzionalni, viz 13.11), je y € M. Polozime-li x := d~1 (2 — y), je ||z|| = 1. Volime-li m € M, dostévime

llz —ml| =d™ " ||z = (y +dm)|| > 1,

nebot y + dm € M. Odtud pak vyplyne ihned tvrzeni.

(c) Pripojme jesté jednu poznamku. Je—li E reflezivni, potom jiZ ezistuje x € E tak, aby ||z|| = 1 = dist(z, M).
To jsme jiz dokéazali v Dovétku 4.16, ovSsem za pouziti Hahn—-Banachovy véty. Vyuzijeme-li jinych hlubsich vét,
muiZeme argumentovat tfeba nasledovné. Zaénéme dikaz stejné jako v predchozi poznamce (b). Konvergentni
posloupnost {y,} je omezena. Protoze prostor E pfedpokladame reflexivni, existuje podle Eberlein-Smuljanovy
charakteristiky v 4.13 jeji vybrana podposloupnost, ktera slabé konverguje. Predpokladejme tedy opét, 7e yn — v.
Podle Cviceni 4.26.b je y € M a podle 4.26.a mame

d <|ly — z|| < liminf ||y, — 2|| = lim||lyn — z|| =d.

Poznamenejme ovsem, Ze obé citovana cviceni vyuzivala opét Hahn—Banachovu vétu. Podafilo by se vAm vymyslet

~elementarnéjsi” dukaz ?
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9.3. Rieszova véta. Necht E je normovany linedrni prostor nekoneéné dimenze. Potom jeho
uzavrend jednotkovd koule B neni kompakins.

Diikaz. Existuje posloupnost X3 CC X9 CC X3 CC --- CC X vlastnich podprostori X tak, ze
dim X,, = n. Jakozto kone¢né dimenziondlni, jsou podprostory X, uzaviené podle Véty 13.11.
Podle Rieszova lemmatu o skoro kolmici 9.1 naleznéme posloupnost {z,} tak, aby z, € X,,
|zn]| = 1 a dist(zny1,X,) > 3 pro kazdé n. ProtoZe ||z, — zx|| > 3 pro n # k, nemiize
posloupnost {z,} obsahovat Zddnou vybranou konvergentni podposloupnost. m

Jiny dukaz. Predpokladejme, ze Bg je kompaktni. Existuje tedy konecné %fsit’ F C Bg, tj.

el
Necht Y je linearni obal mnoziny F. JelikoZ podprostor Y je kone¢né dimenzionalni, je uzavieny
a'Y # E. Podle Rieszova lemmatu o skoro kolmici 9.1 existuje x € E tak, ze

7
llz|]|=1 a dist(z,Y) > e

A to je spor, nebot x jakoZto prvek Br mé vzdalenost od F mensi nez % (a samoziejmé
dist(z, F) > dist(z,Y)). m

9.4. Dusledek. Identicky operdtor I na normovaném linedrnim prostoru E nekonecéné dimenze
nent nikdy kompaktni.

Dikaz. Je-li Bg uzaviend jednotkova koule v E, potom [(Bg) = Bg. Pokud by identita I
byla kompaktni operator, byla by uzaviend mnoZina Bg kompakt. A to podle predeslé Rieszovy
véty 9.3 v pripadé dim £ = co neni mozné. m

9.5. Poznamky. (a) Na prostorech koneé¢né dimenze je identita samoziejmé kompaktni operator. Tedy, identita
na normovaném linedrnim prostoru E je kompaktni operator, pravé kdyz dim E < co.

(b) Necht E je normovany linearni prostor, dim £ = co. Zvolime-li libovolné 0 < 3 < 1, existuje takova posloupnost
{zn} (dokonce linedrné nezavislych) prvki jednotkové sféry Sg, ze ||zn —xk|| > B pro n # k. To vyplyva z prvniho
dtkazu predchozi Rieszovy véty. Plati vsak podstatné siln€jsi tvrzeni, o tom se muzete docist v Dodatku v 13.58,
13.59 a 13.60.

9.6. Operatory prosté a na. Uvazujme spojity linedrni operator T na normovaném linedrnim
prostoru E, T € L(FE). Pfipomerime jen, Ze operator T' je prosty, jestlize z = 0 v p¥ipadé, kdy
Tz = 0. A operator T je na (v matematické literatuie se pouziva také slovicko surjektivni),
jestlize ke kazdému y € E existuje z € FE tak, ze Tex = y. Jinymi slovy, T je prosty, jestlize
(homogenni) rovnice Tz = 0 m4 jediné trividlni feSeni z = 0 a T je na, jestlize rovnice Tx = y
ma Teseni pro kazdou pravou stranu y € E.

V piipadé, kdy prostor F mé kone¢nou dimenzi, je operator T' € L(E) prosty, pravé kdyz

je na. Jinymi slovy, rovnice Tx = y ma feseni pro kazdou pravou stranu, pravé kdyz pfislusna
homogenni rovnice Tz = 0 ma pouze trividlni feseni. To lze vyslovit také ve formé slavné
(algebraické) Fredholmovy alternativy: Budto rovnice Tx = y mé FeSeni pro kazdou pravou
stranu anebo homogenni rovnice 7z = 0 méa netrivialni Feseni.
9.7. Poznamka. Mnohym ¢tenaftim neni bohuzel jasny vztah mezi ,ekvivalenci” a ,alternativou”. Pro né
tedy pridejme nasledujici poznamku. Ekvivalenci dvou vyrokia A a B, coz symbolicky zapisujeme ,A <= B”
a slovné vyjadfujeme tak, ze vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyz plati vyrok B, muzeme také vyjadiit ve formé
alternativy: Budto plati vyrok A anebo neplati vyrok B, ve zkratce ,,AV nonB”. (Pro ty, ktef{ stale jesté vahaji,
poznamenejme, %e ,budto plati vyrok A anebo neplati vyrok A”. A protoze A je totéz co B ..., snad jiz neni co
dodévat.)

Uvedend ekvivalence (nebo alternativa) jiz zdaleka neplati v prostorech nekoneéné dimenze.
Uvazujme tfeba prostor [? a operatory

T:(x1,22,23,...) — (z2,23,...) a S:(x1,22,23,...)— (0,21,22,...)
na ném. Neni té7ké ukazat, ze T, S € L(I?), Ze operator T neni prosty, ackoliv je na, a naopak

ze operator S je prosty a neni na.

V dalsim ukéazeme, ze v pripadé, kdy operator T" mé specidlni tvar, jsou obé uvedené vlastnosti
ekvivalentni. A k uvedené Fredholmové alternativé se v tomto ptipadé vratime v néasledujicim.
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9.8. Véta. Necht K je kompaktni operdtor na Banachové prostoru X. Jestlize R(I — K) = X,
potom I — K je prosty operdtor.

Diikaz. Oznaéme B :=1 — K a N,, := ker B" pro kazdé pfirozené n. Dikaz provedeme sporem,
necht RB = X a B neni prosty. Pfedpokladejme na okamzik, Ze se ndm podarilo dokdzat, ze
N, C N1 aze N, # Nyy1. Protoze N,, jsou uzaviené podprostory X, existuje podle Rieszova
lemmatu 9.1 o skoro-kolmici posloupnost {z,} tak, ze

DN | =

Ty € Npy1, ||znll =1 a dist(x,, N,) >

pro kazdé n. Jsou-li nyni k,n € N a k < n, je Bz, + Kz, € N,. (To bychom méli trochu
odfivodnit. Z toho, ze x, € N,i1 plyne, ze B"(Bx,) = B"*'z, = 0. Takze Bz, € N,
podle definice N,,. Jelikoz i xx € Niy1, mame obdobné x, — Kz, = Bxy, € Ni. Protoze
Kuxy = x — Bxy, dostavame, ze Kz € Niy1 C Ny.) Tudiz

| Kzp — Kzg|| = ||zn — (Bxy + Kay)|| >

N | =

Takze z posloupnosti { Kz, } nelze vybrat Zadnou konvergentni a operator K neni kompaktni.

Zbyvé se tedy vratit na zacatek dikazu. Jestlize B"x = 0, potom B" "1z = B(B"x) = B(0) =
0, ¢imZ je ovéfeno, ze N,, C N, 1. Protoze pfedpokladdme, ze RB := B(X) = X, ihned vidime,
7e 1 RB" := B"(X) = X. Protoze operator B neni prosty, existuje y # 0 tak, ze By = 0. A
protoze B"(X) = X, existuje z € X tak, ze B"z = y. Potom ovSem

B""2=B(B"2)=By=0

a B"z =y # 0. Nalezli jsme tedy z € Npp1 \ Np,. B

Plati i opacna implikace, tedy pro kompaktni operator K je operator I — K prosty, pravé kdyz
je na. To bude obsahem slavné Fredholmovy alternativy v 9.14. K jejimu dikazu vyuzijeme
i nasledujici tvrzeni, které je zajimavé samo o sobé. Jeho pomoc pak vyuzijeme pii dikazu
Véty 9.10.

9.9. Vé&ta. Necht K je kompaktni operdtor na Banachové prostoru X. Potom jddro operdtoru
I — K je konecné dimenze a obor hodnot R(I — K) je uzavieny.

Diikaz. Neni co Tesit, pokud dim X < co. Staci tedy provést dikaz v pfipadé, kdy dim X = oo.
Ozna¢ime-li Z := ker(I — K), je Z uzavieny podprostor X. Daéle, neni tézké si rozmyslet, Ze
restrikce K na Z je opét kompaktni operdtor. A protoze K = I na Z, je podle Disledku 9.4
dim Z < o0.

Oznacme opét B := I — K. Protoze dimker B < oo, existuje podle Véty 6.17 uzavieny
podprostor F' C X tak, ze X = ker B @; F. Uvazujeme-li F' jako prostor, je, jakozto uzaviena
podmnozina tplného prostoru, Banachtiv. Operdtor B (pfesnéji jeho restrikce na F') je na F
prosty. Zajisté, je-li z € F'a Bz = 0, je z € F Nker B. V poslednim priniku vsak lezi pouze
nulovy prvek, je tedy z = 0.

Protoze B(F) = B(X), sta¢l ukdzat, ze B(F) je uzaviend mnozina v X. Tomu tak bude,
pokud §:=inf {||Bz||: z € F,||z|]| = 1} > 0.

(Zajisté, je-li v tomto piipadé yn, € B(F) a yn — y a jsou-li ,, € F takovd, ze Bxyp = yn, potom ||zn — zi|| <
%Hyn — yk||. Posloupnost {z,} je potom cauchyovskd (v Banachové prostoru F), tudiz existuje x € F tak, ze
Tn — x. Ze spojitosti operatoru B pak plyne, ze Bz, — Bz. Ale Bxy, = yn — y, takie Bz =y ay € B(F).)
Necht tedy existuje posloupnost {z,} C F tak, Ze ||z,|| = 1 a Bz, — 0. Diky kompaktnosti K
miizeme predpoklddat, ze posloupnost { Kz, } konverguje k prvku z. Protoze z, = Bz, + Kz, —
z,je z € F al|z|]| = 1. Na druhé strané Bz, — Bz, tudiz Bz = 0. Protoze operator B je na F
prosty, musi byt z = 0. A to je samoziejmé spor. m
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9.10. Véta. Necht K je kompakini operdtor na Banachové prostoru X . Jestlize operdtor [ — K
je prosty, je jiz na.
Diikaz. Opét polozme B := I — K. Roznasobenim lehko zjistime, Ze pro n = 0,1,2,... je
B" =1-5, kde S € K(X). Podle predeslé Véty 9.9 je M,, := RB"™ uzavieny podprostor X.
Ziejmé

X=MyDODM;DODMsD:---DM,DMp41D....

Ukéazeme, ze M,, = M, 41 pro jisté n = 0,1,.... Kdyby tomu tak nebylo, byl by M, ; vlastni
uzavieny podprostor M, pro kazdé n a podle Rieszovy véty 9.1 o skoro-kolmici by existovala
posloupnost {x,} s vlastnostmi x,, € My, |[za[| = 1 a dist(z,, Mpt1) > 3. Potom pro m > n
dostavame

Kz, —Keyy =2, — vy,

kde y = Bz, — Bxy, + Ty, € M,,41 podle definice M, 1. To nas vede ke sporu s kompaktnosti
K, nebot

[Kzn — Ko = |len —yll =

N =

Predpokladejme nyni, ze B je prosty. Ukazeme, ze M, _1 = M, za predpokladu, ze M, = M, 1
pro néjaké n > 0. Odtud potom dostaneme, ze M; = My = X, coZ nefikd nic jiného, nez
RB = X. Volme tedy t € M,,_;. Najdéme = € X tak, aby t = B" 2. Potom ovsem

Bt =B"z € M, = M1 .

Existuje tedy z € X tak, ze Bt = B"T!z a odtud plyne kone¢né (vyuzitim prostoty B), Ze
t=B"z2€ M,.n
9.11. Poznamka. Dikaz véty 9.8 lze vést také jinym zpisobem, ovSem za predpokladu, ze jiz mame dokdzanu
Vétu 9.10 a Schauderovu vétu 8.13.

Naznac¢me tedy myslenku, predpokladajice, ze operator K je kompaktni a [ — K je na. Tedy za pfedpokladu
R(I — K) = X dostavame vyuzitim jedné identity z Tvrzeni 4.25

ker(I — K)' = X+ = {0}.

Ale (I — K) = I' — K', kde K’ je kompaktni operator podle Schauderovy véty 8.13 a I’, coZ je adjungovany
operator k I, je identita Ix+ na X*. Jezto tedy ker(I’ — K') = {0}, je I’ — K’ prosty operator a z dokdzané
Véty 9.10 plyne, ze operator I’ — K’ je na, tudiz R(I’ — K') = X*. Opét pouzijeme Tvrzeni 4.25 a dostaneme, ze

ker(I - K) = *R(I' - K') = 1 X* = {0},
coz presné tika, ze I — K je prosty operator.
Je zajimavé, ze naopak pouzitim Véty 9.8 nelze jen tak jednoduse dokazat Vétu 9.10. Nez se podivame na
duvod, pro¢ tomu tak je, poznamenejme, ze dukaz Véty 9.8 nepredpokladal nic mimoradného. Na druhé strané

pro ditkkaz Véty 9.10 jsme potfebovali védét, ze obor hodnot R(I — K) operatoru I — K byl uzavieny. A nyni
k onomu duvodu. Pokud bychom chtéli dokazat Vétu 9.10 z Véty 9.8, hodily by se ndm identity

RT' = (ker T)* a RT =1 (kerT’),
jakési analogie k obdobnym rovnostem z Tvrzeni 4.25. Ovsem tyto identity obecné neplati. Uvédomte si tfeba,
ze anihilator libovolné mnoziny je vzdy uzaviend mnozina, zatimco obor hodnot operatoru zdaleka byt nemusi.

Nicméné uvedené identity plati ve speciadlnim pfipadé, kdy operator 7' ma tvar I — K, kde K je kompaktni. O tom
je nasledujici tvrzeni, ktera byva téz nékdy nazyvano druhou Fredholmovou vétou.

9.12. Tvrzeni. Necht K je kompaktni operdtor na Banachové prostoru X. Potom
R(I - K) = (ker(I — K))t o R -K)="1 (ker(I — K)').
Diikaz. Podivejme se tfeba na prvni rovnost
R(I — K)' = (ker(I — K))*.

Méme dokézat rovnost dvou mnozin. Volme tedy nejprve ¢ € R(I — K)'. Potfebujeme dokézat, ze ¢ € (ker(I —
K))L. Podle definice anihildtoru v 4.22 musime vzit libovolné = € ker(I — K) a ukézat, e p(x) = 0. Protoze
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viak z € ker(I — K), je podle Tvrzeni 4.25 x €+ R(I — K)’. Ale nami zvolené ¢ lezi v R(I — K)’, tudiz musi byt
p(z) =0.

Drtikaz opaéné inkluze (ker(I — K))+ C R(I — K)' je obtizn&jsi a vyuzivd Hahn-Banachovu rozsifovaci vétu.
Zajemce odkazme na [Zap], 5.26. B

Rozmysleme si nyni, co vlastné uvedené tvrzeni rikd pfi volné interpretaci. Podivejme se tfeba na rovnost
RB =" (ker B'),

kde, pro jednoduchost oznac¢ime operator I — K jako B. Co znamend, ze prvek z lezi v RB 7 Nic jiného nez ze
rovnice
Br =z

mé pro danou pravou stranu z feSeni. Dale, kdy prvek z lezi v L ker B’ ? No pravé tehdy, kdyz z je kolmy ke
kazdému feSeni prislusné ,adjungované homogenni rovnice”
B'z=0.

Rovnost
tedy tikd, Ze rovnice

ma FeSeni (pro jednu konkrétni (!)) pravou stranu z, pravé kdyz prvek z je ,kolmy” na vSechna FeSeni ptislusné
adjungované homogenni rovnice
B'z=0.

Tato véta by méla byt znama z linearni algebry, ovsem v protorech kone¢né dimenze. Tam totiz plati pro libovolné
linedrni operatory, zatimco v nekone¢né rozmérnych prostorech kuptikladu v pfipadé, kdy operator B méa tvar
I — K, kde K je kompaktni.

Vratme se vSak nyni ke slavné Fredholmové alternativé. Dostaneme ji jako disledek nasledu-
jictho tvrzeni.

9.13. Vé&ta. Necht K je kompaktni operdtor na Banachové prostoru X a A # 0. Ndsledujici
vyroky jsou ekvivalentni:
(i) operdtor K — Al je prosty,
(ii) operdtor K — Al je na,
(iii) operdtor K — A\ je invertibiln.

Diikaz. Ekvivalence (i) a (ii) (pro A = 1) je obsazena ve Vétach 9.8 a 9.10. Uvédomime-li si, ze
operator K — A1 je invertibilni, pravé kdyz je prosty a na, ihned dostaneme, Ze i podminka (iii)
je ekvivalentni prvnim dvéma. m

9.14. Fredholmova alternativa. Necht X je Banachiv prostor, K € K(X) kompaktni op-
erdtor a A # 0. Potom budto rovnice Kx — A\x = y md Teseni pro kaZdou pravou stranu y € X
anebo rovnice Kx — Az = 0 md netrividlni Tesen.

Diikaz. Mélo by byt jasné, ze operator K — Al je na, pravé kdyz pro kazdé y € X existuje x € X
tak, ze Koz — Az = y. A také, ze K — A\ je prosty, pravé kdyz rovnice Kx — Az = 0 ma pouze
trividlni feSeni x = 0. Tudiz ekvivalenci (i) a (ii) pfedeslé véty lze vyslovit také v nasledujicim
tvaru: Budto operdtor K — AI je na anebo neni prosty. A to je pravé znéni Fredholmovy
alternativy. m

Nez prejdeme k popisu spektra kompaktniho operatoru, odvodme si jedno jednoduché tvrzeni.

9.15. Lemma. Necht T je operdtor na Banachové prostoru X, A1,...,\, jeho riznd vlastni
Gisla a x1,...,x, (nenulové) vlastni vektory prislusné témto vlastnim éislim. Potom wvektory
T1,...,Ty JjSOu linedrné nezdvisle.
Diikaz. Predpokladejme, ze vektory x1,...,x; jsou linedrné nezavislé pro jisté j € {2,...,n} a ze
rj = oa1x1 + -+ aj_17—1. Potom ovSem

0= ij — )\jl‘j = al()\j — )\1).2?1 + -4 Oéjfl()\j — )\jfl)l‘jfl .

Odtud podle predpokladu (éisla Aq,...,A, jsou riznd) dostdvame, ze a1 = --- = aj_1 = 0,
a tudiz x; = 0. A to je samoziejmé spor. m
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9.16. Spektrum kompaktniho operatoru. Nechtf K je kompakini operdtor na Banachové
prostoru X nekonecné dimenze. Potom 0 € o(K), mnoZina o(K) N{\ € C: |\ >¢} je pro
libovolné € > 0 pouze konecna a

o(K)={0}Uo,(K).

Diikaz. Pokud by 0 neleZela ve spektru o(K), byl by operator K invertibilni. ProtoZe prostor
K(X) vsech kompaktnich operatorti na X tvoii podle 8.11 idedl a I = K~! o K, byla by identita
na X kompaktnim operatorem. A to na prostoru nekonecné dimenze nemuze nastat.

Samoziejmé vime, ze 0,(K) C o(K). Predpoklddejme, ze A € o(K), A # 0. Tudiz operéator
K — A budto neni prosty anebo neni na. V prvnim pfipadé je pak A € ¢,(K) podle definice
vlastniho ¢isla. Pokud operator K — AI neni na, neni také prosty. To plyne ihned z Fredholmovy
alternativy 9.14. Takze i v tomto p¥ipadé dostdvame, ze A € o,(K).

Zbyva dokazat, ze vné libovolného kruhu se stredem v pocéatku lezi pouze konec¢né mnoho
bodu spektra operatoru K. Postupujme sporem, predpokladejme, Ze mnozina

E=0K)N{Ae€C: |\ >¢}

je pro né€jaké € > 0 nekonecna. Podle pravé dokazaného jsou vsechny prvky mnoziny E vlastnimi
¢isly operatoru K. Vyberme tedy z mnoziny E posloupnost {\,} rtzngch vlastnich éisel a ke
kazdému \,, naleznéme piislusny vlastni vektor z,,. Je tedy {x,} posloupnost nenulovych prvki
prostoru X takova, ze Kx,, = \,x,, pro kazdé n. Necht M, je podprostor X generovany vektory
{z1,...,2,}. Podle Lemmatu 9.15 vime, ze vektory {x1,...,2,} jsou linedrné nezavislé. Je tedy
dim M,, = n, podprostory M,, jsou uzaviené (jakoZzto koneéné dimenzionalni) a

My CMsCMsC..., Mn#Mn—i-l pro kazdé n.

Podle Rieszova lemmatu o skoro kolmici 9.1 existuje posloupnost {z,} tak, ze

Zn € My, ||znll =1 a dist(zy,, My_1) >

N =

pro kazdé n > 2. Volime-li k < j, dostavame
Kzj — Kz, == \jz; — ()\kzk + (Kzp — Apzy) — (Kzj — )\jzj)> .
Protoze \jz; € M; a prvek v zavorce lezi v M;_q, je

[K2j — Kzg|| > dist(j25, Mj—1) = [\;| dist(z;, Mj—1) >

IR

Vidime, Ze z posloupnosti { Kz, } nelze vybrat konvergentni.
Snad by zbyvalo podrobnéji odivodnit, pro¢ gz + (Kzp — Akzg) — (Kz; —Ajz5) € M;_q1. Ale
to jiz neni obtizné. Protoze zx = ayx1 + - - - + apxk, je

Kz =a1Kxy + -+ apKxp = ag xy + - + ap gz € My,
a tudiz Kz — Az € My C M;j_1. Obdobné mame z; = 11 + - -+ + 5,7, take téz

Kzj — Njzj = (Bidzs + -+ BjAjz;) — (Bidjan + -+ + BiAz;)
= ﬂ1()\1 — /\j)l’l + -+ ﬂj_1(/\j_1 — )\j)ﬂ?j_l S Mj_l .

9.17. Poznamka. V piipadé kompaktniho operatoru je jeho spektrum vzdy neprazdné. Lezi v ném totiz ¢islo
0. To muze, ale také nemusi byt vlastnim cislem.

Spektrum kompaktniho operatoru ma tedy velice jednoduchou strukturu. Je vzdy uzavienou mnozinou, jejimz
jedinym hromadnym bodem mitize byt 0. Kazdy nenulovy bod spektra je jiz vlastnim cislem a vné libovolného

kruhu o stfedu v poc¢atku lezi pouze koneéné mnoho bodu spektra.
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10. HILBERTOVY PROSTORY

10.1. Skalarni souc¢in. Hilbertovymi prostory budeme rozumét ty Banachovy prostory, jejichz
norma je odvozena ze skaldrniho sou¢inu. Pfitom skaldrni soucin na vektorovém prostoru W
(ten uvazujeme nad redlnymi ¢i komplexnimi ¢isly F') je zobrazeni (.,.) : W — F spliiujici pro
kazdé x,y,z € W a X\ € F nésledujici pozadavky:

T+ 72) = (:1772) + (yaz)v (x,erz) = (Zl',y) + (:E?Z) .
Dvojici (W, (.,.)) se nékdy tka prostor se skalarnim soucinem, nékdo téz pouzivd ndzvu pre-
hilbertuv prostor.

Polozime-li pro x € W

lz[| := v/ (z, 2),

lehko se presvédéime, Ze ||.|| je norma na W. Ovéfeni trojihelnikové nerovnosti je ovSem zaloZeno
na nasledujici Schwarzove nerovnosti.

10.2. Schwarzova nerovnost. Pro libovolné prvky x,y prostoru se skaldrnim soucinem je
spinéna ndsledugjici Schwarzova nerovnost

|G y)] < | {lyl] -

Diikaz. Je-li y = 0, neni co fesit. V opacném piipad€ polozme A :=

=

(@) 5 ovéime, e je splnéna
IEIE ) € Je Sp

nasledujici nerovnost

2
B - Y
0.< lle— Myl = [[o]* X ) — M) — Mol ) = [Jo]* ~ |(||y|)2|

Odtud je jiz jen krucek k dokonceni dikazu Schwarzovy nerovnosti. m

10.3. Hilbertuv prostor. Je-li prostor se skaldrnim soucinem v pfislusné normé uplny,
nazyvame ho Hilbertovym.

V dalsim se omezime na teorii v Hilbertovych prostorech. Sami si muzete rozmyslet, ktera
z uvadénych tvrzeni platii v prostorech se skaldrnim souc¢inem a v kterych je predpoklad aplnosti
podstatny.

10.4. Lemétko. Budte xz,y prvky Hilbertova prostoru H. Jestlize (x,h) = (y,h) pro kazdé
he H, jex=y.

Diikaz. Jestlize (z,h) = 0 pro kazdé h € H, jei (z,z) = 0. Odtud ovSem plyne, Ze ||z]| = 0, a
tudiz i z = 0. A to jsme vlastné chtéli ukazat, nebot staci polozit z ==z —y. m

10.5. Kolmost v Hilbertovych prostorech. Tim, Ze v Hilbertovych prostorech méame defi-
novan skaldrni sou¢in, miizeme v nich zavést pojem kolmosti. Dva prvky x a y jsou v Hilbertoveé
prostoru H na sebe kolmé ¢i téz ortogondind, symbolicky = L y, jestlize (z,y) = 0. Samozfejmé,
pokud z L y, potom iy L x.

Jsou-li M a N podmnoziny H, fekneme, %e A a B jsou kolmé, coz opét zapisujeme M | N,
jestlize m L n pro libovolné m € M an € N. Pokud A C H, polozme

At :={he H:h L axprokazdéxc A} .

Mnozinu A+ nazyvame ortogondlnim dopliikem A v H. Pro libovolnou mnozinu A je vidy A+
uzavienym podprostorem H. To za chvili vysvitne z dalsiho, a to i spolu s vysvétlenim, proc¢
At fikdme ortogonalni doplnék. Piedchozi jednoduché Lemétko 10.4 vlastné fik4, ze jedinym
prvkem kolmym na cely prostor H je nulovy prvek 0. Tedy, ze H+ = {0}.
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10.6. Poznamka. V Hilbertovych prostorech mame pojem skalarniho soucinu, a proto muzeme zavést i pojem
kolmosti. A ta, jak uvidime z dalsiho, ma mnohé velmi pfijemné vlastnosti. Je proto otézka, zda lze definovat
kolmost i v obecnych Banachovych prostorech. Samoziejmé tak, aby tento pojem kolmosti splyval s kolmosti prave
definovanou v ptripadé Hilbertovych prostora a aby mél pokud mozno co nejvice dobrych vlastnosti. Obecné lze Fici,
ze 1 v Banachovych prostorech lze definovat kolmost, a to mnoha (navzajem mnohdy neekvivalentnimi) zptsoby.
Ovsem leckteré vlastnosti se pfitom ztraceji. Kupfikladu pfi jedné z definic z toho, ze = L y nemusi jiz vyplyvat,
ze iy L x. Jak by bylo mozno definovat kolmost v Banachovych prostorech napovida tieba odstavec 13.48.

Nasledujici véta je jednou z nejznaméjsich vét matematiky. Samoziejmé pro piipad, kdyz se
jedné o prostor R2.

10.7. Pythagorova véta. Jsou-li x,y prvky Hilbertova prostoru a x L y, potom
el + [yl = ll= +yl?,.
Dikaz. Jednoduchym vypoctem dostavame
lz+yll? = (@ +y,2+y) = ||z + (y,2) + (2,9) +ll1* = l|2[]* + [ly]*-

10.8. Spojitost normy a skalarniho souéinu. Zobrazeni
h—lh||:H—F a {z,y}— (z,y):HxH—H

jsou spojitd.

Diikaz. Trividlni pozndmka na Gvod dikazu. Pokud posloupnost {z,} konverguje k prvku z, je
omezena. Zajisté, kuptikladu k ¢&islu e = 1 existuje takové ng, Ze ||z, — z|| < € pro vSechna
n > ng. Tudiz ||z,|] <1+ ||z|| pro tato n a vidime, Ze posloupnost {||x,||} je omezena.

A nyni k vlastnimu dilkazu. Necht tedy h, — h a k,, — k. Protoze

(A, kn) = ()| < [(hovs b — k) + (ho = By k)| < [[hal[ [[kn — K[| + [ — A]| [E]]

podle Schwarzovy nerovnosti, a protoze posloupnost {||h,||} je omezend, dostavdme druhou ¢ast
tvrzeni.

Pokud h,, — h, je podle pravé dokdzaného (h,,h,) — (h,h), coz nefikd nic jiného nez ze
[[hal[? = [[R][*. Odtud [[hn|| — [|A]]. =

10.9. Rovnobéznikové pravidlo. Pro libovolné prvky x,y Hilbertova prostoru plati
llz +yl* + [l = yl* = 2(||2[1* + [ly]*) -

Diikaz. Staci pouzit definici normy (||h||? = (h, h)) a trochu pocitat. m

10.10. Poznamka. Uvedené rovnosti se obvykle fika rovnobéznikové pravidlo. To nemusi jiz platit v obecnych
Banachovych prostorech a otazkou je, v jakych prostorech plati. Lze ukéazat, ze pokud v Banachové prostoru X
plati pro jeho libovolné prvky rovnobéznikové pravidlo, 1ze v ném jiz zavést skalarni sou¢in. A to tak, aby norma
z ného odvozena splyvala s ptivodni normou prostoru X. Staci totiz polozit

1
(2,9) i= (2 +ylI* = llo = yl1?).
pokud X je realny Banachav prostor a
1 2 2 . SN2 -2
(@) = 7 (lle+yll* = llz = yllI* + illz + igl|* — ille — iyll*)

v pfipadé komplexniho prostoru.
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10.11. Priklady Hilbertovych prostoru. (a) Definujeme-li pro z,y € R", x = (z1,...,2y),
Y= (y17~~~7yn>7

(z,y) = 21y1 + -+ + TnYn s
tvori R™ s takto definovanym ,skalarnim souc¢inem” Hilberttv prostor. Schwarzova nerovnost,
ktera se v tomto specidlnim pripadé obvykle nazyva Cauchyova nerovnost, pak fika, ze

lz1ys + -+ xpyn| < \/x§+~~-+x% \/y%+-~~+y,2l.
(b) Obdobné& do prostoru C™ vSech n—tic komplexnich ¢isel 1ze zavést skalarni soucin predpisem
(T, y) ==21Yr + -+ + Tn¥n -
Opét C" je Hilbertovym prostorem.
(c) Postor [? je mnoZina viech posloupnosti (komplexnich) ¢isel {z,}, pro néz ioj |z, |? < o0.

n=1

Skalarni souéin pro z = (x,),y = (y») je definovin pfedpisem

[o]
(x,y) = Zl'ny?
n=1

Prostor [? tvoii s takto definovanym skaldrnim sou¢inem Hilberttiv prostor.
(d) Obecnéji, prostory L? (zavedené dokonce pro libovolné p € [1, 00] v 13.19) jsou Hilbertovy.
(e) Polozime-li pro f,g € C([0,1]) (v redlném p¥ipadg)

(f.9) :/Olfg,

je C(]0,1]) s (.,.) prostor se skaldrnim sou¢inem. Neni vSak Hilberttiv, nebof v pfislusné normé
1] = fol |f|?> neni tplny. To je osvétleno v 13.16.

(f) Uvazujme opét prostor komplexnich ¢isel C opatfeny tentokrat skalarnim soucinem

(z,y) =2y,

Je to Hilberttv prostor ? Jaké prvky jsou v ném ortogonélni ?

(g) Necht P([0,1]) je vektorovy prostor redlnych polynomu na intervalu [0,1] stupné nejvyse
2 (spoletné s nulovym polynomem, ktery podle obvyklé definice nemé zZadny stupeiti). Tvofi
P([0,1]) se skalarnim soucinem definovanym jako

(p,q) = /Olpq

10.12. Charakteristika nejblizsiho prvku. Necht M je podprostor Hilbertova prostoru H,
mo € M ax € H. Potom ||lx —mgl|| = dist(z, M), prdvé kdyZ x —mo L M.

Hilbertuv prostor ?

Diikaz. Predpokladejme, Ze ||z —mg|| = dist(x, M). Zvolme libovolné m € M a realné . Protoze
mo +em € M, mame

|z —mol* < [l — (mo +em)||* = ||z — mol* - 2¢(x — mo,m) + %[ |m][*.
Uvedenou rovnost odvodime pouhjym roznasobenim, ovSem pouze v pripadé, ze H je redlny
Hilbertuv prostor. V pfipadé komplexniho prostoru musime postupovat trochu opatrnéji, viz
[Zap], véta 1.18. Z nasi nerovnosti tedy dostavame odhad

2e(x — mo, m) < e%||m|)*.
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Pokud je € > 0, tpravou ziskdme nerovnost 2(z — mg, m) < €||m||>. A protoZe tato nerovnost
plati pro libovolné ¢ > 0, musi byt (z — mg,m) < 0. Uvazovanim piipadu ¢ < 0 dostaneme
opaé¢nou nerovnost (z —mg, m) > 0. Tudiz (z — mg, m) = 0, éimZ jsme ukazali, ze © — mg L m.
A tedy z — mg L M.

Jestlize naopak x — mg L M a m € M, je podle Pythagorovy véty 10.7

[l = ml[* = [|(z = mo) + (mo — m)||* = ||z — mol|* + [Imo — ml[* > [|z — mol[*.

A tedy skutecné prvek myg je nejbliz§im prvkem k x ze vSech prvka M. m

Uvedena véta fika, jak pozname, ze prvek mg je nejbliz§im prvkem k podprostoru M. Nic
nevypovida o tom, existuje-li takovy prvek a kolik takovych prvkt mize byt. To je ovSem obsahem
pravé nasledujici véty.

10.13. Existence nejblizsiho prvku. Necht M je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru
H ax € H. Potom existuje pravé jeden prvek m € M tak, Ze

||z —m|| = dist(x, M).

Diikaz. Neni co fesit, je-li x € M. Pak samoziejmé x = m je jedingm prvkem, co spliiuje
uvedenou rovnost. Predpokladejme tedy, ze * ¢ M. Posunutim (transformaci h — x — h)
mizeme piedpokladat, Ze = 0. Oznadime-li d := dist(0, M), je d > 0 (v piipadé d = 0 by totiz
nulovy prvek 0 lezel v uzévéru M, a tedy i v M) a hleddme vlastné v M prvek o nejmensi normé.
Tedy prvek m € M s vlastnosti ||m|| = d.

Takové prvky nemohou byt dva rtzné. Spliuji-li totiz mi, ms uvedenou rovnost, vyplyva
z toho, ze w € M, pii pouziti rovnobéznikového pravidla

1
s — ms| = 2(|fma [ + [[ms] ) — 4]] 2 (my 4+ m)[[? < 2(d* + ) — 4d® < 0.

Tedy nutné m; = mo.

Ani dtikaz existence prvku m neni obtizny. Nalezneme posloupnost {m,} z M tak, aby
[|mn]| — d (stadi si uvédomit, ze d = inf {||m|| : m € M}). Ukazeme-li, Ze posloupnost {m,} je
cauchyovska, bude mit limitu m := limm,,. A protoZe norma je spojita funkce, musi nutné byt
[|m|| = lim||m,|| = d. Zbyva si jediné uvédomit, ze m € M. Ale to je samoziejmé, predpoklddali
jsme totiz, ze M je uzaviend mnozina. Dikaz, Ze posloupnost {m.} je cauchyovska opét vyuzije
postieh, Ze %(mn + myg) € M a rovnobéznikové pravidlo. Mame totiz

1
[l — ]| = 212 + [fma][2) = 411 5 (m + m)[[2 < 2(|m* + [Jm||*) — 4d* — 0,

pokud n, k — oco. m

10.14. Poznamka. Pro dikaz existence i jednoznac¢nosti nejblizsiho prvku k podprostoru M jsme vyuzili pouze
jeho uzavienost a vlastnost, ze lzﬂ € M, pokud z,y € M. Uvédomte si téz, ze “LTer je vlastné stied usecky
spojujici body = a y.
Mnozinam, které maji tu vlastnost, ze s kazdymi dvéma body obsahuji i celou tsecku mezi =z a y, fikame
konvexni. Formalni definice je tedy tato: Podmnozina C vektorového prostoru W' se nazyva konvezni, pokud
M+ (1-NyeC,

kdykoliv z,y € C a A € (0,1). Je jasné, ze kazdy podprostor je konvexni mnozinou.

Véta 10.13 tedy plati i za predpokladu, ze M je uzaviend konvexni mnozina.
10.15. Ortogonalni projekce. Necht M je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H.
Definujme zobrazeni Py, : H — M tak, ze obrazem prvku z je takovy prvek Py;z € M, pro
néjz ||z — Px|| = dist(x, M). Jeho existence i jednoznac¢nost je zaru¢ena predchozi Vétou 10.13.
Zobrazeni Py; nazyvame ortogondlni projekci prostoru H na podprostor M.
Pt¥ipometime, %e projekci rozumime kazdy spojity linearni operator P € L(H) s vlastnosti P2 = P. Zde, samozie-
jmé&, symbolem P? se rozumi slozeni P o P.

Zobrazenim, ktera spliuji P2 = P se fikd idempotentni. A pfipomenme jesté, Ze linedrni zobrazeni P je
neexpanzivni, jestlize ||Pz|| < ||z|| pro kazdé x € H.
Jiz jednoduché piiklady v R? ukazuji, Ze na dany podprostor (v tomto specialnim piipadé pfimku) exituje mnoho
projekci. Ale jen jedna je vyznacné, a sice ta, kterd je dand ,kolmym promitadnim”. A tuto vlastnost méa prave

popsand projekce Pps. Jak se da charakterizovat mezi vSemi projekcemi, je popsano ve Cviceni 10.30.e.
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10.16. Vlastnosti ortogonalni projekce. Pro uzavieny podprostor M Hilbertova prostoru
H je zobrazeni Py; projekci a neexpanzivnim zobrazenim H na M. Pritom

RPy=M a kerPy=M".

Diikaz. Na zacatek poznamenejme, ze pro kazdé x € H mame x — Py L M. To nam fikala
charakteristika v 10.12.
Volme z,y € H a ukazme, ze Py(z +y) = Py + Pyy. Pro libovolné m € M tedy mame

(x +y— (Pyz + Pyy),m) = (x — Pyz,m) + (y — Pyy,m) =0.
Tudiz, opét podle charakteristiky v 10.12,
|z +y — (Puz + Puy)l| = dist(z +y, M).

Protoze vSak nejblizsi prvek v M k x + y je uren jednoznacné a je jim primét Pys(z + y), musi
nutné byt Py (z+y) = Pyz+ Pyy. Obdobnym trikem bychom dokézali, ze Pys(Ax) = APy (x),
kdykoliva € H a A € F.

Je-lix € M | je v = (x — Pyx) + Pyx. A protoze x — Pyx L Pyx, dostavame pomoci
Pythagorovy véty 10.7, ze

ll2||* = llo = Pagal|* + || Par||* > || Parel]].

Tedy ||Pyz|| < ||z||, odkud okamzité plyne, Ze Py je omezeny operator.

Protoze Py je identita na M, je P, = Py. RovnéZ tak je zfejmé tvrzeni, Ze obor hodnot
RPy =M.

Je-li € ker Py, tedy je-li Pyx = 0, je x = 2 — Pyyx € M+, Je-li naopak z € M-*,
tedy £ — 0 = x L M, dostdvame z definice Pp; a charakteristiky 10.12, ze Pyyx = 0. Tedy
ker Pyy =M+ . m

10.17. CebySevovy mnoziny. Podmnozinu C' normovaného linearniho prostoru E nazveme
Cebysevovou, jestlize ke kazdému = € E existuje pravé jeden nejblizsi prvek v C, piesndji,
existuje-li pravé jedno ¢ € C tak, zZe ||z — ¢|| = dist(z,C). V 10.13 jsme pravé ukazali, ze
kazd4 uzaviens konvexni podmnozina Hilbertova prostoru je Cebysevova. Jednoduché piiklady
ukazuji, Ze oteviené mnoziny mohou byt tézko Cebysevovymi. Jak je to viak s konvexitou ? Jak
diilezitou roli hraje pfi hledani ,nejlepsi aproximace” ? Céste¢nou odpovéd dava nasledujici véta
dokéazana T.S. Motzkinem v roce 1935.

Motzkinova véta. Necht C je uzaviend Cebysevova podmnoZina eukleidovského prostoru R™.
Potom C' je konvexni.

Dodnes otevienym ztistava problém, zda analogickd véta plati i v Hilbertovych prostorech
nekonecné dimenze.

10.18. Ortogonalni rozklad. Je-li M uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H, potom
H=Mao, M*.

Drikaz. Musime ukéazat, ze M N M~ = {0}, ze libovolny prvek z € H lze napsat (jednoznaéné) ve
tvaruz = xpr+2)0, kde zpy € M axp0 € Mt aze projekce Py je spojita (anebo ekvivalentné,
7e podprostory M a M+ jsou uzaviené). Je-li ovéem x € M N M+, je (z,2) = 0, a tedy = = 0.
Protoze © = Ppyz+ (x — Pyrx), piiGemz Pyax € M ax— Py € MJ-7 je dokazéano i druhé tvrzeni.
A v predeslé Vété 10.16 jsme ukazali, ze projekce Py je spojitd (a také vime, ze podprostory M
a Mt jsou uzaviené). m

10.19. Dusledek. Je-li M vlastni uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H, v ortogondlnim
doplriku M~ ezistuje nenulovy prvek.

Diikaz. Protoze H = M & M+ a M # H, musi byt M+ # {0}. m
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10.20. Tvrzeni. Necht H je Hilbertiv prostor a h € H. Potom zobrazeni
Ly :x v (x,h) definované pro x € H
je spojitd linedrni forma na H. Zobrazeni h — Ly : H — H* je izometrické.

Diikaz. Evidentné je Ly linearni forma. Schwarzova nerovnost 10.2 da odhad
|Ln(x)| = [(z, h)] < [|=[|[[]].

Odtud plyne, ze Lj, je omezena forma a ||Ly|| < [|h]|. K dokonéeni diikazu musime jesté ovérit
opacnou nerovnost ||h|| < ||Ly]|.- Ta je vSak zfejma v ptipadé, kdy h = 0. Pokud je h # 0, je

Il =1a
h h 1
Ln(—) = (e h) = ——(h,h) = ||A].
(i) = (o) = g @0 = Dl

A tedy ||h]] < [|Ln]- =

Ukazali jsme, ze kazdym prvkem h € H je urCena prislusna spojita linearni forma L, € H*.
Nasledujici, mnohem netrivialnéjsi tvrzeni rika, ze kazda spojita linearni forma z H* je tohoto
tvaru, tedy je urcena pomoci skaldrniho sou¢inu néjakym prvkem z H.

10.21. Fréchet—Rieszova véta. Ke kaZdé spojité linedrni formé L na Hilbertové prostoru H
existuje pravé jeden prvek h € H tak, e L = Ly,. Tedy takové h € H, Ze Lx = (x,h) pro kaZdé
xzeH.

Drikaz. Pokud jde o existenc¢ni diikaz, v pfipadé nulové formy L staci polozit h = 0. Predpoklade-
jme tedy, ze L # 0. V tom piipadé je ker L vlastni uzavieny podprostor H a podle Disledku 10.19
existuje b € (ker L), b # 0. Mtzeme piedpokladat, ze ||b|| = 1. Volme = € H. Protoze

L(bLx — xLb) = LbLx — Lz Lb =0,
je bLx — xLb € ker L. Tudiz tento prvek musi byt kolmy na b, odkud dostaneme
0= (bLz — xLb,b) = (bLx,b) — (xLb,b) = Lz — (x,bLb).

Staci tedy polozit h := bLb.

Pokud jde o jednoznaé¢nost, jde o elementarni tivahu. Je-li totiz (x,h1) = (x, ha) pro vSechna
x € H, musi byt hy = hy podle 10.4. m
10.22. Poznamka. V pfipadé separabilniho Hilbertova prostoru lze uvést i alternativni diikaz Fréchet—Rieszovy
véty. Bud tedy L € H*. Je-li {en} ortonormalni baze H, ukazte Ze fada anen konverguje a jeji soucet je
pak hledany prvek h.

10.23. Duél k Hilbertovu prostoru. Necht H je Hilbertiv prostor. Zobrazeni ¥ : L — h
dané Fréchet-Rieszovou vétou 10.21 je prosté izometricke zobrazeni H* na H, pricemz

W(Ly + Ly) = W(L1) + W(La) @ W(AL) = NU(L)

pro vsechna L1,Lo € H* a A € F.
V pripadé redlného Hilbertova prostoru H je tedy W izometricko-izomorfni zobrazeni H* na
H.

Diikaz. V Tvrzeni 10.20 jsme ukazali, ze pro L € H* je ||L|| = ||¥(L)||. Tudiz ¥ je izometrie.
Jsou-li Ly, Ly € H*, hy = V(L) a hg = ¥(La), je L1(z) = (x,h1) a La(z) = (x, ha) pro kazdé
x € H. Tudiz pro x € H mame

(L1 + L2)(x) = (x,h1) + (2, ha) = (x, h1 + ha).
Protoze zobrazeni ¥ je prosté, musi byt
W(Ly 4 Ly) = h1 + hy = Y(Ly) + ¥(Ly).

Obdobné lze ukdzat, ze U(AL) = A¥(L).
Podle Tvrzeni 10.20 je V(H*) = H. m
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10.24. Reflexivita Hilbertovych prostoru. Kazdy Hilbertiv prostor je reflexivni.

Diikaz. Volme & € H** (H je Hilberttv prostor). Ukolem je najit € H tak, aby e, = ® (zde
¢ znadi kanonické vnoreni H do H**). Posledni rovnost ovSem znamend, ze €;(p) = ®(p) pro
kazdé ¢ € H*.

Je-li h € H, vime, Ze zobrazeni

@h:x}_)(mvh)7 .’,EEH,

je prvkem H*, takze si bez velkych potizi rozmyslime, Ze zobrazeni

h‘—>¢)(<ph), hEH,

je spojita linearni forma na H (pro¢ jsme potiebovali uvazovat komplexné sdruzené éislo 7).
Podle Fréchet—Rieszovy véty 10.21 existuje x € H tak, ze

®(pp) = (h,x) prokazdé he H.

Volime-li tedy ¢ € H* a najdeme k nému h € H tak, aby ¢ = ¢, mame

@(p) = (pn) = (h,2) = (2,h) = n(z) = p(z) = ca(p).

wevs

10.25. Slaba konvergence v Hilbertovych prostorech. Rekneme, Ze posloupnost {z,}
v Hilbertové prostoru H slabé konverguje k prvku z, symbolicky z,, — z, jestlize (x,, h) — (z,h)
pro kazdé h € H.

My jsme vlastné jiz pojem slabé konvergence zavedli v odstavci 3.1, a to dokonce v obecnéjsim kontextu Bana-
chovych prostora. Pfihlédneme-li vSak k Fréchet-Rieszové charakteristice spojitych linearnich forem na H v 10.21,
vidime, Ze nejsme ve sporu s diivéjsi definici.

Nyni jde o to, Ze nékteré véty lze v Hilbertovych prostorech dokazovat jednoduSeji. Aniz se
odvoldvame na obecnéjsi véty platné v Banachovych prostorech. A to miZe byt leckdy poucné.
Kupfiikladu k diikazu véty, Ze slaba limita je jednozna¢né urcena (viz 3.10) jsme pot¥ebovali Hahn—
Banachovu vétu (presnéji, jeji disledek), zatimco v pripadé analogického tvrzeni v Hilbertovych
prostorech (viz 10.26.a) vysta¢ime se zcela elementarnim dikazem. Obdobné pro diikaz tvrzeni,
Ze slabé konvergentni posloupnosti jsou omezené (viz Véta 5.3) jsme vyuzili princip stejnomérné
omezenosti, pro Hilbertovy prostory nepotfebujeme (alesponi zdanlivé) tak hlubokou vétu.

Jako ukézku dokazme tedy nasledujici tvrzeni.

10.26. Vlastnosti slabé konvergence. Necht {z,} je posloupnost v Hilbertové prostoru H.
Jestlize x,, = = a soucasné x, — y, potom x = y.

Jestlize x, — x, potom T, — .

Jestlize x, — x, potom ||z|| < liminf ||x,]|.

Je-li posloupnost {x,,} omezend, lze z ni vybrat slabé konvergentni podposloupnost.

)
)
(c)
(d) Jestlize x, “ 2, potom posloupnost {zn} je omezend.
)
) Je-li M uzavieny podprostor H a {x,,} posloupnost z M slabé konvergujici k z, je i x € M.

Diikaz. (a) Volime-li h € H, méme (z,,h) — (x,h) a také (z,,h) — (y,h). Protoze (&iselnd)
posloupnost {(z,,h)} nemtze mit dvé razné limity, musi byt (z,h) = (y,h). Protoze v8ak
posledni rovnost plati pro libovolny prvek h € H, je x = y.

(b) Tvrzeni je zfejmé. V 10.8 jsme ukdzali, ze skaldrni souéin je spojitou funkci a staci se tedy
podivat na definici slabé konvergence.

(c) Neni co dokazovat v ptipadé, kdy z = 0. Nechf tedy = # 0 a x,, — 2. Potom s pouzitim
Schwarzovy nerovnosti (|(z,, z)| < ||z.||||z]]) je

l|z]|? = (z,2) = lim(xp, 2) < lim |(2,,2)| < liminf ||z, ] ||z|| .

Dostévame, ze ||z|| < liminf ||z,||.
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(d) Predpokladejme, Ze mnozina A := {z,, : n € N} neni omezena. UkdZeme, Ze v tom piipadé
existuje h € H tak, ze (¢iselnd) posloupnost {(x,, h)} neni omezend, a nemuze tudiz konvergovat
k prvku (z, h).
Pro h € H oznacme
p(h) :=sup {[(zn,h)| : n € N} .

Protoze mnozina A neni omezend, existuje y; € A tak, ze ||y1]| > 1. Polozime-li e; := T
méme

yll’

llea]]l =1 a [(er,y1)| = [lyall > 1.

Necht dale @ je podprostor H generovany vektorem y;. Protoze H = Q @ Q+, lze kazdy prvek
a € A psat ve tvaru

a:aQ—i—aQL, kde a®€Q a aQLEQL.

ProtoZe posloupnost {z,} je slabé konvergentni, konverguje posloupnost {(z,,e1)}, je tedy
omezend, a tim pddem nemuZe byt posloupnost {H;&Q)LH} omezena. Existuje tedy yo € A
a ey € QF tak, ze

lle2| =1 a [(e2,y2)] = 2(p(e1) +2).

Indukci pak nalezneme posloupnost {y,} vybranou z A a posloupnost jednotkovych vektortu {e, }
tak, aby

n
1
ens € fenen el a e eni)] = (04 D(0 5 ples) +n 1)
j=1
Z konstrukce plyne, Ze (e;,yn+1) = 0 pro j > n + 1. Nyni stacit polozit

o0

1
h:= Z - €n
n=1
(uvedend fada je v prostoru H konvergentni, nebot {e,} je ortonorméalni posloupnost a rada

o0
> -5 konverguje). Odhadem zjistime, Ze

n=1

n
1
|(hs Y1) ‘Z; €js Yn+1) 71(%+17yn+1)‘

n +

1
‘ +1(en+17yn+1‘_’z €g;yn+1)’
>t (+1)(Z ple;) + +1) anl
n ej)+mn =
| j i) =
>n+1,

odkud plyne, Ze posloupnost {(z,,h)} nemize byt omezena.

(e) Necht {z,} je omezend mnozina v H, § := sup {||z,|| : n € N}. Pfedpokladdejme zprvu, ze
H je separabilni, mame v ném tedy hustou spocetnou podmnozinu Z := {z,} C H. Nejdfive si
rozmyslime, Ze posloupnost {(x,, h)} konverguje pro kazdé h € H, pokud konverguje posloupnost
{(2n,2)} pro kazdé z € Z. Vskutku, volme h € H a ¢ > 0. Najdéme z € Z tak, aby ||[h—z|| <e.
Potom

[(@n, h) = (@m, B)| < |(2n, h) = (@n, 2)| + (@0, 2) = (@m, 2)| + [(@m; 2) = (@m, b))
< 2B+ (@0, 2) — (Tm, 2)]



10. Hilbertovy prostory 49

odkud jiz tvrzeni snadno plyne. V dalsi ¢asti diikazu pouzijeme znadmou diagonalni metodu. Pro-
toze [(xn,21)| < Bl|z1l], je (¢iselnd) posloupnost {(z,,21)} omezena. Lze z ni tedy vybrat kon-
vergentni podposloupnost {(z},21)}. A pokracujeme dale, z posloupnosti {(z}, 22)} lze vybrat
konvergentni podposloupnost {(z2,22)}. Potom diagonalni posloupnost {(z%,2;)} konverguje
pro kazdé k a podle toho, co jsme uvedli na za¢atku dtikazu, konverguje i posloupnost {(z7, h)}
pro kazdé h € H. Je tedy posloupnost {z'} slabé konvergentni.

Pokud prostor H neni separabilni, uvazujme uzavieny linedrni obal posloupnosti {z,} v H.
To je jiz separabilni Hilberttiv prostor a na néj mtizeme aplikovat jiz dokadzané tvrzeni.
(f) Volme h € M~*. Protoze (z,,h) = 0 a (x,,h) — (z,h), dostévame, Ze (z,h) = 0. Tudiz
x € M++. Nyni si sta¢i uvédomit, ze M++ c M. m

Uvedme jesté jednu zajimavou vlastnost Hilbertovych prostorii. Nékdy se ji fikd Radon-
Rieszova vlastnost a kromé Hilbertovych prostort tuto vlastnost maji i nékteré dalsi typy Ba-
nachovych prostorii (kupifkladu prostory I', LP prostory pro p € (1,00) ¢i obecnéji vSechny
uniformné konvexni prostory).

10.27. Radon—Rieszova vlastnost. Necht {x,} je posloupnost prvki Hilbertova prostoru.
Jestlize x, ~ x a ||xna|| — ||z||, potom x,, — x.

Drikaz. Sledujte rovnost
|2 — 2| = ||zal® = (25, 2) = (2n, 2) + ||2]?,

ze které tvrzeni ihned plyne. m

10.28. Hermiteovské operatory. Operator T na Hilbertové prostoru H je hermiteovsky, jestlize (Tx,y) =
(z,Ty) pro kazdé z,y € H. Tyto operdtory hraji dulezitou roli v mnoha oblastech matematiky i fyziky, ze-
jména pak v souvislosti s vétami o spektralnim rozkladu. Tato partie jiz ale nepatii do pfednasky z Uvodu do
funkcionalni analyzy a je ji vénovana pozornost v jinych pzZednaskach. Pokud by si ¢tenaf chtél rozsirit obzor i o
tuto problematiku, mtize nahlédnout do [Zap]. Vsimnéme si pouze v dalsim vztahu k hilbertovsky adjungovanym
operatorum.

10.29. Hilbertovsky adjungované zobrazeni. Necht Hi,H2 jsou Hilbertovy prostory a T € L(H1, H2).
Volime-li y € Hz pevné a polozime-li

Fy:zw— (y,Tz) pro z€ Hp,
zjistime, ze Fyy € H{. Podle Fréchet-Rieszovy reprezentacni véty 10.21 existuje pravé jedno a, € Hi tak, ze
Fy(z) = (z,ay) prokazdé =z € Hj.
Muzeme tedy definovat
T* :y+—ay: Hy — Hy.

Neni pfilis obtizné zjistit, ze T* € L(Ha2, H1) a ze ||T|| = ||T*||. Zobrazeni T* se nazyva hilbertovsky adjungované
k T a je tedy urceno rovnosti (T'z,y) = (x,T*y) platnou pro vSechna z € Hy a y € Ha.

Uvazujme opét Hilbertovy prostory Hi a Ha a operator T' € L(H1, H2). Vyslovné upozornéme, ze hilbertovsky
adjungovany operator T je zobrazeni z puvodniho prostoru Hz do Hj. To proto, ze kromé T* mame definovan
i (banachovsky) adjungovany operator T’ z odstavce 4.18, ten ovSem operuje z dudlu Hj do H;. Jaky je tedy
vztah mezi T* a T’ 7 Vratme se k odstavci 10.23. Tam jsme definovali ,rieszovské zobrazeni” ¥y : H* — H,
které v jistém smyslu ztotoznuje dudl H* s puvodnim Hilbertovym prostorem H. Zkuste si sami rozmyslet, ze

T*:\IlHloT’o\IlI__Ii.

Na z&vér jeSté poznamenejme, Ze operdtor T € L(H) je hermiteovsky, pravé kdyz T = T™*.

10.30. Elementarni cviéeni. (a) Ukazte, Ze ve Schwarzové nerovnosti 10.2 plati znameni rovnosti, pravé kdyz
prvky = a y jsou linearné zavislé.

(b) Necht pro prvky z,y realného Hilbertova prostoru plati Pythagorova véta: ||z + y||? = ||=||? + ||y||?. Ukazte,
ze x L y. Na prikladé si rozmyslete, ze toto tvrzeni nemusi jiz platit pro komplexni Hilbertovy prostory.

(c) Ukazte, ze pro libovolné prvky z,y, z Hilbertova prostoru plati nasledujici Apolloniova identita

T+ Y2
2w — 2I1% + 2lly = 212 = [|lo — ylI? +4 |- - |
Co rika tato rovnost geometricky ?

Ndvod. Budto spoététe pfimo anebo pouzijte rovnobéznikové pravidlo. &
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(d) Necht z,y jsou prvky Hilbertova prostoru. UkaZzte, Ze nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:
(i) =z Ly,
(i) ||z + Ay|| = ||z — Ayl|| pro vSechny skalary X,
(iii) ||z]| < ||z + Ay|| pro vSechny skaldry A.
Rozmyslete, co tyto podminky rikaji geometricky.

(e) Necht P je netrividlni projekce na Hilbertové prostoru H (tedy P € L(H), P? = P a existuje € H tak, Ze
Px # 0). Nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:
(i) existuje (netrividlni) uzavieny podprostor M C H tak, ze P(H) = M a ||z — Pz|| = dist(z, M) pro kazdé
€ H,
(ii) RP L ker P,
(i) [Pl =1,
(iv) P je hermiteovsky (tj. P = P*).

Je-li tedy jedna z téchto ekvivalentnich podminek splnéna, je P ortogonélni projekci Py; ve smyslu definice v 10.15.
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11. SLABE TOPOLOGIE PRO POKROCILE

Na zacatek se vénujme pojmu topologického prostoru. Podame ovSem pouze nejelementarnéjsi
definice.

11.1. Topologické prostory.  Topologickym prostorem rozumime mnozinu 7', v niz je vy-
délen jisty systém 7 jejich podmnozin, které nazyvame otevrengmi mnozinami, majici nasledujici
vlastnosti:

(a) 0.T e,

(b) sjednoceni libovolného systému mnoZin z 7 lezi opét v T,

(c) prinik koneéného poétu mnozin ze systému 7 je opét v 7.

Kolekci 7 nazyvejme kratce topologii na mnoziné T. Jako ptiklad topologie poslouzi sous-
tava vsech otevienych podmnozin néjakého metrického prostoru anebo téz t¥eba soustava vSech
podmnozin dané mnoziny T (tu pak nazyvame diskrétni topologii).

Doplitkéim mnozin z 7 fikdme uzavrené mnoziny. Protoze prinik libovolné kolekce uzavienych
mnozin je uzaviend mnozina, coz plyne ihned z de Morganovych pravidel, a protoze cely prostor T’
je téz uzaviend mnozina, existuje ke kazdé mnoziné A C T nejmensi uzaviend mnozina obsahujici
A. Oznaéme ji A a nazvéme uzdvérem mnoziny A. Je tedy

Z:ﬂ{F:FDA,Fuzavfené}.

Neéini Zadny problém definovat konvergenci v topologickém prostoru (7, 7). K tomu zavedme
nejprve jesté dva dalsi pojmy. Je-li A podmnozina T', oznac¢me

mtA:=|J{Ger:GcCA}.

Vzhledem k (b) je Int A oteviend mnozina (¢ili lezi v 7), obvykle se ji ¥ikd vnitfek mnoziny A.
Okolim bodu t € T rozumime kazdou mnozinu A obsahujici ¢ ve svém vnitiku. Tedy soustava
() v8ech okoli bodu t je systém {A C T :¢ € Int A}.

Rekneme tedy, Ze posloupnost {t,,} bodi topologického prostoru T konverguje k bodu t, co
zapisujeme t, — t, jestlize ke kazdému okoli U € il(t) existuje ng tak, Ze t, € U pro kazdé
n > ng. Bohuzel zcela obecné by se mohlo stat, ze jedna posloupnost by mohla konvergovat ke
dvéma rtiznym bodim. To ovSem nenastane, splinuje-li topologicky prostor nasledujici podminku:

(*) jsou-li z,y razné body T, existuji okoli U, € i(z) a U, € (y) tak, ze U, N U, = 0.
Topologiim, které spliiuji (*) fikdme Hausdorffouvy.

Mame-li pojem otevienych mnozin, miZeme bez problémi definovat spojita zobrazeni. Jsou-li
(Ty,m1) a (Te, 72) dva topologické prostory a f : Ty — Ty zobrazeni mezi nimi, fekneme, Ze f je
spojité zobrazeni, jestlize f~1(G) € 11 pro kazdou mnozinu G € 75 (vzory ,otevienych” mnoZin
z T jsou mnoziny ,oteviené” v Ty).

11.2. Slaba topologie na X. Necht X je (redlny) normovany linedrni prostor. Mnozina G C X
je slabé oteviend ¢i w-oteviend, jestlize ke kazdému x € G lze nalézt funkcionaly ¢1,...,p, € X*
tak, ze

Va(or, o) ={te X oz —t)| <1,...,|en(z —t)| <1} CG.

Ujasnéme si hned nasledujici fakt.

11.3. Fakt. Je-liz € X, 9o € X* ad > 0, je mnoZina
D:={teX:|p(xz—1t)|<d}

jak otevrend, tak i w-otevrend.
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Diikaz. Otevienost plyne ze spojitosti zobrazeni ¢t +— |p(z—t)|. Pokud jde o w-otevienost mnoziny
D, volme ¢y € D. Nasim tkolem je najit 1) € X* tak, aby {t € X : |¢)(to — )] < 1} C D. K tomu

staci polozit ¢ := m w. Je-li totiz ¢t € X takové, ze |¢(to —t)| < 1, dostdvame

[p(z = t)| = |p(x —to) + ¢(to — t)| < |e(x —to)| + [ (to — 1)
<oz —to)| + (d — [p(z —to)]) [¥(to — )| < d,
tudizt € D. m

Oznac¢me symbolem w soustavu vsech slabé otevienych podmnozin X. V dalsim tvrzeni hned
ukazeme, ze w tvori topologii, samoziejmeé ji nazyvame slabou topologii.

11.4. Véta. Systém mnozZin w na normovaném linedrnim prostoru X tvori Hausdorffovu
topologii. Slabé oteviené mnoZiny jsou oteviené (v normé).

Diikaz. Je jasné, Ze () i cely prostor X jsou w-oteviené mnoZiny a Ze soustava w je uzaviena na
tvoreni libovolnych sjednoceni.

Necht tedy € G1N-- NGy, kde G4, . . ., Gi jsou w-oteviené mnoziny. Volime-li j € {1,...,k},
existuji funkcionély go{, ey @%j € X* tak, ze Vx(ga{7 ey cp%j) C G;. Potom ovsem

Vm(‘?%a~«~,<P;l,...,g0]f,.‘.,<pzk)CGlm...mGk

a vidime, ze G1 N --- NG € w.
Volme nyni z,y € X, z # y. Podle Véty 4.3 o tecné existuje ¢ € X* tak, ze
p(x—y) =z -yl >0.

PoloZime-li
1 1
Ueim{te X :lo(t-n)| < 3le—yll} a Uyi={te X:lpt—p)l < 3lle—sll},

jsou podle predchozi uvahy v 11.3 U, a U, w-oteviené mnoziny. Jsou samoziejmé disjunktni,
kdyby totiz t € U, N Uy, méli bychom

2
llz =yl = ¢z —y) < loe =]+ ot —y)| < llo —yll.

Samoziejmé U, obsahuje z a y € U,. Je tedy slaba topologie w Hausdorffova.
Zbyvé ukazat, ze kazdd w-oteviend mnozina je oteviend. Je-li vS8ak G w-oteviend a x € G,
existuji o1, ..., p, € X* tak, ze Vi (p1,...,9n) C G. Protoze

Va1, son) ={t € X o1z —t)| <1}n---n{te X : jpp(x—1)] <1},

je opét pomoci 11.3 V. (¢1,. .., ¢,) mnozina oteviend. Tim jsme ukézali, Ze i G je oteviena. m

Konvergence posloupnosti ve slabé topologii w neni ni¢im jinym nez slabou konvergenci, kterou
jsme zavedli v 3.1. To ukazuje nésledujici postieh.

11.5. Tvrzeni. Posloupnost {x,} prvki normovaného linedrniho prostoru X konverguje ve
slabé topologii k =, prave kdyz ¢(x,) — @(x) pro kazdé ¢ € X*, ¢ili kdyz x, ~ .

Diikaz. Predpokladejme, ze x,, — x ve slabé topologii. Volime-li ¢ € X* a £ > 0, je mnozina
U:={teX:|p(t—x)| <e} w-oteviené okoli z. Existuje tedy ng tak, ze x,, € U pro vSechna
n > ng. Pro tato n pak tedy mame |p(x,) — o(z)| = |o(z, — )| < €.

Obrécend, necht pro kazdé ¢ € X* je p(x,) — ¢(x) a necht U je w-okoli z. Podle definice
existuji ¢1, ..., € X* tak, ze V,.(v1,...,9r) C U. Podle pfedpokladu existuje ng tak, ze

[pr(zn —2)| = [@1(zn) —pr(@)] <1, for(zn —2)| = [op(z —n) — p(z)] <1



11. Slabé topologie pro pokrocilé 53

pron > ng. Tudiz pro taton jex, —z € U. m

Slaba topologie méa, alesponl pro zacatecnika, nékteré na prvni pohled prekvapivé vlastnosti.
Kupftikladu okoli bodu si v koneéné dimenzi a konec koncti i v metrickych prostorech pied-
stavujeme jako ,kulicku” okolo tohoto bodu. Pf¥inejmensim tedy jako mnoZinu omezenou. Tato
predstava je vsak falesna v prostorech nekonecné dimenze, tam vlastné libovolné okoli bodu je
mnozina neomezend a radéji si je predstavujme jako néjaky ,tubus” ¢ ,rouru”. Nasledujici
odstavecek snad trochu osvétli tento problém. Budeme v ném vsak potfebovat jedno algebraické

lemma. To je uvedeno v 13.56. Vypovidad nasledujici: Jsou-li ¢, f1,..., fn linedrni formy na
vektorovém prostoru W a fi(x) = -+ = fn(x) = 0 kdykoliv o(x) = 0, potom je forma ¢ linedrni
kombinact forem fi,..., fn-

11.6. Slaba okoli. Necht X je normovany linedrni prostor nekoneéné dimenze a U je slabé
okoli (tedy okoli ve slabé topologii) prvku 0. Potom U je neomezend mnoZina v prostoru X .

Diikaz. Podle definice w—okoli vime, ze existuji fi,..., f, € X* tak ze

{zeX:|filz)<1,....|falz) <1} CU.

Podle Dusledku 13.57 je ) ker f; # {0}. Oznacime-li M := [ ker f;, je tedy M netrivialni
i=1 ;

— j=1
(uzavieny) podprostor X. Samoziejmé, M je neomezeny. (Je-li totiz x € M nenulovy prvek,
je Ax € M, pficemz ||Az|| = |A| ||z]|.) K zévéru dikazu si sta¢i uvédomit, ze M C U (a zZe

nadmnozina neomezené mnoziny je sama neomezena). m

11.7. Slabé uzavéry. Necht Sx := {x € X :||z|| =1} je jednotkovd sféra normovaného
linedrniho prostoru X nekonecné dimenze. Potom 0 lezi ve slabém uzdvéru Sx.

Diikaz. Musime ukéazat, ze libovolné w-okoli 0 protne sféru Sx. Bud tedy U takové okoli. Stejné
jako v dilkkazu pfedchozi Véty 11.6 ukazeme, ze existuje netrivialni linedrni podprostor M C U.
Ten urcité sféru Sx protne, tedy i UNSx # (. m

11.8. Poznamka. Obdobné se ukéze, ze slabym uzavérem Sx je cela uzaviena jednotkova koule Bx. Nékdy se
muze stat, ze dokonce existuje posloupnost prvku ze sféry Sx, ktera slabé konverguje k 0. To jsme vidéli tfeba na
ptikladech v 3.1 a 3.6. Obecné tomu tak byt nemusi. Kupfikladu Schurova véta ik, ze v prostoru I! slaba a silna
konvergence posloupnosti splyvaji. Takze i kdyz se 0 dostane v prostoru I! do slabého uzavéru sféry, neexistuje
posloupnost z této sféry, kterd by k 0 slabé konvergovala. To souvisi s tim, ze v obecnych topologickych prostorech
se uzavéry mnozin nedaji ziskat pomoci posloupnosti. Na rozdil od metrickych prostorii, kde tomu tak je.

Odtud téz vyplyva, Ze slaba topologie na prostoru /! neni metrizovatelnd (na I! neexistuje metrika, v niz by
oteviené mnoziny splyvaly se slabé otevienymi mnozinami). Prostor I! vSak neni v§jimeé¢nym. Posledni tvrzeni

totiz plati v libovolném prostoru nekonecné dimenze.

11.9. Véta. Necht X je normovany linedrni prostor nekonecné dimenze. Potom slabd topologie
w na X neni metrizovatelnd.

Dikaz. Predpoklddadme-li, Ze w je metrizovatelnd metrikou o, existuje spocetna baze okoli 0,
kuptikladu lze vzit

U, = {xeX:g(x,0)<7ll}.

Volme ¢ € X*. Protoze mnozina {z € X : |p(x)| < 1} je w-okolim nuly, existuje n a funkciondly
I [ € X7 tak, ze

Vo(ff's. . fl) CU, C{o e X :|p(x)] <1} .

Lehce odvodime, Ze ker f' M --- Nker fi! C ker g, a protoZe opét mame k dispozici algebraické
lemma 13.56, je ¢ linedrni kombinaci f7', ..., fi . Odtud vyplyva, Ze prostor X* ma spocetnou
algebraickou bézi. A to neni v uplnych prostorech (a dudl X* je vzdy tplny) podle Baireovy
véty o kategoriich 13.41 mozné. Normovany linedrni prostor se spocetnou algebraickou bazi
je totiz, jak si snadno rozmyslime, vzdy prvni kategorie. Pokud byste vahali, zde je duvod.
Vezméme néjakou (spocetnou) algebraickou bézi {x,} normovaného linedrniho prostoru E a
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ozna¢me X, podprostor E generovany vektory zi,...,x,. Jakozto kone¢né dimenzionalni, jsou

oo
podle Véty 13.11 vSechny prostory X,, uzaviené a fidké. Protoze E = |J X,, je prostor F
n=1

1. kategorie. m

Dalsi otazkou, kterou budeme zkoumat, je charakteristika spojitych linearnich forem na pros-
toru X, uvazujeme-li na ném vsak slabou topologii. Protoze w-otevienych mnozin je méné nez
otevienych, musi byt kazda slabé spojita linearni forma na X i spojitd, jinymi slovy (X, w)* C X*
(samoziejmé ze symbol (X,7)* znaéi prostor vSech linedrnich forem na X, které jsou spojité
v topologii 7). Nésledujici véta ndm objasni, pro¢ plati dokonce rovnost.

11.10. Véta. Necht w je slabd topologie na normovaném linedrnim prostoru X. Potom
(X,w)*=X".

Dikaz. Volme f € X*. Ideélni by byl nasledujici argument: Jestlize =, — z, potom podle
definice slabé konvergence je f(z,) — f(x), a f je spojitd. Vime vSak, Ze pfi studiu obecnych
topologii nevysta¢ime pouze s posloupnostmi (my jsme vlastné dokazali, Zze f je jenom slabé
ysekvencidlng” spojitd).

Tedy jinak. Volme 2z € X ae > 0. Mnozina D := {t € X : |f(x —t)| < €} je w-oteviend podle
11.3. A jsme hotovi, nebot D je w-okoli bodu z a pro t € D je |f(t) — f(z)] <e. m

11.11. Slaba* topologie na X*. UvaZujme opét normovany linedrni prostor X a vrhnéme se
nyni na slabé topologie na jeho duilu X*. Pro¢ pouzivime mnozné ¢islo, vysvitne z dalsiho.

Mnozinu G C X* prohlasime za w*-otevienou, jestlize ke kazdému f € G lze nalézt body
T1,...,T, € X tak, Ze

Vi(x1,...,zn) ={p e X" lo— fl(z1) <1,...,]¢ — fl(zn) <1} C G.

Soustava w*-otevienych mnozin tvofi na X™* topologii. To zjistime obdobné jako v pripadé
w-topologie. Rovnéz tak diukazy dalSich tvrzeni lze vést analogicky. Shriime proto vlastnosti
w*-topologie, kterou téz nékdy nazyvame slabou® topologii, do nasledujici véty.

11.12. Véta. Bud X normovany linedrni prostor. Systém w*-otevrenich mnozin tvori na X*
Hausdorffovu topologii. KaZdd w*-oteviend podmnozina X* je oteviend i v normé prostoru X*.
Je-li dim X = oo a X je Banachiv, neni w*-topologie metrizovatelnd.

Posloupnost funkciondli {p,} konverguje ve w*-topologii k ¢ € X*, prdvé kdyZ ¢, (x) — ¢(z)
pro kaZdé x € X.
11.13. Varovani. Protoze i sam dudl X* libovolného normovaného linedrniho prostoru X
je normovany linedrni prostor (dokonce Banachliv), madme na ném definovinu také slabou w-
topologii. Zopakujme definici: Mnozina G C X* je w-oteviend, jestlize ke kazdému f € G
existuji funkciondly Fy, ..., F, € X** tak, ze

Vi(F1, ..., Fp) ={ee X" |Fi(f —@)| <1,...,|F.(f—9)| <1} CG.

Na rozdil od této definice je mnozina G C X* w*-oteviend, jestlize ke kazdému f € G lze nalézt
body z1,...,z, € X tak, ze

Vi(x1,...,zn) ={pe X" lo—fl(z1) <1,....l¢ — fl(zn) <1} CG.
Vime vsak, Ze |¢ — f|(2) = |o(z) — f(z)| = |e2(¢) — €2(f)] = lex( — f)]). Takze
Vi(r,...,zn) ={o e X" tlep (0= NI <1, . leg, (0 — I <1} =Vi(eny, . - Ea,) -

Vidime tedy, ze kazdd w*-oteviend podmnozina X* je i w-oteviend, avSak tyto dvé topologie
nemuseji zdaleka splyvat.

Jesté jedno varovani. Na prostoru X mame definovanu pouze slabou w-topologii, na jakémkoliv
duélu mame definovany pak obé topologie, slabou topologii w i slabou® topologii w*.
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Téz by se mohlo zdat, ze mnoha tvrzeni platna pro w-topologii budou mit své analogie i pro
w*-topologii. Ani tomu tak neni. Rovnéz tak dikazy, které muzeme provést pro w-topologii se
nemusi hodit pro dtkazy tvrzeni o w*-topologii.

Nez shrneme hlubsi vlastnosti téchto topologii do nésledujici véty, pfipomenme znovu jesté
dvé definice.

11.14. Kompaktni a sekvencialné kompaktni mnoziny. Podmnozina K topologického
prostoru 1" je kompaktni, jestlize z kazdého pokryti mnoziny K lze vybrat jeho koneéné pod-
pokryti. Dale, K je sekvencidlné kompakini, jestlize z kazdé posloupnosti v K lze vybrat kon-
vergentni podposloupnost s limitou v K. Zatimco v metrickych prostorech tyto pojmy splyvaji,
v obecnych topologickych prostorech tomu tak neni.

11.15. Véta. Necht X je normovany linedrni prostor, Bx a Bx+ uzaviené jednotkové koule

v X a X*. Prow aw*-topologii plati nasledujici tvrzent.

(a) Uzavfend jednotkovd koule Bx~ je w*-kompakini podmnoZina X*.

(b) Uzaviend jednotkovd koule Bx je w-kompakini, pravé X je reflexivnd.

c) Topologie w a w* splyvaji na X*, prdavé kdyz X je reflexivni.

(d) Podmnozina K Banachova prostoru X je w-kompakini, prdivé kdyz K je v topologii w
sekvencidlne kompaktni.

Tvrzeni (a) byva oznacovano jako Alaogluova véta nebo té% Banach—Alaogluova véta, cha-
rakteristice reflexivity pomoci slabé kompaktnosti jednotkové koule se ¥ika Banach-Bourbakiho
charakteristika reflexivity, zatimco charakteristika uvedend v (d) se obvykle nazyva Eberlein-
Smuljanova.

11.16. Cviceni. (a) Ukazte, ze jednotkova koule By := {z € X : ||z|| < 1} normovaného linedrniho prostoru X
nekonecné dimenze nema ve slabé topologii zadny vnitini bod.

Ndvod. Necht tieba 0 je slab& vnitinim bodem Bx. Existuji tedy f1,...,fn € X* tak, ze Vo(f1,...,fn) C Bx.
A to, v nekoneéné dimenzi, neni mozné. Pro¢ ? Duvod je stejny jako v dukazu 11.6. &

12. ZABREJKOVO LEMMA

V této kapitole uvedeme diikazy principu stejnomérné omezenosti a vét o otevieném zobrazeni
¢i o uzavieném grafu. NaSe strategie je zaloZena na jednom obecném lemmatu, nazyvejme ho
Zabrejkovym lemmatem, z néhoz pak odvodime vSechny véty. Za¢néme tedy s jeho dikazem.
K jeho formulaci potfebujeme nasledujici pojem.

1. o . ., . 5 vaném linearnd
12.1 sublinearni pseudonorma. Rekneme, Ze pseudonorma p na normovaném linedrnim
prostoru E je o—sublinedrni, jestlize

p(i :cn) < ip(wn)

o0
pro kazdou konvergentni fadu > x, v E.
n=1
Kazda spojitd pseudorma na normovaném linedrnim prostoru je samoziejmé o—sublinearni.
Plati vSak i opa¢né tvrzeni, které uvedeme pravé jako Zabrejkovo lemma. Nejdiive vSak uvedme
I
jesté jedno jednoduché tvrzenicko, jeho dikaz muzete porovnat s dikazem Lematka 2.1.
12.2. Tvrzeni. Necht pseudonorma p na normovaném linedrnim prostoru E je omezend na
jistém okoli 0. Potom je p na E spojitd.

Diikaz. Predpoklddejme, ze p(t) < K pro ||t|| < A. Volme z,y € E. Potom
(o (E20)< x

[z = yll
K
A
lehce odvodime, Ze p je spojitd (dokonce stejnomérné) na E. m

a z nerovnosti

p(x) = p(y)| < plz —y) < 5 llz =yl
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12.3. Zabrejkovo lemma. Bud p o-sublinedrni pseudonorma na Banachové prostoru X.
Potom p je omezend, a tedy spojitd.

Diikaz. Polozme

G::{xEX:p(x)<l}.

Mnozina G, ktera je vlastné ,otevienou jednotkovou kouli” pro pseudonormu p, je pohlcujici. To
znamend, ze ke kazdému = € X, x # 0, lze nalézt takové t, > 0, ze x € t,G. Je-li totiz x € X
aty > p(z), je x € t,G. Mnozina G je také absolutné konverni: Je-li |o| + |8 <1 a z,y € G,
potom

plaz + By) < |alp(x) + [Blp(y) <ol + 18] <1,

tedy ax + Oy € G. Z téchto vlastnosti mnoziny G dostavame, ze

xX=Jte= DnG: Gm
n=1 n=1

t>0

Z Baireovy véty o kategoriich 13.41 plyne, Ze alespon jedna z mnozin nG mé nepréazdny vnitiek.
Existuje tedy n € N, z € nG a € > 0 tak, ze

z+U%(0) C nG =nG.

Potom ovsSem 1
—z+U(0) CG.
n

1

Oznaéime-li nyni v := %z al:=g-¢c jeuc G (nezapometite, ze 0 € U%‘E(O)) a muzeme psat

u+U*(0)CG.

Nyni si musime uvédomit, Ze i mnozina G je pohlcujici a absolutné konvexni. To neni prilis tézké.
Dostavame, ze i

—u+U0)=—u-U?*0)cG.

Mnozina G totiz obsahuje s kazdym prvkem y i prvek —y (v definici absolutni konvexity volte
a = —1a 3 =0). Potfebujeme nyni ukizat, ze

U20)cG.

Je-li tedy [|z|] < A, je B
—u+2z € —u+U?0)Cq.

Takze konec¢né 1 1 1 1
== —(~u+2z)e-G+=-GCQG.
x 2u—|— 2( u+ 2x) 5 + 5
Nyni ukéazeme, 7e pokud z € U2(0), potom p(x) < 2. Odtud podle Tvrzeni 12.2 dostaneme, Ze
pseudonorma p je spojita. -
Fixujme tedy = € U2(0). Protoze = € G, existuje z; € G tak, Ze

1
p(z1) <1l a |lz—21]| < §A.

Protoze

1

1 1 _
x—xleUEA(O)inA(O)C G:§G7

DN | =

existuje xo € %G tak, ze

1
p(x2) < a ||x—x1—x2\|<1A.

1
2
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Potom ovsSem

1 1 1—- 1
—x; 2 €UTR0)=-U”rC -G =-G
rohnTe =3 1771
a muZeme pokracovat dale. Indukci pak ziskdme posloupnost {z,} s vlastnostmi

1

- 1
p(xn) < o1 2 |z — ZxJH < Q—nA.
j=1

Odtud plyne, ze

I:ixn a p(@ip(i%L)Sip(In)SQ,

n=1 n=1 n=1
kde jsme koneéné vyuzili oc—sublinearity pseudonormy p. m
A nyni jiz slibené dtkazy.

12.4. Princip stejnomérné omezenosti. Necht X je Banachiiv prostor, Y normovaniy
linedrni prostor a & podmnoZina L(X,Y). Potom

sup{||L]| : L € &} < 0,

praveé kdyz
sup{||Lz||: L € &} < 0o pro kaZdé =z € X .

Dikaz. Z nerovnosti ||Lz|| < ||L|| ||z|| plyne ihned jedna (snadnd) implikace.

Pro dikaz druhé pfedpokladejme, Ze sup{||Lz||: L € &} < oo pro kazdé = € X. Polozme
p(z) :=sup{||Lz||: L € 8} pro z€X.

Z predpokladu plyne, Ze p je redlna funkce na X. Evidentné p(0) = 0 a p(Az) = |\|p(x) pro
kazdé z € X a kazdy skalar A.
Predpokladejme, ze fada ) x, konverguje v X a L € . Potom

E( )| = [ Lol | = Sl < X pten.

n

tudiz p(gwn) :SHP{HL(;%) ‘ Le @} < Zn:p(xn).

Speciélni volba x1,x9,23 = 24 = -+ = 0 dava p(x1 + z2) < p(x1) + p(x2). Vidime, Ze p je
pseudonorma. A nejen to, p je dokonce o—sublinedarni. Podle Zabrejkova lematu 12.3 je p spojitéa.
Existuje tedy takové A > 0, ze p(z) <1 pro kazdé = € X, ||z|| < A.

Je-llize X, ||z]| <1laLe®,jep(z) <+, atedy

1
Lz|| < < —.
L2l < () < &
Tim jsme ukazali, Ze ||L|| < %. Protoze A nikterak nezéviselo na L, je i

1
sup{||L|]|: L € 8} < A <%
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12.5. Véta o uzavieném grafu. Jsou-li X a Y Banachovy prostory a T uzaviené linedrni
zobrazeni mezi nimi, je T spojité.

Diikaz. Polozme
p(z) = ||Tz|| pro zeX.

Potom p je pseudonorma na X (indukovand zobrazenim T'). Sta¢i ukazat, Ze p je spojita. Potom
bude uréité existovat okoli U nuly, na némz je p omezend. A tim piddem bude i mnozina T'(U)
omezena.

Volme tedy posloupnost {z,} v X, pro niz fada ), x, konverguje. Chceme ukazat, ze p je

o—sublinearni, tedy ze
p(X) < 3 plo).
n n

Prepsanim tedy potfebujeme, aby
17| = ST

Muzeme tedy pfedpokladat, ze >, ||Tz,|| < co. Protoze prostor Y je uplny, konverguje fada

n
> n Ty, Polozme z, := > z;. Potom
j=1

zn—>2xn a T(zn) ZT@HZT@”,L

Protoze T je uzaviené zobrazeni, musi byt

(X o) = .

()| = [T

Tudiz

<3 |ITwll,

coz jsme chtéli ukazat. m

12.6. Véta o otevieném zobrazeni. Necht T je spojité linedrni zobrazeni Banachova prostoru
X na Banachiv prostor Y. Potom T je otevrené.

Diikaz. Stali ukézat, ze obraz T(U) oteviené jednotkové koule U := {x € X : ||z|| < 1} je ote-
viena podmnozina Y. Je-li totiz G C X oteviend mnozina a x € G, existuje r > 0 tak, ze
x+1rU CG,atedy Tx +rT(U) C T(G).
Polozme
p(y) :=inf{||z|]|:z € X, Te =y} pro yeY.

Ziejmé p(0) = 0 a p(A\y) = |A|p(y) pro kazdé y € Y a kazdy skalar A. Pfedpoklddejme, ze fada
>, Yn konverguje v Y. Chceme ukazat, ze

p(zn: yn) < Zn:p(yn)~

Staci se omezit na ptipad. kdy >, p(yn) < co. Volme ¢ > 0. Existuji tedy =, € X, n € N, tak,
ze

13
Tz =y, a Han <p(yn)+ on

Dzl < plyn) +e < 0

Protoze
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a protoze prostor Y je uplny, konverguje i fada ) x,. Dostavame tedy, Ze
T(wn) =T =3 wn.
n n n

Podle definice p pak mame
p(Zyn) < HZ T

Odtud jednak plyne, Ze p je pseudonorma (stejnym trikem jako v dikazu Véty 12.4 zjistime, ze
p(y1 +y2) < p(y1) +p(y2)) a Ze p je o—sublinedrni. Zabrejkovo lemma 12.3 tvrdi, Ze p je spojita.
Protoze

<D Mzl <Y plyn) + .

TU)={yeY  existujex € U tak,ze Tr =y} ={y €Y : p(y) < 1}

a protoZe mnozina {y € Y : p(y) < 1} je oteviend, jsme s dikazem hotovi. m

12.7. Cviéeni. (a) Dokazte Vétu 6.6 o inverznim zobrazeni pomoci Zabrejkova lemmatu.
Ndvod. Zkuste polozit p(x) := ||[T~(z)||. &
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13. DOPLNKY A POZNAMKY K TEXTU

Vektorové prostory

13.1. Axiomy vektorového prostoru. Vektorovym prostorem W nad télesem realnych cisel
R ¢i nad télesem komplexnich ¢isel C (necht F znaci v dalsim tedy bud téleso R ¢ C — a jind
télesa nebudeme vibec uvazovat) rozumime (neprazdnou) mnozinu W, kde mezi jejimi prvky
jsou definovany operace séitdni a nasobeni skalary

+:WxW-—-=W a ..FxW-—-=W

a v niz existuje nulovy prvek 0, pficemz jsou splnény nasledujici axiomy:
(a) séitani je komutativni a asociativni,
(b) plati nésedujici distributivni rovnosti

Az +y)=Az+ Ay,
A+ p)ax= z+puzx,
A(p-z) = (Ap).x,

(¢)z+0==z,

(d) v+ (-z) =0,

(e) la==x.
Uvedené rovnosti maji samoziejmé platit pro libovolné vektory z,y € W a libovolné skalary
A, i1 € F; pfitom (—z) je definovdno jako (—1).x, misto « 4+ (—y) budeme psat zkracené x — y.
A vubec — znak ”.” pro nasobeni budeme vynechavat. Takze A.x piSeme zkracené Azx.

Podstatné tedy je, ze W vzhledem ke s¢itani tvoii komutativni grupu s nulovym prvkem 0 a zZe
ve W plati distributivni zdkony. Vektorovy prostor sklddajici se z jediného prvku {0} nazveme
trividlnim a nebudeme se jim viubec zabyvat.

Neékdy téz mluvime o redlném ¢i komplexnim vektorovém prostoru, podle toho, nad jakym
télesem ho chapeme.

Podprostorem Z vektorového prostoru W rozumime jeho podmnozinu spliujici
A+upy € Z pokud \,pueFazx,yeZ.

Symbolicky to zapisujeme jako Z CC W.

13.2. Baze. Algebraickou bdzi (nékdy téz nazgyvanou Hamelovou bdzi), kratce viak pouze bdzi
vektorového prostoru, rozumime takovou jeho podmnozinu B, pro niz
(a) kazda kone¢nd podmnozina prvki B je linedrné nezavisla,
(b) kazdy prvek z W lze napsat (jednoznacné) jako konefnou linedrni kombinaci néjakych
prvki z B.

Dulezita je nasledujici véta, jejiz dikaz je jednoduchou aplikaci Zornova lemmatu.

13.3. Steinitzova v&ta. Bud By linedrné nezdvisla podmnoZina (netrividlniho) vektorového
prostoru W. Potom ezistuje baze prostoru W obsahugici B. Specidlné kazdy vektorovy prostor
md bdzi.
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13.4. Dimenze. Existuje-li baze prostoru W majici pouze koneéné mnoho prvkid, ma li-
bovolnd baze W stejny pocet prvkd. Tento pocet pak nazveme dimenzi vektorového prostoru
W. Nekonecné dimenziondlni prostory jsou pak ty, které maji baze o nekone¢né mnoha prvcich.
Tedy v prostoru, kde dim W = oo, existuje nekoneénd linedrné nezavisld mnozina (zopakujme,
ze nekonecna podmnozina vektorového prostoru je linedrné nezdvisld, jestlize kazda jeji konecna
podmnozina sestava z linedrné nezavislych prvkt). Snad pouze pro pfesnost, trividlni vektorové
prostory budou mit dimenzi 0.

Zornovo lemma

13.5. Uspofadani. Na (neprazdné) mnoziné M uvazujme (bindrni) relaci < splitujici nésledu-
jici podminky:

(a) m < m pro kazdé m € M,

(b) jestlize m <n an < p, potom i m < p,

(¢) je-li m < n a soufasné n < m, potom m = n.
Dvojici (M, <) pak nazyvame ¢astecné usporddanou (nékdo té7 uziva ndzvu usporddanou) mnozi-
nou.

Retézcem v ¢asteéné usporddané mnoziné pak rozumime takovou jeji podmnozinu R, Ze pro
libovolné jeji prvky a,b € R je vzdy bud a < b anebo b < a. Je-li P podmnoZina M, nazveme
jejl horni zavorou kazdy takovy prvek s € M, pro néjz p < s pro kazdé p € P.

Mazimdalnim prvkem castecné usporadané mnoziny M je kazdy prvek mg € M, pro ktery
m = my, kdykoliv m € M a myg < m.

13.6. Zornovo lemma. KaZdd cdstecné usporddand mnozina, v niz libovolny fetézec md horni
zdvoru, md alespornt jeden mazximdlni prvek.

13.7. Poznamky. (a) V teorii mnoZin je Zornovo lemma ekvivalentni aziomu vgbéru. Pomérné novy dikaz lze
nalézt v ¢lanku J. Lewin [1991]. Existuji i dalsi tvrzeni ekvivalentni s axiomem vybéru, anebo chcete-li s Zornovym
lemmatem (korektné fec¢eno, méli bychom asi uvést, co tim pfesné rozumime ¢i o jakou ,teorii mnozin” se jedné;
to vSak ponechme stranou). Jednim z nich je i Hausdorffova véta o mazimalité (étenafe muzeme odkizat tieba
na odstavec 4.21 v ucebnici W. Rudina [Rud]) nebo Zermelova véta o dobrém uspofdddni (kazdou mnozinu lze
,dobfe usporadat”).

(b) Zornovo lemma byva velice ¢asto vyslovovano i v pfipadé, kdy mnozina M je pouze tak zvané pre—usporddand,
coZ znamenad, ze splituje pouze pozadavky (a) a (b) pro ¢ésteéné usporddané mnoziny, relace < vSak nemusi byt
antisymetrickd — mtze tedy byt m < n a n < m, aniz by prvky m a n byly totozné (uméli byste uvést priklad
néjaké pouze pre—uspofadané mnoziny 7).

V tom pripadé ovSsem musime trochu uzpusobit definici maximalniho prvku. Tedy, mazimdlnim prvkem pre—
uspofadané mnoziny M je kazdy prvek mg € M, ktery ma tu vlastnost, ze m < mg, kdykoliv m € M spliuje
mo < m.

Nejedna se ovSem o zadné zvlastni zobecnéni. Mame-li totiz pre—uspofddanou mnozinu (M, <) a definujeme-li
relaci ekvivalence a ~ b, jestlize a < b a soucasné b < a (je to skutecné relace ekvivalence) a na faktormnoziné
M/ ~ (coz je mnozina vSech t¥id navzajem ekvivalentnich prvku) definujeme pfirozenym zptsobem (korektné)
usporadéani, dostaneme ¢asteéné usporddanou mnozinu. Jako cviceni si pak muzete dokdzat Zornovo lemma i v této
zobecnéné podobé.

(d) Z ptikladt na pouziti Zornova lemmatu, s kterymi jsme se setkali v téchto skriptech ¢i kterd znate z jinych
prednasek, uvedme tieba: Hahn—Banachovu vétu, Steinitzovu vétu o existenci Hamelovy baze ¢i vétu o existence
ortonormélni baze v Hilbertovych prostorech.

Koneéné dimenzionalni prostory

13.8. Ekvivalentni normy. Rikame, Ze normy ||.||; a ||.||2 na vektorovém prostoru W jsou
ekvivalentni, jestlize systémy otevienych mmnozin, které tyto normy urcuji, jsou stejné (jinak
Feceno, jestlize generuji na W stejné topologie). Odtud ihned vyplyva, ze i vSechny pojmy,
které se daji definovat pouze pomoci otevienych mnozin, jsou stejné. Tedy kuprikladu ekviva-
lentni normy uréuji i stejné systémy uzavienych mnozin ¢ davaji stejné spojité funkce (a tudiz
i dudly k (W,||.|l1) a (W,]|.||2) jsou totozné). Také systémy kompaktnich mnozin jsou stejné.
Ekvivalentni normy urcuji i stejnou konvergenci posloupnosti. Téz je pravda, ze prostor W je
v ekvivalentnich norméch budto souc¢asné uplny ¢ netplny, a také ze (W,]].||1) a (W, ||.||2) jsou
izomorfni, pokud ||.||1 a ||.||]2 jsou ekvivalentni (viz tfeba [Z&p|, *1.6).
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Jako instruktivni cviceni si zkuste dokazat, ze normy ||.||1 a ||.||2 jsou na W ekvivalentns,
pravé kdyz existuji kladné konstanty o, 3 tak, Ze

allz|li < |lz|l2 < Bl|z||1  pro kazdé x € W.

Ostatné tato charakteristika byva ¢asto brana pravé za definici ekvivalentnich norem (viz [Zap],
Véta 1.5).
Nésledujici véty jsou piebrany ze [Zap].

13.9. Véta. Necht ||.||l1 a ||.||2 jsou dvé (libovolné !) normy na koneéné dimenziondlnim
vektorovém prostoru W. Potom ||.||1 a||.||2 jsou ekvivalentni.

Diikaz. Necht {e1,...,en} je néjakd baze W a ||.|| je norma na W. Pokud = = Aje; + -+ + Anen,

poloZme ||| := max{|A1],...,|A\n|}. Pfedevsim je tfeba ukdzat, Ze ||.||~ je skuteéné normou

na W. To je veelku rutinni zélezitost. K dokonceni ditkazu si pak sta¢i rozmyslet, Ze normy ||. ||oo

a ||.|| jsou ekvivalentni. Odtud pak vyplyne, Ze i kazda z nasich norem ||.||; a ||.||2 je ekvivalentni

norme ||.||« @ z tranzitivity ekvivalence norem pak dostdvame tvrzeni. Oznaéime-li 5:= " ||e;||,
K2

mame na jedné strané

lzll = 11 dieall < max{Al,. o [Aal} Y llesll = 8 el -

Oznac¢ime-li nyni Sy := {x € W : ||z|lec = 1}, je Sw kompaktni podmnozina (W, ||.||ec) podle
znamé véty z analyzy.

(Osvézme si myslenku ditkazu. Volime-li z, = Afe1+---+Ake,, € Sw, zjistime, Ze ¢iselné posloupnosti {)\?}k jsou
omezené pro kazdé j = 1,...,n. Podle Bolzano-Weierstrassovy véty z nich lze vybrat konvergentni posloupnosti.
Musime je ovSem vybrat sikovné — postupné. Bude potom existovat posloupnost indexid k1 < k2 < k3 < ...
a (A1,...,An) tak, ze ZILIEO )\?i = \j pro kazdé j = 1,...,n. Polozime-li x = Aje1 + --- + Apen, zbyva ukéazat, ze
xz € Sw axy, — x.)

Potom ov8em Sy, je kompaktni i v prostoru (W, ||.||). To plyne kupfikladu ze sekvencidlni definice
kompaktnosti a z toho, ze kazd4 konvergentni posloupnost v normeé ||. ||« je konvergentni i v ||.||
(nezapomerite na odhad ||z|| < § ||z||s). Protoze norma je podle Tvrzeni 1.4 vzdy spojitd funkce,

nabyva ||.|| svého minima na kompaktni mnoziné Sy,. Existuje tedy 6 > 0 tak, Ze ||z|| > § pro
kazdé z € Sy. OvSemZe § > 0, nebot 0 ¢ Sy. Je-li nyni x € W libovolné (nenulové), je
— €T 7y z YL .
Y= s € Sw. Tudiz llyl| > 6. Tim dostéavame i druhou nerovnost
1
o < Ll

Tato nerovnost samoziejmeé platii proxz =0. m
13.10. Dusledek. Kazdy konecné rozmérny normovany linedrni prostor je Banachiv.

Dikaz. Necht {ej,...,e,} je baze naseho prostoru, oznaéme ho E. Polozime-li, obdobné jako
v pfedchozim dukazu, ||z]c = max{|\1],..., | |}, pokud z = Ajer + -+ + A\neyn, je E v této
normé uplny. Dtikaz by probihal podobné jako v pfedchozi vété, kde jsme dokazovali kompak-
tnost jednotkové koule. Podstatné je, Ze posloupnosti ,koeficienti“ cauchyovské posloupnosti
v (E,|.|lsc) jsou ¢iselné cauchyovské posloupnosti, a jsou tudiz konvergentni. ProtoZe ptivodni
norma na F je podle pfedchozi Véty 13.9 ekvivalentni iplné normé ||.||, je i E v ni aplny. To
je snadné si z definic odvodit. m

13.11. Véta. Kazdy konecné rozmérny podprostor normovaného linedarniho prostoru E je uza-
vreny. Pokud je i vlastni, je ridky.

Diikaz. Pro dtkaz uzavienosti sta¢i pouzit pfedchozi Dtisledek 13.10. Je-li totiz M konecné
dimenzionélni podprostor normovaného lineadrniho prostoru a {x, } posloupnost prvka z M kon-
vergujici k z, je posloupnost {x,} cauchyovskd. Podle 13.10 m4 tedy limitu v M a tou limitou
musi byt samoziejmé bod x.
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Pfedpoklddejme nyni, Ze = je vnitinim bodem (uzavieného) podprostoru M. Snadnou tvahou
zjistite, Ze i 0 musi byt vnitinim bodem M. A v tom pfipadé neni tézké si rozmyslet, ze M = E.
]

Spojité a nespojité linearni formy
13.12. Véta. Necht f je linedrni forma na Banachové prostoru konecné dimenze. Potom f je
spojitd.
Diikaz. Postupujeme obdobné jako v dikazu Véty 13.9. Necht tedy {e;,...,e,} je néjakd béze
naseho prostoru. Polozime-li pro x = A1eq + -+ 4+ \nen

[2]loo = max{|Asf,..., [Anl},

je, jak jiz vime, ||.||c norma ekvivalentni ptivodni normé. A protoZe pojem spojitosti se nezméni
prechodem k ekvivalentni normé, staci ukézat, Ze f je spojitd (anebo omezend, to je totéz podle
Lemétka 2.1) v normé ||.||«. Ale to je snadné, mame

[f(@)] = [Aafen) + -+ Anf(en)| <max(|fen)], ..., [fen)]) [#]loc -

13.13. Véta. Na kazdém normovaném linedrnim prostoru nekonecné dimenze existuje nespojitd
linedrni forma.

Diikaz. Necht E je normovany linearni prostor, dim E = oo, a necht B je jeho algebraickd béze.
Predevsim si musime uvédomit, ze kazda linearni forma f na F je uréena svymi hodnotami na
prvcich baze B. Zajisté, je-li x € E, ma = jednoznacné vyjadieni

x=Mb+---+Ab,, kde by,...,b, €B.
Potom ovsem

odkud je vidét tvrzeni.
Zvolme néjakou spocetnou (nekone¢nou) podmnozinu B* = {by,bo,...} baze B. MiZzeme
predpokladat, Ze ||b|| = 1 pro kazdé b € B* (pro¢ 7). Na B definujme funkei f nésledovné:

n  pro x = b,,

f<x):{0 pro x € B\ B*.

Timto pfedpisem je uréena (jednozna¢né) linedrni forma f na celém prostoru E. Okamzité je
vidét, Ze f je neomezend. m

13.14. Dusledek. Necht E je normovany linedrni prostor. Potom dim E < oo, prdvé kdyz
E* = E7#,

Priklady normovanych linearnich prostoru

13.15. Prostory R, C", I} a . Prostory R™ & C" jsou tvofeny vSemi n-ticemi realnych ¢i
komplexnich ¢isel. Normu takové n-tice bychom mohli definovat riaznym zptisobem. My polozime

2]l = V@1 + -+ 2l

pokud z = (z1,...,%,) a této normé budeme Fikat eukleidovskd. Protoze vSechny konecéné
dimenzion&lni prostory jsou podle Dusledku 13.10 uplné, jsou prostory R™ a C™ opatfeny touto
normou Banachovy.
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Do prostoru vSech n-tic lze zavést i dalsi normy. Abychom vyjadfili zévislost prostoru na
normé, budeme znaéit symbolem [l prostor vSech n-tic (redlnych anebo komplexnich) &isel
opatfeny normou

[zl = [[(@1, - an)lla = [+ + |2

a symbolem [5° prostor vSech n-tic s normou

[#lloo = I(z1, -+ n) oo = max(|z1],.. -, |2al) -

Prostory I} a I jsou opét tplné.
Samoziejmé, pro libovolné p € [1,00) bychom mohli uvazovat prostor I}, s normou

1
lzllp = (e |” +-- -+ |zal?) P .

Vsechny tyto prostory jsou specidlnimi piipady Banachovych prostortu LP(X,S,u), kde za X volime mnozinu
{1,2,...,n}, za S systém vSech podmnozin X a za p aritmetickou miru. Prostor [$° muzeme také chapat jako
prostor vSech spojitych funkci C(K) na mnoziné K = {1,2,...,n} opatiené diskrétni topologii.

Poznamenejme, Ze topologie generované vSemi témito normami jsou stejné. To neni nikterak
prekvapujici, vSechny normy na daném vektorovém prostoru koneéné dimenze jsou totiz navzajem
ekvivalentni, viz 13.9.

13.16. Prostory C([0,1]) a C(K). Vektorovy prostor vSech (redlnych ¢ komplexnich) funkci
na intervalu [0, 1] budeme uvazovat vzdy s normou

[f1l = max{[f(#)| : £ € [0,1]} pro feC([0,1]).

Je lehkym cvicenim ovérit, Ze se jedna skutecné o normu. Ze zakladnich vét analyzy také vyplyva,

ze konvergence posloupnosti funkci v této normé je vlastné stejnomérnou konvergenci. Navic

C([0,1]) je v této normé uplny. To plyne z toho, Ze cauchyovské posloupnosti v prostoru C([0, 1])

jsou ,stejnomérné cauchyovské posloupnosti“, které jsou, jak zndmo, stejnomérné konvergentni.
Do prostoru C([0, 1]) 1ze zavést i jiné normy. UvaZzujeme-li integralni normu

Hﬂh=£|ﬂﬂwtpm fec(o.1]),

tvori opét (C([0,1]),||-]];) normovany linedrni prostor. Ten v8ak jiz neni tiplny. Tteba posloupnost
funkei {f.}, kde f, jsou spojité na [0, 1], rovny 0 na intervalu [0,% — %,}, rovny 1 na [%,1]
a linearni na [% — %, %], je v ném cauchyovskd (to neni té7ké nahlédnout, staci si namalovat
obrazek a ujasnit geometricky vyznam normy | f]|;), nikoliv vSak konvergentni. To odiivodnime
takto. Kdyby posloupnost {f,} konvergovala v integralni normé, limitni funkce, kterd by byla
spojita, by musela byt rovna 0 na intervalu [0, %) a rovna 1 na (%, 1]. To proto, Ze konvergence
v integralni normé je vlastné konvergenci v prostoru L!, a tam vime, Ze z posloupnosti {f,} lze

vybrat podposloupnost, kterd konverguje skoro viude (viz tfeba [LM], véta 12.4).
Mizeme také argumentovat elementarnéji. Je-li f libovolna spojita funkce na [0, 1], mdme pro

kazdé n L s )
e AER RSy By TS

1
27 n 2
Pokud tedy ||fn — flli — 0, musi byt vzhledem ke spojitosti f nutné f = 0 na [0, %) af=1na
(3,1].
Navic normy ||.|| a ||.||; jiz nejsou na prostoru C([0,1]) ekvivalentni. Neni t&zké si predstavit
posloupnost {f,,} nezdpornych spojitych funkei na [0, 1], kterd nekonverguje stejnomérné k nule,

3=

. . , 1 iy
ale pro niz presto integraly fo frn konverguji k nule.
Jsou ale i jiné argumenty ukazujici pro¢ prostor C([0, 1]) neni Gplny v integralni normé. Pomiize
tfeba (hlubsi) Véta 6.9 o otevieném zobrazeni. Uvazujeme-li totiz identické zobrazeni

ko (C([0, 1)) [111) — (€(0,2]), [I-11:) »

je k prosté spojité linedrni zobrazeni (které je o¢ividné na). Neni v8ak oteviené (pro¢ 7). Tudiz
prostor C([0, 1]) nemiize byt Gplny préveé s piihlédnutim k vété o otevieném zobrazeni.
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Nahradime-li interval [0, 1] libovolnym kompaktnim metrickym (& topologickym) prostorem
K, budeme vzdy Banachtv prostor spojitych funkci na K uvazovat s ,,max-normou*

[f1] := max{|f(t)] : t € K}.

13.17. Prostory c a ¢y. Vektorovy prostor ¢ tvoii mnozina vSech konvergentnich posloupnosti,
at jiz redlnych nebo komplexnich éisel, opatieny normou

[{zn}| = sup {|z,| : n € N}.

Posloupnost prvka {z,} konverguje v prostoru ¢ k prvku z, jestlize k nému konverguje ste-
jnomérné na N (nezapomeiite, Ze kazdé z, je posloupnost na N). Prostor ¢ je uplny. Jeho
podprostor tvoreny vSemi posloupnostmi konvergujicimi k 0 budeme znacit symbolem ¢y. Pro-
toZe c¢p je dokonce uzavieny podprostor ¢ (dtikaz pfipomind Osgoodovo lemma o zdméné limit
zndmé z analyzy), tvoii ¢o Banachtiv prostor.

Poznamka. Uzavienost prostoru c¢g v prostoru c lze tfeba ukdzat i nasledovné: Predevsim si uvédomime, ze
zobrazeni
P:{zn}—limz,

je omezeny linearni funkcional na c. Protoze
co={x €c: Pr=0}

je jeho jadro, musi byt co uzavienou podmnozinou c.

13.18. Prostor [*°. Prostor [* je tvofen vSemi omezenymi posloupnostmi. Pro « = {x,,} € I*
polozme
|z]| = sup {|zn| : n € N}.

Ziejmé [ obsahuje ¢ jako sviij vlastni (uzavieny) podprostor. Také prostor [*° je tplny, je totiz
specialnim pripadem mnohem obecnéjsich Banachovych prostori, které nyni popiseme. Dukazy
a dalsi jejich vlastnosti jsou uvedeny v [LM].

13.19. Prostory L? a L*. Necht (X,S, ) je prostor s mirou. Symbolem £ = £L*°(X, S, 1)
znacime mnozinu v8ech p-méritelnych funkci na X, pro néz existuje konstanta M tak, ze

|f(@) <M pro p-skoro vSechna z € X.

Nejmensi konstanta M s takovou vlastnosti se nazyva L>-normou funkce f a znaéi se || f]|oo-
Rozdil mezi ||f||oo @ supy |f| spocivd, zhruba fedeno, v tom, ze funkce f — |f| oo zanedbava
hodnoty f na mnozinidch miry nula.

Necht p € [1,00). Symbolem £P = LP(X,S, u) zna¢ime mnozinu vSech p-méfitelnych funkci
na X, pro néz [y |f|P du < oo. Cislo

1/p
1l = (/X Iflpdu)

se nazyva LP-norma funkce z £P. Funkce ||.||s a ||.||, maji vSechny dtlezité vlastnosti normy az
na jednu ,malickost“. Mohou existovat nenulové funkce majici nulovou normu. Abychom mohli
pracovat v teorii normovanych linedrnich prostort, pfifadme kazdé funkci f € LP (nechf nyni
1 < p < o0) tiidu funkci

[f] = {9 € LP = f p-skoro vSude na X}
adefinujme LP = LP(X, S, u) = {[f] : f € LP}. Potom L? je linedrni prostor, vybaveny operacemi
1+ 1gl:=1f+g], alfl :=[af]

(o € R) a normou

I == 1Al -

Snadno nahlédneme, ze uvedené definice jsou korektni (tj. nezdvislé na vybéru reprezentantit).
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V matematické literature je bézné nerozliSovat funkce a t¥idy funkci, leckdy ani L£P a LP.
Rikédme napiiklad, ze {f;} je cauchyovskd posloupnost v LP, a myslime tim, ze f; jsou funkce
a {[f;]} je cauchyovské posloupnost v LP.

Prostory L? jsou tplné. Je-li totiz {f;} cauchyovska posloupnost v LP, potom {f;} je konver-
gentni v LP| tj. existuje f € LP tak, ze

/\f—fj|pdu—>0 pro p € [1,00)
X

If = fillso = 0 v pfipadé p=occ.

13.20. Prostory [P a [*°. V pfipadé, Ze u je aritmetickd mira na mnoziné X (nékdo téz uziva
nazvu scitact mira, je to prosté mira, kterd mnozindm piifazuje pocet jejich prvkd), znacime

P(X) = L"(X, P(X), ).

Tak dostaneme pro X = N prostory posloupnosti:

— prostor [P, 1 < p < oo, vSech posloupnosti = {x,}, pro néz
1/
lzllp == (O lzal?) " < o0,
n

— prostor [*° vSech omezenych posloupnosti = {x,,} zavedeny vySe s normou

[2]]co := sup |2
n

13.21. Sobolevovy prostory. Sobolevovy prostory hraji dilezitou roli zejména v teorii
parcialnich diferencialnich rovnic. Lze je definovat vice zpisoby. Ukazme jeden z nich.

Pro ty, ktefi ovSem neznaji teorii distribuci, zadefinujeme nejdiive zobecnéné derivace. Predpokladejme tedy, ze 2
je oteviend podmnozina R™ a i =1,...,n je index. Symbolem D(Q2) znaéme vektorovy prostor vsech nekonec¢né
diferencovatelnych funkci majicich kompaktni nosi¢ v €2 a Elloc(Q) pak prostor vSech lokalné integrovatelnych
funkci na € (veskerou integraci vztahujeme vzdy k Lebesgueové mife v R"). Rekneme, Ze funkce f € Llloc(ﬂ) mé

slabou derivaci podle i-té proménné, existuje-li funkce g* € Elloc(Q) tak, ze

pro kazdou ,testovaci“ funkci ¢ € D(Q) (s existenci integrali nejsou problémy, uvédomte si, ze ¢ ma kompaktni
nosi¢ a spojité derivace).
Pokud funkce f méa slabou derivaci podle i-té proménné, funkce g* spliiujici uvedenou rovnost (PP) je uréena

jednoznacné jakozto prvek prostoru LZIOC(Q). V tom piipadé znadime g° také jako D' f.

(Jestlize totiz funkce h z prostoru £, (£2) splituje rovnost [, he = 0 pro vechny funkce ¢ € D(f), je nutné
h = 0 skoro vSude. Viz tieba Vétu D.7 v [Zap].)

Ma-li f slabé derivace podle vSech proménnych, fekneme, Ze f je na Q slabé diferencovatelnd majici na
slabou derivaci Vf := (DYf,...,D™f).

Ma-li funkce f spojité parcidlni derivace % na , je rovnost (PP) splnéna pro funkce g* = % a Vf je
wklasickym* gradientem grad f := (;—wfl, cely %) funkee f.

Rovnost (PP) zapisujeme struéné ve tvaru [, Vfo = — [, f grad¢.

Pro ty, ktefi se seznamili s distribucemi, pouze uvedme, Ze slabé derivace nejsou nic jiného nez distributivni

derivace. M&-li funkce f slabou derivaci, je tato i jeji distributivni derivaci.

Bud (2 oteviena podmnozina R"™ a p € [1, 00]. Rekneme, Ze funkce f € £LP(Q) lezi v Sobolevove
prostoru WP (Q), jestlize pro kazdé i = 1,...,n existuje slaba derivace D'f a D'f € LP().

V jazyce teorif distribuci je W1P(2) prostor téch funkei z L£P(£2), jejichz vSechny distributivni
parcialni derivace 1-fadu lezi v LP(().
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Neni tfeba zvlasté zdurazinovat, Ze bychom méli opét spiSe mluvit o Sobolevové prostoru
W1LP(Q), jehoz prvky jsou tifdy navzajem ekvivalentnich funkei z prostoru W1P(Q).
Pokud 1 < p < oo, definujeme ,normu“ funkce f € WP(Q) jakozto

1l = </Q(f|”+|Vf|p)>;.

/]

Dale polozime

1,00 = Max (|| flloc, [V flloc)
pro f € Wh>(Q).

Sobolevovy prostory W1(£2) jsou Banachovymi prostory. Neni obtizné ovérit, ze WP (Q)
tvori vektorovy prostor a ||.||1,, je norma na ném. Dikazu Gplnosti jiz neni tak pfimocary, mizete
nahlédnout do [Z4p].

Protoze funkce f lezi v Sobolevové prostoru WP (Q) (uvazujme 1 < p < 00), pravé kdy# existuje posloupnost
hladkych funkci z C*>° (), kterda konverguje v LP-normé k f a pro niz posloupnosti jejich parcidlnich derivaci
jsou cauchyovskd v LP, lze definovat Sobolevovy prostory ekvivalentné jako ztplnéni prostoru C*°(2) s ,,vhodng”
deﬁnovanou normou.

Obecnéji 1ze pak definovat i Sobolevovy prostory W*P(Q).

13.22. Prostor Radonovych mér. Pro osvéZzeni provedme kratkou tvodni exkurzi do prob-
lematiky Radonovych mér. Pokud ¢tenafe zajimaji detaily, lze je nalézt naptiklad v [LM].

Necht K je kompaktni prostor. Radonovou mirou na K rozumime kazdou konecnou neza-
pornou o-aditivni mnozinovou funkci p, kterd je definovand na systému vsech borelovskych
podmnozin? prostoru K a ma nasledujici vlastnosti:

(a) uB =inf{uG : G D B, G oteviena} pro kazdou borelovskou mnozinu B C K,
(b) puG =sup{pT : T C G, T kompaktni} pro kazdou otevienou mnozinu G C K.

Znaménkovou mirou na K rozumime realnou o-aditivni mnoZinovou funkci definovanou na o-
algebie vSech borelovskych podmnozin K, pro niz uf) = 0. Kazdou znaménkovou miru pu lze pak
psét jako rozdil dvou nezdpornych mér u = u™ — u~, kde

pt(S) :=sup{uB : B C S, B borelovska }

u=(S) :==sup{—uB : B C S, B borelovska }

pro kazdou borelovskou mnozinu S C K. PoloZime-li jesté |u| := pu+ + p~, je || nezdpornd mira
nazyvana téz totdlni variaci miry pu.
Lze ukazat, Ze

n n
| (S) = sup{z |@By| : By, borelovska, U By, =B,B;NB; =0 proi# j}
k=1 k=1
pro kazdou S C K borelovskou.

Je-li kone¢né p komplexni mira, tedy komplexni o-aditivni mira definovana na borelovskych
podmnozinach K anulujici se na prazdné mnoziné, mtzeme definovat i jeji totalni variaci pomoci
pravé uvedené rovnosti.

Rekneme pak, Ze znaménkova mira u je Radonova, pokud (nezaporné) miry put i p~ jsou
Radonovy. Komplezni Radonovou mirou pak rozumime takovou miru, jejiz redlnou a imaginarni
¢asti jsou Radonovy miry.

Komplexni (¢ kone¢nd znaménkova) mira p definovdna na o-algebie vSech borelovskych pod-
mnozin K je Radonova, praveé kdyz jeji totalni variace |u| je Radonova, a to je pravé kdyz

|| (B) = sup{|p|K : K je kompaktni podmnozina B}

pro kazdou borelovskou mnozinu B C K.

Prostor M(K) vsech (af jiz redlnych ¢ komplexnich) Radonovych mér na K s pfirozené
definovanym séitanim a ndsobenim skaldrem a opatfeny normou ||p|| := |u|(K) tvofi Banachuv
prostor.

2 systém borelovskych mnozin je definovan jako nejmensi o—algebra obsahujici véechny oteviené mnoziny
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13.23. Hilbertovy prostory. Hilbertovy prostory se vyznacuji tim, ze jejich norma je dana
skalarnim soucinem. Jejich studiu je vénovana specidlni Kapitola 10.

Faktorprostor

Dulezitym néstrojem je tvoreni nového prostoru pomoci faktorizace. Vénujme mu specialni
pozornost.
13.24. Faktorprostor. Necht M je podprostor normovaného linedrniho prostoru E. Pro
x € F oznacme [z] = x + M a definujme kanonické zobrazeni q z E do vektorového prostoru
E/M predpisem ¢(z) = [z]. Pokud [z] = [y] pro néjaké z,y € E, je dist(x, M) = dist(y, M)
a muzeme tedy definovat

l[=]]] := dist(z, M) = inf{||z + m||g: m € M}

nezvisle na vybéru prvku z ve t¥idé [x]. Zakladni vlastnosti shrnuje nasledujici véta.

13.25. Vé&ta. Funkce ||.| je pseudonorma na E/M, pricemZ je normou, prdvé kdyZ M je
uzavieny podprostor.
Zobrazend q je spojité a oteviené. Je-li E Banachiv a M uzavreny, je i prostor E /M Banachiv.

Ndvod. Nejdiive musime ukédzat zakladni vlastnosti normy. Zadny problém necini ovérit, ze
[IA[2]|] = |A| ][x]]]- Ani trojihelnikova nerovnost neni obtiZzna, méme totiz

o+ glll = mt{lz +y+ mils : m € M} =inf{lla+y +my + mall s ma,mz € M)
< inf{flz +ma| + [y + ma| : m1,m2 € M}
= inf{||lx + m1||g : m1 € M} +inf{|ly + ma||g : ma € M}
— Nl + -

Protoze ||[x]|| = 0, pravé kdyz = € M, je ||.|| norma, pravé kdyz M = M.

Ziejmé ||[z]|| < ||lz|| g, odtud plyne spojitost zobrazeni q. Z téze nerovnosti plyne, Ze ¢ zobrazuje
kouli U :={x € E: ||z||g < 1} do koule [U] := {[z] € E/M : [x] < 1}. Je-li v8ak [z] < 1, existuje
m € M tak, ze ||z + m|| < 1 a [z] = [z + m]. Vidime, Ze ¢(U) = [U], coz jiz staci k dikazu
otevienosti q.

Zbyva ovéfit, ze prostor E/M je tplny, pokud E je tplny a M uzavieny. Necht tedy {X,}
je cauchyovské posloupnost v E/M. Predev§im najdeme jeji vybranou podposloupnost {X,, }
tak, aby || X,, — Xn,,.|| < 55. Déle indukci lehko sestrojime posloupnost {z,,} s vlastnostmi
Tn, € Xy @ [|Zn, — T,y || < 55. ProtoZe posledni posloupnost je cauchyovské v E, existuje
jeji limita, ozna¢me ji x. Z nerovnosti | X,, — [z]|| < ||zn, — z|| plyne, ze X,, — [z] (v normé&
prostoru E/M). Protoze kazdé cauchyovska posloupnost, jejiz jistd podposloupnost konverguje,
je konvergentni, jsme s ditkazem hotovi. ¢

Kartézsky soucin aneb direktni soucet

13.26. Kartézsky souéin. Uvazujme dva vektorové prostory Wi a W5 nad stejnym télesem. Je-
jich kartézskym soucinem (nékdy téZ nazyvanym vektorovym souctem) rozumime mnozinu vSech
dvojic (wy,ws) z kartézského sou¢inu Wi x Wy (kde tedy w1 € Wi a we € Wh) opatfenou
vektorovymi operacemi

(v1,v2) + (w1, w2) = (v1 + w1, vz +w2),

A (w1, we) := (Awy, Aws) .

Jsou-li nyni X a Y normované linearni prostory, chceme definovat na jejich kartézském soucinu
X x Y normu. Inspiraci ndm miize byt zavedeni eukleidovské normy v prostoru R2, miizeme

tedy definovat
1@ llxxy = /I3 + [yl -
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Indexy X a Y u jednotlivych norem jsme napsali pouze z dtivodu upfesnéni, pricemz obvykle se
vynechévaji. Jako dobré (ale elementérni) cvideni zkuste ovérit, ze se skuteéné jednd o normu.
Nékdy se definuje norma na sou¢inu X X Y i jinym zpusobem, kuptikladu jako

(@, ) = [l=]] + [yl

(2, y)[ == max([[z]] , ||y[])-

Nastésti jsou vSechny tyto normy navzajem ekvivalentni a ve vétSiné tivah byva jedno, jakou
z nich uvazujeme.
Takto normovany linedrni prostor nazjvame direktnim souctem (nékdy téz soucinem) prostorii
X aY aznacime X &Y. Pokud bychom pfeci jen chtéli vyjadrit zavislost na normé, znacime
leckdy tyto prostory jako
X@pY, XopY, XPh=Y

anebo téz zkracené
XY, XPY, XPY,

podle toho, kterou ze tii norem vyse definovanych na téchto prostorech uvazujeme.
Nasledujici tvrzeni si miizete opét dokazat sami, je to dobré pocviceni.

13.27. Tvrzeni. Necht X a Y jsou normované linedrni prostory.

(a) Potom X @Y je Banachiv, pravé kdyZ oba prostory X a'Y jsou Banachovy.

(b) Posloupnost {(xn,yn)} konverguje v prostoru X &Y k proku (x,y), prdvé kdyz z, — =
aYn — Y.

Jaka je situace, uvazujeme-li nyni Hilbertovy prostory H; a Hs 7 Opét na soucinu H; x Hs
mame definovany normy jako vyse. Pri které z nich vSak bude H; x Hs Hilbertuv prostor ?
Vime, zZe nutnou podminkou je, aby v tomto prostoru platilo rovnobéznikové pravidlo. Ktera
z uvedenych norem je vSak spliiuje 7 A jak je pak vlastné definovan skalarni sou¢in v Hy X Ho ?

Lze ukazat, Ze ze t¥i norem, které jsme definivali na souc¢inu Hy X Ha, norma +/||h1 |2 + [|ha]|?
(hy € Hy, hy € Hy) splituje rovnobéznikové pravidlo. Lze tedy na H; x Hy zavést skaldrni soucin
déavajici tuto normu. Uméli byste napsat vzorecek pro skalarni soucin ?

Dualy k ruznym prostorum

Nejdrive si feknéme, co vlastné rozumime vyrokem, ze ,,dudl k jistému prostoru X je prostor
Y”. Uvédomme si totiz, ze dudl X* je Banachuv prostor, jehoz prvky jsou vSechny spojité linearni
formy na X a Ze prostor Y miize mit aplné jinou strukturu. TakzZe, fekneme-li, Ze duadlem k X
je prostor Y, myslime tim, Ze dudl X™* je izometricky—izomorfni s uvazovanym Banachovym
prostorem Y. Jinymi slovy, Ze existuje izomorfni a izometrické zobrazeni ® prostoru X* na
prostor Y. Je nutné si uvédomit, ze v této situaci nemusi byt prostor Y jednozna¢né urcen, muize
existovat vice (konkrétnich) prostort, s kterymi je X* izometricky—izomorfni (viz t¥eba 13.36).

A jesté velice dulezitd poznamka — je dobré si pamatovat, ze dudl X™* je izometricky—izomorfni
popsat.

Vénujme se tedy popisu dualt nékterych zakladnich prostori.

13.28. Dual k ¢y. Je-li a = {,} € I!, definujme funkcionél L,, na prostoru ¢y predpisem

oo
Lo : {zn} — Zanazn pro z:={x,} €.

n=1

(Povsimnéte si, ze L,z je ddno vlastné obdobou ,skaldrniho sou¢inu” prvka « a z.) Potom
Ly € . Zajisté, L je urcité linearni a z odhadu

oo )
|Lax| = ’Z antn| < |zl D lam| = [l Il
n=1 n=1
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predné plyne, Zze fada Y a,x, konverguje (dokonce absolutné), tedy funkcionél L, je korektné
definovan, a jednak Ze L, je omezeny funkciondl. Také vidime, Ze ||Lo| < |la||. Polozime-li viak

x = (signay,...,signag,0,0,...),
jex €co, |z|| <1laLyx=|oq|+ -+ |ag|. Tudiz dostavame, Ze || Lo | = ||¢|-
UkéZeme nyni, 7e kazda spojita linearni forma na cy ma tvar L, pro vhodné o € ['. Bud
tedy L € ¢f. Polozme o, = Le,, kde e, = (0,...,0,1,0,...) je prvek ¢y majici cifru 1 na n-tém

misté, jinde samé 0. Pro kazdé k je

uy := (signay,...,signay,0,0,...)

k
prvek co, ||ug|| < 1. Tudiz Lug, = > |ou| < |||, a vidime, Ze o := {a,,} € I, Je-lix = {x,} € co,
i=1

o0
jex = > xpey, jak se lehko presvéd¢ime. Potom ovSem
n=1

oo oo
Lx = E z,Le, = E Tny = Lox .
n=1 n=1

Zé&vér — zobrazeni v — L, je izometrické a izomorfni zobrazeni ' na cj. Prostory cf a ! jsou
tedy izometricky-izomorfni.

V dalsim jiz jenom ukézeme, jak n€které dudly vypadaji, dokazovat nic nebudeme. Jako
uzitecné cviceni si mutizete n€kterd tvrzeni sami rozmyslet.

13.29. Dual k ¢. Bud opét a = {a,} €' a
Ly :{zn}— g limz, + oz +agze+... pro {z,} €c.

Potom L, € c¢*. Zobrazeni
P:a— L,
je izometricko-izomorfnim zobrazenim ! na c*.

13.30. Poznamka. Prfedeslé dva priklady 13.28 a 13.29 ukazuji, ze dudly k prostorim cg a c¢ jsou izometricky—
izomorfni ackoliv samotné prostory co a ¢ izometricky—izomorfni nejsou (nasli byste néjaky diavod 7). Ty jsou

pouze izomorfni.

13.31. Dual k ['. Duadl k prostoru [! je izometricky—izomorfni prostoru I*°. Je-li L libovolna
spojita linedrni forma na [!, existuje posloupnost {a,,} € [ tak, ze

L({zn}) = anzn, pro {zn}el.

Navic
IL|| = [{an}| = sup || .
n

13.32. Dual k /. Budp € (1,0) a g = ﬁ. Duaél k prostoru [P je izometricko—izomorfni

prostoru [%; korespondence mezi o« = {av, } € 19 a odpovidajicim funkciondlem L, € (I?)* je ddna

vztahem
Ly : {zp}— Zanscn.

Opét [|L[| = [|al|.

13.33. Dual k [*°. P¥i popisu duélu k prostoru [* je situace ponékud dramatictéjsi a uvadime
ji pouze z duvodu uplnosti. Struc¢né feceno, dual k [*° je izometricko—izomorfni prostoru vsech
kone¢né aditivnich mér na N. (Viz téz konec nésledujiciho odstavce 13.34.)



13. Doplnky a poznamky k textu 71

13.34. Dual k LP. Necht (X, S, i) je prostor s mirou, p € [1,00] a ¢ = z%’ pokud 1 < p < oo,
g=o0oprop =1agq=1v pfipadé p = co. PiSme zkrdcené LP misto LP(X,S,u). Je-li
1 < p < 00, jsou prostory L? a (LP)* izometricky-izomorfni. Totiz, je-li g € L7 a

7,1 [ fgdu pro ferr,
X

jeTy € (LP)* a || T,|| = |lg||- Naopak, kazda spojita linearni forma na L” ma tvar T, pro vhodnou
funkci g € £9. Jednoduchy névod k dikazu tohoto tvrzeni v pfipadé o-koneéné miry p vyuzivajici
Radon-Nikodymovu vétu lze nalézt v odstavci 13.17 z [LM], jinak lze konsultovat t¥eba podrobny
rozbor v E. Hewitt and K. Stromberg [1965].

Jaka je situace pro p =17 Je-lig € L™ a

T,f = /X fadu,

je opét T, € (LY)* a ||T,|| = |lg|. V piipadé, kdy mira u je p¥ilis ,divokd®, nemusi byt jiz kazda
spojita linedrni forma tvaru 7T} pro vhodnou funkci g € £%°. Je tomu vSak v pfipadé, kdy mira p
je o-kone¢na. Jestlize tedy u je o-koneéné mira, jsou prostory L> a (L')* izometricky-izomorfni.
Je znam i jiny popis prostoru (L!)*, dokonce v pfipadé obecnych mér, lze jej nalézt v J. Schwartz
[1951].

Kone¢né zbyva vysetiit dudl k L°°. Zde je situace mnohem komplikované&jsi, prostor (L>°)* je
izometricky-izomorfni prostoru omezenych konec¢né aditivnich mér na S, zprostfedkujici zobrazeni
je dano jako integral vzhledem k témto miram. Je tedy tfeba nejdiive definovat integral pro
kone¢né aditivni miry a odvodit vétu analogickou k Rieszové vété o reprezentaci. Ctenaf opét
mize nahlédnout do monografie E. Hewitt and K. Stromberg [1965].

13.35. Dual k C(K). Necht K je kompaktni topologicky prostor. Je-li u € M(K) (komplexni)
Radonova mira, je zobrazeni

LM:fH/deu, fec),

spojita linedrni forma na C(K) a ||L,|| = ||u|. Rieszova véta o reprezentaci v 13.61 pak iika, ze
ke kazdému L € (C(K))* existuje pravé jedna Radonova mira p € M(K) tak, ze L = L.
13.36. Jiny dual k C([0,1]). Podle pfedchoziho vime, ze dudl k prostoru C([0, 1]) 1ze ztotoznit
s prostorem Radonovych mér na [0,1]. UkdZeme jesté jiny popis dudlu C([0, 1])*.

K tomu téelu zavedeme Banachtiv prostor NBV ([0, 1]) vSech normalizovanych funkci koneéné
variace na [0, 1]. Prostor NBV ([0, 1]) je tvofen vSemi zprava spojitymi funkcemi kone¢né variace
na intervalu [0, 1], které se anuluji v bodé 0. Norma || f|| takové funkce je definovana jako variace
f na [0,1], tedy

n
£l = sup{>_ [f(@:) = flwia)| : 0 =20 <@y <+ <wn =1}
i=1
NBV([0,1]) tvoii Banachtv prostor. Je-li ¢ € NBV([0,1]) a

1
Lw:fr—>/0fdg0 pro f€C([0,1])

(jednd se o Riemann-Stieltjestiv integréal), je L, € C([0,1]))* a ||Ly|| = |l¢||. Jedna z mnoha
Rieszovych vét Fika, Ze ke kazdé spojité linearni formé L na C([0,1]) existuje pravé jedna funkce
¢ € NBV([0,1]) tak, ze L = L,. Jsou tedy prostory C([0,1])* a NBV([0,1]) izometricky-
izomorfni.

Neni tézké si rozmyslet, jaky je vztah mezi funkci o, ktera reprezentuje spojitou linearni formu
L na C([0,1]) a Radonovou mirou p, ktera reprezentuje podle 13.35 tentyZ funkciondl L.
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13.37. Dual k Hilbertovu prostoru. Dudlu k Hilbertovu prostoru je popsan v 10.23.
Povsimnéte si ovSem rozdilu mezi popisem duélu v komplexnim ¢i redlném piipadé.

Baireova véta o kategoriich

13.38. Husté a fidké mnozZiny. Uvazujme metricky prostor P (obecnéji bychom se mohli
pohybovat i v topologickych prostorech). Rekneme, Ze mnozina B je hustd v P, jestlize B = P.
Ekvivalentné, B je hustd, jestlize G N B # 0, kdykoliv G je neprazdnd oteviend podmnoZina P
(takovym mnoZindm Fikejme diry).

Mnozinu N nazveme idkou, jestlize jeji uzavér N ma prazdny vnittek, tedy jestlize Int(N) = (.

13.39. MnoZiny prvni a druhé kategorie. Rekneme, Zze metricky prostor P je 1. kate-
gorie, jestlize ho lze vyjadrit jako spocetné sjednoceni fidkych mnozin. Neni-li P 1. kategorie,
nazveme ho prostorem 2. kategorie. Neni t&zké si rozmyslet (pfechodem k doplitkiim a uzitim
de Morganovych pravidel), ze P je 2. kategorie, pravé kdyz [, Gn # 0, kdykoliv {G,,} je posloup-
nost otevrengch hustych podmnozin P.
13.40. Baireovy prostory. Prostory P, které maji tu vlastnost, Ze mnozina (,, G, je dokonce
husté pro libovolnou posloupnost {G,} otevienych hustych podmnozin P se nazyvaji Baireovy
prostory. Ty se také daji charakterizovat jako ty prostory, jejichz kazda neprazdné oteviena
podmnozina je 2. kategorie (v sobé&). Zkuste si posledni tvrzeni sami dokdzat a soucasné se
zamyslete nad piikladem prostoru 2. kategorie, ktery by nebyl Baireovym.

13.41. Baireova véta o kategoriich. Kazdy iplny metricky prostor je Bairetv.

Diikaz. Necht {G,} je posloupnost hustych otevienych mnozin v Gplném prostoru P. Chceme
dokazat, ze [, G» je hustd mnozina. Volme tedy ,diru” G (= neprazdnou otevienou mnozinu)
v P. NaSim cilem je ukézat, ze

GN[)Gn#0.

Protoze GG je hustd v P, je prunik G; N G neprazdny. Existuje tedy oteviend koule U®(z1)

tak, ze U1 (z1) C G4 N G. Protoze G5 je hustd, musi protnout U®!(x;). Existuje tedy oteviend
koule U®2(z2) tak, ze U2 (x2) C Ga N U (z1) C G2 N G1 N G. Takto muZzeme pokracovat déle.
Pokud by existoval bod v priiniku vSech (do sebe zafazenych kouli U¢"(x,,)), je vyhréno. Jestlize

tedy jesté béhem dikazu zaru¢ime, aby £, — 0, bude podle Cantorovy véty® prinik (), U (z,)
neprazdny. A bod v tomto priniku bude zfejmé lezet v G N[, Gp. ®

Jiné dukazy principu stejnomérné omezenosti

Existuji rizné dtikazy principu stejnomérné omezenosti. V 5.1 jsme uvedli ,klasicky” vyuzitim

Baireovy véty o kategoriich, dikaz v 12.4 byl zalozen na Zabrejkové lemmatu. Zcela odlisny
dukaz (vyuzivajici jisté vlastnosti nekoneénych matic) je uveden v monografii Ch. Swartz [1992].
V dalsim podame jesté t¥i dalsi dukazy.
13.42. Metoda klouzajiciho hrbu. Zajimavy dikaz principu stejnomérné omezenosti je
zaloZzen na tak zvané metodé klouzagictho hrbu (pochazejici piivodné od H. Hahna a S. Banacha).
A protozZe tuto metodu lze vyuzit i v jinych situacich, struéné se ji vénujme. Ilustrativné pomoci
ni dokazeme princip stejnomérné omezenosti, pouze vsak pro pripad posloupnosti.

Piedpokladejme tedy, ze { L, } je posloupnost spojitych linedrnich zobrazeni z Banachova pros-
toru X do normovaného linearniho prostoru Y,

K(x) :=sup{||Ln,z|| :n € N} <o prokazdé ze€X.

Necht
sup{||L,||:n € N} =00.

3 Cantorova véta Fika, ze prunik klesajici posloupnosti uzavienych mnozin v Uplném metrickém prostoru je
neprazdny, pokud priumeéry téchto mnozin konverguji k nule.
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Potom muZeme predpokladat, Zze (po eventudlnim vybréni vhodné podposloupnosti) ||L,|| > n4™
pro kazdé n. Existuje tedy posloupnost {z, } tak, ze

lznll =1 a ||Lpzall > nd".

Polozime-li
T,:=2""L, a z,:=2"z,,
je
lzall =27 & |[Tuzall > n.

Volime-li ¢ pevné, je
| Tazsll < ITill {121 = 0 pro j — o0.

Na druhé strané pro pevné j dostavame z predpokladu, ze
|| Tiz|| = |27 Liz;|| < 27"K(2;) = 0 pro i— o00.

Tedy radky i sloupce (nekonecéné) matice (T;z;) konverguji k nulovému prvku prostoru Y. Tudiz
milzeme nalézt no tak, aby

|11 2] < 273 pro j>ny a [Tz <27 pro i>ns.
Indukeci pak nalezneme posloupnost n; =1 < ng < ng < ... tak, aby
Tzl <2777 pro i #j.

Je-li i pevné, mame

o0 o0
|Tozn |l >mi a0 Y | Tozn, || <> 2777 =277
J=1.j7#0 =1

Nézorné feéeno, podivame-li se v matici (T}, 2z, ) na i-ty fadek, je hodnota ||T},, zy, || velka (to je
J % (2
nas ,hrb”), zatimco soudet norem zbyvajicich vybranych ¢leni je maly.

(o] o0
Nyni staci polozit z := ) z,,;. Protoze X je tplny prostor a fada ) [|zy,|| konverguje,
j=1 j=1

o0
konverguje i fada ) z,, a prvek z je tedy dobfe definovan. Podivame-1 se pro i pevné na odhad
j=1

oo o0
[T 2] = | ZTniZmH 2 [T 20l — Z [T, 2n, || = i =277
i=1 j=1j#i

(vSechny kroky je tfeba podrobné zdtivodnit), dochdzime ke sporu, nebot

[T, 2

| =127 Ly,2z|| <27™K(z) -0 pro i— oco.

13.43. Elementarni dukaz principu stejnomérné omezenosti. Nasledujici ,elementarni”
dtkaz principu stejnomérné omezenosti pochazi od J. Hennefelda [1980]. Zde je.

Necht tedy & je podmnozina £(X,Y), kde X je Banachiv a Y normovany linedrni prostor.
Piedpokladejme, ze mnoZina {||Lz|| : L € &} je omezend pro kazdé x € X. Indukei sestrojime
posloupnosti {z,} v X a {L,} z & tak, aby

1

lenll = 4

2
[1Ln(@n)ll > 3 lILall llzn]]

Lol > 3 . 4"<n+sup{|\L(x1 +otan )| Le 6}).

T = E Tn

dostaneme, Ze ||L,(z)|| > n pro kazdé n. A to je zjevny spor s piedpokladem. Detaily 1ze nalézt
v citovaném ¢lanku.

PoloZzime-li
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13.44. Dalsi dukaz principu stejnomérné omezenosti. Princip stejnomérné omezenosti je
také disledkem Véty 6.4 o uzavieném grafu. Zde je myslenka.
Pro z € X polozme
F,I'):=T(z) pro T'e®.

Potom F}. je prvkem Banachova prostoru B(®,Y") ze Cviceni 2.9 a stadi ukdzat, Ze zobrazeni
T:z—F,: X —B(&,Y)

ma uzavieny graf. To vyplyne celkem snadno pomoci standardnich tvah. Tudiz T je omezené
zobrazeni. Potom pro z € Sx a ' € & mame

IT(2)]] = |[Fo(D)|] < [|Fall < ||T]] < o0,
odkud jiz vyplyva tvrzeni.
Volterrovy a Fredholmovy operatory

13.45. Volterrovy operatory. Volterriv operdtor V je definovan na prostoru C([0,1]) pfed-
pisem

Vi) | k(@ 0f(0)dt, fec(0,1),

kde funkce k(z,t), zvand téz jddro operdtoru V, je spojitou funkci na mnoziné
M = {(z,t) :x €[0,1],t € [0,z]}.

Neskodilo by si rozmyslet, ze definice Volterrova operatoru je korektni, tedy ze uvazovany integral
existuje pro kazdé z € [0,1]. Déle se procvicte a ukazte, ze V f € C([0,1]) pro kazdou spojitou
funkci f na [0,1]. Je téZ evidentni, ze Volterriiv operator V' je linedrni.

Oznacime-li K := max{|k(z,t)|: (z,t) € M}, je

IVf(w)IS/O k(e D1 F(0)] dt < 2 K |[f]] < K [|£]].

Odtud ihned vyplyva, Ze operdtor V je spojity.

Volterrav operator je kompaktni. Pokuste se sami imitovat dikaz specidlniho Volterrova
operatoru z Prikladu 14.14.

Zkoumejme nyni operator V — I a ptejme se, je-li prosty. Necht tedy V f — f = 0. Volime-li
x € [0,1], médme podle piedeslého

[f(2)] = [V ()] < /; k() [f(B)]dt <z K[f]].

Opakovanim dostédvame odhad

T 2
f@I = Vi@ < [ kol eK I17de< K2 1)

a indukci "
@) < S KM (|f]| =0 pro n—oo.
n.

Odtud plyne, ze f(z) = 0 a vidime, Ze operator V — I je prosty. Obdobné bychom ukazali, Ze
ioperator V —\I je prosty pro kazdé nenulové A. Volterriiv operator V tedy nema zadna nenulova
vlastni ¢isla. Vyuzijeme-li vlastnosti spektra kompaktniho operatoru v 9.16, dostaneme ze

o(V) = {0} Uap(V) = {0} .
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Poznamka. Indukci lehko odvodime, ze
x’ﬂ
Vr @)l < KA

tudiz

K’VL
[Vl < .
n!

(V) = lim y/|[V]]

(viz Poznamku 7.9.b) plyne, Ze spektralni polomér r(V') Volterrova operatoru je roven 0. Musi tedy byt (V) = {0}.

Z Beurlingova vzorecku

7 obecné teorie pak plyne, zZe feSeni Volterrovy integralni rovnice

F@) = gl@) + A [ blat) f0)de.
0
kde g € C([0,1]) je dand funkce, je pak pro A # 0 ddno Neumannovou fadou
F=g+AVg+XV2g+ X3V3g+ ...

Jako ilustraci si rozmyslete, Ze TeSeni integralni rovnice

Z:$2 a:II}'
/(@) +/0 f(t)dt

je déano fadou

zt  2f

—2,. T T
fl@)=a"+ 3 +15+....

13.46. Fredholmovy operatory. Necht k je spojitd funkce na [0,1] x [0,1]. Fredholmiv
operator F € L(C([0,1])) definujme pfedpisem

Fi(s) ;:/0 ks, f(H)dt pro fec(0,1]) a sel01].

Neni tézké si uvédomit, ze Ff je korektné definovino (integrand je spojitd funkce), déle ze
Ff € C(]0,1]) (vyuzije se stejnomérné spojitosti funkce k), ze F je linedrni operétor, a Ze je
omezeny (||F| < sup{|k(s,t)|:s,t € [0,1]}).

Soustiedme se na dikaz, ze F je kompaktni. Oznacme

Bi={fec(0,1):|fll <1}.

K tomu, abychom dokézali, ze mnozina F(B) je relativné kompaktni v C([0, 1]), pouzijeme Arzela-
Ascoliho vétu z 13.62. Ovsem F(B) je omezend mnoZina, protoze F je omezeny operator a zbyva
ukdzat, ze F(B) je mnozina stejné spojitych funkci. Ale to je snadné. Volime-li € > 0, najdeme
d > 0 tak, aby |k(s1,t) — k(s2,1t)| < &, kdykoliv ¢ € [0,1] a |s1 — s2| < §. Potom

‘ff(sl) - ff(SQ)’ < max ’k:(sl,t) — k(sz,t)’ Ifll <e.
te[0,1]

Poznamenejme, ze Fredholmovy operatory lze definovat i na mnohem obecnéjsSich prostorech,
zdjemce odkazme na [Zap], 2.49.a. Samoziejmé také lze uvazovat Fredholmovy integralni rovnice,

.....

Kolmost v Banachovych prostorech

V Hilbertovych prostorech, kde mame k dispozici skalarni soucin, lze definovat kolmost — dva
prvky jsou na sebe kolmé, jestlize jejich skalarni soucin je roven nule. Jak ale definovat kolmost
v obecnych Banachovych prostorech ? A jaké vlastnosti od tohoto pojmu méame ocekavat ?
Uvedeme zde nékteré, otazkou ovSem je, zda je mozno je vhodnou definici vSechny pozadovat.
Jelikoz se jedna pouze o kapitolku informativniho charakteru, omezime se zde pouze na realné
prostory.
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13.47. Pozadavky na kolmost. Necht X je redlny Banachtiv prostor, v némz méme definovan
pojem kolmosti dvou prvkia: « L y. V kazdém pfipadé pozadujeme, aby nova definice kolmosti
souhlasila s obvyklou definici kolmosti v pfipadé, kdy X je Hilbertav prostor. Déale na kolmost
1 mizeme klast kuptikladu nasledujici pozadavky:

(a) pokud = L y, potom y L x,

(b) pokud z Ly ax L z, potom = L y+ z,

(c) jestlize z,, L yn, v, — x ay, — ¥y, potom x L y,

(d) jestlizex Lya A\ pu€ R, potom Az L py

(e) jsou-li x,y € X, mélo by existovat A € R tak, aby ¢ L Az +y .

13.48. Ruzné definice kolmosti. Existuji rtizné navzajem neekvivalentni definice kolmosti.
Kazd4 z nich pak spliiuje nékteré z uvedenych pozadavkt. Uvedme nyni nejvice uzivané definice
kolmosti (poznamenejme, Ze inspiraci pro nds mize byt Cvic¢eni 10.30.d).

Mizeme tedy fici, ze prvek z je kolmy na prvek y, coz zapisujeme jako x L y, jestlize:

(a) ||z + Ay|| = ||z — Ay|| pro kazdé A € R (Robertsova ortogonalita),

(b) [|z|| < |l + Ayl|| pro kazdé X € R (Birkhoff-Jamesova ortogonalita),

(©) llz = ylI* = llzI*I| + ||y|* (Pythagorova ortogonalita),

(@) ||z +y|| = ||z — y|| (Birkhoffova ortogonalita).
13.49. Birkhoff-Jamesova ortogonalita. Zda se, Ze dnes nejvyznamnéjsi roli ma Birkhoff—
Jamesova ortogonalita. Vénujme se ji tedy trochu podrobnéji. Zopakujme vsak nejprve pro
jistotu jesté jednou definici. Rekneme, Ze prvek x Banachova prostoru X je kolmy (v Birkhoff-
Jamesové smyslu) k prvku y, jestlize ||z|| < ||+ Ay|| pro kazdé A € R. Skute¢nost, Ze x je kolmy
k y znacime symbolicky x L y. Ke kolizi se zna¢enim kolmosti v Hilbertovych prostorech nemiize
dojit. O tom svéd¢i nasledujici lemma.

13.50. Lemma. Necht x a y jsou prvky Hilbertova prostoru H. Potom (x,y) = 0, prdvé kdyz
[lz|] < ||z + Ay|| pro kaZdé X € R.

Dikaz. Predpokladdme-li, Ze (x,y) = 0 a volime A libovolné, mdme okamzité
[z + Myl[* = [[|* + 2X(z, y) + N[|yl1* = [|2]].
Naopak, pokud pro kazdé A € R je
[|2]2 + 2A(z, ) + N[ lyl* = [l + xyl|* > [|2]]?,

dostavame, Ze
2X\(z,y) + N*|lyl* > 0.

Odtud plyne, ze pro kazdé A\ > 0 musi byt splnéna nerovnost
2(z,y) + Allyl]* = 0.

Limitnim pfechodem A — 0 dostaneme nerovnost (z,y) > 0. Opacnou nerovnost (z,y) < 0 pak
dostaneme pro piipad A < 0. m

13.51. Priklad. Birkhoff-Jamestv pojem ortogonality neni symetricky. Uvazujme tieba
prostor 13 (viz 13.15) a jeho prvky = = (0,1), y = (2,1). Rozmyslete si, Ze sice L y, nikoliv
vsak y L x.
13.52. Poznamka. Situace se symetrii Birkhoff-Jamesovy ortogonality je jesté zajimavéjsi. Je—li totiz dimenze
Banachova prostoru X alespon 3 a Birkhoff-Jamesova ortogonalita je symetricka, je X jiz Hilbertiv prostor.
Pfesnéji, norma prostoru X jiz vznikne ze skalarniho soucinu.

Nasledujici véty uvedeme bez dikazu. Slouzi spise jako ilustrace vlastnosti Birkhoff-Jamesovy
kolmosti.

13.53. Véta. Necht x,y jsou prvky Banachova prostoru X, x # 0. Potom existuje A € R tak,
Zex L Ax+y.

Obecné skalar A neni urcen jednoznacné. Kdy tomu tak je, vypovida nasledujici véta. Ta je
mimochodem i zajimavou charakteristikou hladkych prostort (pro definici viz Poznamku 4.4.a).
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13.54. Véta. Necht X je Banachiiv prostor. Ndsledujici vijroky jsou ekvivalentni:

(i) X je hladky,
(ii) jsou-li x,y € X, x # 0, existuje prdvé jedno X € R tak, Ze v L Mz + vy,
(iii) jestlifZex Ly ax L z, potomxz L y+ z.

13.55. Poznamka. Pokud jde o charakteristiku prostort, kde plati obdobné vztahy ,zleva”, ta vede na pojem
striktni konvexity. Viz t¥eba [Zap], *21.9.

Algebraické lemma

13.56. Algebraické lemma. Necht f, f1,..., fn jsou linedrni formy na vektorovém prostoru
W. Jestlize
ker f D ker f1 N---Nker f,,

potom f je linedrni kombinact f1, ..., fn, tJ. existuji ¢isla A1, ..., A\, tak, Ze
=M+ F S

Dikaz. Dtikaz lze vést tfeba pomoci matematické indukce. Zde je mysSlenka. Predevsim lze
predpokladat, Ze zadna z uvazovanych linearnich forem neni nulova. Pokud je n = 1, najdeme
w € W tak, aby fi(w) = 1. Potom pro z € W mame

filz = fil@)w) = fi(z) = fr(w) fi(z) =0,
takze podle predpokladu
0= f(o— fila)w) = f(z) — fw) fi(a).

Vidime, ze f = f(w) fi1. Pfedpoklddejme tedy, Ze tvrzeni plati pro jisté n. Oznac¢me V :=
ker fn41, g restrikci f na V a g; restrikce f; na V, j =1,...,n. Potom

kerg D kerg; N---Nkerg,,
takze podle indukéniho predpokladu existuji Aq,..., A\, tak, ze
g=Ag1+ -+ Augn-
Tedy .
ker fri1 =V Cker(f =Y \f;).
j=1

Podle jiz dokazaného je f,,+1 nasobkem linearni formy f — Z;;l Ajfj. Odtud vidime, ze f je
linearni kombinaci forem fi,..., f,4+1 a indukce je dokoncena. m

13.57. Dusledek. Necht E je nekonecné rozmérny normovany linedrni prostor. Jsou-li
fi,---, fn € E*, potom

m ker f; # {0} .

j=1
Diikaz. Predpoklddejme, ze (] ker f; = {0}. V tom pfipadé ovsem
j=1
n
{0} = ﬂ ker f; C ker ¢
j=1

pro libovolnou formu ¢ € X*. Podle pravé zminéného algebraického lemmatu 13.56 je potom ¢
linearni kombinaci forem fi, ..., f,. To ale neznamena nic jiného nez ze dimenze prostoru X* je
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nejvyse n. A protoze dim X = dim X*, ma X konec¢nou dimenzi, coZ je ve sporu s pfedpokladem.
]

Zobecnéni Rieszova lemmatu

V Poznamce 9.5 jsme uvedli, ze v libovolném normovaném linedrnim prostoru nekonec¢né di-
menze — af si zvolime jaké chceme § € (0,1) — vzdy existuje posloupnost {x,,} (linedrné nezavis-
Iych) prvka z jednotkové sféry tak, ze ||z, — xz|| > 5 kdykoliv n # k. Nyni ukdZeme, Ze plati
i daleko silnéjsi tvrzeni.

Predpokladejme tedy v dalsim, ze E je normovany linedrni prostor nekonecné dimenze; déle
opét oznacme Sg := {z € E : ||z|| = 1} jeho jednotkovou sféru.

13.58. Tvrzeni. Existuje (linedrné nezdvisld) posloupnost {x,} z Sg tak, Ze ||x, — zi|| > 1
kdykoliv n # k.

Diikaz. Posloupnost {z,} se konstruuje induktivné. Prvek x; € Sg se zvoli libovolné. Pfed-
poklddejme tedy, ze mame jiz zkonstruovany linedrné nezavislé prvky xi,...,z, z Sg tak, Ze
llx; — zx]| > 1 pro kazdou dvojici j, k rtiznych indext. Necht M je podprostor E generovany
prvky z1,...,2,. Podle Poznamky 9.2.b nalezneme x,41 tak, by ||z,41|| = 1 = dist(zp41, M).
Tim je indukéni krok hotov, prvek x,4; lezi na jednotkové sféfe Sg, je linedrné nezavisly na
ZT1,...,T, a jeho vzdalenost od téchto prvki je alespon 1. m

13.59. Kottmanovo tvrzeni. FEzistuje dokonce posloupnost {x,,} z Sg tak, Ze ||z, — zi|| > 1
kdykoliv n # k.

Diikaz. Volme z1 € Sg. Podle Véty o tené 4.3 existuje f1 € E* tak, ze ||f1]| = 1 = fi(x1).
Predpokladejme, ze jsme jiz sestrojili vektory x1,xs,...,x, v jednotkové sféfe Sg a linearné
nezavislé funkciondly fi, fo,..., fn v E* tak, Ze ||z, — zx|| > 1 kdykolivn # k a

1fill=1= f;j(z;) prokazdé je{l,2,...,n}.

Podafi-li se ndm zkonstruovat z,+1 € Sg a fny1 € E* tak, aby ||fotill = 1 = fat1(zni1),
fi(xnt1) < 0 pro j € {1,2,...,n} a aby funkciondly f1, fa2,..., fot1 byly linedrné nezavislé, je
vyhrano. Potom totiz pro j € {1,2,...,n} budeme mit

|znt1 — 25l = [ f5(@nsa — 5)| = |5 (@ns1) = fi (@) = [fi(@nga) =1 > 1.
Ke konstrukci x,, 41 a f,41 potfebujeme nalézt nenulové vektory a,b € E tak, aby

fila) =—1<0=f;(b) prokazdé je{1,2,...,n},
polozit .41 := H%i‘\g”, kde A > 0 je zvoleno tak, ze ||a|| < ||a + Ab||, pouzit opét Vétu o tetné
pro nalezeni f,, 11 a trochu (Sikovné) podcitat.
Rozvedme pfeci jen tuto myslenku trochu podrobnéji. Protoze prostor E je nekoneéné roz-
mérny, je podle Disledku 13.57

ﬂ ker f; # {0} .

j=1
n
Staci tedy vzit b € () ker f;. Protoze linedrni formy f1,..., f, jsou linedrné nezavislé, pro kazdé

Jj=1
j€{1,...,n} existuje x; € E tak, ze

filz;) =1 a fj(xzx)=0 pro k#j.

Polozime-li
a:=—(r1+--+xn),
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je fj(a) = —1 pro kazdé j = 1,...,n. Pokracujme dale. Pfedevsim si musime rozmyslet, pro¢
existuje takové A > 0, pro néz ||a|| < ||a + Ab||. Jak jsme naznacili, polozime
a+ b
x =
T a2

a opét podle Véty o teéné nalezneme f,,11 € E* tak, aby

[[fotill =1 = far1(zntr) -

Potom samoziejmé ||z, +1|| =1 a pro j = 1,...,n dostavame
a+ Ab ) 1
f]( +1) fj(||a+)\b\| ||a+/\b||fj( )

Zbyvé ukazat, ze funkciondly f1,..., fn, fns1 jsou linedrné nezavislé. Predpokladejme tedy, ze

frpr=aafit+ -+ onfn.
Potom
[la 4+ Ab|| = for1(a+A0) =ayrfi(a+ Ab) + -+ + anfnla+ Ab) =
=afi(a) + -+ anfula) = fapi(a) < laf| <
<|la+ Ab||,
coZ je zjevny spor.

ProtoZe samoziejmé ||z — y|| < 2 pro kazdé dva prvky z,y € Sx, zajimi nés, jak extrémné
daleko mohou byt od sebe prvky posloupnosti z Sx. Podivame-li se na prostor ¢y a posloupnost
{2,}, kde

zn=(1,1,,...,1,-1,0,0,...),

je xp € S, a lehce spocitame, zZe
||z, —zk|| =2 pro n#k.

A to je maximalni hodnota, kterou mizeme dosdhnout. Nasledujici véta, jejiz diikaz je neobycejné
tézky (vyuzivéa tfeba i Ramseyovu teorii), je zavrSenim cesty na jejimz pocatku stéla Rieszova
véta o skoro kolmici.

13.60. Elton—Odellova (1 + ¢)—véta. Ke kaZdému normovanému linedrnimu prostoru X
nekonecné dimenze existuje £(X) > 0 a posloupnost {x,} z jednotkové sféry Sx tak, Ze

llzn — zk)| > 14+e(X)  kdykoliv n#k.

Rieszova véta o reprezentaci

13.61. Rieszova véta o reprezentaci. Necht K je kompaktni prostor a L je nezdpornjy
linedrni funkciondl na prostoru C(K). Potom existuje Radonova mira p na K tak, Ze

Lf:/deu pro kaZdou f € C(K).

Mira p je jednoznacné urcena na borelovskych mnozindch z K.

Dukaz. Dtikaz, dokonce v obecnéjsim kontextu lokalné kompaktnich prostorti, lze nalézt ve
skriptech [MI], véta 16.5. m

Arzela—Ascoliho véta

V definici kompaktnich operatorti pozadujeme, aby omezené mnoziny byly zobrazovany na
mnoziny, které jsou relativné kompaktni. Abychom tedy mohli posoudit, zda ten ¢i onen opera-
tor je kompaktni, potfebujeme znat, jak jsou v jednotlivych Banachovych prostorech charakter-
izovany relativné kompaktni mnoziny. Veelku dostac¢ujici piehled lze nalézt v [Zap], *1.14. Zde
pro pohodli pouze sformulujeme kriterium relativni kompaktnosti v prostorech C(K).
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13.62. Arzela-Ascoliho véta. Bud K kompaktni prostor. MnoZina A je relativné kompakini
v prostoru C(K), prdvé kdyz A je omezend a stejné spojitd.

Pripomenme, ze mnozina funkci F na prostoru K se nazyva stejné spojitd, jestlize ke kazdému = € K a kazdému
€ > 0 lze nalézt takové okoli U bodu z, ze |f(z) — f(¢)| < e, kdykoliv f € FateU.

14. PRIKLADY K PROCVICENT

Normy operatoru

14.1. P¥iklad. Definujme funkciondl T na Banachové prostoru C([—1,3]) predpisem

T:f—=7f(-1)=2f0)+f(2), [fecC(-13]).
Spoctéte ||T].
Navod. Protoze
ITfl=17f(=1)=2f(0)+ fQ2) < 7[f(=D[+2[f(0)] + [ f(2)] < 10]|f]],

je ||T|] < 10. Urcité existuje spojita funkce g € C([—1,3]) tak, ze —1 < g < 1 na [-1,3],
g(—=1)=g(2) =1 a g(0) = —1. Potom ovSem ||g|| =1 a Tg = 10. Tudiz ||T|| = 10. &

14.2. Priklad. Spoctéte normu funkciondlu

T:fH/Olf/Olf, fec(-1,1)).

o< | [l [l < e [insais,

je ||T|| < 2. Volime-li (tfeba) spojitou funkci g (zavislou na n) na [—1,1] tak, aby byla linearni
v intervalech [—1,—2], [-1 1] a [1 1] a tak, aby

n’n

Ndvod. Protoze

g(=1) = g(f%) =1 a g(%) —g(1) = -1

(nakreslete si graf !), dostaneme, ze ||g|| = 1 a Tg = 2 — 1. Tudiz ||T|| = 2. Existuje funkce
g € C([-1,1]) tak aby ||g|| < 1 a soucasné [Tg| =27 &

14.3. P¥iklad. Necht linedrni funkciondl T na prostoru C([0,1]) je definovdn pfedpisem

Tf:/o F(VD dt.

Nagjdéte ||T|.
Ndavod. Méame

[T - =sup {|Tf]: f€C([0,1]), ||f]| <1} =sup{!/0 fWVydt| s fec(on]), [If]] < 1}
gsup{/o ]f(\/i)\dt:feC([OJ]),||f||§1}§/0 1dt=1.

Pro funkci g = 1 na [0, 1] dostavame ||g|| =1 a |Tg| = |f01 1dt| = 1. Musi tedy byt ||T]| = 1. &
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14.4. P¥iklad. Necht linedrni funkciondl T na prostoru I? je definovdn piedpisem
T{xn} =1 + x2.

Nagdéte ||T||.
Ndvod. Pokud z = {z,} €1*> a

[{zn} || = V]z1]2 + |22+ ... < 1,
musi byt nutné
IT{zn} | < (Jo1] + |z2])?® < 2(J21] + |z2]?) < 2(J21]® + |z2) +...) < 2.

Tudiz ||T|| < v/2. Protoze pro x = (%, %,0,0,...) mame ||z|| = 1 a |T(z)| = V2, je ||T|| = V2.
Podivejme se jesté na jiné feseni. Podle Fréchet—Rieszovy véty 10.21 existuje praveé jeden prvek
h € 12 tak, ze

T(x) = (x,h) pro kazdé hecl?.
Je ihned vidét, ze h = (1,1,0,0,...). Co je v8ak pro nas priklad podstatné, je rovnost norem:

I|T|| = ||h|| (zde, samoziejmé, norma ||T|| se bere v prostoru L£(I?), zatimco norma ||h|| je
v prostoru [2). Tudiz

IT| = bl =VI2+1240+...= V2. &

&
14.5. P¥iklad. Pro {z,} € I* poloime

o0
Tn

T:{z,}+— gt
n=1
Ukazte, Ze T € (IY)* a spoctéte ||T]|.
Ndvod. Protoze pro {z,} €I je

T (el = 30 52 < X feal = [ @} I
n=1 n=1

je T omezeny funkcional. Zfejmé je i linedrni, tedy T' € (I*)*. Z uvedeného odhadu plyne, Ze
[|T]| < 1. Protoze pro posloupnost z := (1,0,0,...) je ||z|| =1 a |[Tz| =1, je ||T|| = 1.
Poznamenejme jesté, Ze podle 13.31 existuje pravé jeden prvek {a,} € [*° tak, Ze

T{x,} = Z an*, pro kazdou posloupnost {z,} €',

n=1

pricemz ||T|| = || {a,} ||. Thned vidime, Ze {a, } = {2 }. Tudiz |[T||=|[{2}|[1e =1. &
14.6. P¥iklad. Pro {z,} € [ polozme

OO{En
T:{x, —.
{32

n=1

Ukazte, ze T € (I*)* a spoctéte ||T|.
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Ndvod. Protoze {%} €12, je pro {x,} € I? podle Schwarzovy nerovnosti

oo

<> len|2=\/f|{xn}||=jé|{xn}|l.

o0
x
T -y
n=1 =
Odtud plyne, Ze T je omezeny, samoziejmé linearni, funkcional na prostoru 12 a ze ||T|| < %.

Polozme a := @ {L}. Protoze |la]| =1 a

6w 1
|Ta| = V6 Y= .
T n V6
n=1
je 1Tl = 5.
Poznamenejme jesté, ze podle Fréchet—Rieszovy véty 10.21 existuje pravée jeden prvek {a, } € [?
tak, Ze

o0
T{x,} = Z an T, pro kazdou posloupnost {x,} € 1%,
n=1

pricemz ||T|| = || {a,} ||. Thned vidime, Ze {a, } = {2 }. Tudiz

n

&

14.7. P¥iklad. Na Banachové prostoru c (viech konvergentnich posloupnosti) definujme funkci-
onal T predpisem
T:{z,}—limz,, {z,}€cc.
Spoctéte ||T|.
Ndvod. Ze zédkladnich vét o limitach konvergentnich posloupnosti plyne, ze T je linearni funkci-

ondl. Protoze
T {zn}| = [limz,| < sup {[21], |z2,. .. } = [[{zn} e,

dostédvame ||T|| < 1. Volime-li napiiklad posloupnost a := (1,1,1,...), je a € ¢, ||a|]] = 1
aTa=1 Tedy |[T|]|=1 &

14.8. Pfiklad. Na Banachové prostoru M([—2,2]) vsech Radonoviyjch mér (viz 13.22) uwvaZujme
miru

Hi=&e_1 —€&1.
Spoctéte |||
Ndvod. P¥ipometime, Ze &, zna¢i Diracovu miru v bodé z; ta je definovana tak, ze £, (A) = xa(z)
pro libovolnou mnozinu A. Predevsim, podle definice je

lull = ™ ((=2,2]) + 5~ ([-2,2]),
kde pT je kladna variace miry p a p~ jeji zaporna variace (Ju| := p™ + p~ je pak nezdporna

mira, t.zv. totdlni variace ). Musime tedy nejdiive zjistit, jak vypadaji miry p™ a pu=. Ale
podle definice je pro mnozinu A

pH(A)=pANP) a p (A):=-u(ANN),

kde (P, N) je Hahniv rozklad intervalu [—2,2]. Tim rozumime takovou dvojici mnozin (P, N),
pro né&z [—2,2] = PUN, PN N = () a mnoZina P ma tu vlastnost, ze u(F) > 0 pro kazdé F C P
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a uw(E) < 0 pro kazdé E C N. Také pfipometime, ze Hahntv rozklad vzdy existuje a je (v jistém
smyslu) uréen jednozna¢ng. Vse si zopakujte t¥eba ze skript [LM].

Neni tézké si rozmyslet, Ze (tfeba) mnoziny P = [-2,0] a N = (0, 2] tvofi Hahntv rozklad
[—2,2], a tudiz ze

pt=c_1 a p =¢.

Mame tedy
lpll = e-1([=2,2]) + &2 ([-2,2]) = 2.

Jesté poznamka. Uvazujeme-li funkcional
L:f— f(-1)—f(1) pro feC([-22]),

je L spojity linearni funkcional na prostoru C([—2,2]). V obdobném Piikladu 14.1 jsme ukazali,
ze ||L|| = 2. Neni t&zké si rozmyslet, Ze nase mira p reprezentuje funkciondl L podle Rieszovy
véty o reprezentaci. Pro libovolnou funkei f € C([—2,2]) je totiz

Lf= / fdp=er(f)—ar(f) = F(-1) - F(1).
[—2,2]

Také vime, ze ||L|| = ||p||. TakZe jsme i jingym zptsobem zjistili, Ze ||u|| = 2. &

14.9. Netesené piiklady. Najdéte normu ||T|| linedrniho funkciondlu

(¢)

o0
T{z,} = Z 27"z, na prostoru cy,
n=1

(b)

T{x,} =z + 22 naprostoru [°°,
(c)
= 1
T ny — (1 - *) n t ll s
{z,} HEZI ~ )%n  ma prostoru

(d) X

Tf(x) :/0 e“ ' f(t)dt na prostoru C([0,1]),
(0 1

Tf(x)= /0 wt f(t)dt mna prostoru L3([0,1]),

o) 1
sz[ltf(t)dt na prostory  C([—1,1]),

(9) )
= 2 na prostoru
Tf = [ @) ar naprostora c(f0.1).
0 1
Tf:/,1 f@)dt — f(0)+2f(1) mna prostoru C([—1,1]),
() 1
Tf:/ f(t)dt mna prostoru C([—1,1]),
0
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(1)
Tf=17f(-1)+ f(1)) na prostoru C([-1,1]).

(k)

n

f(%) na prostoru  C([—1,1]),

n=1
0 )
x
T{x,} = Z “~ na prostoru ',
ovn

(m)

oo

T{x,} = Z(—l)”xn na prostoru 1%.

n=1

Spektrum a kompaktnost operatoru

14.10. P¥iklad. Necht operdtor T € L(L*([0,1])) je definovdn predpisem pro f € L£2([0,1])

takto: L
x) :x/ f@®)dt, =xe€l0,1].
0

Najdéte ||T||, o,(T), o(T) a zjistéte, zda T je kompaktni.
Ndvod. Piedevsim si rozmyslete, Ze skutecné T'f € £2([0,1]) pro f € £2([0,1]).
Dale sledujte odhad pro f € £2[(0,1]) (pouZije se Holderova nerovnost)

=t [ = ([ le [ 1Pant =] [ 1] Jof an)?
s s mEfoE =R

Odtud je vidét, ze ||T|| < \/% Protoze pro funkci f =1 na [0,1] je ||f|| =1 a [|Tf|| = 1/3, je

Il = /3
Zkoumejme nyni, jak vypada bodové spektrum o,(T). Zajima nas tedy, zda existuje nenulovy
prvek f € £2[(0,1]) tak, aby
Tf(x) =Af(z) pro (skoro vsechna) =z € [0,1].
Pokud A = 0, staéi vzit libovolnou nenulovou spojitou funkci f takovou, ze fol f = 0, tieba
f(z) =sin27rz. Pokud je A#0 a

Ti(r) = /0 f= M)

vidime, Ze f musi byt linedrni, f(z) = kz (skoro vSude). Potom ovsem

1
x/ ktdt = X kx pro skoro v8echna x € [0,1],
0

a jedind moznéa volba A je A = l Tudiz bodové spektrum sestava ze dvou hodnot, ¢, (T) = {0, %}

Mtizete se nyni pokusit ZJlstlt pfimo, jak vypadd spektrum o(T), jingymi slovy, pro které
hodnoty A rovnice
Tf-=Af=g
nemé feseni pro kazdou funkci g € £2[(0,1]). MiiZeme postupovat ale i jinak. Operéator T je
spojity a koneéné dimenzionalni (dokonce jednorozmérny). TakZe je kompaktni. A v tom piipadé
vime, Ze

o(T) = {0} U (T) = {0, ;} .
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14.11. Piiklad. Definujme operator T : C([0,1]) — C([0,1]) predpisem
T: f(z)— f(=*), x€]0,1].

Spoctéte ||T||, 0,(T), o(T) a rozhodnéte, zda je T kompaktni.
Ndvod. Protoze ||T f|| = max {|f(2?)| : & € [0,1]}, je ziejmé

Tl = sup {ITFI| = (Il <1} < 1.

Pro funkci fo =1 je ||fol| =1 a ||Tfo|| = 1, odkud dostévame, ze ||T|| = 1.
Vysetiujme, jak vypadaji vlastni ¢isla operatoru 7. Hledame tedy takova A € C, aby rovnice
Tf = A\f méla nenulové feSeni. Pfitom vime, Ze

o)(T) C o(T) C{z € C:|2| < ||T|| =1} .

JeliA=0aTf=M\f =0, musi byt f(2%) = 0 pro kazdé = € [0,1]. Odtud dostavame, ze f =0 a
tudiz 0 ¢ o,(T). Pokud A =1aTf = \f = f, je ur¢ité nenulovym feSenim rovnice f(z?) = f(z)
pro x € [0, 1] kazd4 konstantni funkce. Je tedy 1 € 0,(T). Zbyva vySetfit pfipad, kdy |A| € (0,1],
A # 1. Z rovnosti T'f(z) = f(2?) = Af(x) dostavame pro kazdé x € [0, 1] a kazdé n

F) = L F07) = s f) = o = 7@,

Odtud plyne, ze f(z) = A\"f(z? ). Pokud je |\| < 1, je nutné f(x) = 0, nebot A" — 0 a f je
funkce omezend na intervalu [0, 1]. Podivejme se tedy na posledni pfipad, kdy |[A| =1 a X # 1.
V tom piipadé f(0) = Af(0) i f(1) = Af(1), a v obou pifipadech mame f(0) = f(1) = 0. Bud
tedy z € (0,1). Protoze opét f(z) = & f(2?") a 2*" — 0, je f(z) = 0. Tim jsme ukézali, ze
X ¢ op(T). Tudiz 0,(T) = {1}.

Zbyvé zjistit, které body nalezi do spektra operatoru T'. Podivejme se proto na resSeni rovnice
Tf — Af =g v prostoru C([0,1]. (Vime jiz, kdy operdtor T'— AI neni prosty a zajima nds nyni,
kdy neni na.) Z uvedené rovnosti dostavame pro kazdé x € [0, 1] rovnost

f(@®) = g(z) + M (z),

a tudiz . . ) . )
f(x) = g(x?) + Af(22) = g(2?) + Ag(2T) + N f(27).

Indukci pak ziskdme rovnost
n—1 ) . B
fl@)=> Ng* ") +Af(a*").
j=0

Protoze pro |A| < 1 posledni fada konverguje (g je omezend funkce) a )\”f(xT") — 0 pro kazdou
omezenou funkci f, je (spojitd) funkce

flz) =" Ng(a® )
=0

feSenim rovnice T'f — A\f = g¢.

Pokud je |A| = 1, nemd rovnice T'f — Af = g FeSeni pro kazdou pravou stranu g € C([0,1]).
Kupfikladu pro A = —1 naleznéte spojitou po éastech linearni funkci g na [0,1] a = € [0, 1] tak,
aby uvedena fada v bodé x divergovala. Staci tfeba vzit pro pevné x hodnotu

o) =58
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Tudiz o(T) ={A € C: || =1}.

Operator T neni kompaktni. To mizeme podepfit vice argumenty. Predevsim, jeho spektrum
o(T) je nespofetnd mnozina. A to se u kompaktniho operatoru nemuize stat. Také vime, Ze
v piipadé nekoneéné dimenzionalniho prostoru vidy 0 € o(T'), a ani tomu tak v naSem ptipadé
neni. Anebo miZeme vyjit piimo z definice. Posloupnost {z"} je zajisté v C([0,1]) omezena.
Ovsem z posloupnosti obrazi {Tz"} = {xQ"} nelze vybrat konvergentni - neexistuje totiz funkce
f €C([0,1]), k niz by vybrana posloupnost z {?"} konvergovala (dokonce stejnomérn¢). Kazda
podposloupnost z {xg”} totiz konverguje k nespojité funkci.

Ostatné, neni ndhodou pravda, Ze operator T zobrazuje jednotkovou kouli Be([o,1) opét na
Be(oa) 7 (Je-li g € Be(oy) a f(z) :== g(v/x), neni jiz f € Beqoy aTf=9g7)

V rédmeci procviceni zkuste téz nalézt posloupnost funkei v { f,,} ([0, 1]) konvergujici slabé k 0,
avSak takovou, aby posloupnost {T'f,,} k nule nekonvergovala v prostoru C([0, 1]), tj. stejnomérné.
(Pottebujeme ale védét, kdy posloupnost funkei { f,,} konverguje v prostoru C([0, 1]) slabé. Pokud
si nevzpomenete, podivejte se na tuto charakteristiku v 3.7.) I to bude argument ukazujici, Ze
T neni kompaktni. Podle Véty 8.14 totiz kazdy kompaktni operator prevadi slabé konvergentni
posloupnosti na silné konvergentni. ¢

14.12. P¥iklad. Naleznéte spektrum a bodové spektrum operdtoru T € L(I?) definovaného
predpisem

1 1
T{xn} = (0,21, 5372, g.rg, . ) .

Je operdator T kompaktni ¢

Ndvod. Spoctéme cvicné normu 7. Mame

2 — | Zn |2 — 2 2
[[T{zn}] ZZ‘; < el = ({12
n=1 n=1

tedy ||T|| < 1. Volba prvku z = (1,0,0,...) da ||z|| = 1, pfiemz ||Tz|| = 1. Dostévame, ze
|| = 1.
Necht A € C. Hledejme z = {z,,} € [? tak, aby Tx = Az. Dostdvame

1
(0,%1,51'275{,63,...) = ()\$1,)\$2,)\$3,...).
Pro A # 0 musi tedy byt x1 =23 =23 =---=0. Pokud A =0, je téZ ;1 =29 =23 =--- = 0.

Rovnice Tz = Az nemd tudiz pro zadné A nenulové TeSeni, zadné komplexni ¢islo neni vlastnim
Cislem operatoru T'. Je tedy o, (T") = 0.
Operator T je kompaktni. To nahlédneme tieba takto. Pro pevné n ozna¢me

1 1
Tn:{xn}H(o,xl,5@,...,%%,0,0,...).

Kazdy z operatorti T, je omezeny a koneéné dimenzionédlni. Protoze pro kazdé n a kazdé ||z|| < 1
je
— (72 1 1 1
Toz = TallP = 3 |2 <=5 30 il < Sl <
, J n? n n
j=n+1 j=n+1

je |T, = T||> < 2. Vidime, ze T, — T v normé prostoru L£(I?). ProtoZe operatory T, jsou

kompaktni (jakozto spojité a kone¢né dimenzionélni), je i operator T kompaktni podle Véty 8.9.
Z ptedchoziho vyplyva, Ze o(T) = {0}. Spektrum kompaktniho operatoru (na nekoneéné
dimenziondlnim prostoru) totiz vzdy obsahuje 0 (Véta 9.16), pfi¢emz soucasné podle téze véty
vime, ze libovolny nenulovy prvek spektra kompaktniho operatoru jiz musi byt jeho vlastnim
Cislem.
Jak bychom pfimo dokézali, Ze spektrum 7' sestava pouze z nuly 7 &
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14.13. Pi¥iklad. Naleznéte normu, spektrum a bodové spektrum operdtoru T € L(I?) defino-
vanéeho predpisem
T{x,} = (0,21, 72, 23,...).

Je operator T kompaktni ?

Ndvod. Operator T je evidentné izometrii, tedy ||T|| = 1, a tudiz o(T) C {A € C : [N\ < 1}
Obdobné jako v minulém piikladu 14.12 ukazte, ze o,(T) = 0.

Ukézeme nyni, Ze libovolné |A| < 1 lezi ve spektru o(T). V tom piipadé totiz operdtor T'— A
nezobrazuje I? na [2, protoze neexistuje zadné z := {z,} € [? tak, aby

(T — M)z = (—Az1,21 — 29,29 — Az3,...) = (1,0,0,...).

Vylouc¢ime-li trividlni pripad A = 0, musel by z uvedené rovnosti prvek z mit tvar

Ten v8ak pro |\ < 1 uréité v 12 nelezi.

Operator T neni kompaktni. To plyne ihned z faktu, Ze jeho spektrum je nespocetna mnozina
{A € C: |\ <1} (viz 9.16). Anebo se procviéme a ukaZzme jiny argument. ProtoZe prostor /2
jakozto Hilbertav je reflexivni, pro nekompaktnost 1" staci ukazat, ze neprevadi slabé konvergentni
posloupnosti na silné konvergentni (viz Tvrzeni 8.16). To nahlédneme t¥eba takto. Posloupnost
{en}, kde e, = (0,0,...,0,1,0,...) konverguje k nulovému prvku 0 v prostoru I slabé (viz t¥eba
Piiklad 3.6.a), avSak posloupnost {T'e, } neni konvergentni. &

14.14. Pf¥iklad. Definujme operdtor T na prostoru C([0,1]) predpisem

T:f(x)H/OIf, z€10,1].

Spoctéte ||T||, op,(T), o(T) a rozhodnéte, zda je T kompaktni.
Ndvod. Mame

irsii= mas | [ 4] < [0 <.

z€[0,1]

Tedy ||T|| < 1. Pro konstantni funkci g = 1 na [0,1] a pro z € [0,1] je

9@ =| [ 1] ==
0
takze ||Tg|| = 1. Zavér: ||T|| = 1.

Podivejme se na bodové spektrum operatoru 7. Vime, Ze A je jeho vlastnim ¢islem, existuje-li
netrivialni feseni rovnice T'f = \f. Hledame tedy nenulovou spojitou funkci f tak, aby

/wf:)\f(;v) pro kazdé x € [0,1].
0

Z této rovnosti pfedné ihned vychazi, ze A f(0) = foo f =0, a za druhé ze funkce f musi mit
spojitou derivaci, pokud A # 0. Je-li A = 0, musi byt foz f=0prokazdé z € [0,1], a tudiz f =0
na [0,1] (jak to zdtvodnime ?). TudiZ 0 neni vlastnim ¢islem 7. Je-li nyni A # 0, z uvedené
rovnosti dostavame

f(x):)‘f/(x)7 166[071].

Resenfm této diferencidlni rovnice zjistime, Ze existuje takové konstanta K, Ze f(x) = Kex.
Protoze f(0) = 0, je K = 0. Dand rovnice tedy nemé netrividlni feSeni, a tudiz operdtor T' nemé
zédnéa vlastni ¢isla.
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A nyni ke spektru operatoru 1'. Potiebovali bychom zjistit pro které hodnoty A je operator T'
na, tj. kdy rovnice
Tf=Af=g
mé (& nemd) FeSeni pro kazdou pravou stranu g € C([0,1]). Necht A = 0. Protoze Tf(0) = 0,
tak pro funkci g takovou, ze g(0) # 0 rozhodné feSeni neexistuje. Odtud vyplyva, ze 0 € o(T).
V pripadé X\ # 0 hleddme tedy feseni rovnice

/Omfkf(x)g(x% reo.1],

kde g € C([0,1]) je dané funkce. Necht h je primitivni funkce k f, tj. A’ = f. Mame tedy Fesit
diferencidlni rovnici
h—M =g.

Ukazte sami, Ze tato rovnice ma feSeni. Dostavame tedy, ze o(T) = {0}.

Podivejme se nyni, zda T je kompaktni. Volme tedy omezenou posloupnost {f,} v C([0,1]).
Potfebujeme ukazat, Ze posloupnost obrazi {T'f,} je relativné kompaktni. Necht tedy K > 0 je
takova konstanta, ze

[|fnll < K pro vSechna n.

Pokusime se pouzit Arzela—Ascoliho kriterium 13.62. Mnozina {T'f,} bude relativné kompaktni,

bude-li omezené a stejné spojita. Ale
T 1
74l = | [ 5, [inl< [ k=x.
€[0,1] ~ ze[0,1] Jy 0

Obdobné zjistime, Ze pro z,y € [0,1] an € N je

ITf0(2) — Thuly |/ Fall < Kz -yl

Z tohoto odhadu by jiz mélo byt ziejmé, Ze posloupnost {Tf,} je stejné spojitd. Tim jsme
dokazali, ze T je kompaktni operator.

Urceni spektra operatoru 7' jsme si mohli trochu uleh¢it. Vime-li jiz, ze T je kompaktni
a op(T) =0, je podle Véty 9.16 v nasem piipadé

o(T)={0}Uo,(T)={0}. &
14.15. Priklad. Definujme operdtor T, tentokrdte ovSem na prostoru

X :={feC([0,1]): f(0) =0},
opét predpisem

T f@ - [ f. el
Spoctéte ||T||, op,(T), o(T) a rozhodnéte, zda je T kompaktni. Porovnejte s predchozim prikladem
14.14.
Ndvod. V 2.3.c jsme ukézali, ze ||T|| = 1. Déle postupujte obdobné jako v pt¥ikladu 14.14. Mohli
bychom néjak vyuzit jeho vysledkti 7 Snad pouze podejme jeden trochu nestandardni argument

pro¢ 0 € o(T). K tomu si musime uvédomit, Ze neurcity integrél libovolné spojité (dokonce
integrovatelné) funkce je vzdy funkce absolutné spojita, tedy

/Ow fe{peAC([0,1]) : ¢(0) =0} pro feC([0,1).

ProtoZe na intervalu [0,1] existuji spojité funkce, které nejsou absolutné spojité (uméli byste
uvést priklad ? %), je tudiz

T(X) C{p € AC([0,1]) : (0) =0} & X .
Vidime, Ze operator T neni na. ¢

4 zkuste si vzpomenout na Cantorovu funkci
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14.16. Priklad. Na prostoru C([0,1]) definujme operdtor T predpisem
T: f(x)— 2> f(0), fecC(0,1]).

Spoctéte ||T||, 0,(T), o(T) a rozhodnéte, zda je T kompaktni.

Ndvod. Operator T je bezesporu linearni a jeho obor hodnot RT je roven {/\:E2 A€ R}. Tedy
RT je jednodimenziondlnim podprostorem prostoru C([0,1]). Dokazeme-li tedy, ze T je spojity,
bude kompaktni podle Véty 8.7. Mame odhad

Tf ()] = [* F0)] < [£(0)] < [I£]],

tudiz ||Tf]| < ||f|]. Odtud dostavame ||T|| < 1. Pro funkci ¢ = 1 na [0,1] je |Tg(z)| = 2.
Protoze ||g|| =1 a ||Tg|| =1, je i ||T|| = 1. Tim jsme soucasné ukézali, ze T je kompaktni.

Nicméné jako cvi¢eni na Arzela—Ascoliho kritérium 13.62 ukazme, Ze T' je kompaktni. Volme
tedy posloupnost {f,} z jednotkové koule prostoru C([0,1]). Potfebujeme ukazat, Ze mnoZina
{Tfn} je relativné kompaktni. Z odhadu

T fall <NTI N full S M1 full €1, n€eN,
plyne, Ze posloupnost {T'f,,} je omezena. Vyuzijeme-li jesté odhadu

T fn(x) = Tfu(y)| = [z = 4?) f2(0)] < |(z — y) (& +y)| < 2]z —y|

platného pro x,y € [0,1] a n € N, lehko ovéfime, Ze posloupnost funkci {7'f,,} je stejné spojita.
A stac¢i pouzit zminénou Arzeld—Ascoliho vétu.

Podivejme se nyni, jak vypadaji vlastni ¢isla operatoru T. Hledame tedy netrividlni feSeni
rovnice

® £(0) = Af(z).

Je-li A = 0, urcité je feSenim t¥eba funkce f(z) = x. Tedy 0 je vlastnim ¢islem. Pokud ovSem
A #£ 0, je feSenim funkce

Odtud dostavéame, ze f(0) = 0, a tudiz f(x) = 0 pro kazdé = € [0,1]. Vidime, ze o,(T) = {0}.
A protoze T je kompaktni, mame

o(T) = {0} Uay(T) = {0} .
Jako cviceni by bylo vhodné se podivat na rovnici
a? f(0) = Af(x) = g(x)

a zjistit, pro které hodnoty A mé feseni pro kazdou funkei g € C([0,1]). &
14.17. P¥iklad. Na prostoru £L2([—1,1]) definujme operdtor T predpisem

T:f(x)»—>/_1x2tf(t)dt, feL(-1,1]).

Spoctéte ||T||, op,(T), o(T) a rozhodnéte, zda je T kompaktni.
Ndvod. Pomoci Schwarzovy nerovnosti dostaneme

e = [ wrwpa= o[ oa)a=2([ vow) <

2 4
<Z|¢I? 2= —IfIP.
<SP A1 = 55 11
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Pro funkci f(t) =t mame
2

2 /2\2
=15 a ITsl=2(3) .

coz nas vede k vysledku ||T|| = \/%

Podivejme se nyni, jak vypadaji vlastni ¢isla operatoru T. Hledame tedy netrividlni feSeni
rovnice

(T — \)f =0.
7. rovnosti L
2 dt =\
x[ﬁﬂﬂt /()

vidime, ze funkce f musi byt nisobkem funkce 2. Tudiz

1
z? / tht? dt = \kx? |

-1

1
/\:/ t3dt =0.
-1

V bodovém spektru o, (T") tedy lezi pouze 0. Protoze T je kompaktni, dostavame

o(T) = 0,(T) = {0}. &

7 ¢ehoz dostavame

&

14.18. P¥iklad. Na (kompleznim) prostoru I? definujme operdtor T predpisem
T:{z,}— {i"z,} , {xz,}e€l?.

Spoctéte ||T||, op,(T), o(T) a rozhodnéte, zda je T kompakitni.

Ndvod. Spoc¢teme nejdiive normu T'. Pro {z,} € [*> mame

1T {za} 1P =D 1ial® =Y leal® = | {za} -

Odtud plyne, Ze ||T|| = 1.

Podivejme se, jak mohou vypadat vlastni &isla operatoru T. Je-li tedy A € o,(T"), potom,
pokud hleddme nenulovy prvek {z,} € (? tak, aby T {x,,} = A {z,,}, musi nutné byt "z, = \z,
pro kazdé n. Jedinymi kandidaty na vlastni ¢isla jsou tudiz pouze hodnoty 4,i2,i,i*. A kazdé
z téchto ¢isel také lezi v bodovém spektru o,(T). Kupiikladu i € 0,(T), nebot vektor

z=(i,0,0,...)
je vlastnim vektorem prislusnym k i. Zajisté, Tz = iz. Je tedy
op(T) = {i,i*,i"} = {i,—1,—i,1} .

Neni-li A vlastnim ¢islem, je operator T' — AI invertibilni. Jeho inverzi je totiz operator

1
U:{z,}— {i”—)\ a:n} .

To ovéem musime ukazat. Ptedné U {x,} € [%. To je snad zfejmé, nebot
2 2
NUA{zn} |7 < K [|znl”,
1 ’ 1 ’ 1 1 ‘
i—= A2 = X183 = A1t = X1 f 7
Vidime také, ze U je linedrni a omezeny na [2, a tak jediné zbyvé ovéfit rovnost

U(T-MN)=(T-A)U=1I.

Ale to jiz neni zadny problém. (Jinak, je skoro hned vidét ze operdtor T'— AI je invertibilni,
pravé kdyz A # i™ pro kazdé n.)

Operator T neni kompaktni, nebof bodové spektrum o,(7T") neobsahuje 0 (a prostor I* je
nekoneéné dimenziondlni). &

kde

b

K:max{)
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14.19. P¥iklad. Naleznéte spektrum a bodové spektrum operdtoru T € L(L?([0,1])) defino-
vaného pro f € L*([0,1]) predpisem

Tf(x)==xf(x), =xe€l0,1].

Je operdator T kompaktni ¢

Ndvod. Prvni véc, kterou si musime uvédomit, je postieh, ze T'f je prvkem L2([0,1]), pokud
f € L*([0,1]). Ale to je snadné, nebot |T'f| < |f| na [0,1] (a funkce Tf je na [0, 1] mé&iiteln4 !).
Dale, abychom se trochu procvi¢ili, spoéteme ||T'||. Protoze

1

< ([ o)t =i,

je zcela jisté ||T|| < 1. Déle bychom potiebovali sestrojit posloupnost {f,} funkei z L?([0,1])
tak, aby

a1 = ([ e o) a)

Ifull =1 a [ITfull = 1.

O to se jiz pokuste sami. Pokud se to podafi, dostaneme, Ze ||T|| = 1.
Podivejme se, jak vypada bodové spektrum o,(T"). Zajima nas tedy, zda rovnice

(T —AI)f =0

mé pro dané A netrividlni Feseni (nezapomeiite pfitom, 7e funkce z prostoru LZ([0,1]) jsou
yuréeny” pouze skoro v§ude). Neni té7ké si rozmyslet, Ze jako feSeni uvedené rovnice

(l'fA)f((E):O, 1'6[0,1},

dostavame pouze funkci f = 0 (skoro vsude). P¥i této Gvaze rozliste pripady, kdy A = 0 ¢ A # 0.
Tudiz 0,(T) = 0.

Obrafme nyni pozornost ke spektru o(7). Volme tedy funkci g € L%([0,1]) a ptejme se, pro
jaka A ma rovnice

(T~ ADf =g

v prostoru L?([0,1]) feseni. Rozlisme opét pifpady A = 0 a A # 0. Pokud A\ = 0, mliZe mit
rovnice

z f(z) = g(z)
_ g9(=)

za feSeni pouze funkci f(z) = %~ (opét pozor na rovnost skoro viude). Vezmeme-li napiiklad
funkci g(z) = \/z, je g prvkem L%([0,1]) a f(z) = % nikoliv. Tedy 0 € o(T'). V pfipadé A # 0
nam vychazi feseni

fla)= xg(_x)A . zelo,1].

Pro A € (0,1] a g(x) = 1 (tfeba), neni f prvkem L?([0,1]). Pro ostatni A z C, je funkce —~
na intervalu [0, 1] spojitd, takZe rovnice Tf — A\f = g m4 TeSeni v prostoru L2([0,1]) pro kazdou
funkci g € L%([0,1]). Zavér ? Spektrum o(T) je rovno [0, 1].

Pokud bychom védéli néco hlubsiho o operatorech na Hilbertovych prostorech, mohli bychom z tvaru spektra
usoudit na normu ||T'||. Operator T je totiz hermiteovsky, coz znamena, ze

1 1
(1,9 = [ @f@a@ de= [ f@)79@) dx = (1.79).
0 0
Podle [Zap] je pak o(T) podmnozinou R a ||T|| = maxo(T) = 1.

Operator T nemiize byt kompaktni, nebot jeho spektrum je nespodetnd mnozina. A to by bylo
ve sporu s Vétou 9.16.
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Uvedme jesté jiné odtvodnéni (podle P. Podbrdského), proé¢ T neni kompaktni, a to pfimo
z definice. UvaZzujme posloupnost funkei {f,}, kde

1
R ={, pro- € 02

5 sin(4nrz) pro x € [3,1].

Potom ||f|| <1a
0 pro x € [0, 3],

T.(0) = {

3 sin(4nmz) proz € [4,1].

Nyni spocitame, ze ||T f,|| = % pro kazdé n a Ze posloupnost {T'f,} je ortogonalni. Odtud pii
pouziti Pythagorovy véty 10.7

1
T fr = Tfill® = 1T fal P + |7 fl* = 5 pro nFk.

Vidime, Ze z posloupnosti {T'f,} nelze vybrat konvergentni. &

14.20. NefesSené piiklady. Najdéte normu ||T||, spektrum o(T) a bodové spektrum o,(T)
linedrniho operdtoru T a rozhodnéte, zda T je kompaktni v ndsledujicich pripadech:

(a)
Tf(z) =arctgz f(x) na prostoru C([0,1]),

(b)
Tf(z) =sinz f(x) na prostoru C([0,1]),

(c)
Tf(x) =¢(x) f(x) na prostoru C([0,1]),

kde ¢ € C([0,1]) je dana funkce,

T{x,} = (x9,23,74,...) na prostoru [°,

T{x,} = (v9,24,%6,...) na prostoru [?,

3 4
T{z,} = (222, =23, =24,...) na prostoru 2 ,

2 3
© 1 2 3
T{x,} = (5:1:2, 3% T4 .) na prostoru [?,

T{x,} = (v1 + 22,22 + T3, 23 + 4,...) na prostoru 17,

T{x,} = (o + 3+ T4 +...,20,23,...) na prostoru I

1 1 1 1
T{x,} = (x2,21, 3%4 53, 376, 3755 - -« ) na prostoru [?,

Tf=f(v2)+ f naprostoru C([0,2]).

Ruzné piiklady

Nyni nésleduji ptiklady viceméné bez ladu a skladu. Jejich samostatnym fesenim byste se
méli procvicit a dokdzat si, ze dané problematice (aspoil trochu) rozumite a s danymi pojmy

je oznacen hvézdickou.
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14.21. Piiklad. Necht operdtor T € L(C([—1,1])) je definovdn predpisem

(f(z)+ f(—x)).

DO =

Tf(x) =

Najdéte ||T|| a ukazte, Ze T je projekce. Jak vypadd kerT a RT ?
14.22. Piiklad. Necht operdtor T € L(C([—1,1])) je definovdn predpisem

Najdéte ||T|| a ukazte, Ze T je projekce. Jak vypadd kerT a RT ?

14.23. Priklad. Necht (X, ||.||) je Banachiv prostor, L € L(X) a ||.||1 je ekvivalentni norma
s ||| (pFipomerime jesté jednou, Ze existuji kladné konstanty «, (8 tak, Ze ol|z|| < ||z|]1 < B]|z]|
pro kaZdé x € X ). Ukazte, Ze L je omezeny operdtor na (X,||.]|2).

14.24. Piiklad. Necht {e,} je ortonormdlni baze (separabilniho) nekonecné dimenziondlniho
Hilbertova prostoru H. Je-lix =Y xpe,, poloZme

7]
lelle = 222
n

Ukazte, Ze ||.||c je norma na H, kterd neni ekvivalentni pivodni normé prostoru H.

Ndvod. Uvédomte si, Ze |len||e = 5. &

14.25. Piiklad. Ukazte, e identické zobrazeni 1! do 1% je omezeny linedrni operdtor.
Ndvod. Vyuzijte toho, ze {x € I' : ||z||; <1} C{z e ®:||z| < 1}. &

14.26. Piiklad. Ukazte, Ze do prostoru I nelze zavést skaldrni soucin tak, aby dal pivodni
normu tohoto prostoru.

14.27. Priklad. Necht M je libovolnd podmnozina Hilbertova prostoru H. UkaZte, Ze orto-
gondint doplnék M~ je uzavieny podprostor H.

14.28. Ptiklad. Necht M je podmnozina Hilbertova prostoru H. Ukaste, e M C M*+,
pricemZz rovnost nastat nemust.

14.29. priklad. Ukazte, Ze
{{xn}€l21$1:x3:x5:...:0}

je uzavieny podprostor 1% a naleznéte jeho ortogondini doplnék.

14.30. Priklad. Najdéte ortogonalni doplnék mnoziny
M :={{z,} €?: 21 + 23+ 23 =0}.
Ndavod. Je pravda, ze
ML:{{l‘n}ElQZ%l:.’L‘z:xg, xg=x5=---=0}7 &

14.31. Priklad. Najdéte ortogondlni doplnék mnoZiny

oo

M::{{xn}EZQ:Z%zo}.

n=1
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14.32. Priklad. Ukazte, Ze mnoZina
{(z1,...,2,) €C":x1+ 22+ -+, =1}

je v prostoru C" uzaviend a konvexni. Naleznéte jeji prvek magici nejmensi normu.

14.33. Piiklad. Necht M := {f € C([0,1]) : f(0) =0} a funkce g :==1 na [0,1]. Ukazte, Ze M
je uzavieny podprostor C([0,1]). Ddle popiste mnozinu {¢ € M : ||g — ¢|| = dist(g, M)}.

14.34. Priklad. UwvaZujte posloupnost {u,} znaménkovijch Radonovjch mér na Banachové
prostoru C([—1,1]) definovanych predpisem

Mp :—E_1 —E1
n n

zde ¢, znaci Diracovu miru v bodé z). UkaZte, Ze u, w, 0, ackoliv ||un|| = 2.
w w

Ndvod. V (analogickém) piikladu 14.8 jsme ukazali, Ze ||u,|| = 2. Abychom ovéfili, Ze p, N 0,
volme f € C([—2,2]). Potfebujeme dokazat, ze p,(f) — 0. Ale to je snadné, nebot

1 1
pn(f) = f(=—) = F() — f(0) = f(0) =0
diky spojitosti funkce f.
Z tohoto ptikladu je vidét, Ze norma neni ,spojitou” funkei vii¢i w*—konvergenci (ale je ,zdola
polospojitou” funkei). &

14.35. Priklad. Naleznéte (banachovsky) adjungovany operdtor kT : ¢o — ¢o daného pied-
pisem

T2 T3

.
Ndvod. Podle 13.28 je dudl ¢} izometricky—izomorfni prostoru [!, pficemz toto zobrazeni je ddno
takto: Je-li ¢ € cf, existuje prave jeden prvek {a,} € ! tak, Ze

TI (l’17l’2,$3,...) — (.’El,

@({zn}) = Z Qp Ty Pro {In} [SEAOR

Nagim tikolem je tedy najit zobrazeni, které prvku {a,,} € I* ptifadi T’({c, }). Protoze

T, Qi
To(fan}) = p(Tha ) =30 oy =3 %,
vidime, Ze
T : (01, 00,03,...) — (al,%,%,...) B
273
14.36. P¥iklad. Naleznéte (banachovsky) adjungovany operdtor kT : I* — I* daného predpisem
T(x1,x2,23,...) — (£1,22,25,0,0,...).
14.37. P¥iklad. Naleznéte (banachovsky) adjungovany operdtor kT : I* — I* daného predpisem
T(x1,22,23,...) — (0,21, 22, 23,...).
14.38. Piiklad. Naleznéte (banachovsky) adjungovany operdtor kT : I* — I* daného predpisem

T(x1,22,23,...) — (T2,23,Tq,...).

14.39. P¥iklad. Definujme operdtor T : 12 — ¢y jako identitu”. Naleznéte (banachovsky)
adjungovany operdtor k T .
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14.40. P¥iklad. Necht M je podprostor normovaného linedrniho prostoru E. UkaZte, Ze uzdvér
M je podprostor E. Taktéz ukazte, Ze uzdvér konvexni mnoZiny je opét konvexni mnozina.

14.41. Piiklad. Necht M je uzavieny podprostor normovaného linedrniho prostoru E a x € E.
Ukazte, Ze mnoZina
e+ M:={z+m:me M}

je uzaviend.

14.42. Piiklad. Necht T je linedrni zobrazeni mezi normovanymi linedrnimi prostory E a
Y. Ukazte, Ze T je omezené, pravé kdyz prevddi cauchyovské posloupnosti v E na cauchyovské
posloupnosti vY .

14.43. *Pt¥iklad. Necht [ je linedrni funkciondl na normovaném linedrnim prostoru E. UkaZte,
Ze f € E*, prdvé kdyz jeho jddro ker f je uzaviend mnoZina v F.

14.44. *P¥iklad. Necht E je normovany linedrni prostor, x € E a f € E*, |f| = 1. UkaZte,
Ze dist(x, ker f) = | f(z)].

14.45. Priklad. Necht T je omezeny operdtor na Hilbertové prostoru H a T* jeho hermiteovsky
adjungovany operdtor (viz 10.29). Ukazte, Ze ker T* = (RT)*.

14.46. *Pi¥iklad. Necht T € L(E,Y), kde E a 'Y jsou normované linedrni prostory. UkaZte,
Ze adjungovany operdtor T' je prosty, prdvé kdyz RT =Y.

Ndvod. Predpokladate-li, ze RT # Y, pouzijte diisledek Hahn-Banachovy véty 4.14 k nalezeni

f € Y* s vlastnostmi ||f|| = 1 a f = 0 na RT. Potom T'f = 0, ackoliv f # 0. Dtikaz druhé
implikace je pfimodcarejsi. &
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Struc¢ny pruvodce oznacéenim

N pfirozena cisla Ur(x) oteviend koule o stiedu = a poloméru r
Z celd ¢isla B(x,r) uzaviend koule o stfedu x a poloméru r
R realna cisla Bx uzaviend jednotkova koule v prostoru X
C komplexni ¢isla Sx jednotkova sféra v prostoru X

F R nebo C Py projekce na A

A uzavieny jednotkovy kruh v C ker T jadro zobrazeni T

T jednotkova kruZnice v rovingé R(T),RT obor hodnot zobrazeni T

A An Lebesgueova mira X# algebraicky dual

Ex Diracova mira v bodé z X* (topologicky) dudl

Ex obraz prvku z v X** eX kanonicky obraz X v X**

R" n-rozmérny eukleidovsky prostor r banachovsky adjungované zobrazeni
cn n-rozmérny komplexni prostor L* hermiteovsky adjungované zobrazeni
C(K) spojité funkce na K lin linedrni obal

M(P) znaménkové Radonovy miry A® B algebraicky soucet

ML(P) pravdépodobnostni miry Aoy B topologicky soucet

AC absolutné spojité funkce ACCW A je podprostor ve W

Co posloupnosti konvergujici k nule E/M faktorprostor

c prostor konvergentnich posloupnosti én jednotkovy vektor (0,...,0,1,0,...)
Lr, Ly elpécka 1£lp LP-norma funkce f

P mala elpécka supt f nosi¢ funkce

L(X,Y) spojitéd linedrni zobrazeni z X do Y LoT, LT slozeni zobrazeni

L(X) operatory na X I identické zobrazeni

K(X) kompaktni operdtory na X XM charakteristickd funkce mnoziny M
r(z) spektralni polomér A uzavér mnoziny A

o(x) spektrum Int A vnitiek mnoziny A

op(z) bodové spektrum 0A hranice mnoziny A

dist(x, M) vzdalenost z od M At kolmice, anihildtor

w slabé topologie Ty — T slaba konvergence

w* slaba* topologie fn =N f slabd* konvergence

M/ ~ faktormnoZina =7 stejnomérné konvergence
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— adjungované 4.18

— hilbertovsky adjungované, 10.29
— izomorfni, 2.7

— kanonické, 13.24

— neexpanzivni, 10.15
— omezené, 2.4

— omezené linearni, 2.4
— otevrené, 6.8

— spojité, 11.1

— uzavftené, 6.1
Zornovo lemma, 13.6
zpétny anihilator, 4.22
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