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Motto: Od 7adného védce po padesdatce se uz neda ¢ekat néjaky originalni prinos.
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UVOD

Funkciondlni analyzu jsem prednéasel na MFF UK fadu let. Za tu dobu jsem nashromaézdil
mnoho poznamek a materialti. Na to, abych vydal dobra skripta ¢i dokonce knihu, bych potieboval
dlouhou dobu a rozhodné by mi to dalo obrovskou praci. Proto jsem se rozhodl vzit poznamky,
které mam, trochu je uspotradat a ve formé ZAPISKU je vydat.

V prvni ¢asti jsem se snazil relativné strucné osvétlit zadkladni partie celé prednéasky, do druhé,
sohvézdickované“, jsem pak pridal, viceméné bez ladu a skladu, dopliky, vysvétleni, komentare,
cviceni, prehledy novych vysledki a par zajimavosti. Byl bych rad, kdyby jejich dalsi studium
podnitilo zajem ¢tenart hloubéji se zamyslet nad riznymi problémy funkcionalni analyzy a na-
ucilo je pracovat s literaturou.

Ctenafe mozna piekvapi, ze nékteré pojmy jsou definovany anebo piipomenuty na vice mistech.
To je zpiisobeno pouze snahou, aby se text ¢etl pokud mozno plynule bez zbytec¢ného listovani.
Leckdy chci téz ¢tenatri usnadnit praci, uvadim proto pro pohodli nékteré poznamky, zejména
z posledni doby, misto toho, abych odkazoval na piislusné partie v literature. Ta nemusi byt vzdy
snadno dostupna.

Kapitoly 1-5 pokryvaji a leckde i rozsifuji syllabus Gvodni pfednasky z funkcionédlni analyzy.
Mozné ze by se hodilo v budoucnu sepsat méné obsazny, zato vSak mnohem podrobnéjsi text,
roz§ifeny o fesené typické priklady.

Dalsi neohvézdickovana ¢ast by pak méla obsahovat latku podstatné pokryvajici pozadavky
kladené na posluchace, ktefi se rozhodnou skladat stitni zkousku na specializaci matematicka
analyza. Tato ¢ast je psana jiz stru¢néji, mnohé dikazy jsou jen naznaceny. To by mélo pfimét
studenty se zdjmem o danou partii, aby se snazili, a to tfeba i za pouziti dalsi literatury, do detail
promyslet nadhozené myslenky. Krom toho jsem do Zapiskd zahrnul oblasti, které se mi libi. Je
mi jasné, ze jiny autor by vybral dalsi dopliiky podle své chuti. Snad ani nelze zpracovat veskery
materidl z funkciondlni analyzy, kterou radéji dnes nazyvam moderni analyzou. Jeji hranice jsou
neurcité a kazdym dnem se déle rozsifuji. Mnohou problematiku jsem osidil, fadu krasnych partii
nezaradil. Kupfikladu varia¢ni pocet, teorii monotonnich operatort, prostory funkci, konvexni
analyzu, Banachovy svazy, diferencialni rovnice v Banachovych prostorech a dalsi a dal$i. Kromé
toho jsou néktera prekryvajici se témata zahrnuta do skript o mife a integralu, ktera jsme nedavno
s kolegou Malym vydali.

Upozornuji, Ze je mnoho péknych ucebnic funkciondlni analyzy. Nechci zadnou zvlasté vyzdvi-
hovat, kazdy mame jiny vkus. Vycet nékterych z nich je uveden v seznamu literatury. Jejich
studiem by si mél kazdy své védomosti prohlubovat.

Zapisky jsem si psal sam, jsem tedy zodpovédny nejen za faktickou stranku, ale i za veskeré
typografické chyby. Uvitam jakékoliv pripominky, které by mohly nékdy v budoucnu prispét
k jejich zlepgeni. To se tyka nejen odborné, ale i jazykové stranky. Radu odbornych termini,



které znam z cizojazy¢né matematické literatury, jsem totiz musel podle svého néjakym zptisobem
prevést do ¢eského jazyka. Nevim, jestli pravé nejstastndji.

V pribéhu let, kdy jsem skriptum pfipravoval, mi poméhalo mnoho lidi. VSem bych chtél
uptrimné podékovat. Patfi mezi né na prvnim misté studenti, z jejichz reakci na provizorni texty
jsem znacné tézil. Jmenuji-li nékoho, vzdy se obavadm, ze na mnohé zapomenu. Nicméné bych
chtél alespon vyzvednout Vaclava Zizlera, ktery mi dodal mnohé inspirace zejména z oblasti te-
orie Banachovych prostorti. Nova skripta, jejichz je spoluautorem, obsahuji dalsi material k této
moderni partii. Mnoho podnéti a neklasickych feSeni fady problémii vznikalo diskusemi pii ne-
zanedbatelném mnozstvi §alkt caje s Janem Malym. Nejvétsi kus prace odvedl Ondiej Kalenda,
ktery peclivé precetl skoro cely text a vyrazné prispél ke zlepseni celého rukopisu. S mnoha dotazy
okolo spravné ceské gramatiky mi pomohl pfitel Vladimir Novak. Konec¢né typografickou pravu
zejména v souvislosti s usporadanim rejstiiku a se zafazenim portrétt nékterych matematiki si
vzal za své Michal Benes. Autorem prevazné vétsiny snimkt soucasnych matematikt v textu jsem
sam.

Jsem si védom toho, Ze sepisovani textu bych mohl vénovat libovolné dlouhou dobu. Stale by
bylo co vylepsovat, co pridavat. Tteba rozsitit cviceni, dodat pozndmky o historickych souvis-
lostech ¢ dal§i odkazy na studium vhodné literatury. KdyZ jsem nedavno ¢etl Vaculikiv ,Cesky
snar“, narazil jsem na vétu: ,,Zadné dilo neni nikdy nejdokonalejsi, jednou je viak nutno je za
hotové prohlasit“. Tim jsem se pak tidil pii rozhodovani, kdy Zapisky ukoncit.

Text vznikl za ¢astecné podpory grantu GAUK 186/96.

Praha — Athény — Desné, 1993-97 Jaroslav Lukes

V druhém vydani téchto skript jsem opravil pouze drobné chyby a preklepy. VSem, kdoz mé
na né upozornili, upfimné dékuji. Jinak text Zapiska ztstal nezménén. Musim ovSem dodat, Ze
navrhi jak na dalsi zlepSeni, tak i k vétsim opravam jsem dostal mnohem vice. Neustale by bylo
co vylepSovat. A také tieba doplnit novou literaturu. ProtoZe se pfevazné jednd o vétsi zésah do
textu, nechtél jsem v tomto dotisku jiz nic ptidavat. Snad pristé ...

Praha, ¢ervenec 2001 JL

. zadné dalsi se nekonalo. Naklad skript byl rychle rozebran a ja jsem byl pozaddan o dodani
predlohy, aniz bych mél ¢as rozmyslet o dalSich vylepSenich. Snad pristé ...

Praha, zari 2003 JL

. protoze skripta jsou jiz del§i doby vyprodana, byl jsem opét pozadan o dotisk. V ném
jsem opravil pouze par preklept.

Praha, duben 2012 JL
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A. Elementy funkcionalni analyzy
1. BANACHOVY A HILBERTOVY PROSTORY

1.1. Normované linearni prostory. Symbolem F budeme oznacovat budto téleso redlnych
¢isel R ¢i komplexnich ¢isel C a jeho prvky nazyvat skaldry. Normovanym linedrnim prostorem
rozumime kazdy vektorovy prostor W nad télesem F vybaveny jesté normou ||.||, coZ je nezdporna
funkce na W spliujici pozadavky:

(a) |lz|| > 0, ptifemz ||z|| = 0, pravé kdyz = = 0,

(b) [[Azll = [Al|l=[],

(© llz+yll <zl + [yl
pro kazdé z,y € W a A € F. Je-li F = R, nazyvame nékdy pro presnost W redlnym normovanym
linearnim prostorem, v pripadé kdy F = C mluvime téZ o kompleznich prostorech. Nerovnosti
v (c) se samoziejmé ¥ika trojihelnikovd nerovnost.

Skoro ihned je vidét, Ze funkce o(z,y) := || — y|| je metrika na W.

Banachovym prostorem rozumime kazdy normovany linearni prostor, ktery je v prislusné me-
trice o Gplny. Nékdy té7 budeme fikat, 7e ||.|| na prostoru X je dplnd norma, jestlize (X, ||.||) je
Banachuv prostor.

Zacénéme zlehka s nendpadnou, le¢ velice dulezitou vétickou.

1.2. Vétiéka. Bud E normovany linedrni prostor. Potom norma ||.|| : © — ||z|| je na E (dokonce
stejnomérné) spojitd funkce.

Diikaz. Z nerovnosti | ||z]| — |yl | < ||z —y|| (kterd se odvodi z trojihelnikové nerovnosti a vztahu
z = (x—1y)+y), plyne okamzité tvrzeni. m

1.3. Poznamky. (a) V kazdém normovaném linedrnim prostoru uruje tedy p¥islu§nd metrika soustavu otevie-
nych mnozin. Tuto kolekci otevienych mnoZin nazyvime topologii danou uvazovanou normou. P¥ipomefime pouze,
Ze tato topologie, tedy soustava otevienych mnozin, je uzaviena na kone¢né priniky a libovolnd sjednoceni. Mize
se stat, Ze vice riiznych norem na daném prostoru urcuje tutéz topologii. V tom ptripadé budeme rikat, Ze prislusné
normy jsou ekvivalentni. BliZe viz hned nésledujici odstavec 1.4.

(b) Pf¥ipometime, %e posloupnost {z»} prvki normovaného linedrniho prostoru konverguje k prvku z, coz symbo-
licky zapisujeme z,, — z, jestliZe ||z, — z|| — 0. Pokud toto nastane, ¥ikdme té%, ze posloupnost {z,} konverguje
k x silné ¢i v normé.

(¢) Pseudonormou na vektorovém prostoru W rozumime kazdou nezapornou funkci na W, ktera spliiuje poZzadavky
(b) a (c) z 1.1 a kterd nulovému prvku pfifadi 0. Pokud p je pseudonorma a p(z) = 0, nemusi byt jest& z = 0.
1.4. Ekvivalentni normy. Rekneme, 7e normy |.[1 a |.|2 na vektorovém prostoru E jsou
ekvivalentni, existuji-li takové kladné konstanty «, 3, Ze

allz|h < Jlz|la < Blzli  pro kazdé =z € E.
Lehko se presvédcite, ze se jedna skutecné o vztah ekvivalence. Plati nasledujici dlezité tvrzeni.

1.5. Véta. Dwvé normy na vektorovém prostoru E jsou ekvivalentni, prdvé kdyZ topologie jimi
generované na E splyvagi.

Diikaz. Samoziejmé dvé ekvivalentni normy |.|}; a ||.|l2 na E uréuji stejné kolekce otevienych
mnozin. Staéi si jen vzpomenout na definici oteviené mnoZiny (mnozina je oteviend, obsahuje-li
s kazdym bodem z i néjakou kouli okolo z) a uvédomit si, ze koule {z € F : ||z — z||2 < &}
obsahuje kouli {z € E: ||z — z[1 < 5} aje obsaZena v {z € E: ||z — 2|y < £}

Necht naopak prostory (E, ||.][1) a (E, ||.||2) maji stejné systémy otevienych mnoZin. Protoze
koule {z € E : ||z|]2 < 1} je oteviend v (E, ||.||2), je oteviend i v (E,||.||1) a musi existovat € > 0
tak, ze {x € E: ||z|1 <e} C {xz € E: ||z|2 < 1}. Odtud pak plyne, Ze €|ly|l2 < ||ly|l1 pro kazdé
y € E. Ze symetrie pak jiz lehko vyplyne, Ze normy ||.||; a ||.||2 jsou ekvivalentni. m

1.6. Poznamka. Dvé normy na E jsou ekvivalentni, maji-li také stejné konvergentni posloupnosti (nebo jen
stejné posloupnosti konvergujici k nule) & také, maji-li shodné cauchyovské posloupnosti. Upozornéme v8ak ihned,
7e na (metrickém prostoru) R existuji dvé metriky majici stejné konvergentni, nikoliv vSak stejné cauchyovské

posloupnosti.



2 A. Elementy funkciondlni analyzy

1.7. Véta. Vsechny normy na konecné dimenziondlnim vektorovém prostoru E jsou (navzdjem)
ekvivalentni.

Diikaz. Necht {ey,...,e,} je n&jakd béze F a ||.|| je norma na E. Pokud = Aej + -+ + Apen,
polozme ||z||o := max{|Ai],..., | .|}. PFedevsim je tfeba ukdzat, 7e ||.|| je skute¢né normou na
E. To je vcelku rutinni zélezitost. K dokonceni ditkazu si pak sta¢i rozmyslet, Ze normy ||.||oc a ||.|
jsou ekvivalentni. Na jedné strané ale mame ||z| = || >, Aiei|| < max{|A:],..., [ |} D, lleill =
oo 32 leill

Oznacime-li nyni Sg := {x € E : ||z||c = 1}, je Sg kompaktni podmnozina (E, ||.||s) podle
znamé véty z analyzy.
(Osvézme si mySlenku ditkazu. Volime-li z, = A\feq +-- -+ AEey, € Sg, zjistime, Ze &iselné posloupnosti {,\;?},c jsou
omezené pro kazdé j = 1,...,n. Podle Bolzano-Weierstrassovy véty z nich lze vybrat konvergentni posloupnosti.
Musime je ovSem vybrat Sikovné — postupné. Bude potom existovat posloupnost indext k1 < ka2 < k3 < ... a
(Aly..., A n) tak, ze ZETO A?i = A; pro kazdé j = 1,...,n. PoloZime-li z = Aie1 + - -+ 4+ Apen, zbyvd ukdzat, 7e
x € Sg a xy, — x.)
Potom ovsem Sg je kompaktni i v prostoru (E, ||.||). To plyne z toho, Ze ||z| < §||z]lcc (nebot
potom kazdd mnoZina, ktera je oteviend v (E,|.||), je oteviend i v (E, ||.||so) anebo, chceme-li,
kazda konvergentni posloupnost v ||| je konvergentnii v ||.||). ProtoZe norma je podle 1.2 vzdy
spojita funkce, nabyva ||.|| svého minima na kompaktni mnoziné Sg. Existuje tedy 6 > 0 tak, 7e
||z]] > d pro kazdé z € Sg. OvSemze 0 > 0, nebot 0 ¢ Sg. Je-li nyni « € E libovolné (nenulové),
jey = s € Se. Tudiz [yl > 6. Tim dostévame i druhou nerovnost [|z[s < %|z|. Tato
nerovnost samoziejmé plati i proz = 0. m

1.8. Dusledek. KazZdy konecné rozmérny normovany linedrni prostor je Banachiv.

Diikaz. Necht {ei,...,e,} je baze naseho prostoru, oznaé¢me ho E. Polozime-li, obdobné jako
v pfedchozim dikazu, ||z]e := max{|\]|,...,| x|}, pokud = = Aje; + -+ + A\pep, je E v této
normé uplny. Dtkaz by probihal podobné jako v predchozi vété, kde jsme dokazovali kom-
paktnost jednotkové koule. Podstatné je, Ze posloupnosti ,koeficienti“ cauchyovské posloupnosti
v (E,|.]lso) jsou €iselné cauchyovské posloupnosti, a jsou tudiz konvergentni. Protoze ptivodni
norma na E je podle pfedchozi véty 1.7 ekvivalentni Gplné normé ||.||, je i E v ni Gplny. To je
snadné si z definic odvodit. m

1.9. Dusledek. KaZdy konecné rozmérny podprostor normovaného linedrniho prostoru je uza-
vreny.
Diikaz. Stac¢i pouzit piedchozi 1.8. Je-li totiz M kone¢né dimenzionédlni podprostor normova-

ného linedrniho prostoru a {z,} posloupnost prvki z M konvergujici k z, je posloupnost {z,}
cauchyovska. Podle 1.8 ma tedy limitu v M a tou limitou musi byt samoziejmé bod z. m

1.10. Pi¥iklady prostorii. (a) Prostory R™, C", I} a [>°. Prostory R" ¢i C" jsou tvo-
feny v8emi n-ticemi redlnych ¢i komplexnich ¢isel. Normu takové n-tice bychom mohli definovat
riznym zptsobem. My polozime

] = V] + -+ [l

pokud z = (z1,...,x,) a této normé budeme fikat eukleidovskd. Podle dusledku 1.8 jsou prostory
R™ a C™ opatieny touto normou Banachovy.

Do prostoru viech n-tic lze zavést i dal$i normy. Abychom vyjadfili zavislost prostoru na normé,
budeme zna¢it symbolem [! prostor vSech n-tic (redlnych anebo komplexnich) ¢isel opatieny
normou

[zl = [[(@1, .o an) = fea |+ + |2

a symbolem [2° prostor v8ech n-tic s normou

1Z)lco = [(z1y- -y 2n)]|oo = max(|x1],. .., |2n]) .

Prostory [} a [%° jsou opét tplné.



1. Banachovy a Hilbertovy prostory 3

Samoziejmé, pro libovolné p € [1, c0) bychom mohli uvazovat prostor {5, s normou ||z||p := (|z1|P+- - -+|zn\P)%.
Vsechny tyto prostory jsou specidlnimi p¥ipady Banachovych prostort LP(X,S,u), kde za X volime mnoZinu
{1,2,...,n}, za S systém v8ech podmnozin X a za p aritmetickou miru. Prostor I$° miZeme také chipat jako
prostor viech spojitych funkci C(K) na mnozing K = {1,2,...,n} opatfené diskrétni topologii.

Poznamenejme, ze topologie generované vsemi témito normami jsou stejné. To neni nikterak
prekvapujici, ukézali jsme si v 1.7, ze vSechny normy na daném vektorovém prostoru konecné
dimenze jsou navzajem ekvivalentni.

(b) Prostory C([0,1]) a C(K). Vektorovy prostor viech (redlnych ¢ komplexnich) funkci na
intervalu [0, 1] budeme uvazovat vzdy s normou

£l = max{|f ()] : € [0,1]} pro f € C([0,1]).

Je lehkym cvicenim ovéfit, ze se jedné skuteéné o normu. Ze zdkladnich vét analyzy také vyplyva,

7e konvergence posloupnosti funkci v této normé je vlastné stejnomérnou konvergenci. Navic

C([0,1]) je v této normé uplny. To plyne z toho, Ze cauchyovské posloupnosti v prostoru C([0, 1])

jsou ,stejnomérné cauchyovské posloupnosti“, které jsou, jak znamo, stejnomérné konvergentni.
Do prostoru C([0, 1]) lze zavést i jiné normy. Uvazujeme-li integralni normu

Hﬂh=£|ﬂﬂwtpw fec(o,1),

tvori opét (C([0,1]), ||.|l;) normovany linedrni prostor. Ten v8ak jiZ neni Gplny. Tieba posloupnost
funkef {f,,}, kde f, jsou spojité na [0, 1], rovny 0 na intervalu [0,5 — L,], rovny 1 na [1,1]
a linedrni na [% - %, %], je v ném cauchyovska (to neni tézké nahlédnout, staci si namalovat
obrazek a ujasnit geometricky vyznam normy || f||;), nikoliv vSak konvergentni. To odivodnime
takto. Kdyby posloupnost {f,} konvergovala v integralni normé, limitni funkce, kterd by byla
spojit4, by musela byt rovna 0 na intervalu [0, %) a rovna 1 na (3, 1]. To proto, e konvergence
v integralni normé je vlastné konvergenci v prostoru L', a tam vime, %e z posloupnosti {f,} lze

vybrat podposloupnost, kterd konverguje skoro vsude (viz tieba [LM], véta 12.4).

Mizeme také argumentovat elementarnéji. Je-li f libovolna spojita funkce na [0, 1], madme pro

kazdé n L . )
== [0 [T =1 1=,

2
Pokud tedy | f, — f|i — 0, musi byt vzhledem ke spojitosti f nutné f =0 na [0,5) a f =1 na
(3,1]-
Navic normy |.| a ||.||; jiz nejsou na prostoru C([0,1]) ekvivalentni. Neni t&zké si predstavit
posloupnost { f,} nezdpornych spojitych funkei na [0, 1], kterd nekonverguje stejnomérné k nule,

o . ‘ 1 . VI s , o
ale pro niz presto integraly fo fn konverguji k nule. Konec¢né, mizete se téz podivat na cviceni
4.22.1, kde ndm pomuze véta o otevieném zobrazeni.

Nahradime-li interval [0, 1] libovolnym kompaktnim topologickym prostorem K, budeme vzdy
Banachtv prostor spojitych funkci na K uvazovat s ,max-normou® || f|| := max{|f(t)| : t € K}.

(c) Prostory ¢ a ¢g. Vektorovy prostor ¢ tvorf mnoZzina vSech konvergentnich posloupnosti, at
jiz redlnych nebo komplexnich ¢isel, opatfeny normou

[{n}| := sup {|n]: n € N}.

Posloupnost prvki {z, } konverguje v prostoru ¢ k prvku z, jestlize k nému konverguje stejnomérné
na N (nezapomeite, Ze kazdé z,, je posloupnost na N). Prostor ¢ je Giplny. Jeho podprostor tvofeny
vSemi posloupnostmi konvergujicimi k 0 budeme znacit symbolem c¢y. Protoze ¢y je dokonce
uzavieny podprostor ¢ (dikaz pfipomind Osgoodovo lemma o0 zdméné limit zndmé z analyzy),
tvori ¢g Banachtuiv prostor.

Poznamka. Predb&hneme-li trochu, miZeme ukdzat uzavienost cg v prostoru ¢ ndsledovné. Predevsim si uvédo-
mime, %e zobrazeni P : {z,} — limz, je omezeny linedrni funkcionél na c. Protoze cg = {x € ¢: Pz = 0} je jeho

jadro, musi byt cp uzavienou podmnoZinou c.
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(d) Prostor [*°. Prostor [ je tvofen vSemi omezenymi posloupnostmi. Pro z = {z,} € [
polozme

||| = sup {|zn| : n € N}.
Ziejmé [°° obsahuje ¢ jako svij vlastni (uzavieny) podprostor. Také prostor [*° je Gplny, je totiZ
specialnim ptipadem mnohem obecnéjsich Banachovych prostort, které nyni popiseme. Dukazy
a dalsi jejich vlastnosti jsou uvedeny v [LM].
(e) Prostory LP a L. Necht (X, S, i) je prostor s mirou. Symbolem £ = £L>*(X,S, 1) zna-
¢ime mnozinu vSech p-méfitelnych funkei na X, pro néz existuje konstanta M tak, zZe

lf(x)| <M pro p-skoro v8echna z € X.

Nejmensi konstanta M s takovou vlastnosti se nazyvad L>°-normou funkce f a znadi se || f||oo-
Rozdil mezi ||f||co a supy |f| spocivd, zhruba fefeno, v tom, 7e funkce f — || f|lo zanedbava
hodnoty f na mnozindch miry nula.

Necht p € [1,00). Symbolem £P = LP(X,S, ) zna¢ime mnozinu v8ech p-mé¥itelnych funkei
na X, pro néz [y |f|P du < oo. Cislo

1/p
1]l == (/ﬂffdu)

se nazyvd LP-norma funkce z £P. Funkee |.||« a ||.||, maji vSechny dilezité vlastnosti normy az
na jednu ,malic¢kost“. Mohou existovat nenulové funkce majici nulovou normu. Abychom mohli
pracovat v teorii normovanych linedrnich prostort, pfifadme kazdé funkci f € LP (necht nyni
1 < p < o0) tFidu funkci

[f]1=1{g € LP: g= f p-skoro v§ude na X}
a definujme LP = LP(X, S, u) = {[f]: f € LP}. Potom LP? je linedrni prostor, vybaveny operacemi

[F1+1gl:=1f +4], olf]:=[af]

(e € R) a normou

I = 11 llp -

Snadno nahlédneme, Ze uvedené definice jsou korektni (tj. nezavislé na vybéru reprezentantii).

V matematické literatute je bézné nerozliSovat funkce a t¥idy funkci, leckdy ani L£P a LP.
Rikédme napiiklad, ze {f;} je cauchyovska posloupnost v LP, a myslime tim, Ze f; jsou funkce a
{lf;]} je cauchyovska posloupnost v L?.

Prostory LP jsou Gplné. Je-li totiz {f;} cauchyovskd posloupnost v L?, potom {f;} je konver-
gentni v LP, tj. existuje f € LP tak, Ze

/If*fjlpduHO pro p € [1,00)
X

If — filloo = 0 v pfipadé p= 0.

(f) Prostory IP a [°°. V piipadé, Ze u je aritmetickd mira na mnoziné X (nékdo téz uziva
ndzvu scitaci mira, je to prosté mira, kterd mnoZindm pfifazuje pocet jejich prvkl), znacime
IP(X) = LP(X,P(X), ). Tak dostaneme pro X = N prostory posloupnosti:
— prostor 7, 1 < p < oo, viech posloupnosti z = {z,}, pro néz ||z|, := (3 |xn|p)1/p < 00,
n
— prostor I*° vSech omezenych posloupnosti © = {z,} zavedeny vySe s normou |z|/c :=
sup,, |-
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(g) Sobolevovy prostory. Sobolevovy prostory hraji dileZitou roli zejména v teorii parcidlnich
diferencidlnich rovnic. Lze je definovat vice zptlisoby, o nékterych se struéné zminime v *1.3.
Pro ty, ktefi neznaji teorii distribuci, zadefinujeme nejdiive zobecnéné derivace. Predpokla-
dejme tedy, Ze Q je oteviend podmnoZina R™ a i = 1,...,n je index. Symbolem D(f2) zna¢me
vektorovy prostor vSech nekonec¢né diferencovatelnych funkci majicich kompaktni nosi¢ v Q a
L;,.(Q) pak prostor viech lokdlné integrovatelnych funkef na Q (vegkerou integraci vztahujeme
vizdy k Lebesgueové mife v R™). Rekneme, 7e funkce f € £} () m4 slabou derivaci podle i-té

proménné, existuje-li funkce g* € £}, .(Q) tak, ze

(PP) /quo:/gfg—;

pro kazdou ,testovaci“ funkci ¢ € D(Q) (s existenci integréli nejsou problémy, uvédomte si, Ze
© mé kompaktni nosi¢ a spojité derivace).

Pokud funkce f ma4 slabou derivaci podle i-té proménné, funkce ¢° spliujici uvedenou rovnost
(P'P) je urena jednoznacné jakozto prvek prostoru L, (). V tom piipadé znacime g° také jako
D'f.

(Jestlize totiz funkce h z prostoru £
véty D.7 h = 0 skoro vSude.)

1
loc

1
loc

(€) spliuje rovnost [ he = 0 pro vSechny funkce ¢ € D(Q), je nutn& podle

Ma-li f slabé derivace podle vSech proménnych, fekneme, Ze f je na  slabé diferencovatelnd
majici na Q slabou derivaci Vf := (D'f,...,D"f).

Maé-li funkce f spojité parcidlni derivace g—mfi na , je rovnost (PP) splnéna pro funkce g* = ngi
a Vf je  klasickym*“ gradientem grad f := (%, ce %) funkee f.

Rovnost (PP) zapisujeme struéné ve tvaru [, Vfep = — [, f grad ¢.

Pro ty, ktefi se sezndmili s distribucemi, pouze uvedme, Ze slabé derivace nejsou nic jiného nez distributivni
derivace. M4-li funkce f slabou derivaci, je tato i jeji distributivni derivaci. O jejich vztahu se lze do&ist v *1.4.

Bud p € [1,00]. Rekneme, ze funkce f € LP(Q) lezi v Sobolevové prostoru WP (Q), jestlize
pro kazdé i = 1,...,n existuje slab4 derivace D'f a Dif € LP(Q).

V jazyce teorii distribuci je W1P(Q) prostor téch funkei z LP (), jejichZ viechny distributivni parcidlni derivace
1-fadu lezi v £P(€).

Nenf tieba zv145t8 zdaraziiovat, e bychom méli opét spise mluvit o Sobolevové prostoru WHP(Q), jeho prvky
jsou t¥idy navzdjem ekvivalentnich funkei z prostoru WhP(Q).

UvaZujeme-li jednodimenzionélni p¥ipad a omezeny interval (a, b), lezi kazd4 absolutné spojita funkce u na [a, b]
v prostoru W'1((a,b)). Jeji derivace u’, kterd existuje skoro viude na (a,b) a je tam integrovatelnd, je slabou
derivaci funkce u. Naopak, prvky prostoru W1 ((a, b)) maji také p8kné reprezentanty. Je-li totiz f € W1 ((a, b)),
existuje absolutng spojitd funkce v na [a,b] tak, Ze f = v skoro v8ude. Samozfejm& potom v’ je slabou derivaci
funkce f. O tom se lze docist v [LM], 32.5.

Situace ve vicedimenzionalnim p¥ipadé je komplikovangjgi, nicméng i zde, pokud p > n, lze funkce z WHP(R™)
identifikovat se spojitymi funkcemi: Je-li f € WLP(R™), kde p > n, existuje spojity reprezentant funkce f, tedy
takova funkce u € C(Q2), Ze f = u skoro vSude.

Pokud 1 < p < oo, definujeme ,normu® funkce f € WHP(Q) jakozto

11, = ([ 11 + |Vf|p>)’lj

[1£111,00 = max (|| flloo, [V £llo0)

Dale polozime

pro f € Wh>(Q).

Sobolevovy prostory W1P(Q) jsou Banachovymi prostory. Neni obtizné ovéfit, ze WIP()
tvori vektorovy prostor a ||.||1,, je norma na ném. K dikazu aplnosti predpokladejme, ze {f}
je cauchyovska posloupnost ve W1?(Q). Potom {fx} a {D'fi} (i = 1,...,n) jsou cauchyovské
posloupnosti v prostoru LP(Q). Existuji tedy f,g',...,9" € LP(Q) tak, ze fr — f a D'fy — g°
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v LP(Q). Ukdzeme-li, Ze (g', ..., g") je slabd derivace f, bude f € W1P(Q) a fi — f ve WEP(Q).
Volme tedy ¢ € D(Q2) ai € {1,...,n}. Oznacime-li jesté Lim limitu v prostoru L?()), mame

/sasz /saleDka—hm/saD%fk——hm/fkamz
= [umsgt=- [ 15

(zde jsme pouzili Holderovu nerovnost k odiivodnéni limitnich pfechodii: pokud h,, € LP(Q) a
hy, — h v LP(Q), potom [ h, ¢ — [ h pro kazdé ¢ € D(Q)).
Dikaz taplnosti pro p = oo je jesté jednodussi.

(h) Prostor Radonovyjch m&r. Pro osvéZeni provedme kratkou tivodni exkurzi do problematiky
Radonovych mér. Pokud ¢tendfe zajimaji detaily, 1ze je nalézt naptiklad v [LM].

Necht K je kompaktni prostor. Radonovou mirou na K rozumime kazdou kone¢nou nezdpornou
o-aditivni mnozinovou funkci u, kterd je definovana na systému vsech borelovskych podmnozin
prostoru K a méa nasledujici vlastnosti:

(a) uB =inf{uG : G D B, G oteviena} pro kazdou borelovskou mnozinu B C K,
(b) pG =sup{uT : T C G, T kompaktni} pro kazdou otevienou mnozinu G C K.

Znaménkovou mirou na K rozumime realnou c-aditivni mnozinovou funkci definovanou na o-
algebie viech borelovskych podmnozin K, pro niz pf) = 0. Kazdou znaménkovou miru p lze pak
psét jako rozdil dvou nezdpornych mér u = u™ — u~, kde

pt(S) :=sup{uB: B C S, B borelovskd } a u~(S):=sup{—uB: B C S, B borelovska }

pro kazdou borelovskou mnozinu S C K. Polozime-li jesté |u| := u* + u~, je |u| nezdpornd mira
nazyvana téz totdlni variaci miry pu.
Lze ukazat, 7e

|l (S) = sup{z |#By| : By, borelovska, U By, =B,B;NB; =0 proi# j}
k=1 k=1

pro kazdou S C K borelovskou.

Je-li konecné u komplexni mira, tedy komplexni o-aditivni mira definovana na borelovskych
podmnozinach K anulujici se na prazdné mnoziné, mizeme definovat i jeji totalni variaci pomoci
pravé uvedené rovnosti.

Rekneme pak, 7e znaménkova mira p je Radonova, pokud (nezédporné) miry u* i p~ jsou
Radonovy. Komplexni Radonovou mirou pak rozumime takovou miru, jejiz redlna a imaginarni
¢ast jsou Radonovy miry.

Komplexni (¢ koneénd znaménkova) mira u definovina na o-algebie viech borelovskych pod-
mnozin K je Radonova, pravé kdyz jeji totalni variace |u| je Radonova, a to je, pravé kdyz

|u|(B) = sup{|u|K : K je kompaktni podmnozina B}

pro kazdou borelovskou mnozZinu B C K.

Prostor M(K) vSech (at jiz redlnych ¢i komplexnich) Radonovych mér na K s p¥irozend
definovanym s¢itdnim a ndsobenim skaldrem a opatfeny normou ||u|| := |g|(K) tvofi Banachtv
prostor.

1.11. Prostor se skalarnim soudéinem. Prostorem se skaldrnim soucinem rozumime kazdy
vektorovy prostor H (nad R ¢ C), v némz pro kazdé dva prvky z,y je definovan skaldrni soucin
(z,y) jakozto prvek R ¢i C spliwjici pozadavky

(a) (z,z) > 0, pficemz (z,z) = 0, praveé kdyz x = 0,

(b) (z,9) = (y, ), B

(€) (Az,y) = Az, 9), (z,2y) = Mz, y) a (z+y,2) = (z,2) + (y, 2).
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Polozime-li nyni ||z|| := y/(z,2) pro € H, ma zobrazeni « — ||z|| vSechny vlastnosti normy. To
jisté dokazete sami. Zadnou potiz ne¢ini ukazat, ze ||z| = 0, pravé kdyz x = 0 a ze | \z| = |A| |||
Pokud jde o trojiihelnikovou nerovnost, po elementarnim roznasobenim mame

lz+ylI? = [l + (@, 9) + (5, 2) + [ylI* = [2]* + 2Re(z, y) + [ylI* < ll2]* + 2|(z, )] + ly]*-

A k dokonéeni ditkazu jiz jen staci pouzit néasledujici zdkladni nerovnost.

1.12. Schwarzova nerovnost. Pro libovolné proky x,y prostoru se skaldrnim soucinem H
plati nerovnost

(o) < =l ]l -

Dikaz. Jezto pro libovolné \ plati
0 < (x = Ay, x = Ay) = [Jz]|* = 2X(z,y) + N [ly]1?,

musi byt diskriminant této kvadratické formy nekladny.

Tak mohl probihat dikaz, pokud H byl prostor nad redlnymi ¢isly. Pokud by H byl komplexni prostor, musime
diikaz trochu upravit. V tom pripadé totiz

0< (z—Ay,x = Ay) = [|lz]|* — 2Re(z, Ay) + A |ly]|* -

Stadi tedy, v pripadé (z,y) # 0, volit jesté ¢ € C tak, aby [t| =1 a |(z,y)| = (=, ty). Potom op&t dostdvdme pro
AER
0 < [lz — tAyl|* = [|l=[|* — 2 Re(z, thy) + X*[|y[|* = ||=[|* — 2A|(z, v)| + A*|ly[|®

a dikaz dokonéime stejné jako v redlném pripadé. B

1.13. Hilbertav prostor. Hilbertiv prostor je kazdy prostor se skalarnim soucinem, ktery je
v zavedené normé x +— +/(z, z) Gplny.

1.14. Poznamka. Lze Fici (ekvivalentng), Ze Hilbertiv prostor tvoii kazdy Banachtv prostor nad R ¢i C, kde
prislusnd norma spliuje pro kazdou dvojici x,y rovnobéznikové pravidlo

2 2 2 2
=+l + llz = yll® = 2(llzlI* + [[ylI°) -
Neni tézké si rozmyslet, ze v kazdém prostoru se skaldrnim soucinem plati rovnobéznikové pravidlo. Naopak,

plati-li v Banachové ¢i normovaném linedrnim prostoru pro jeho normu rovnobéznikové pravidlo, je norma jiz
odvozena ze skalarniho soucinu. V redlném ptripadé staci polozit

1
(@) = (e + yllI> = llz = ylI*),

1 . . g . .
(@y) =7l +yl* = llo = yl* +ile +ayl* —illz - iyl*).

1.15. Piiklady. (a) Vratime-li se k pfikladtim Banachovych prostort z 1.10, tak R™ ¢i C” s euk-
leidovskou normou tvoii Hilbertv prostor. Zde tedy skaldrni sou¢in dvou prvkid z = (x1,...,2,)
ay=(y,-..,yn) je definovin jako

(zay) =21Y1 + -+ TpYn
v readlném pripadé, a jako

((E,y) = ‘Tlm_'_ U +$ny_na
pokud uvazujeme prostor C™.

(b) Podivame-li se na prostory LP, tak pouze pro p = 2 jsou Hilbertovy. Samoziejmé skalarni
soucin dvou funkci f,g € £? je

(f,9) = /Xfﬁdu-

Specialné, prostor posloupnosti [? je Hilberttiv prostor.
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(c) Prostor [2(T), kde T je libovolnd mnozina, je Hilbert{iv prostor viech redlnych funkci f na T,
které jsou nenulové pouze na spofetné mnoziné a pro néz . r |f(7)|? < co opatieny skaldrnim
soudinem (f,g) := Zvel“ f(7)g(y) (toto je samoziejmé specidlni piipad predchoziho p¥ikladu pro
aritmetickou miru p na I').

Ctenafe moZna prekvapilo, Ze s¢itame fady, které mohou mit tf¥eba i nespotetnd mnoho s¢itanct. Proto stru¢né
y
pfipomefime definici. Je-1i T' libovolna (indexovd) mnoZina a f redlnd funkce na T', definujeme

Z flv) = SUP{Z f(v) : F CT je kone¢nd mnoZina},

yer YEF

pokud funkce f je nezdpornd.

Nenf t&Zké si rozmyslet, Ze {y € T': f(v) # 0} je spocetnd, jestlize 3° . f(7) < oo.

DI =D =Y,

yer v€er y€er

Obecné pak poloZime

mé-li rozdil vpravo smysl.

o0
V pripadg, ze I' = N je mnoZina pfirozenych &sel, mdme definovany dva souty: > f(n) jako limitu posloup-
n=1
nosti ¢asteénych soudtd, a pravé definovany soucet > f(n). DobFe si uvddomte, jaky je mezi ob&ma symboly
neN

(_Tll) a >, % Vlastné mizete téZ porovnat
1 neN

rozdil. K tomu se postaci zamyslet nad prikladem souctt

M8

s 1.31.

(d) Necht H je mnozina v8ech redlnych absolutné spojitych funkci f na [0, 1] takovych, ze f(0) =0
a f € £%(]0,1]) (pfipomefime, Ze kazd4 absolutné spojita funkce na [0, 1] m4 vlastn{ derivaci skoro
viude a tato derivace vzdy lezi v £1([0, 1])). Polozime-li (f, g) = fol f'g pro f,g € H (s existenci
integralu neni problém, pfihlédneme-li k Holderové nerovnosti), je H Hilbertiv prostor.

(e) Soboleviiv prostor W2(Q) je Hilberttiv, kde skalarni soucin je definovan jako

(f.9) = /Q (fg+ VI V).

Porovnejte tento piiklad s jednorozmérnym piipadem z (d).

1.16. Ortogonélni prvky a mnozZiny. Dva prvky Hilbertova prostoru H nazveme ortogondlni
nebo kolmé, jestlize jejich skalarni soucin je roven 0. Obecnéji, dvé podmnoziny P, @ jsou orto-
gonélni, jestlize (p,q) = 0 pro kazdou dvojici p € P a ¢ € Q. Pro dva ortogonalni prvky budeme
pouzivat symbol z L y. Vyznam symbolt x L M ¢i P 1 @ je snad ziejmy.

Je-li M podmnozina H, znaéme jeji ortogondini doplnék symbolem M-*. Tedy M+ = {x €
H : (x,m) =0 pro kazdém € M}.

Neni tézké ukizat, ze M~ je vidy uzavieny podprostor H. Samoziejmé, M~ je linedrni pod-
prostor H. Ze je uzavieny, plyne z predeslé Schwarzovy nerovnosti (nebo, chceme-li, ze spojitosti
skalarniho souéinu). Jestlize totiz z, — x a h € H, potom z odhadu |(z,h) — (z,h)| = |(z, —
2, h)| < [lzn — ([ | plyne (zn,h) — (z,h).

1.17. Existence nejblizsiho prvku. Necht M je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H.
Potom ke kaZdému x € H existuje pravé jedno m, € M tak, Ze ||x — m,|| = dist(z, M).

Diikaz. K dikazu existence. Pokud « € M, staci volit m, = z. Pfedpokladejme tedy, ze © € H \
M. Protoze dist(0,z — M) = dist(x, M), sta¢i v mnoziné C := x — M nalézt prvek s nejmensi
normou. Ozna¢me tedy ¢ := dist(0, C). Jelikoz 0 ¢ C, je 6 > 0. Podle definice vzdélenosti existuje
posloupnost y, € C tak, 7e ||y,|| — J. UkdZeme-li, Ze posloupnost {y,} je cauchyovskd, bude
existovat limita lim y,, =: y lezici v C, a protoZe norma je spojita funkce, bude ||y|| = lim ||y, | = 0.

Dikaz tvrzeni, 7e {y,} je cauchyovska, je vcelku snadny. Staci pouZit rovnobéznikové pravidlo
a uvédomit si, Ze 3 (y, + yx) € C, abychom dostali odhad

v = well? = 2(lynll® + lyell®) = lyn + vl < 2(yall® + llyel?) — 462,
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ktery spolu s limitnim prechodem da tvrzeni.
Dikaz jednoznacnosti je jesté jednodussi. Jsou-li y,z € C, |ly|| = ||z]| = J, plyne opét z rovno-
béznikového pravidla, ze

ly — 2|2 < 2(6% + 6%) — 462 = 0.

Prvek m,, jehoZ existenci a jednoznacnost jsme pravé dokazali, 1ze také charakterizovat geo-
metricky. To je obsahem nasledujiciho tvrzeni.

1.18. Véta. Necht Z je podprostor Hilbertova prostoru H, x € H a z, € Z. Potom ||x — z,|| =
dist(x, Z), pravé kdyZ x — 2, 1 Z.

Diikaz. Pokud z — 2, € Z1 a 2z € Z, mame

lz = 217 = (@ = 20) + (20 = 2)II* = ll& = 201 + ll20 — 2II* > [l — zo]”
(zde jsme vyuzili toho, Ze prvky « — z, a z, — z jsou na sebe kolmé), tudiz ||x — z,|| = dist(z, Z).
Necht nyni H je redlny Hilbertiv prostor a ||z — z,|| = dist(x, Z). Chceme ukazat, ze x — z, €

Z+. Volme tedy z € Z. Je-li € redlné &islo, je
Iz = 2o]|* <l — (20 + €2)[1* = llz — 20]1* — 26(x — 20, 2) + €3[| 2| .

Tudiz 2e(x — 2,,2) < 2]|2]|%. Je-li € > 0, mame 2(z — z,, 2) < €||2]|?. Protoze ¢ jsme volili zcela
libovolné, musi byt (x — z,, 2) < 0. Podobnou Givahou pro € < 0 dostaneme opa¢nou nerovnost.

UvaZujeme-li H nad t&lesem komplexnich &isel, musime ditkkaz op&t trochu modifikovat. Pokud (z — zo,2) = 0,
neni co fesit. Jinak je§t& navic zvolime t € C tak, aby (z — 2z0,t2z) = —|(z — 20, )| a [t| = 1. Potom opé&t

lz = zol|* < |z — (20 + et2)||* = ||z — 2ol — 2¢](z — 20, 2)| + €2||2]?

a dtkaz dokonc¢ime jako v ptipadé redlného Hilbertova prostoru.

Jind idea dikazu. Pro dikaz posledni implikace mizeme pouzit také nasledujici myslenku. Pred-
pokladame, Ze ||z — z,|| = dist(z,Z) a z € Z. Cilem je dokazat, 7e (z — zp,2) = 0. MiZeme se
omezit na piipad, kdy ||z|| = 1. Je-li « libovolny skaldr, méme

o — 20l12 < llz — (20 + a2)|I? = & — 20|12 — a2, — 20) — Al — z0,2) + |af?.
Volba o = (z — z9,2) d& nerovnost 0 < —|a|? (vzpomeilte si, ze aa = aa = |al?), tudiz
(x —20,2)=0.m

1.19. Promitani na uzaviené podprostory v Hilbertové prostoru. Necht M je uzavieny
podprostor Hilbertova prostoru H. Pro kazdé x € H oznaé¢me Px takovy prvek z M, pro néjz
||x—Px|| = dist(x, M). Jeho existence i jednoznacnost je zarucena piedchozi vétou 1.17. Zobrazeni
P : z — Px nazyvame projekci H na M. Jeho zakladni vlastnosti shrnuje nasledujici véta.

1.20. Véta. Bud M CC H uzavieny podprostor, P projekce H na M aker P:={x € H : Pz =
0}. Potom P je linedrni zobrazeni, P(Px) = Px a ||Px| < ||z|| pro kazdé x € H, P(H) = M a
ker P = M.

Diikaz. Pro dtkaz linearity pouzijeme charakteristiku z véty 1.18 a jednoznac¢nost nejblizsiho
prvku. Jsou-li totiz z,y € H a m € M, méme

(x+y— (Px+ Py),m) = (x — Px,m)+ (y — Py,m) =0,

¢ili P(z +y) = Pz + Py. Obdobnou Gvahu miZzeme provést pro nasobek.
Bud x € H. Evidentné¢ P(Pxz) = Px (uvédomte si, ze vzdy Px € M a P je identita na M).
Protoze x = (x — Px) + Px a Px 1z — Pz, je ||z||* = ||x — Pz|* + || Pz|]® > || Px|?.
Samoziejmé oborem hodnot projekce P je M. Je-li Px = 0, je 2 = x — Pz € M*. Naopak,
je-li z € M+, je x —0 L M, tudiz podle véty 1.18 musi byt Pz = 0. m
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1.21. Dusledek. Projekce Hilbertova prostoru H na jeho uzavieny podprostor je spojité zobra-
zend.

Diikaz. Podle pfedchozi véty vyuzitim linearity P dostavame || Pz — Py|| = [|P(z—v)|| < ||z —v].
]

1.22. Poznamka. Projekce Hilbertova prostoru H na jeho uzavieny podprostor je tedy neexpanzivni zobrazeni.

Abychom nemuseli patrat, zobrazeni f je neexpanzivni, jestlize ||f(z) — f(y)|| < ||z — y|| pro vSechna z,y € H.

1.23. Algebraicky soudet a doplné&k. Rekneme, Ze vektorovy prostor W je algebraickym
souctem podprostora A, B, coz zapisujeme W = A @ B | jestlize

ANB={0} a W=A+B,

pfifemz sou¢tem A + B rozumime mnozinu {a+b:a € A,b € B}.

Tudiz, kazdy prvek w € W lze napsat jednoznacné (!) jako soufet wa + wp, kde wa € A a
wpg € B.

Je-li tedy W = A @ B, lze definovat projekce Py a Pp predpisem

Py(w) =was, Pp(w)=wp, pokud w=ws+wp,ws € A, wp € B.

Zduaraznéme, Ze projekce P4 zévisi jak na podprostoru A, tak i na B.

Je-li A libovolny podprostor vektorového prostoru W, existuje vzdy podprostor A% tak, 7ze
W = A@ A? (sta¢i uvazovat Hamelovu bazi A a doplnit ji na bazi W). Kazdy podprostor B
spliwjici W = A @ B (ten neni uréen jednozna¢né) nazyvame algebraickym doplitkem A ve W.

Poznamenejme jesté, ze vSechny algebraické dopliky daného podprostoru A CC W jsou izo-
morfni (a jsou izomorfni faktorprostoru W/A) a jejich dimenze se nazyva kodimenzi A ve W.

Maé-li nyni prostor W = A & B navic topologickou strukturu, mazeme se ptat, zda prislusné
projekce jsou spojité. To nas vede k néasledujici definici.

1.24. Topologicky soudet a doplnék. Rekneme, ze normovany linearni prostor E je topolo-
gickym souctem podprostortt M a N, piSeme symbolicky £ = M &; N, jestlize E = M & N a
projekce Py; a Py jsou spojité.

Neni tézké si rozmyslet, ze projekce Py je spojitd, pravé kdyz Py je spojita; lze tedy v definici
pozadovat spojitost pouze jedné z projekci.

Je-li E = M @®; N, jsou podprostory M i N uzaviené (uvédomte si, ze M = Pgl(O)). Naopak,
je-li Banachtv prostor E algebraickym soué¢tem M a N a oba podprostory M a N jsou uzaviené,
je E = M@, N (to vyplyne snadno z véty o uzavieném grafu, viz 4.20). Lze tedy Fici, Ze Banachtv
prostor je topologickym sou¢tem M a N, pravé kdyz je jejich algebraickym souctem a M i N
jsou uzaviené.

Necht nyni M je uzavieny podprostor Banachova prostoru X. Ptame se, zda existuje podpro-
stor M? tak, aby X = M @&, M?. Kazdy takovy prostor pak nazveme topologickym dopliikem
M v X. Na rozdil od algebraického vysledku je nyni odpovéd obecné zaporna. Kuptikladu cg
je uzavieny podprostor [*°, ktery neméd z&dny topologicky doplnék (viz *2.6.e). Ve vété 2.27
ukazeme, ze kazdy konec¢né dimenzionalni podprostor mé topologicky doplnék. Rovnéz v Hilber-
tovych prostorech ma kazdy uzavieny podprostor topologicky doplnék. To dokédzeme v nasledujici
veéte.

Poznamenejme pouze, Ze Hilbertovy prostory jsou touto vlastnosti dokonce charakterizovany: Méa-li kazdy uzavieny
podprostor Banachova prostoru X topologicky dopln&k, je jiz X izomorfni s Hilbertovym prostorem (porovnej
s *1.15).

1.25. Véta. Je-li M uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H, potom H = M @, M. Spe-
cidiné, pokud navic M # H, potom M+ # {0}.

Diikaz. Z¥ejmé M N M=+ = {0}, volme tedy z € H. Mdme x = Px + (z — Px), kde P je projekce
H na M. Protoze Px € M a x — Px € M~ podle 1.18, dostavame, 7e H je algebraickym souctem
M a M+. Diisledek 1.21 ndm pak zarucuje, Ze projekce P : H — M je spojit4. m
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Poznamka. ProtoZe podprostory M i M- jsou uzaviené a H je jejich algebraickym souétem, plyne z disledku
4.20 véty o uzavieném grafu, ze H je jejich topologickym sou¢tem. To jen na okraj.

1.26. Promitani na konvexni mnozZiny. Ptipomenme, ze konvexni mnoziny ve vektorovych
prostorech jsou ty, které s kazdymi dvéma body obsahuji i isecku je spojujici. Mirnym zobecnénim
véty 1.17 dojdeme k nésledujicimu tvrzeni.

Véta. Je-li C uzaviend konvexni podmnoZina Hilbertova prostoru H a x € H, existuje praveé
jedno yog € C tak, Ze ||x — yo|| = dist(z, C).

Diikaz. Dtikaz tvrzeni probihd skoro stejné jako dikaz uvedené véty 1.17. Tam jsme vyuzili
z vlastnosti podprostoru M pouze to, Ze %(yn +yg) € M, pokud y,,yp € M. ®

Miuizeme tedy kazdému prvku x € H prifadit jednoznacnym zptisobem nejblizsi prvek z C,
ozna¢me ho Po(z). Je-li C dokonce uzavieny podprostor H, splyva pravé definované Po s pro-
jekci na C, jak jsme ji definovali diive. Projekce na C' nemusi byt linearni, ale je vzdy spojita.
O nékterych jejich vlastnostech se lze doéist v *2.3.

1.27. Promitani v Banachovych prostorech. Uvazujme nyni ¢q jako uzavieny podprostor
Banachova prostoru ¢ a prvek = (2,2, 2, ..) € c. Neni tézké ukézat, 7e dist(z,co) = 1, a Ze
neexistuje jednoznaéné uréeny prvek yo € o tak, aby dist(z, cg) = ||z — yol| (za yo lze tieba vzit
(0,0,...) ¢ (%,0,0,...)).

Neni tedy nikde zaruceno, ze by k danému prvku nemohlo v dané uzaviené konvexni mnoziné
existovat vice nejbliz§ich prvki.

Rovnéz s existenci jsou problémy. Uvazujme opét prostor cg, jeho uzavieny podprostor M :=

o0

{{zn} €co: 21 Z =0} az = {5} € co. Potom dist(z, M) = %, zatimco ||z — z|| > % pro kazdé
"=

zeM.

Vidime tedy, Ze v Banachovych prostorech nelze obecné promitat na uzaviené konvexni mnoziny. Pozd&ji
vydélime jistou t¥idu Banachovych prostori, budeme je nazyvat uniformné konvexnimi, kde lze jiZz na uzaviené
konvexni mnoziny promitat. O tom vypovidd véta 21.15. Jednozna¢nost promitani pak zaruci striktni konvexita

daného prostoru.

1.28. Ortonormalni soustavy a baze. Ortonormdlni soustavou v Hilbertové prostoru rozu-
mime takovou podmnozinu jeho prvki, z nichz kazdé dva rzné jsou ortogondlni a kazdy z nichz
ma normu rovnou 1.

Podotknéme, Ze kazda kone¢na podmnozina prvkiu libovolné ortonormalni soustavy je linearné
nezavisla (dikaz je lehounkym cvicenim). Tedy kazda ortonormélni soustava je linedrné nezdvisl4.

Ortonormdlni baze Hilbertova prostoru je kazdd maximélni ortonormélni soustava (tedy takova
ortonormalni soustava, k niz jiz nelze pridat zadny jiny prvek tak, aby stale jesté zustavala
ortonormalni soustavou).

1.29. Véta. V kaZdém Hilbertové prostoru existuje ortonormalni bdze.

Diikaz. Mlcky predpokladame, ze H je netrividlni prostor. Existuje tedy v H néjaka ortonor-
malni soustava (kupiikladu {”i—H} kde z je nenulovy prvek prostoru H, je urcité ortonormalni

soustava). Z Zornova lemmatu lehce vyplyne, Ze kazd4 ortonormélni soustava je obsaZzena v néjaké
ortonormalni bazi. Vskutku, necht M je mnoZina vSech ortonormalnich soustav daného Hilber-
tova prostoru H obsahujici danou ortonormélni soustavu, ktera je usporadana inkluzi. Je-li R
fetézec v M, potom sjednoceni vSech ortonormaélnich soustav z R je horni zavorou R. Podle
Zornova lemmatu v C.5 ma mnozina M maximalni prvek. Ozna¢me ho F. Zbyva ukazat, ze F
je ortonormadlni bazi H. Ale to je samoziejmé pfimo z definice. m

1.30. Poznamky. (a) Diikaz existence ortonormélni béze zaloZeny na Zornové lemmatu je nekonstruktivni. Je-li
H separabilni Hilbertliv prostor, 1ze jeho (spo¢etnou) ortonormadlni bézi ziskat Gram-Schmidtovym ortogonalizad-
nim procesem. Uvedme detaily.

Necht tedy {zn} je spocetnd hustd podmnozina H. Postupnym vySkrtdvanim jednotlivych prvki z ni mizeme
vybrat podposloupnost {zy} linedrné nezdvislych prvki tak, Ze linedrni obaly obou posloupnosti splyvaji. Pomoci
Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu, ktery vzapéti popiSeme, ziskdme z posloupnosti {z,} ortonormaélni
posloupnost {en} s vlastnosti, Ze opét linedrni obaly {en} a {zn} splyvaji. Lze postupovat ndsledovngé. PoloZime
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er = HZH' Jsou-li e1,...,en jiZ sestrojeny tak, Ze tvo¥i ortonormadlni soustavu a linedrni obaly {z1,...,2n} a
{e1,...,en} se shoduji, poloZime nejd¥ive
n
Zpt1 P Zngl — Z(zn+1vej)ej .
j=1
Potom prvek 2, je kolmy na {e1,...,en}. Také nemtze byt 2, , = 0. Sta&i nyni poloZit en41 := Hz:—:ill Podle
n

(iii) ve v&t& 1.34 jiz lehko odvodime, Ze {en} je ortonormélni bazi H

(c) Neplette pojem ortonormélni béze Hilbertova prostoru s pojmem algebraické neboli Hamelovy bdze vektorového
prostoru (viz A.1). Ortonormélni baze nekone¢né dimenziondlniho Hilbertova prostoru nikdy nemiZe byt jeho
Hamelovou bézi (viz *1.13.b).

Nez prejdeme k dalsimu vykladu, potfebujeme néco védét o souctech prvka v Banachovych
prostorech. Ctenéf zajimajici se pouze o separabilni Hilbertovy prostory mtize nasledujici odstavec
vynechat.

1.31. Nekoneéné souéty v Banachovych prostorech. Mé&me mnoZinu prvki {za}aeca v normovaném
linedrnim prostoru E. Jak definovat soucet Y {za : a € A}, coz budeme znacit také jako > =, tFeba i v pfipadg,
a€cA

kdy A je dokonce nespofetnd mnozina?

Ozna¢me symbolem F kolekci vSech kone&nych podmnozin mnoziny A a pro F' € F polozme zp = > {za : a0 €
F}. ProtoZe se jednd o kone&ny soudet, je zr dob¥e definovany prvek prostoru E. Rekneme, 7e 5" xo konverguje

a€cA

k prvku z € E, jestliZze ke kazdému & > 0 lze nalézt kone¢nou mnozinu Fy € F tak, Ze

|t —zp|| <e prokaidou mnozinu Fe€F, FDFy.

Pokud vime néco o zobecnénych posloupnostech (viz Appendix C.6), potom > z. konverguje k z, jestliZe
acA
zobecnénd posloupnost {zp : F € F}, kde F uspofdddme inkluzi, konverguje k z.

Specidlni pozornost je t¥eba vénovat pFipadu, kdy za E vezmeme R & C. Pokud z, jsou nezdpornd redlna

éisla, je
Zma:sup{Zxa:FG}—}

acA a€EF

a Y, zo konverguje podle nasi definice, je-li uvedené supremum konecné. O tom se lehko presvéd&ime. Jsou-li
a€cA
viechna z redlnd, potom Y xo konverguje, pravé kdyZ konverguji fady z kladnych i zdpornych ¢asti zq, pfitem?#
acA

Zxa:Zzgfzz;.

acA acA acA

V pfipadé komplexnich &isel fada Y z konverguje, konverguji-li jeji redlné a imaginarni ¢4sti.
acA

o0
Jestlize A = N, jednd se o posloupnost prvki {zn}nen, a my mame navic definovdn soucet > zn jako
n=1

n
lim > x;. Plati nasledujici:

— b
n—oo ;7

(a) jestlize {xn} je posloupnost prvki normovaného linedrniho prostoru £ a >, xn konverguje k z podle
neN

n
nasi definice, potom = lim ) xz;; opak obecné& neplati,
! OO
(b) jestliZze zy jsou prvky Gplného prostoru E a ) |lzn| < oo, potom Y x, konverguje,
n=1 neN
(c) je-li {zy} posloupnost redlnych ¢i komplexnich &isel, potom > x, konverguje podle nasi definice, pravé
EN
OO " e}
kdyz fada > zn konverguje absolutné, a to je pravé v piipads, kdy fada Tz (n) konverguje pro kazdou
n=1 n=1
permutaci 7 p¥irozenych &isel (bezpodmine¢na konvergence).

1.32. Besselova nerovnost. Je-li {e,}aca ortonormdlni soustava v Hilbertové prostoru H a

r € H, je
> l@ea) < )l
acA
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Diikaz. Necht F je konefnd podmnozina A a x € H. Polozime-li zp :=x — > (2, e4)eq, lehkym
acF
vypoctem zjistime, Ze zp je kolmé na vechna e, pro a € F. Tudiz

Sl el < 3 el + el = |3 @ cadea|

ael aEF aEF

+lzpl? = [l

Prechodem k supremu ziskdme kyzenou nerovnost. m

1.33. Uzavfeny linearni obal. Je-li A podmnozina vektorového prostoru W (nad F), definuje
se jeji linedrni obal lin A jako prinik vSech podprostori obsahujicich A. Neni tézké dokazat, Ze
n
linedrni obal A je roven mnoziné { > Aja; : kden > 1,A; € F,a; € A}
j=1
Pokud A je podmnoZina normovaného linedrniho prostoru F, definujeme jeji uzavieny linedrni
obal linA jako prinik vSech uzavienych linedrnich podprostorii obsahujicich A. Je tedy linA
nejmensi uzavieny podprostor E obsahujici mnoZinu A. Neni tézké dokazat, Ze linA je roven
uzavéru mnoziny lin A.

1.34. Véta. Necht E := {ea}aca je ortonormdlni soustava prvki v Hilbertové prostoru H.
Ndsledugici vyroky jsou ekvivalentni:

(i) E je bdze H,

(i) jediné nulovy prvek H je ortogondlni ke vsem prvkim z E,

)
(iii) wzavreny linedrni obal E je roven H,
(iv) |lz|*> = Z |(z,€q)|? pro kaZdé x € H,
)
)

v) z= > (x,ea)ea pro kaZdé x € H,
acA

(,y) = > (x,eq)(y, eq) pro kaZdou dvojici x,y € H.
acA

(vi

Poznamka. Podminka (v) ¥iké, Ze prvek z lze rozvést ve Fourierovu fadu (v Hilbertov® prostoru!), Parsevalova
rovnost v (iv) pak p¥ipominad Pythagorovu vétu.

Dikaz. (i) = (ii). Jestlize z € H je nenulovy prvek ortogonalni k E, potom E U {ﬁ} je orto-
normalni soustava obsahujici E jako vlastni podmnozinu.

(ii) = (iii). Necht M je uzavieny linedrni obal E. Jestlize M # H, potom podle véty 1.25
existuje z € M+, z # 0. Tudiz z je nenulovy prvek H kolmy na vSechny prvky E, coZ je ve sporu
s predpokladem (ii).

(iii) = (iv). Volme = € H a ¢ > 0. Podle pfedpokladu existuji e;,...,e, € Ea A1,..., A\, € F

n
tak, 7e H.T — E )\iei
=1

< e. Nejprve ukazeme, ze

n

:c—Z(:E e;)e

=1

SC*Z)\Q

(funkce (A1,...,An) — Hx — > \e;|| nabyva svého minima v bodé ((z,e1),...,(z,e,))). To je
=1

okamzité vidét z vyrazu

o= Yo = (lal? - Lltwel) + Yo - AiGed — 2

(1ze téz pouzit vétu 1.18). Odtud dostavame

n

Z(za ei)ei

=1

(lzll = )* <

2 n
:g (z,e;)] <§|zea
=1

acA

Jelikoz € bylo libovolné, dostavame jednu nerovnost. Tou druhou je pak Besselova nerovnost.
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(iv) = (v). Bud = € H. Stejné jako v diikazu Besselovy nerovnosti 1.32 dostdvame, Zze mnoZina
{eq @ (z,eq) # 0} je spocetnd, sefadme ji do posloupnosti {ei,es,...}. Nyni s vyuZzitim (iv)
dostavame pro kazdé n

n 2 n 00
e =Y (wedes|| = el =Y l@e)l’ = Y (@)
=1 i=1 i=n+1
&)
Tudiz limitnim pfechodem mame x = > (z,¢e;)e; = > (7, eq)eq-
i=1 acA

(v) = (vi). Pfedevsim poznamenejme, Ze skaldrni soucin je spojitou funkci na H x H, jak
ihned plyne ze Schwarzovy nerovnosti. Tim dostaneme ditkaz uvedené implikace jiz snadno.

(vi) = (i). Predpokladejme, Ze E netvoii ortonormélni bazi H. Existuje tedy nenulovy prvek
z € H kolmy na E. Potom oviem pouzitim (vi) dostavame 0 # [|z[|* = 3" c4(2,€a)(2,€0) = 0. m

1.35. Véta. Hilbertiv prostor je separabilni, privé kdyZ v ném ezistuje spocetnd ortonormdalni
baze.

Dikaz. Ma-li Hilbertiv prostor H spocetnou ortonormdélni bazi, musi byt separabilni, nebot

vSemozné konecné linedrni kombinace prvki této baze s racionalnimi koeficienty jsou husté v H.
M&-1i prostor H nespocetnou ortonormélni bézi (a néjakou ortonormdlni bazi mit musi podle

véty 1.29), nemtize byt separabilni. To proto, ze ||e, — ex|| = V2 pro kazdé dva riizné prvky e,,, e

této baze. m

Poznamky. (a) V poznamce 1.30.a jsme pomoci Gram-Schmidtova ortogonalizatniho procesu konstruktivné

vyrobili z libovolné husté spofetné podmnoziny separabilniho Hilbertova jeho (spoetnou) ortonormalni bazi.

(b) V predchozi v&té jsme vlastné dokdzali vice. Je-1i Hilbertv prostor separabilni, je kazdd jeho ortonormélni

baze spocetna.

1.36. Piiklady ortonormadlnich soustav a bdzi. (a) Trigonometricky systém tvoreny funk-

cemi systému & := {\/%7’ % cos na, ﬁ sinnz : n € N} je ortonormaln{ soustavou Hilbertova

prostoru L2([0, 27]). Trochu préce d4 ukazat pomoci integrace per partes, Ze libovolné dvé riizné
funkce z £ jsou na sebe kolmé a ze kazda z nich ma normu 1. Systém & vSak dokonce tvori
ortonormaln{ bazi L?([0,27]). To uZ je trochu t&7&f nahlédnout. Podstatnou ingredienc{ diikazu je
hustota trigonometrickych polynomt v prostoru 7 := {f € C([0, 2x] : f(0) = f(27)} uvazovaného
s max-normou (viz D.4). TudiZz linearni obal &£, coZ je pravé mnozina vSech trigonometrickych
polynomti na [0, 2], je husty v 7. Odtud ale plyne, Ze lin £ je husty v 7 v L2-normé. A protoze
7 je hustd podmnozina L2([0,27]), jsme s odfivodnénim hotovi.

nT

(b) Soustava funkci {\/%ei
L2([0, 27]).

(c) Necht e, := (0,...,0,1,0,...) jsou ,jednotkové* vektory prostoru (2. Potom & := {e, : n =
1,2,...} je ortonormdlni baz{ I*. To nahlédneme snadno. Je-li z = {z,,} € [* kolmy na viechny
prvky £, jenutné 0 =21 = a9 = ....

'n € Z} je ortonormalni bazi komplexniho Hilbertova prostoru

(d) Uvazujeme-li (neseparabilni) Hilbertiiv prostor 2((0, 1)), tvoi{ systém {e; : t € (0,1)} jeho
ortonormdlni bazi. Zde e; znamend charakteristickou funkei jednobodové mnoziny {t}.

(e) Jako netrividlni piiklad uvedme, Ze soustava Rademacherovych funkci {r,} z *10.5 tvori
ortonorméln{ soustavu prostoru L?([0, 1]), nikoliv vSak jeho bazi.

1.37. Izomorfni a izometricka zobrazeni. Piipomenme, ze dva vektorové prostory V, W
se nazyvaji izomorfni, jestlize existuje prosté linedrni zobrazeni V na W. Linedrni zobrazeni je
samoziejmé takové, které zachovava vektorové operace (s¢itédni a ndsobeni skaldrem).

Jsou-li (Eq,||.]l1) a (Es, ||-||2) normované linedrni prostory a f zobrazeni E; do Es, fekneme,
Ze [ je izometrie, jestlize ||z||1 = || f(x)||2 pro kazdé x € Ej.

Kazdé linedrni a izometrické zobrazeni je prosté.

Normované linearni prostory Fy a F» nazveme izometricky-izomorfni, jestlize existuje izomor-
fni zobrazeni E; na Es, které je navic izometrické (zachovava tedy jak algebraické operace, tak
i normy prvkl). Pokud E; a F> jsou dokonce Hilbertovy prostory a f izometricky-izomorfni
zobrazeni F; na FE5, zachovava f i skalarni soucin. To plyne ze vzorecku v 1.11.
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1.38. Riesz-Fischerova véta. Bud nyni {e,},c ortonormalni baze H. Z Besselovy nerovnosti
lehce plyne, ze
T:z~ {('Taea)}aeA 5

je zobrazeni H do I2(A). Samoziejmé toto zobrazeni je linedrni (a té7 omezené). Navic, protoze
{€a}aca je ortonormdlni béze H, Parsevalova rovnost ve vété 1.34.iv ¥ika, 7e

ol = (3 @ ea)l?) ™ = (@, ea)Hlizgay = I Talliay

pro kazdé = € H. Je tedy zobrazeni T linearni a izometrické, specidlné je tedy prosté.
Nésledujici véta fikd, Zze T je dokonce na (a tedy izomorfni).

Riesz-Fischerova v&ta. Necht {e,}aca je ortonormdlni bdze Hilbertova prostoru H a necht
{aa}aca € 12(A). Potom existuje praveé jedno x € H tak, Ze (z,e4) = aq pro kaZdé o € A. Tudiz
H je izometricky-izomorfni s [?(A).

Specidlné, kaZdy separabilni nekoneéné rozmérny Hilbertiv prostor je izometricky-izomorfni
prostoru 12,
Diikaz. Definujme zobrazeni T : H — [2(A) jako vyge. Neni té7ké si uvédomit, ze T(H) je husté
podmnozina [?(A), nebot zajisté obsahuje viechny prvky f € [?(A) takové, Ze az na konecné
mnoho h € H je f(h) = 0. Protoze v8ak T je izometrie, je T(H) také uzaviend podmnoZina
I2(A). Tudiz musi byt T(H) = [>(A). m
1.39. Elementarni cviéeni. (a) Necht M := {f € C([0,1]) : f(0) = 0}. Ukaite, %e M je uzavieny podprostor
C([0, 1]). Déle ukazte, Ze M mé topologicky dopln&k v C([0,1]).
Ndvod. Poviimnéte si, ze f = (f — £(0)) + f(0). &
Z predchoziho plyne, Ze faktorprostor C([0,1])/M je izomorfni s R a Ze kodimenze M v C([0,1]) je 1.

o0
(b) Necht p € [1,00] a M, := {{zn} €Er: S an= 0}. Ziejmé M, je vidy podprostor IP.
n=1

(b1) UkaZte, 7e M je uzavieny v I'.
(b2) Ukaite, e M> neni uzavieny podprostor I2. Dokonce, Mz je husty podprostor I2.
(b3) Také Moo neni uzavieny podprostor (.

(c) Uvazujme 1! jako podmnoZinu Banachova prostoru [°°. UkaZte, %e uzavér I! je roven co.

Ndvod. Inkluze co C l_lje skoro ziejmé, soufadnice prvku z ¢g nahradime od hodné velkého indexu nulami. Opa¢né
inkluze plyne z toho, Ze konvergence v [*° je ,stejnomérnd“ (pFipomeiite si Moore-Osgoodovo lemma o zdméng
limit). &

(d) Necht {zn} je posloupnost majici na n-tém mist& &slo 1 + % a jinde samé nuly. UkaZzte, Ze mnoZina M :=
{{zn} : n € N} je uzaviend v I2.

(e) Necht M je podprostor Hilbertova prostoru H a xz € H. UkaZte, Ze « L M, pravé kdyz ||z|| < ||z — m|| pro
kazdé m € M.

(f) Necht M :

= {f € C([0,1]) : f(0) = 0}, g = 1 na [0,1]. Ve cviCeni (a) jste méli ukdzat, ze M je uzavieny
podprostor C([0, 1]).

Ted méte nalézt v8echny funkce h € M tak, aby ||g — k|| = dist(g, M).

(g) Necht M := {f € £2(0,1) : fol f = 0}, g(t) = t2. Naleznéte dist(g, M) a prvek h € M tak, aby ||g — h|| =
dist(g, M).

(h) Necht M := {f € £2(0,1) : f(t) = at + b,a,b € R}, g(t) = t3. Nalezn&te projekci g na M.

(i) Necht My := {{zn} € 1? : &1 + x2 + --- + x3, = 0}. Nalezn&te vzdalenost prvku y = (1,0,0,0,...) od My, a
spoctéte limy, dist(y, My).

(j) Pro (z,y) € R? poloZte
— Y Y
)l = max(‘y"‘“ \/§H$ \/5‘)

Ukazte, Ze ||.||s je norma a naértnéte tvar jednotkové sféry.

(k) Necht E je normovany linedrni prostor a f : z — %||z||2 pro x € E. UkaZte, Ze f je konvexni funkce na F,
F(0) =0a f(Az) = |A\|?>f(z) pro kazdé = € E a kazdy skalar \.
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(Funkce f je na E konvexni, jestlize f(Ax + (1 — N)y) < Af(z) + (1 — A) f(y) pro kazdou dvojici z,y € FE a kazdé
xelo,1].)

(1) Necht f je konvexni funkce na vektorovém prostoru W spliiujici podminku f(A\z) = |A|2f(x) pro ka#dé x € W
a kazdy skaldr A\. Necht jest& f(z) = 0, pravé kdyz =z = 0. Potom f > 0 na W\ {0} a ||.|| : z — /2f(z) definuje
normu na W.

0 1
(m) Necht YV := {f ecC(-1,1): [ f= ff} Ukazte, ze Y je uzavieny podprostor C([—1,1]) a neexistuje
1 0

F € C([-1,1]) tak, aby ||F|| = 1 a dist(F,Y) = 1.

(n) Necht A C Z je dand mnozina a M := {f € L£2([0,27]) : cu(f) = 0 pro n € Z \ A} (cn(f) jsou Fourierovy
koeficienty funkce f). Popiite M~ a ortogonélni projekci £2([0,2x]) na M.

(o) Necht M := {f € £2([0,1]) : f je polynom stupn& < 2}. Najdéte ortogonalni priimét funkce e* na M.

(p) Necht F C R je mé&Fitelnd mnoina a M := {f € L2(R) : f = 0 skoro v8ude na R\ F}. Najdéte ML a popiste
ortogonalni projekci £2(R) na M.

(q) Je-li C uzaviend konvexni podmnozina redlného Hilbertova prostoru H, z € H a =g € C, potom ||z — zo|| =

dist(z, C), pravé kdyz (x —xzg,c—x0) < 0 pro kazdé ¢ € C (pouZitim kosinové véty si uvédomte, co vlastné uvedend
podminka ¥ké o thlu vektord = — zo a ¢ — o).

Ndvod. Jestlize (x — zg,c — xo) < 0 pro kazdé ¢ € C, z odhadu
llzo — cll* = ll(z — o) + (z0 — O)I* = [l — 2o ||> + 2(z — 0, 0 — €) + [[xo — c||* > ||z — zol|®

plyne ||z — zo|| = dist(z, C).
Pokud naopak ||z — z¢]| = dist(z, C), c € C a X € [0, 1], potom

llz = @oll* < [l = (1 = Nzo + A)|I” = [l& — @ol|* + 2A\(x — z0,x0 — ¢) + A?[|lzo —c]*.

Odtud 2(z — o, c — z0) < A||zo — c||? pro kazdé X\ € (0,1]. &

Otazka. Lze formulovat obdobné tvrzeni i pro pripad komplexniho Hilbertova prostoru?

(r) Do prostoru AC([0, 5]) vBech absolutné spojitych funkei na [0, 5] zavedme normu

A1l = (/f (2% (z) +2If'(2)]?) da:>% _

Ovéite, Ze ||.|| je skute¢n& norma a AC([0, §]) s ni je Hilbertiiv prostor. Spott&te hodnotu skaldrného soucinu
(23, sinz).

(s) Na Banachov& prostoru co uvazujte normu ||[{zn}||| := >, |§Z‘. UkaZte, %e co s novou normou |||.||| neni
aplny. MizZe byt norma |||.||| ekvivalentni ptivodni normé& prostoru co?

2. LINEARN{ ZOBRAZENI A OPERATORY

V této kapitole za¢neme vySetfovat linedrni zobrazeni mezi normovanymi linedrnimi prostory
M a N. Normu v prostoru X budeme té7 nékdy znacit symbolem ||.|| x, vét§inou vSak bude jasné,
v jakém prostoru se pohybujeme a index jednoduse vynechame. Je-li N pole skalari R nebo C,
mluvime ¢asto o funkciondlech na M. Zacnéme definici.

2.1. Omezené mnoziny a zobrazeni. Podmnozina A normovaného linedrniho prostoru je
omezend, mé-li koneény primér diam A := sup{||lx — y|| : =,y € A}. Lze ¥ici, Ze mnoZina A je
omezend, praveé kdyz se vejde do néjaké koule, anebo dokonce do koule se stfedem v pocatku.

Linearni zobrazeni L prostoru M do N se nazve omezené, zobrazuje-li omezené mnoziny v M
na mnoziny omezené v N. Neni tézké si uvédomit, ze zobrazeni L je omezené, je-li omezené na
jednotkové kouli By := {z € M : ||z|| < 1}. Pfesné, existuje-li K > 0 tak, 7e ||Lz| < K pro
v8echna z € M, ||z|| < 1.
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2.2. Véta. Necht L je linedrni zobrazeni M do N. Ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(i) L je spojité,

(ii) L je spojité v 0,

(iii) L je omezené .
Diikaz. Je-li L spojité v 0, jisté existuje 6 > 0 tak, 7e |Lz| < 1, pokud ||z|| < 4. Pro libovolné
z € By pak dostdvame ||Lz|| = ;|| L(6z)]| < 3.

Necht || Lz| < K pro x € Bys. Volime-li € > 0 a polozime-li § = %, dostdvidme pro y spliujici
lx — y|| < ¢ nerovnost ||[Lz — Ly|| <e. m

2.3. Prostory linearnich zobrazeni a norma linearniho zobrazeni. Je-li L omezené line-
arni zobrazeni mezi normovanymi linedrnimi prostory M a N, definujeme jeho normu vztahem

L] = sup{[|La||n : [[«]lar < 1.

Symbolem L(M, N) zna¢ime prostor viech omezenych linearnich zobrazeni M do N, pfi¢em?
na ném uvazujeme pravé definovanou normu.

V piipadé, kdy M = N, piseme kratce L(M) misto L(M, M). Prostor operdtorid L(M) tvori
nejen vektorovy prostor, ale s operaci skldddani Ly o Ly : x — Li(La(z)) dokonce algebru. K ni se
vratime podrobnéji v dalsich kapitolach.

Je-li N pole skalarti R ¢ C, piSeme misto £(M, N) kratce M*. Prostor M* nazyvame pak
(topologickym) dudlem prostoru M.

O tom, Ze se jedna skutecné o prostory a normu, svéd¢i nasledujici véta.

2.4. Véta. Budte M, N normované linedrni prostory. Potom L(M,N) s prdvé definovanou
normou je také normovany linedrni prostor. Je-li N dokonce Banachiv, je i prostor L(M,N)

Banachiv. Specialné, kazdy dudl M* je Banachiv prostor.
Pro L € L(M,N) a x € M plati odhad

[ La|lx < LI l]las -
Jsou-li M, N, P normované linedrni prostory, L € L(M,N), T € L(N,P), potom je T o L €
LM, P) a [T oLl <|IT[ || L]
Diikaz. Zadnou potiz necini ukézat, ze £L(M, N) tvoii vektorovy prostor. Z nerovnosti
[(L+T) (@) < [[La| + Tz < [[LI + 1T,

platnych pro kazdé ||z|| < 1 a L,T € L(M,N), plyne okamzité trojihelnikovd nerovnost pro
normu linedrnich zobrazeni. Ostatni vlastnosti normy jsou ocividné.

Protoze Hz_l\ € By pro kazdé nenulové x € M, dostdvdme pro L € L(M,N) nerovnost
|L(H§—H)| < |IL||, a tudiz i || Lz|| < || L] ||z||, kterdZto nerovnost plati automaticky i pro z = 0.

Necht koneéné N je uplny a {L,} je cauchyovska posloupnost v £L(M, N). Z nerovnosti
[ Lnw — Lgz|| < [|Ln — Li| [|]]

plyne, 7e posloupnost {L,z} je cauchyovskd v N pro kazdé x € M. Existuje tedy lim L,x,
oznaéme ji Lzx. Zbyva ukazat, ze L € L(M,N) a L,, — L v normé prostoru L(M, N). Ale ani to
neni tézké. Protoze

LAz + py) =lim L,,(Ax + py) = Alim L,z + plim L,y = ALz + pLy,

pro kazdé x,y € M a libovolné skalary A, i, vidime Ze L je linearni. Protoze | || Ly || — ||Lx|| | <
|[Ly, — Lg||, je posloupnost {||L,||} cauchyovskd, a tedy omezena. Existuje 5 > 0 tak,Ze

[ Lna|| < || Lnll llz]] < Bll=|

pro kazdé = € M. Ze spojitosti normy dostavame || Lz| < ]|z pro kazdé z a vidime, Ze L je
omezeny. Musime je§té dokézat, 7e |L, — L|| — 0. Volme tedy € > 0 a & € Bj;. Naleznéme p
tak, aby || L, — Lg|| < & pro n,k > p. Potom ov8em || L, — Lyz| < || Ln — Li| ||z]| < e. Odtud
plyne, Ze ||L,z — Lz|| < e (limitni pfechod k — co) a kone¢né i ||L,, — L|| <e.

Dtikaz posledniho tvrzeni plyne snadno z odhadu ||T o Lz|| = ||T(L2)|| < ||T|| | L|| ||=||. =
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2.5. Tvrzeni. Libovolny linedrni funkciondl na normovaném linedrnim prostoru konecéné di-
menze je spojity. Obecnéji, je-li F konecné dimenziondlni a E libovolny normovany linedrni
prostor, je kaZdy linedrni operator L : F' — E spojity

Diikaz. Protoze spojitost je topologicky pojem (z&visi pouze na otevienych mnozindch), nezalezi
na tom, jakou normu si na F zvolime (podle 1.7 jsou vSechny normy na F' ekvivalentni). Je-li

tedy {e1,...,en} bdze F ax = Mey + -+ + Apen, poloZme ||z|| := [A1] + -+ + |\,|. Potom pii
stejném oznaceni mame

[Tzl = [MTer + -+ ATep|| < max{[|Tei|,..., |Tenl} |-
[

2.6. Poznamky. (a) Uvédomte si, 7e
(L1 = sup{[[ L[ : [lz] =1} .
To proto, Ze || Lz|| < i llLall = IL(5ZEp)Il, pokud 0 < [|z]| < 1.

[zl
(b) Jaka je situace v prostorech kone¢né dimenze? Necht tedy M je konetn& dimenziondlni (Banachtv) prostor.
ProtoZe kazdy linedrni funkciondl na M je spojity, protoZze norma je téZ spojita funkce, a protoze v téchto prostorech
je uzaviend jednotkové koule kompaktni, v definici normy ||L|| se suprema dokonce nabyvé. To jiZz nemusi platit
v nekone¢né dimenziondlnich prostorech, viz tfeba cviceni 2.55.i. Pozdéji ukdZeme, Ze norma kazdého spojitého
linedrniho funkciondlu nabyva na uzaviené jednotkové kouli Bj; svého maxima, pravé kdyz prostor M je reflexivni
(viz 16.15).

(c) Plati dokonce i takovéto tvrzeni: Pokud kaZdy linedrni funkciondl na M je omezeny, je jiZ dim M < oco. Jestlize
totiz dim M = oo, vyberme z néjaké Hamelovy bédze prostoru M jeji spocetnou podmnozinu {e1,ea, ...}, pfitem#
predpoklddejme, Ze ||en|| = 1. Definujeme-li T tak, aby Te, = n a T = 0 na zbytku béze, lze T (jednoznac¢né)
roz§iFit na linedrni zobrazeni na celém prostoru M. Tento rozs§ifeny funkcionél neni evidentné omezeny.

(d) Jak jsme se pravé zminili, norma ne kazdého spojitého linedrni funkciondlu na Banachové prostoru X musi
nabyvat svého maxima na uzaviené jednotkové kouli. Je otdzkou, kolik takovych funkciondlt mtze byt. Bishop-
Phelpsova véta v ¥16.3 ¥ikd, Ze mnoZina t&ch funkcionalii z X*, jejichz norma nabyva svého maxima na uzaviené
jednotkové kouli, je hustd v prostoru X*.

(e) Je-li M normovany linedrni prostor, potom normu na jeho dudlu M* nazyvidme nékdy také dudini normou.
Uvedme nyni nékteré piiklady na vypocet norem linedrnich zobrazeni. Dalsi piiklady na rtzné
typy linedrnich operatori a funkciondlt lze pak nalézt v 2.49 a 2.55.

2.7. Priklady. (a) Na prostoru C([—1,1]) uvazujme funkcionél
Tf:=7f(-1)=2f(0) + f(3).

Je-li || f|| <1, méme [T f| < |7f(—1) —2f(0) + f(3)| < 10, odkud ||T|| < 10. Neni zadny problém
zkonstruovat funkci g € C([0, 1]), jejiz funkéni hodnoty lezi v intervalu [—1, 1] a pro niz g(—1) =1,
g(0) = =1 a g(3) = 1. Pro ni je T'g = 10. Tudiz ||T'|| = 10.
1
(b) Uvazujme dalsi pifklad opét v prostoru C([—1,1]), kde definujeme F : f +— [ signz f(z)dx
1

1 1
pro f € C(I=1,1). Protore [F()] < [ |f| < max{[f()] : ¢ € [=1,1)} J 1 = 2] /], je ricjmé

[|IF]] < 2. Tady se ndm asi nepodafi najit funkci g € C([—1,1]) tak, aby |g|| < 1 a F(g) = 2
(anebo podaii?). Volte tedy ¢ > 0 a polozte f.(x) = 1z pro x € (—¢,¢) a f.(x) = signz pro
ostatni x z intervalu [—1,1]. Potom ||fe|| = 1 a |F(f:)| = |2 — €]. Odtud je vidét, Ze musi byt
[F]l = 2.

Jak vyjde norma funkcionalu F, uvazujeme-li na prostoru C([—1,1]) integralni normu?

(c) Definujme funkcionél L na prostoru c¢q predpisem L : {x,} — ) 5=. Potom
e

L] < supdlral} 3 5 = [l

k

tedy ||L|| < 1. Volime-li viak 2, := (1,1,...,1,0,0,...) € co, je Lz, = Y. 5 — 1. Takze
n=1

L] =1.
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2.8. Linearni formy na R”. Nesmirné dulezitou otdzkou je umét popsat spojité linearni formy
na jednotlivych konkrétnich Banachovych prostorech. Za¢néme zprvu s Hilbertovymi prostory.

Z algebry si zajisté dobfe pamatujete vétu, kterd ikd, Ze (algebraickym) dudlem k R"™ je opét
R"™. Pfesnéji — je-li a € R™ a definujeme-li L, : © — (x,a), je L, linedrni (spojitd) forma
na R”. A obréacené, kazda linedrni forma je takto ddna skalarnim soucinem: Je-li L linedrni
forma na R"™, existuje privé jedno a € R" tak, Ze L = L,. Zobrazeni ¥ : L — q je jizomorfnim*
zobrazenim (algebraického) dualu (R"™)# na R™. Pfesnéji, jezto ¥ zachovava algebraické operace,
je ¥ Lalgebraickym izomorfizmem*.
Mnozi auto¥i pak prvkiim R™ ¥ikaji vektory, zatimco prvky dualu (R™)# nazyvaji kovektory. Vice je oviem téch,
ktefi oba (riizné) prostory zcela ztotoziuji. Aniz nékdy védi proc.

Je-li nyni H Hilberttv prostor a a € H, je zobrazeni z — (x,a) spojitd linedrni forma na H
(linearita je zfejma a omezenost plyne ze Schwarzovy nerovnosti). Nasledujici dilezitd véta ¥ik4,
ze kazda spojita linedrni forma na H je tohoto tvaru.

2.9. Fréchet-Rieszova véta. Necht L je spojitd linedrni forma na Hilbertové prostoru H.
Potom existuje prdvé jedno a € H tak, Ze L(x) = (x,a) pro kaZdé x € H. Navic, |L|| = ||a].

Diikaz. V otézce jednoznacnosti neni zaddny problém. Splhuji-li a,b € H rovnost (z,a) = (x,b)
pro kazdé x € H, potom ziejmé a = b (uvédomte si, Ze pak (z,a —b) =01 prox =a —b).

K existen¢ni otdzce. Je-li L nulova forma, staci volit ¢ = 0. Jinak jadro M := {x € H : Lx = 0}
tvori uzavieny vlastni (!) podprostor H a podle véty 1.25 existuje b € ML, ||b|| = 1. Volme z € H
libovolné. Protoze prvek b Lx — x Lb lezi v M, musi byt

0= (bLx —xLb,b) = (bLax,b) — (x Lb,b) = Lz — (x,bLb).

Vidime, Ze prvek a := b Lb spliuje rovnost Lz = (z, a).
Ziejmé || L] < ||a||. Na druhé strané (pokud L neni nulovd) prvek z := mar 167l v jednotkové
kouli a Lz = ||a|. m

2.10. O ruznych -izmech. V raznych odvétvich matematiky se vyskytuji endomorfizmy, ho-
momorfizmy, homeomorfizmy, epimorfizmy, monomorfizmy, izomorfizmy, unimorfizmy, automorfi-
zmy, morfizmy, ... . Obecné lze Fici, Ze morfizmy zachovavaji strukturu na uvazovanych mnozinach
— algebraické operace, spojitost, usporadani a podobné.

Je vzdy zapottebi velice peclivé zvazit, k jaké kategorii prostord se definice raznych morfizmt
vazi. Zda k vektorovym prostortim, grupam, svazim, okruhtm, topologickym prostortiim, Hilber-
tovym ¢i Banachovym prostoriim. Z toho pohledu se divejme i na nasledujici definice. Ostatné,
jiz v 1.17 jsme uvedli prvni definici.

Zacnéme s Banachovymi prostory. Izomorfnim zobrazenim mezi Banachovymi prostory X a
Y rozumime kazdé prosté, linearni a spojité zobrazeni X na Y. Pozdé&ji v 4.14 ukazeme, Ze kazdé
takové zobrazeni md jiz spojitou inverzi. Lze také ¥ici, ze f : X — Y je izomorfni, pokud f
je invertibilni prvek prostoru £(X,Y). Prostory X a Y pak nazveme izomorfnimi, existuje-li
izomorfni zobrazeni X na Y.

Izomorfnim zobrazenim mezi normovanymi linedrnimi prostory M a N rozumime kazdé prosté, linedrni a spojité

zobrazeni M na N, pro néZ také inverzni zobrazeni je spojité.

Nékdy se téz vyskytuje termin linedrné homeomorfni misto izomorfni.

Rik4 se, ze Banachovy prostory X a Y jsou izometrické, existuje-li invertibilni zobrazeni
f € L(X,Y) tak, ze || f|| = ||f~1]| = 1. Jinymi slovy, existuje-li linedrn{ a izometrické zobrazeni X
na Y.V této definici je jiz skryta linearita, izometrii je obecné vSak mozno definovat i v metrickych
prostorech, kde zadna linearni struktura nemusi byt. Podotknéme pfi této prilezitosti, ze kazda
linedrn{ izometrie je jiz homeomorfizmem (prostym, spojitym zobrazenim, pro néZ i inverzni
zobrazeni je spojité), a Ze podle Mazur-Ulamovy véty *2.16 je dokonce kaZzdd (obecnd) izometrie
jiz ,skoro“ linearni. My budeme v dal§im pouZzivat radéji terminu izometricko-izomorfni prostory,
pokud existuje izomorfni a izometrické zobrazeni jednoho na druhy.

Pokud H; a Hs jsou Hilbertovy prostory, méli bychom fikat, Ze jsou izomorfni, existuje-
li linearni zobrazeni f prostoru H; na Hs, které zachovdvé skaldrni souc¢in — (f(x), f(y)) =
(z,y) pro z,y € Hy. Kazdé takové zobrazeni je pak automaticky izometrii. (Poznamenejme jesté,



20 A. Elementy funkciondlni analyzy

ze néktefi autofi pouzivaji misto izomorfizmu téz terminu unitdrni operdtor. Ten my striktné
vyhradime ptipadu, kdy Hy = Hs.) Izomorfizmem mezi Hilbertovymi prostory Hy a Hs rozumime
kazdé prosté linedrni spojité zobrazeni Hy na Hs. Abychom se v8ak drzeli tradice, budeme fikat,
7e Hilbertovy prostory jsou izometricky-izomorfni, existuje-li linearni zobrazeni jednoho na druhy,
které zachovavéa skalarni soucin.

A posledni pozndmka: Kazdé linedrni izometrické zobrazeni mezi Hilbertovymi prostory jiz
zachovava skalarni soudin.

Néekdy se tikd, ze dual k Hilbertovu prostoru H je ,izometricky-izomorfni“ s H. Uvédomme
si vSak, a také zapamatujme, Ze zobrazeni ® : L — a, které realizuje uvedeny ,jizomorfizmus“ a
které je popsano Fréchet-Rieszovou vétou, je (v komplexnim piipadé) sdruené-linedrni: ®(AL) =
A®(L). Vyslovme toto tvrzeni pieci jen jako samostatnou vétu.

2.11. Duéal k Hilbertovu prostoru. Bud H Hilbertiv prostor. Zobrazeni ® : H* — H,
které spojité linedrni formé L na H prifadi prvek a € H takovgm zpisobem, Ze Lz = (x,a)
pro kazdé x € H, md ndsledujici vlastnosti: Zobrazeni ® je prosté a na, je izometrické, ®(Lq +
Ly) = &(Ly) + ®(Ly) a ®(AL) = A®(L). V redlném piipadé je tedy ® izometricky-izomorfnim
zobrazenim H* na H.

2.12. Poznamka. Je-li H Hilbertiv prostor, mame na jeho dudlu H* definovdnu normu podle 2.3. Neni ale
viibec jasné, je-li H* s touto normou Hilberttv prostor. Za prispéni predchozi véty si zkuste rozmyslet, Ze norma
na H* spliiuje rovnob&znikové pravidlo a Ze (f,g)a= = (®(f), ®(g)) ;5 kde @ je zobrazeni H* na H z 2.11.
2.13. Popis dualu. Nyni pfikro¢ime k popisu dudla dalSich prostorii. Tim myslime nasledujici
ulohu: Je-li X Banachiv prostor, potom jeho dudl X* je izomorfni ¢ izometricky-izomorfni
s Banachovym prostorem Z. Jinymi slovy, existuje izomorfni a izometrické zobrazeni ® prostoru
X* na prostor Z. Je nutné si uvédomit, ze v této loze nemusi byt prostor Z jednoznac¢né urcen,
mize existovat vice (konkrétnich) prostori, s kterymi je X* izometricky-izomorfni (viz 2.14.e).

A jesté velice dilezitd pozndmka — je dobré si pamatovat, ze dudl X* je izometricky-izomorfni
néjakému prostoru Z, ale podstatné je, a je to snad i dulezitéjsi, také umét dané zobrazeni ®
popsat.

2.14. Popis dal$ich konkrétnich dudlé. (a) Dual k cy. Necht o = {a,} € I' a L, je

o0
funkcional na cq definovany predpisem L, : {xz,} — > apz, pro z := {z,} € co. Potom
n=t o0 o0
L, € ¢. Linearita L, je jasna, omezenost plyne z odhadu |Loz| = | > ann| < ||2]le D |an| =
n=1 n=1
lleo lleellsn-
Odtud téz plyne, Ze || Lo || < ||@||. Polozime-li viak z = (sign .. .,sign oy, 0,0,...), je x € ¢y,
|zl <1a Loz =|ag|+ - + |ag|. TudiZ dostavame, Ze || L. || = |||
UkéZeme nyni, ze kazda spojitd linearni forma na ¢y ma tvar L, pro vhodné o € {!. Bud
tedy L € ¢§. Polozme a,, = Ley, kde e,, = (0,...,0,1,0,...) je prvek ¢o majici cifru 1 na n-tém
misté, jinde samé 0. Pro kazdé k je uy := (signay,...,signay,0,0,...) prvek ¢, ||uk] < 1. Tudiz

k 00
Lup = Y |ag| < ||IL||, a vidime, Ze « := {a,} € I} Je-li z = {x,} € ¢, je x = > znen, jak se

i=1 n=1
o0 o0
lehko presvédéime. Potom oviem Lz = > x,Le, = > xpa, = Ly,
n=1 n=1
Zévér — zobrazeni o — L, je izometrické a izomorfni zobrazen{ ' na cj. Prostory ¢ a ! jsou
tedy izometricky-izomorfni.

(b) Dual k LP. Necht (X,S, ) je prostor s mirou, p € [1,00] a ¢ = pfl, pokud 1 < p < oo,
g=ooprop=1agq=1v pfipadé p = co. Pidme zkricené L? misto LP(X,S, u). Je-li 1 < p < oo,

jsou prostory L? a (LP)* izometricky-izomorfni. Totiz, je-li g € L% a
7,1 [ fgdu pro ferr,
b'e

je Ty € (LP)* a || Tyl = |lgll- Naopak, kazdé spojitd linedrni forma na LP mé tvar Ty pro vhodnou
funkci g € L£2. Jednoduchy navod k ditkazu tohoto tvrzeni v pfipadé o-koneéné miry p vyuzivajici
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Radon-Nikodymovu vétu lze nalézt v odstavei 13.17 z [LM], jinak lze konsultovat t¥eba podrobny
rozbor v E. Hewitt and K. Stromberg [*1965].

Jaka je situace pro p = 1?7 Je-li g € L= a Tyf = [, fgdu, je opét Ty € (L')* a ||Ty]| = ||g]|-
V pripadé, kdy mira p je pfilis ,divokd“, nemusi byt jiz kazda spojita linedrni forma tvaru 7,
pro vhodnou funkci g € £2°. Je tomu v8ak v pripadé, kdy mira p je o-konecna. Jestlize tedy pu je
o-koneénd mira, jsou prostory L> a (L')* izometricky-izomorfni. Je zndm i jiny popis prostoru
(L')*, dokonce v ptipadé obecnych mér, Ize jej nalézt v J. Schwartz [1951].

Konetné zbyva vysetiit dudl k L. Zde je situace mnohem komplikovanéjsi, prostor (L>°)* je
izometricky-izomorfni prostoru omezenych konec¢né aditivnich mér na S, zprostredkujici zobrazeni
je dano jako integral vzhledem k témto miram. Je tedy ti¥eba nejdfive definovat integral pro
kone¢né aditivni miry a odvodit vétu analogickou k Rieszové vété o reprezentaci. Ctendf opét
miize nahlédnout do monografie E. Hewitt and K. Stromberg [*1965].

Jiz jsme Yekli, Ze prostory [P jsou specidlnim p¥ipadem prostord LP(X,S, 1) pro aritmetickou
miru p. Tedy (IP)* je izometricky-izomorfni prostoru /9, pokud 1 < p < oo a % % = 1. P¥ipad
p = 1 popiSeme explicitné v nasledujicim odstavci.

(c) Dual k ['. Dudl k prostoru /! je izometricky-izomorfni prostoru (. Je-li T libovolna spojita
o0

linedrni forma na ', existuje posloupnost {a,} € I tak, 7e T({z,}) = . anz, pro kazdé
n=1

{zn} € 1" Navic ||| = [{an}]| = sup,, .
(d) Dual k C(K). Necht K je kompaktni topologicky prostor. Je-li u € M(K) (komplexni)
Radonova mira, je zobrazeni

Lu:fH/deu, feCK)

spojita linearni forma na C(K) a ||L,| = ||u||. Rieszova véta o reprezentaci v D.5 pak ik, Ze ke
kazdému L € (C(K))* existuje pravé jedna Radonova mira p € M(K) tak, ze L = L.
(e) Dual k C([0,1]). Podle pfedchoziho vime, ze dudl k prostoru C([0, 1]) lze ztotoznit s prostorem
Radonovych mér na [0, 1]. UkdZeme jeSté jiny popis dudlu C([0, 1])*.

K tomu téelu zavedeme Banachtv prostor NBV ([0, 1]) v8ech normalizovanych funkci koneéné
variace na [0, 1]. Prostor NBV ([0, 1]) je tvofen vSemi zprava spojitymi funkcemi kone¢né variace
na intervalu [0, 1], které se anuluji v bodé 0. Norma || f|| takové funkce je definovana jako variace

f na [0,1], tedy || f]| = sup{z [f(xi) = flzic1)] : 0 =20 < 21 < --- <z, = 1}. NBV([0,1])
tvori Banachiv prostor. Je- i <p € NBV([0,1]) a

1
Lw:fr—>/(]fd<p pro f € C([0,1])

(jedna se o Riemann-Stieltjesiv integrél), je L, € C([0,1])* a ||Ly|| = ||¢||. Jedna z mnoha Rie-
szovych vét fikd, 7e ke kazdé spojité linedrni formé L na C([0,1]) existuje pravé jedna funkce
¢ € NBV([0,1]) tak, ze L = L. Jsou tedy prostory C([0,1])* a NBV([0,1]) izometricky-
izomorfni.

Neni tézké si rozmyslet, jaky je vztah mezi funkci ¢, ktera reprezentuje spojitou linearni formu
L na C([0,1]) a Radonovou mirou p, kterd reprezentuje podle (d) tenty7 funkciondal L.
2.15. Konvexni funkcionaly a pseudonormy. Necht p je realna funkce na vektorovém pro-
storu W. Rekneme, Ze p je konvexni funkciondl, jestlize

(a) p(Ax) = Ap(z) prokazdé A >0axz e W,

(b) p(z +y) < p(x) + p(y) pro kazdé z,y € W.
Pokud dokonce

(c) p(Ax) = |A| p(z) pro kazdé A e F ax € W,

nazyvame p pseudonormou.
Poznamenejme, Ze libovolna pseudonorma je nezapornou funkci. Je-li totiz x € W, je

0=p(0) < p(z) +p(—z) = 2p(z) .
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rizné varianty tvori skutecné pilite, bez kterych bychom mohli tézko budovat néjaké teorie. Jak
poznamenal jeden autor, Hahn-Banachovu vétu pouzivame kazdy den. A v nedéli dvakrat.

2.16. Algebraicka verze Hahn-Banachovy véty. Necht p je konvexni funkciondl na (redl-

ném) vektorovém prostoru W, M CC W linedrni podprostor W a f linedrni forma na M, f <p

na M. Potom ezistuje linedrni forma F € W# tak, e F = f na M a F <p na W.
Predpokldddme-li, Ze p je dokonce pseudonorma, lze volit F' tak, aby |F| < p vSude na W.

Diikaz. Pouzijeme Zornovo lemma 7z C.5. Uvazujme tedy mnozinu Z vsech linedrnich forem h
definovanych na podprostorech Hy D M takovych, ze h = f na M a h < pna Hy. Pro h,g € Z
definujeme h < g, pokud Hp C Hy, a h = g na Hj. Thned je vidét, ze (Z, <) je usporddand
mnozina.

Bud nyni S C Z fetézec. Polozme H = |J{H), : h € S}. Je-lix € H a x € Hy, N Hy, kde
h,g €8, je h(z) = g(x) (S je fetézec!). Existuje tedy linedrni forma h na H tak, ze h(z) = h(z),
pokud h € S a z € Hy. Evidentné h = f na M a h < p na H. Je tedy h horni zévorou S.

Podle Zornova lemmatu existuje maximalni prvek mnoziny Z, ozna¢me ho F'. Ukézeme-li, Ze
Hp = W, jsme s diikazem, alespon v pfipadé konvexniho funkcionédlu p, hotovi.

Necht tedy Hp je vlastni podprostor W. Volme y € W \ Hr a polozme H := {z + \y :
x € Hp, A € R}. Evidentné H je podprostor W, H # Hp. Volme déle, zatim libovolng, ¢ € R
a definujme h : x + Ay — F(x) + Ac pro z + Ay € H. Definice h je korektni, nebot pokud
xr1 + )\1y = T2 + )\2y, je ()\1 — )\Q)y = To — X1 € HF, a tudiz )\1 = )\2 axry = Ta. Zfejmé h je
linearni forma na H, h = f na M, FF < h a h # F. UkdzZeme-li, Ze lze volit takové c € R, aby
h < p na H, dostaneme spor s maximalitou F.

Hleddme tedy takové ¢, aby h(z + Ay) = F(x) + Ae < p(x + A\y) pro kazdé € Hr a X € R.
K tomu staci nalézt ¢ tak, aby pro vSechna z € Hr a A > 0 platilo

() -r(G-v) sesn(5ro) - F(3)
Protoze vsak pro vSechna u,v € Hp plati
F(u) + F(v) = F(u+v) <p(u+v) <plu—y)+pv+y),
urcité existuje c tak, aby
F(u) = plu—y) <c<pv+y) - F(v)

pro vSechna u,v € Hp.

Je-li p pseudonorma a x € W, méme —p(z) = —p(—z) < —F(—2) = F(z) < p(z). m
2.17. Poznamka. Casto byva uZitedné pou#it nésledujici specidlni p¥ipad algebraické verze Hahn-Banachovy
véty: Je-li p konverni funkciondl na redlném vektorovém prostoru W, exzistuje linedrni forma F € W# tak, Ze
F < p na W. Stadi totiz polozit f = 0 na M := {0} a odkdzat na zmin&nou vétu.

Je-li p nenulovy funkciondl, lze volit i F' tak, aby byla nenulovd linearni forma. Zajisté. Neni co FeSit, pokud
p(z) < 0 v ndjakém bod& = € W. Pokud p(w) > 0 pro viechna w € W a p(z) > 0 pro jisté z € W, poloZzme
M = {Dz: X €R} a f(Az) := Ap(z) pro Az € M. Je-li A > 0, je f(Az) = Ap(z) = p(Az). Pokud A < 0, je
fOx) = Ap(z) < 0 < p(Az). Nyni staéit pouZit Hahn-Banachovu vétu. Dostaneme F € W#, F < pna W a
F(z) = p(z) > 0.

Dal$i z mnoha moZnych variant Hahn-Banachovy véty jsou uvedeny v *2.9.

2.18. Hahn-Banachova véta. Necht f je spojitd linearni forma na podprostoru M redlného
normovaného linedrniho prostoru E. Potom ezistuje F € E* tak, Ze F = f na M o |F|g =

£l az-

Diikaz. Polozme p(z) = || f]| ||«||. Potom p je pseudonormana F a |f(z)| < p(x) pro x € M. Podle
predeslé algebraické verze Hahn-Banachovy véty existuje linedrni forma F' na F tak, ze F' = f
na M a |F| < p na E. Odtud ihned plyne, 7e F' je omezend a ||F| < ||f]]. Opa¢néd nerovnost
£l < ||F|| vsak plyne pFimo z definice normy funkcionélu. m
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2.19. Poznamka. Tvrzeni véty 2.16 (samoziejmé pro p¥ipad pseudonormy p) a jejiho dtisledku 2.18 plati také
pro normované linedrni prostory nad komplexnimi ¢isly. P¥islusné véty se nékdy nazyvaji Bohnenblust-Sobczykovy
véty. Naznatme stru¢né myslenku dikazu algebraické verze Hahn-Banachovy véty pro komplexni pripad. Z ni
bude soucasné dobie vidét i prechod od komplexniho pfipadu k redlnému, ¢i naopak.

Predev8im, je-li F' linedrni forma na komplexnim vektorovém prostoru W, F' = f+1g, jsou f a g realné linedrni
formy. Navic, protoze F(iz) = ¢F(x), musi nutnd byt g(z) = —f(iz). Naopak, je-li f redlnd linedrni forma na W
a F(z) = f(z) —if(iz), lehko se ov&fi, Ze F' je komplexni linedrni funkcional na W.

Predpoklddejme tedy, Ze mdme dokdzanu algebraickou verzi Hahn-Banachovy véty 2.18 pro redlny pfipad, Ze
p je pseudonorma na vektorovém prostoru W a f = fi +4f2 linedrni funkcional na podprostoru M CC W, |f| <p
na M. ProtoZe |fi| < |f| < p na M, existuje redlny linedrni funkciondl F1 na W tak, ze fi = Fina M a |F1| <p
viude na W. Polozme F(z) = Fi(z) — ¢F(iz) pro « € W. Podle pfedchoziho je F(z) = fi(z) — if1(iz) = f(z),
pokud x € M. Zbyva ukazat, %e |F| < p na W. Volme tedy = € W. Existuje ¢ € [0, 27) tak, e F(x) = |F(z)|e*.
Potom (nezapomeiite, ze |F(z)| je redlné ¢islo a F(z) = Fi(z) v piipadé, ze F(z) € R)

|F(2)| = e " F(z) = F(e"z) = Fi(e”"x) < p(e”"x) = e~ "|p(z) = p(z) .

2.20. Duasledek Hahn-Banachovy véty. Necht xg je nenulovy prvek normovaného linedrniho
prostoru E. Potom existuje g € E* tak, Ze ||g|| =1 a g(x0) = ||zo||-
Specidlné, jsou-li x,y dva rizné body E, ezistuje ¢ € E* tak, Ze o(x) # ¢(y).

Diikaz. Polozme M := {Azo : A € F} a definujme f(Axo) = A||zo|| pro A € F. Potom f je spojita
linedrni forma na M CC FE a podle Hahn-Banachovy véty 2.18 (¢i v komplexnim piipadé podle
Bohnenblust-Sobczykovy véty v 2.19) existuje g € E* tak, ze g = f na M a ||g|| = || f]|. Zfejmé
I/l < 1. Protoze vSak ||zol| = f(x0) = |f(x0)] < £l llzoll, je |If|| = 1. Déle, zp € M, tudiz
9(xo) = f(zo) = [[zol|-

Je-li x —y # 0, existuje p € E* tak, Ze o(x —y) = || — y|| # 0, odkud ihned plyne dovétek. m
2.21. Poznamky. (a) Necht G je systém funkci na mnozing A. Rikdme, 7e G oddéluje body A, jestlize ke ka?dé
dvojici z,y € A, z # y miiZeme najit g € G tak, Ze g(z) # g(y). V tomto smyslu tedy prvky E* oddéluji body E.
(b) Dtisledek Hahn-Banachovy véty fiké, Ze v kazdém bodg& zo, ktery lezi na sféfe S := {z € E : ||z|| = ||zo]|},
muiZeme sestrojit alespoi jednu ,te¢nou nadrovinu“: Existuje g € E* tak, Ze ||g|| = 1 a oznadime-li M :=
{zx € E:g(z) <|xo||}, lezi celd uzaviend koule B := {z € E: ||z|| < ||zo|l} v M (je-i € B, potom g(z) <
lg(x)] < |lgll llz|l < |lzol]). Pritom xq lezi v nadroving {z € E : g(xz) = ||zo||}. Proto dasledku 2.20 miZeme Ffikat
véta o tecném funkciondlu ¢i kratce véta o teéné. Nikde neni feceno, Zze v daném bodé by nemohlo existovat ke

sfére S takovych ,teCen® vice.

2.22. Dusledek Hahn-Banachovy véty. Necht M je uzavieny podprostor normovaného li-
nedrniho prostoru E a x € E\ M. Potom ezistuje ¢ € E* tak, e ¢ =0 na M a ¢(x) # 0.

Poznamka. Vhodnym vynasobenim funkciondlu ¢ lze docilit, aby ¢(z) =1 & aby ||¢]| = 1.

Diikaz. Lze kopirovat diikaz 2.20 (viz *¥2.9). Jako cviceni si zkuste promyslet nasledujici argument.
Uvazujme kanonické zobrazeniq : E — E/M (viz *1.11). Podle pfedpokladt g(m) = 0 prom € M
a q(z) # 0. UZitim pFedchoziho diisledku Hahn-Banachovy véty 2.20 naleznéme ® € (E/M)* tak,
aby ®(q(x)) # 0. Nynf staci uvazovat funkciondl ® o ¢. m

2.23. Geometrické Hahn-Banachovy véty. Existujii dalsi verze vét Hahn-Banachova typu.
K nim pat#i véty udavajici podminky, za kterych dvé mnoziny lze oddélit nadrovinou. To samo-
ziejmeé neni vzdy mozné, dilezitou roli v nich hraje konvexita. Nez se k témto vétam dostaneme,
zopakujme napted hlavni pojmy této oblasti. Zacnéme s jednoduchymi tvrzenimi.

(a) Veticka. Je-li f linedrni forma na normovaném linedrnim prostoru E, je f spojitd, pravé
kdyz jeji jadro ker f := {x € E : f(x) = 0} je mnoZina uzaviend.

Diikaz. Samoziejmé, jadro ker f je uzavienou mnozinou pro kazdou spojitou funkci f na E.
Necht naopak f je linedrni forma, jejiz jidro ker f je uzaviena mnozina. Chceme ukazat, ze f
je spojitd. To je ziejmé pokud f = 0. Je-li f nenulovd, volme z € E, pro néz f(z) = 1. Jelikoz
ker f je uzaviend mnoZina, existuje 6 > 0, tak 7e pro mnozinu U := {x € F : ||z| < §} plati
(z4+U) Nker f = (. Potom oviem U C {z € F : |f(x)| < 1}. Kdyby tomu tak nebylo, existovalo
by takové u € U, ze |f(u)] > 1. V tom pripadé viak w := % € U, a protoze f(z +w) = 0,
dostali bychom z 4+ w € (z + U) Nker f. Ukazali jsme tedy, Ze f je omezeny funkciondl na jistém
okoli 0, coz ndm jiz staci k jeho spojitosti. m
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(b) V&ti&ka. Necht E je normovany linedrni prostor, f € E* nenulovd linedrni forma a G C E
oteviend mnoZina. Potom mmnoZina f(G) je oteviend.

Diikaz. Necht x € G. Urdité existuje takové a € E, Ze f(a) = 1. Potom existuje ¢ > 0 tak, ze
z +ta € G, pokud |t| < e. Tudiz U(f(x),e) C f(G). Je-li totiz y € U(f(z),e) at=y— f(z), je
[t <eay=f(z)+t=f(z+ta) € f(G). m

V dal8im se omezime pouze na realné prostory.

(c) Nadroviny. Nadrovinou ve vektorovém prostoru W rozumime kazdou mnozinu typu
{w e W : f(w) = a}, kde f je nenulova linedrni forma na W a o € R. Ekvivalentné lze
fici, ze H je nadrovina ve W, existuje-li x € W a maximalni vlastni podprostor M CC W tak,
7e H = x + M. Ctenaf miize konsultovat Appendix A .4.

(d) Uzavtené nadroviny. Uzavienou nadrovinou v normovaném linedrnim prostoru je kazda
mnozina tvaru x+ M, kde M je maximalni uzavieny vlastni podprostor E. Podle predeslého je H
uzaviend nadrovina, pravé kdyz existuje f € E*, f #0aa € Rtak,7e H ={z € E: f(z) = a}.
(e) Konvexni mnoZiny. Podmnozina C vektorového prostoru W se nazyva konvezni, jestlize
s kazdymi dvéma body obsahuje i tisecku je spojujici. Tedy C' je konvexni, jestlize Az + (1— Ny €
C, kdykoliv z,y € C a A € [0,1].

Nez piikroéime k jedné z mnoha variant geometrické Hahn-Banachovy véty, uvedme néasledujici
tvrzeni.

(f) Mazurova véta. Necht C je oteviend konvexni podmnozina normovaného linearniho pro-
storu E a z € E\ C. Potom existuje uzaviend nadrovina H C E tak, e z€ H a HNC = .

Diikaz. Lze predpokladat, 7e 0 ¢ C' (posunutim bodu 2 do poéatku). Necht G := | {\C : A > 0}
(G je vlastné nejmensi ,otevieny kuzel“ obsahujici C'). Neni tézké ovérit, ze G je opdt oteviend
mnozina (uvédome si, ze AC' je oteviena mnozina). Polozme

p(z) :=inf{|lz+y||:y€e G} pro z€FE.

Evidentné p je konvexni funkciondl na G. Pro x € G je p(x) > 0. Jinak by totiZ existovala
posloupnost {y,} C G s vlastnosti ||z + y,|| — 0. Potom ovem —y, — x a z otevienosti G
by musel existovat index ng, pro néjz —yn,, € G. To oviem vede ke sporu, nebot potom by
0= Yno + (—Uno) € G.

Podle algebraické verze Hahn-Banachovy véty, pfesnéji podle poznamky 2.17, existuje nenulova
line4rni forma f € E# tak, 7e f < p na E. Necht 2 € G. Potom p(—2) = 0 (z definice p, nebot
[(—z) + z|| = 0), a tudiz f(—z) < p(—z) = 0. Vidime, ze f > 0 na G. Pokud by nahodou
f(z) = 0 pro jisté z € G, muselo by byt i f = 0 na jistém okoli (oteviené) mnoziny G. A odtud
by vyplynulo, ze f =0 na FE.

Polozime-li H := ker f, je H nadrovina v E, 0 € H a HN G = (. Zbyva jesté ukazat, Ze
[ je spojita. Je-li viak x € F ay € G, je f(z) < p(z) < ||z +y|| < ||z]| + |ly||. Protoze
inf {[ly| :y € G} =0, je f(x) < [lz]|. Potom oviem i —|lz|| = —[| —z| < —f(—z) = f(z) < =],
odkud ihned plyne, Ze f je spojita v 0. ProtoZe f je linedrni forma, je spojita podle véty 2.2 vsude
na K. m

(g) Poznamky. (gl) Kde jsme vlastné v ditkkazu pfedchozi Mazurovy véty vyuZzili konvexity C?

(g2) Mazurovu vétu lze preformulovat takto. Je-li C' oteviend konvezni mnoZina v normovaném linedrnim prostoru
E az ¢ C, existuje ¢ € E* tak, Ze p(z) =0 a ¢ >0 na C.

(g3) KuZelem V ve vektorovém prostoru W rozumime takovou mnozinu, ze V + V C V a AV C V pro kazdé
A > 0. Neékteri autofi jest8 pozaduji, aby 0 € V. Je-li A libovolnd podmnozina W, definujme k(A) jako prinik
vech kuZeldi obsahujicich A. Potom k(A) je nejmensi kuZel obsahujici A. Nezapomeiite pfitom, Ze priinik kuZzelt
je vzdy kuzel a 7ze W také tvoti kuZel. Jako cvieni zkuste ovérit, Ze

k(A) ={aiz1 +...anzn a1 >0,...,an >0, z1,...,xn € A} .

Nyni je jiz jen kricek k nasledujici geometrické verzi Hahn-Banachovy véty. K ni a jejim dalsim
variantdm dokonce v lokdlné konvexnich prostorech se jesté vratime v *14.7. Tam téZ naznacime
jiny dikaz, a to vyuzitim vlastnosti Minkowského funkcionélu.
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(h) Geometricka Hahn-Banachova v&ta. Necht A, B jsou neprdizdné disjunkini konvexni pod-
mnoZiny (redlného) normovaného linedrniho prostoru E. Potom existuje (nenulovd) f € E* a
a € R tak, Ze

Ac{z€eE:f(z)>a} a BC{z€eE: f(z)<a},

pokud A i B jsou navic oteviené, anebo jedna z nich je uzaviend a druhd kompakini.

Poznamka. NeZ prejdeme k diikazu, reknéme si, Ze tato verze Hahn-Banachovy véty ma skuteéné geometricky
charakter. Rika totiZ, #e dv& disjunktni konvexni mnoZiny A, B za jistych p¥edpokladi mohou byt ,oddé&leny*
¢i ,separovany“ uzavienou nadrovinou. Existuje uzaviend nadrovina H tak, Ze A lezi v jednom ,poloprostoru®
ureném H a mnoZina B v tom druhém. Jak jsme jiz uvedli, existuje celd Skala verzi geometrickych vét i typt

oddélovéani, pokud maéte zajem, podivejte se na zminény odstavec *14.7.

Diikaz. Necht obé mnoZiny A i B jsou oteviené. Polozme C' := A — B. Snadno se ovéfi, 7e C
je konvexni a 0 ¢ C'. Protoze C = |J{A —b:b € B}, je C také oteviend. Podle Mazurovy véty
existuje f € E* tak, ze f > 0 na C. Takze je-lia € A, b€ B, je 0 < f(a—0b) = f(a) — f(b).
Existuje tedy redlné « tak, ze sup {f(b) : b € B} < a <inf{f(a) : a € A}. Protoze vSak mnoziny
f(A) i f(B) jsou vlastné oteviené intervaly (podle (b) jsou to oteviené mnoziny, ale jsou také
konvexni jakoZto obrazy konvexnich mnozin pfi linedrnim zobrazeni), musi byt f > « na A a
f < ana B.

Je-li jedna z mnozin A, B uzaviend a druh4 kompaktni, maji kladnou vzdalenost. Reknéme, 7e
3d := dist(A, B) > 0. Polozime-li G4 := | J{U(z,d) : x € A} = A+ U(0,d) a Gp := B+ U(0,d),
zjistime, Ze A a B jsou disjunktni oteviené konvexni podmnoziny E. A sta¢i pouZit prvni ¢ast
dtikazu.

Pro dtikaz lze také vyuzit *14.6.d. m

(k) Poznamka. N&koho by mohla napadnout otdzka, pro¢ odd&lujeme zrovna konvexni mnoziny. Odpovéd je
jednoduché. Jsou-li A, B libovolné disjunktni mnoZiny ve vektorovém prostoru, lze je oddélit nadrovinou, pravé
kdyz lze oddélit nadrovinou jejich konvexni obaly.

Nyni uvedeme nékteré bezprostredni aplikace Hahn-Banachovy véty, které budeme v dalsim
potiebovat.

2.24. Dualni vyjadieni normy. Je-li E normovany linedrni prostor a x € E, potom

|l = max{lp(z)] : ¢ € E*, o]l <1}.

Diikaz. Neni co dokazovat v piipadé x = 0. Bud tedy = € E, z # 0. Pokud ¢ € E*, ||¢| < 1,
potom |¢(x)| < ||z||. Nyni staci pouzit disledek Hahn-Banachovy véty 2.20, podle ného? existuje
g € E* tak, 7e g|| = 1 a g(x) = o] m

2.25. Véta. Necht M je podprostor normovaného linearniho prostoru E. JestliZe jedind spojitd
linedarni forma z E*, kterd je rovna O na M, je nulovd, potom M je husty v E.

Diikaz. Protoze M je také podprostorem FE, je tvrzeni bezprostiednim dtsledkem 2.22. m

2.26. Poznamka. V fFeci anihildtori, které zavedeme formalné az v 5.18, 1ze uvedenou vétu vyslovit takto: Je-li
M podprostor E a M+ = {0}, je M hustyj v E.

2.27. Véta. Necht M je konecné dimenziondlni podprostor Banachova prostoru X. Potom M
md v X topologicky doplnék.
Diikaz. Ma-li prvek x € M vyjadieni v jisté bazi M jako x = (A1,..., \,) a polozime-li ¢;(z) :=
Ais jsou ; (1 = 1,...,n) spojité linedrni funkciondly na M. Podle Hahn-Banachovy véty 2.18
n
existuji ®; € X* tak, 7e ®; = ¢; na M. Potom X = M @, (n ker@i).
=1
Jiny dikaz. Necht {eq,...,e,} je bdze M. Pro pevné i = 1,...,n bud M; linedrni obal mnoZiny
{e; : j # i}. Potom M, je uzavieny podprostor X a e; ¢ M;. Podle diisledku Hahn-Banachovy
n
véty v 2.22 existuje ¢; € X* tak, 7e ¢; = 0 na M; a p;(e;) = 1. Definujeme-li Px = > ¢;(x)e;

=1

pro xz € X, je P projekce X na M. m
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2.28. Poznamky. (a) Je-li {e1,...,en} bdze M, viimnéte si, Ze p;(ej) = 0 pro i # j a p;(e;) = 1. Jinymi slovy,
{e1,...,on} je dudini bdzi k {e1,...,en} (viz ¥2.2).

(b) UkaZeme, Ze existuje projekce P, pro niZ ||P|| < dim M. K tomu nejd¥ive zavedme pojem Auerbachovy béaze
a dokaZme nasledujici tvrzeni. Necht E je normovany linedrni prostor, dim E = n. Dvojici {e;, p;}}'_; nazveme
Auerbachovou bdzi E, jestlize {e1,...,en} je bdzi E, {o1,...,on} je bazi E*, |le;]| = ||@ill = 1 = p;(e;) pro kazdé
i=1,...,n ap;(er) = 0 pokud i # k.

Auerbachovo lemma. V kaZdém normovaném linedrnim prostoru konecné dimenze existuje Auerbachova bdze.

Ndvod. Necht B := {b1,...,b,} je algebraickd baze prostoru E. Pro (vi,...,vn) € E™ oznafme det(v1,...,vn)
determinant matice, jejiz i-ty Fadek je tvoren koeficienty prvku v; v bazi B. Vzhledem k definici determinantu je
zobrazeni (vi,...,vn) — |det(v1, e vn)| spojité. Nabyva tedy v n&jakém bod& (ei,...,en) kompaktni mnoZiny
{(z1,...,2n) € E" : |lz1|| = -+ = |lznl| = 1} svého maxima. Vektory ei,...,e, jsou linedrn& nezavislé a
ller|| = -+ =|len]|| = 1. Polozime-li
det(e1,...,ej_1,x,€; L..,e
pj T (1,1 €51, 2,841, €n) pro z€FE a j=1,...,n,
det(e1,...,en)
maji ¢1,...,pn viechny pozadované vlastnosti. &

Necht tedy M je n-dimenziondlni podprostor normovaného linedrniho prostoru E a {e;, ¢;}7_, jeho Auerba-
chova baze. Podle Hahn-Banachovy véty 2.18 existuji ®1,...,®, € E* tak, ze ®; | M = ¢; a ||®]| = [|¢;]| =1
pro kazdé j =1,...,n. Jestlize

n
P:x»—)Z‘IZ'j(aﬁ)ej pro z€E,
j=1

n
je P projekce na E, P(E) = M a ||Pz|| < > [®(z)|llej|| < n|lz|]. Tudiz ||P|| < n.
i=

Poznamenejme jesté, Ze lze zvolit dokonce takovou projekci, pro niz ||P|| < \/n (srovnejte s *2.1.c).

2.29. Kanonické vnoreni X do X**. Je-li X normovany linedrni prostor, oznac¢ime symbolem
X** dudl k X*. Je tedy druhy dudl k X prostorem v8ech spojitych linedrnich forem na (prvnim)
dualu X*. Pro x € X definujme formu ¢, predpisem

Exipr (), peX*

a zobrazeni ¢ jako
gix—ey, €KX,

Zitejmé e, je linearni forma na X*, kterd je navic omezena:

lex(@)| = le(@)] < [loll =]l -

Je tedy e, prvkem druhého dudlu X** a zobrazeni ¢ budeme nazyvat kanonickym vnorfenim X
do X**,

2.30. Vlastnosti kanonického vnoteni. Kanonické vnofeni € je prostym, izometrickym a
izomorfnim zobrazenim X na eX C X**.

Diikaz. Zobrazeni e je evidentné linedrni a |e(x)|| = |lex|| < ||z|| pro kazdé = € X, jak plyne
z odhadu v pfedchozim odstavci 2.29. Chtéli bychom nyni ukézat, Ze ||e;|| > ||z||. Tato nerovnost
je ziejma v pripadé, kdy x = 0. Je-li x # 0, existuje podle disledku Hahn-Banachovy véty 2.20
g € X* tak, ze ||g|| =1 a g(z) = ||z||. Odtud dostavame

[z]l = g(z) < sup{lp(z)]: p € X7, [lol] <1} = lex]|-

Je-li ¢ # y, mdme |le; — gy = |lea—yll = ||z — y|| # 0, tudiz i e, # &,. (Ostatné, kazda linedrni
izometrie je prostym zobrazenim.) m

2.31. Vnoi‘eni a kopie. Rekneme, Ze Banachiiv prostor X obsahuje kopii Banachova prostoru
Y, anebo téz Ze Y je vnofen do X, existuje-li izomorfni zobrazeni T prostoru Y do X. Protoze T
je prosté zobrazeni a jeho inverze T~ : TY — X je té7 spojita (zde se musime odvolat na vétu
4.16 a cvideni *1.17, z kterého plyne, ze TY je uzavieny podprostor X), lze ekvivalentné ¥ici,
7ze Y je vnotren do X, existuje-li linedrni zobrazeni L : Y — X a kladné konstanty «, 3 tak, ze
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allyll < Lyl < Blly|| pro kazdé y € Y. Vezméme tedy posledni vyrok za definici. Z ni okamzité
plyne, Ze zobrazeni L je prosté, spojité, ze LY je uzavieny podprostor X a Ze L je izomorfizmus.

Lze-li navic L volit jako izometrii, fekneme, Ze Y je izometricky vnoren do X, ¢i ze X obsahuje
izometrickou kopii Y.

Banachtv podprostor TY pak mutzeme chapat jako kopii Y v X. Tedy kuprikladu, je-li X
Banachtiv prostor, je eX jeho izometrickd kopie v X**. Jesté jinak, X je izometricky vnofen do
X,

2.32. Reflexivni prostory. Rekneme, Ze normovany linedrni prostor E je reflexivni, jestlize
eE = E**, kde ¢ je kanonické vnoteni £ do E**.

2.33. Poznamky. (a) ProtoZe kanonické vnoFeni ¢ je izometrické, a tedy i prosté, a kazdy dudl je tplny, je i
kazdy reflexivni prostor aplny.

(b) Je-li N normovany linedrni prostor, je Y := eN uzavienid podmnoZina tplného prostoru X**. Je tedy Y
Banachtiv prostor, do néhoz je N husté vnoren a lze jej tedy povazovat za zuplnéni N.

(c¢) Existuji prostory, které jsou izometricky-izomorfni se svym druhym dudlem, a pifesto nejsou reflexivni (viz
R.C. James [1951]). V definici reflexivity je dilezité, Ze se jednd o specidlni izometricky-izomorfni zobrazeni dané
kanonickym vnorenim.

(d) Mé&jme Banachtv prostor X. Jeho dudl X* oznatme Y. Je tedy Y* = X**. Je-li prostor X reflexivni, je
jeho druhy dudl X™** izometricky-izomorfni s pivodnim prostorem X. TudiZ i dudl Y* je izometricky-izomorfni
s X. V tomto smyslu miiZzeme ¥ici, Zze dudlem k Y je X, ackoliv samoziejmé dudlem k Y je X** a my bychom
méli radéji pfesnéji mluvit o tom, %Ze Y* je izometricky-izomorfni s X. Tuto licenci si mohou dovolit odbornici,

vyjadFovéani zadatetnika (hlavn& pro dobré pochopeni) by mélo byt presngjsi.
2.34. Reflexivita Hilbertovych prostori. KaZdy Hilbertuv prostor je reflexivni.

Diikaz. Bud H Hilbertv prostor a F' € H**. Pro h € H polozme ¢y, (x) = (z,h). Pfipomenme,
7e wp € H* a 7e zobrazeni h — ¢y, je izometrické, sdruzené-linedrni zobrazeni H na H*. Protoze
zobrazeni ¢ : h — F(p},) je spojita linedrni forma na H, existuje podle Fréchet-Rieszovy véty 2.9
xz € H tak, 7e ¢(h) = (h,z) pro kazdé h € H. Bud tedy konetné ¢ € H*. Existuje pravé jedno
h € H tak, 7ze ¢ = @p. Potom

F(p) = F(pn) = ¢(h) = (h, ) = (2, h) = on(z) = ¢(2) = e2(p) -

Nasli jsme tedy x € H tak, ze e, = F. m

2.35. Reflexivita dalSich prostorti. (a) Reflexivita LP-prostort. V dalsim (X, S, u) bude
prostor s mirou, 1 < p < oo, LP := LP(X,S,u) aq = 1%. UkéZzeme, 7e prostor LP je reflexivni.
Dikaz (pofddny), jehoZ myslenka je obdobnd myslence préavé provedeného diikazu reflexivity
Hilbertovych prostori, zalozime samoziejmé na charakteristice dudlu k L? uvedené v 2.14.b. Pro
jednoduchost jesté predpokladejme, ze uvazované prostory LP jsou redlné, dikaz v komplexnim
pripadeé je vsak skoro identicky.

Volme tedy F € LP** libovolné. Nasim cilem je nalézt h € LP tak, aby €, = F. Definujme
zobrazeni i : LY — LP* piedpisem

itg): £ [ fgdu pro ferr geLr.
X

Podle zminéné charakteristiky je 7 izometricky-izomorfni zobrazeni L? na LP*. Polozime-li ¢ =
Foi, je ¢ € LY. Existuje tedy h € LP tak, Ze

elg) = / ghdp pro g€ L9,
X
Staci ukézat, ze €, = F. K tomu tcelu volme ¢ € LP*. Existuje g; € L? tak, ze i(g;) = t. Potom

F(t) = Fli(g)) = plgr) = /X gihdp = i(g0) (h) = t(h) = en(t)

a jsme s diikazem hotovi.
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(b) Reflexivita [P. Z piedchoziho specidlné plyne, Ze prostory P jsou pro p € (1, 00) reflexivni.
(c) Nereflexivita c¢g. Prostor ¢g nenf reflexivni. Jeden z argumentt je ukryt ve cvicenich 2.55.1
a 2.55.j . Jiny v neseparabilité [*°, v 3.7.a ¢i v 18.6.c.

Poznamka. V mnoha uéebnicich diikaz reflexivity LP-prostort probihd nésledovné. Protoze LP* = L9 a LI* =
LP, je LP** = LP a dikaz je hotov. I kdybychom vSak uvedené rovnosti prostort chépali tak, Ze tyto jsou
izometricky-izomorfni, dostdvame z uvedenych tvah pouze, ze LP** je izometricky-izomorfni s LP, z ¢ehoZ jesté
nevyplyva, jak jsme poznamenali v pozndmce 2.33.c, Ze prostor LP je reflexivni. Uvedend mysSlenka snad miiZe

slouzit dobrému matematikovi k domnénce o reflexivité, nicméné pofddny diikaz je tomu preci jen vzdalen.

V dalsim budeme zkoumat specidlni t¥idy operatorti. Zacnéme s projekcemi v Banachovych
prostorech. Pro lepsi pochopeni si vSak nejdiive zopakujte odstavce 1.23 a 1.24 o algebraickych
a topologickych souctech. Pfipomenme, ze symbolem L; o Ly, ¢i prosté L; Lo, znac¢ime slozeni
linedrnich zobrazeni Ly a Ly (L1 L2(x) := Li(L2(z))). Samoziejmé, L? := L o L. Déle, I vzdy
bude znacit identické zobrazeni daného prostoru.

2.36. Projekce v Banachovych prostorech. Projekci na Banachové prostoru X rozumime
spojity linearni operator P : X — X splaujici P? = P.

Je-li P projekce, je projekci také operator I — P.

Protoze ||P|| = ||[P?|| < ||P||||P], je nutné ||P|| > 1, pokud ovSem P neni projekci X na
nulovy prvek. Projekce v8ak méze nabyvat libovolné velké normy. Staci vzit v R? zobrazeni
(z,y) — (z + By,0), kde 8 > 0 je libovolné ¢islo.

2.37. Véta. Necht P je projekce na Banachové prostoru X. Potom ker P := {x € X : Px = 0}
a RP := {Px :x € X} jsou uzaviené podprostory X a X je jejich topologickym souctem.

Obrdcené, jsou-li M a N uzaviené podprostory Banachova prostoru X a X = M &N, ezistuje
projekce P na X tak, Ze M =ker P a N = RP.

Diikaz. Ziejmé jak ker P, tak i RP jsou podprostory X, ker PN RP = {0} a ker P je navic
uzavieny. Protoze viak RP = ker(I — P), je i RP uzavieny. Libovolné z € X lze psit ve tvaru
x = Px+ (I — P)x, odkud jiz dostdvame, ze X = ker P@®RP. Potom podle 1.24 (kde jsme, znovu
zdiraznéme, pouzili vétu 4.19 o uzavieném grafu) mame X = ker P @&; RP.

Proz =xp) + xn, kde xpy € M a xy € N, stadéi polozit Px = z),, abychom dokazali druhou
Cast tvrzeni. m

Vidime, ze mezi projekcemi na X a komplementadrnimi podprostory existuje vzajemné jed-
nozna¢né zobrazeni. Mame néasledujici dtlezitou charakteristiku (viz F.J. Murray, [1937]), jejiZ
dikaz vyplyva z predchozi véty.

2.38. Véta. Bud M podprostor Banachova prostoru X . Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) M md topologicky dopinék,
(i) ewmistuje projekce X na M.

2.39. Pozndmka. Pokud M je netrividlni podprostor X a P projekce X na M, vime, %e |P| > 1. Neni vzdy
snadné, a také to neni vidy mozné, nalézt takovou projekci P, aby ||P|| = 1. Podivejte se tfeba na *2.1 & *2.6.b.

Co lze fici o projekcich v Hilbertovych prostorech? ProtoZe v nich mame navic definovin
pojem kolmosti, mizeme ocekavat dalsi vlastnosti projekci. Za¢néme vsSak nejdrive s pojmem
hermiteovského operatoru, k némuz se vratime podrobnéji v 8. kapitole.

2.40. Hermiteovské operdatory. Bud H Hilbertiv prostor. Operdtor T € L(H) se nazyva
hermiteovsky, jestlize (T'z,y) = (x,Ty) pro kazdou dvojici z,y € H.

Z kurzu linedrni algebry vime, ze T € L£(C"™) reprezentovany matici (¢; ;) je hermiteovsky,
prévé kdyi ti,j = th
2.41. Ortogonalni projekce v Hilbertovych prostorech. Bud P projekce na (komplexnim)
Hilbertové prostoru H. Rekneme, 7e P je ortogondlni projekce, jestlize ker P a RP jsou navzajem
kolmé podprostory H.

Je-li P nenulova ortogondlni projekce na H, je || P|| = 1. To plyne snadno pomoci ,Pythago-
rovy véty“, podle které odvodime nerovnost ||Px||* < ||Pz||® + ||z — Pz||?> = ||z||* platnou pro
kazdé x € H. Odtud || P|| < 1. Na druhé strané je vzdy ||P| > 1 podle 2.36.
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2.42. Véta. Bud P projekce na Hilbertové prostoru H. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) P je ortogondlni projekce,
(ii) P je hermiteovsky operdtor.

Dukaz. Je-li P ortogondlni a z,y € H, mame
(Px,y) = (Px, Py) + (Pz,y — Py) = (Px, Py) = (z, Py) + (Pz — z, Py) = (z, Py).
Je-li naopak P hermiteovsky, z € ker P a y € RP, je

(‘Tay) = (,Z‘,Py) = (P.T,',y) = (Ovy) =0.

Maéame-li nyni dvé ortogonalni projekce na H, lze se ptat, kdy jsou na sebe kolmé. Definice je
nasledujici.

2.43. Projekce kolmé na sebe. Rikejme, Ze ortogonalni projekce Py a Py v Hilbertové prostoru
H jsou na sebe kolmé, jestlize pruméty H jsou na sebe kolmé, tedy jestlize podprostory RP; a
R P, jsou na sebe kolmé.

Ukazte, ze P, a P; jsou na sebe kolmé, jestlize P, P, = 0.

Ve zbytku této kapitoly se budeme zabyvat jednou z nejdulezitéjsich tiid operatord, kterou

tvori kompaktni operatory. Nez k nim prejdeme, zopakujme néco malo o kompaktnich mnozinach
v metrickych a v normovanych linedrnich prostorech.
2.44. Kompaktni a prekompaktni mnoZiny. V metrickych prostorech jsou kompaktni mnoZiny ty, u nichz
z libovolného jejich pokryti otevienymi mnozinami lze vybrat kone¢né podpokryti. Dokazuje se, Ze mnozina K je
kompaktni, pravé kdyz z kazdé posloupnosti jejich prvki lze vybrat konvergentni podposloupnost s limitou lezici
v K.

Kazd4 kompaktni podmnoZina metrického prostoru je uzaviend a omezend. V normovanych linedrnich pro-
storech kone¢né dimenze plati i obracené tvrzeni. Uzaviené omezené podmnoziny v prostorech kone¢né dimenze
jsou kompaktni (viz *1.8). Naproti tomu podle Rieszovy véty, kterou dokdZzeme pozd&ji v 5.12, v normovanych
linedrnich prostorech nekone¢né dimenze nikdy zadnd uzaviend koule nemiiZze byt kompaktni mnoZzinou.

MnoZina M v metrickém prostoru se nazyva prekompaktni, nékdo téz ¥ikd totdlné omezend, jestlize ke kaiz-

n
dému ¢ > 0 existuje v M kone¢nd e-sit, tedy konetnd mnozina x1,...,zn € M s vlastnosti |J U(zi,e) D M.
i=1
Ekvivalentné lze tici, Ze M je prekompaktni, jestlize ji lze pokryt kone¢né€ mnoha koulemi o libovoln&€ malém
poloméru. Presnéji, zaddme-li si € > 0, existuje kone¢ny pocet kouli Ki,..., K, o polomérech mens$ich nez ¢ tak,
n

ze M C U Kj.
j=1

Jako Juiite(:né cvi¢eni dokazte, ze mnoZina M je prekompaktni, pravé kdyz z kazdé jeji posloupnosti lze vybrat
posloupnost cauchyovskou.

Kazd4a prekompaktni mnozina je zajisté omezena. Kompaktni mnoZiny jsou pravé ty, které jsou prekompaktni
a uplné.

Relativné kompaktni mnoziny jsou ty, jejichz uzavér je kompakt. V tiplnych metrickych prostorech prekompaktni
a relativné kompaktni mnoziny splyvaji. Mnozina F je relativné kompaktni, praveé kdyz z kazdé posloupnosti prvki
E lze vybrat konvergentni podposloupnost.

Pted vlastni definici kompaktnich operatoru jesté zopakujme, Zze spojita linedrni zobrazeni

jsou ta, ktera zobrazuji omezené mnoziny na mnoziny omezené. Tyto mnoziny, jak jsme se pravé
zminili, v nekone¢né dimenzi nemaji prilis silné vlastnosti.
2.45. Kompaktni operatory. Budte M, N normované linearni prostory. Rekneme, ze linedrni
zobrazeni z M do N je kompaktni, jestlize zobrazuje omezené podmnoziny v M na mnoziny
relativné kompaktni v N. Symbolem L.(M, N) zna¢me mnozinu v8ech kompaktnich operatort
7z M do N.Déle L.(M) := L.(M,M). Vzhledem k rznym charakteristikdm kompaktnosti pravé
uvedenym, Ize uvést i nasledujici ekvivalentni definice.

Véti€ka. Ndsledugici vyroky jsou ekvivalentni pro K € L(M,N):

(i) K je kompaktni,
(ii) je-li {xn} omezend posloupnost v M, lze z posloupnosti {Kzn} vybrat konvergentni podposloupnost,
(iii) K zobrazuje jednotkovou kouli {x € M : ||z|| < 1} na mnoZinu relativné kompaktni.

Je-li prostor N navic uplny, je ddle ekvivalentni:

(iv) K zobrazuje omezené mnoZiny na mnoZiny prekompaktni.



30 A. Elementy funkciondlni analyzy

2.46. Kone¢né dimenziondlni operatory. Déle fekneme, Ze operator F' € L(M, N) je konecné
dimenziondlni, jestlize prosté jeho obor hodnot F(M) je mnozina koneéné dimenze v N. Ozna¢me
L¢(M, N) mnozinu v8ech koneéné dimenziondlnich operdtorti z M do N, Ly(M) := L;(M,M).

Zakladni vlastnosti kompaktnich operatord jsou shrnuty v nasledujici vété.

2.47. Vlastnosti kompaktnich operatorti. Budte M, N, P normované linedrni prostory a
X Banachuv prostor. Potom
(a) kazdy kompakini operdtor je omezeny, kazdy konecné dimenziondlni je kompaktni a tyto
tridy operdtori tvori vektorové prostory, tedy Ly(M,N) CC L.(M,N) CC L(M,N),
(b) L.(M,X) je uzavieny vektorovy podprostor L(M, X),
(c) je-li L € LIM,N) a T € L(N, P), potom operdtor T o L je kompaktni, pokud L & T je
kompaktni.

Dukaz. Mnoha z téchto tvrzeni jsou snadnym dusledkem definic. Dokazujme pouze néco.
Necht F € £L(M, N) je kone¢né dimenziondlni operédtor, By, uzaviend jednotkova koule v M.
Potom F(M) je podprostor N kone¢né dimenze, tedy uzaviend podmnoZina N (viz *1.9.a).

Protoze F(By;) C F(M) je omezend uzaviend podmnozina koneéné dimenzionalniho prostoru,
mus{ byt F(Bys) kompakt. Tudiz F € L.(M, N).

Necht nyni{ K,, € L.(M,X), K, — K (samozfejmé v normé prostoru L£(M, X)). Chceme
ukézat, ze i operdtor K je kompaktni. K tomu staci ovéfit, ze mnoZina K (Bjs) je prekompaktni

v X. Volme tedy ¢ > 0. Existuje ng tak, 7e ||[K,, — K|| < & pro viechna n > ng. Déle existuji
k k
Z1,...,2, € X tak, 7e K,,(By) € U U(ay,e). Potom vsak K(By) C U Ulwi, 2e), jak se
i= 1=1
snadno presvéd¢ime pomoci trojiuhelnikové nerovnosti.
Jiny dikaz tohoto tvrzeni lze provést klasickou diagondlni metodou. Jestlize K,, € L.(M, X),
K, — K a{x,} je omezena posloupnost v M, vybereme z této posloupnosti podposloupnost {z.}
tak, aby posloupnost { K;x} } konvergovala. Poté vybereme z {z. } podposloupnost {22} tak, aby
posloupnost {Koz2} konvergovala. Tak pokracujeme déle. Uvazujeme-li diagondlni posloupnost
{zn}, kde z,, := 27 (a to je skute¢né vybrana posloupnost z ptivodni posloupnosti {z, }), vidime,
7e posloupnost {Kz,} konverguje pro kazdé k. TudiZ i posloupnost {Kz,} konverguje, jak se
lehko presvédéime. Skutecéné, volme e > 0. Protoze | K — K| — 0 a {2z, } je omezend posloupnost,
existuje k tak, ze || Kxz, — Kz,|| < € pro kazdé n. ProtoZze posloupnost { Kz, }, je cauchyovskd
(je dokonce konvergentni), existuje ng tak, ze ||Kx(z;) — Kx(2;)|| < € pro 4,j > ng. Pro tato i, j
pak mame

Kz — Kzjl| < || Kz — Kizil| + | Kz — Kizj|| + [[Krzi — Kz < 3e.

2.48. Poznamky. (a) Prostor kompaktnich operdtort nemusi byt uzavieny v L(M, N), pokud N neni Gplny.
Protipiiklad je zaloZen na nésledujici myslence. Necht T' € L(cg,?) je operator definovany piedpisem T : {z,} —
{””T"} Polozme N = T'(co). Potom T uvazovany jako prvek prostoru £(cg, N) neni kompaktni (uvazujte posloup-
nost zx := (1,1,...,1,0,0,...) z jednotkové sféry prostoru co a ukaZte, Ze z posloupnosti {Tz;} nelze vybrat
#adnou posloupnost konvergujici k n&jakému prvku prostoru N). Na druhé strand posloupnost (dokonce) kone¢né
dimenzionélnich operédtort Ty € L(co, N) definovana vztahem Ty : {zn} — (21, %12, Cee, %xk, 0,0,...) konverguje
k T, nebot

IT = Tl = sup{(Tie = T)({ea}) I} <1} < (3 )"
j=k+1
(b) Z tvrzeni v 2.47.c specialné plyne, ze L.(M) tvo¥i oboustranny idedl v prostoru £(M) (to znamend, Ze operatory
KL i LK jsou kompaktni, pokud K,L € L(M) a K je kompaktni). Pokud prostor M je tplny, je L.(M) dokonce
uzavieny idedl v L(M) podle (b) v 2.47.
2.49. Priklady. (a) Fredholmiiv operator. Necht k je spojitd, obecné komplexni, funkce na
[0,1] x [0,1]. Fredholmiv operdtor F € L(C([0,1])) definujme predpisem

Ff(s) ::/0 k(s,t)f(t)dt pro feC([0,1) a se€]0,1].
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Neni tézké si uvédomit, ze Ff je korektné definovéno (integrand je spojitd funkce), ze Ff €
C([0,1]) (vyuzije se stejnomérné spojitosti funkce k), ze F je linedrni operator, a 7e je omezeny
(171 < sup{|k(s, t)| = s,t € [0,1]}).

Soustfedme se nyni na dtikaz, ze F je kompaktni. Ozna¢me B := {f € C([0,1]) : || f]| < 1}.
K tomu, abychom dokézali, Ze mnozina F(B) je relativné kompaktni v C([0, 1]) pouZijeme Arzela-
Ascoliho vétu z *1.14. Ov8em F(B) je omezend mnoZina, protoZe F je omezeny operdtor a zbyva
ukdzat, ze F(B) je mnoZina stejné spojitych funkci. Ale to je snadné. Volime-li £ > 0, najdeme
d > 0 tak, aby |k(s1,t) — k(s2,1t)| < &, kdykoliv ¢ € [0,1] a |s; — s2| < d. Potom

[F5(s2) = F1(s2)] < max K1, 6) ~ K2, )] 7] <

Podivejme se nyni na obecnéjsi Fredholmovy operatory. Budeme uvazovat kompaktni (Haus-
dorffovy) topologické prostory S a T', spojitou funkei & na S x T' a Radonovu miru g na T'. Opét
polozime

Ff(s) ::/Tk(s,t)f(t)du(t) pro feC(T) a seS.

Jako shora se ukdze, ze F € £(C(T), C(S)). Pro dtikaz, 7e F je kompaktni bychom mohli opét po-
uzit Arzela-Ascoliho vétu anebo miZzeme postupovat nésledovné. Uvédomime si, Ze podle Stone-
Weierstrassovy véty je mnozina

o(s) {Zfl $)9:(t) : [ € C(S),g: € C(T) |

hustd v C(S x T). Existuje tedy posloupnost {k,(s,t)} C C(S)® C(T) tak, 7e k, = kna S xT.
Protoze operatory

T, fH/ (s,0/(t) du(t) , | € C(T)
k
jsou kone¢né dimenziondlni (to plyne z vyjadieni jadra k,, jestlize totiz ky,(s,t) = > fi(s)g:i(t),
=1

k
je Tnf(s) Z fT gi(t a T, f lezi v linedrnim obalu mnoziny {fi,..., fr}) a

IF =Tl < Ik = knll Il — 0,

je F kompaktni podle 2.47.

(b) Volterrtv operator. Bud opét k spojita funkce, tentokrdte na mnozing {(s,t) € R? : s €
[0,1],¢ € [0, s]}. Jestlize

V(s) = /Oskz(s,t)f(t)dt pro fec(0,1]),

je opét V kompaktni operdtor na prostoru C([0, 1]). Operédtoru V se ¥ika Volterriv.

(c) Hilbert-Schmidtovy operatory. Budte u,r Radonovy miry na lokdlné kompaktnich pro-
storech Ea Fak € L%, p(u®v) (zde p® v je soudin Radonovych mér u a v, viz tfeba [LM],
16.9). Definujme nyni Hilbert-Schmidtiv operdtor T piFedpisem

To(y) = /E k(. y)p(@) du(z) pokud o € L2(y).

Pomoci Schwarzovy nerovnosti a Fubiniovy véty odvodime, 7e pro ¢ € £2(u) méame

Tela0, = [ Toar= [ [ [ Meeta) dute )]de )
< [ [ il auto) [ o6 dute) vty
el [ | [ I aute)|aviy

= llellL2 () %12 00
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Odtud vidime, ze T € L(L*(p), L*(v)) a ||T|| < ||k||£2(u@w)- Cheeme ukazat, ze T' je kompaktni
operator. MiZeme postupovat stejné jako v (a) tim, Ze T bude limitou posloupnosti koneéné
dimenziondlnich operdtord. K tomu pouZijeme poznatek, obdobné jako v (a), Ze prostor Cx(F) ®
Cr(F) je husty v prostoru Cr(F x F) (zde Cx(E) je prostor v8ech spojitych funkci na E majicich
kompaktni nosi¢ se sup-normou) a 7e prostor Cx(E x F) je hustou podmnozinou L?(u ® v)
(opatfeného L2-normou).

Uvedme jest& jiny ditkaz kompaktnosti T' vyuZivajici charakteristiky kompaktnich operatorti v Hilbertovych pro-
storech z v&ty 4.12. Volme tedy posloupnost {¢n} C £2(1), ¢n — 0. ProtoZe funkce @ — k(z,y) le#i v prostoru
L2(u) pro v-skoro viechna y € F, je pro tato y podle definice slabé konvergence a Fréchet-Rieszovy véty 2.9

Ton(y) = [gk(x,y)en(x)du(x) — 0. Posloupnost {¢n} je omezend podle 4.7, necht [[pn| < 8 pro vSechna n.
Protoze

Ton@)? < /E ()12 dp() /E lon(@)|2 du(z) < 67 /E ()2 dpu(z)

afunkce y — [, |k(z,y)|? du(z) je v-integrabilni, je podle Lebesgueovy vty o dominantni konvergenci || Ton || — 0.
Podle zminéné véty v 4.12 je T' kompaktni.

V 10. kapitole se budeme zabyvat obecnymi Hilbert-Schmidtovymi operatory a také nékterymi
jejich specidlnimi pripady.
(d) Nuklearni operatory. Necht X,Y jsou Banachovy prostory, {\,} € I', {y,} omezend
posloupnost v Y a {¢,} omezena posloupnost v X*. Necht sup ||y, || sup ||¢n| < C. Definujeme-li
n n

Nz =Y Aion(z)yn pro z€X,
n=1

o0
je |[Nz|| < Cllz|| > | nl, takze N € L(X,Y). Navic N je kompaktni, nebot je limitou v £(X,Y)
=1
" n o0
konecné dimenziondlnich operdtortt F,, : © — > Nigi(@)y; ([N — Fo|] < C > |N] — 0).
=1 i=n+1
Operatory tohoto typu se nazyvaji nukledrni.
2.50. Banachovy prostory s aproximaéni vlastnosti. Podle 2.47 vime, Ze limita posloup-
nosti kone¢né dimenziondlnich operatorti v Banachové prostoru X je kompaktni operdtor, tedy
L§(X) C Le(X). Je otazkou, zda kazdy kompaktni operator je limitou posloupnosti kone¢né di-
menzionélnich operédtorti. To byl po dlouhou dobu slavny otevieny problém. Az P. Enflo [1973]
sestrojil priklad dokonce separabilnitho Banachova prostoru, v némz toto tvrzeni neplati. Viz
*2.18, kde uvedeme presné definice a tvrzeni.
2.51. Banachovsky adjungovana zobrazeni. Budte M, N normované linedrni
prostory aT € L(M, N). Pro ¢ € N* polozme T"¢ := poT, tedy T"¢(z) = o(Tx)
pro x € M. TéméF bezprostiednd je vidét, ze T'p € M* a T' € L(N*, M*).
Zobrazeni T’ budeme ¥ikat (banachovsky) adjungované zobrazeni k T'.

P. Enflo

2.52. Vlastnosti adjungovanych zobrazeni. Jsou-li M, N normované linedirni prostory,
S, T € LIM,N) aXeF, je

(S+T) =8"+T", (AI)' =AT", |T|=|T"].

Jsou-li M, N, P normované€ linedrni prostory, L € L(M,N) a T € L(N,P), je To L € L(M, P)
a

ITLl < |IT|HIL), (TL) =L'T".
Diikaz. Dikazy viech tvrzeni jsou nabiledni. Snad pouze k rovnosti norem. Protoze |[T7¢| <
Il |1T]], mame ihned || 77| < ||T]|. Uk&Zeme-li, 7e pro kazdé x € M je | Tx| < [|T7] ||z||, dosta-
neme ihned i opa¢nou nerovnost ||T]| < |T7]]. Je-li ovSem 2 € M a Tz = 0, je uvedend nerovnost
ziejmé. Jinak existuje podle 2.20 ¢ € N* tak, 7e ||¢| = 1 a (Tz) = ||Tz||. V tom pFipadé mame

1Tz = (Ta) = () < T 1] 2]l = 1T ]l -
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2.53. Schauderova véta. Necht T € L(E,X), kde E je normovany linedrni prostor a X
Banachiv. Potom T je kompaktni, prdvé kdyZ T’ je kompaktni.

Diikaz. Necht B := Bpg znaci uzavienou jednotkovou kouli v E a £ > 0 je zadéno. Protoze T'B

n
je prekompaktni, existuji x1,...,x, € E tak, ze TB C |J U(Tx;,¢).

i=1
Definujme operator K : X* — F™ pfedpisem K : ¢ — {@(Txl), .. .,gp(Txn)}. Evidentné K
je kompaktni operétor Je-li B* uzaviena jednotkova koule v X*, existuji opét ¢1,...,¢r € B*
tak, ze KB* C U U(Kpj,e).
=1

Ukézeme nyni, 7ze {T"¢1,...,T ¢k} je 3e-sit pro T B*. Volme tedy ¢ € B* pevné. Existuje
jeA{l,... .k} tak, ze | Ko — Kyp;|| < € a potfebujeme dokazat, ze

IT"¢ = T'05ll = [IT"(¢ — )|l = sup{|T" (v — ;) ()| : = € B}
= sup{|o(Tz) — ¢;(Tz)| : 2 € B} < 3e.

Volme tedy jesté x € B. Existuje i € {1,...,n} tak, 7e ||Tz — Tz;|| < e. Uvédomme si, Ze podle
definice K potom ‘@(Txi) — @; (Txl)’ < ||K¢ — Kgj|| < e. Kdyz ddme vSe dohromady, ziskdme
kyzeny odhad

lo(Tx) — ;(Tx)| < |p(Tx) — o(Txi)| + |o(Tai) — @j(Tai)| + |0 (Txs) — 0 (T)|
<ol Tz — Tail| + & + |lojl| |Tz; — Tz < 3e.

Piedpoklddame-li, ze T' € L(X*, E*) je kompaktni, je podle prvni ¢asti diikazu i operédtor T €
L(E**, X**) kompaktni. Oznafime-li g, ex kanonickd vnoren{ E do E** a X do X**, je 5}1 €
L(ex(X),X) aT = ex'T"ep na X (je nutno si uvédomit, 7e ex je izometrie a T"ep(E) je
podmnoZinou uzavieného podprostoru € x(X)). Odtud podle 2.47.c plyne, ze T je kompaktni. m

2.54. Poznamky. (a) Jiny dikaz Schauderovy véty postaveny na Arzela-Ascoliho v&té lze vést nésledovng.
Piedpokladejme, ze T je kompaktni a {¢rn} C B*. ProtoZe |pn(z) — ¢n(y)| < ||z —yl|, je posloupnost funkcionald
{pn} stejn& spojitd. Uvazujeme-li ji na kompaktu K := TB, je tam navic omezena. Podle Arzela-Ascoliho véty
v *¥1.14 existuje jeji vybrana podposloupnost {¢n, } konvergujici stejnomérné na K. ProtoZe ||T'¢n, — T'gpnj | <
sup{|T"(¢n;, — ¢n;)x| : @ € B} = sup{|on, (Tz) — ¢n; (Tz)| : € B}, plyne z predchoziho a z tiplnosti prostoru
X, 7ze posloupnost T"¢n, konverguje.

Jeité jiny diikaz je zaloZen na diisledku Alaoglu-Bourbakiho véty 16.6. Abychom ukézali, Ze T’ je kompaktni,
volme posloupnost {¢n} C B*. Podle zmin&né véty mé {¢n,} hromadny bod ¢ € B* ve w*-topologii. Pak staci
ukazat, Ze T’ ¢ je hromadnym bodem {1’y } v normové topologii prostoru E* (porovnejte ostatné s 4.11 a 4.12).

(b) Rovnéz tak pro zévér diikkazu lze pouZit cviteni 2.55.r.

(¢) Kde jsme viibec v pfedchozim dtikazu vyuZivali tiplnosti prostoru X?

2.55. Elementarni cviceni. (a) Zjist&te, zda nésledujici operdtory na prostoru X jsou linedrni a spojité. Pokud
ano, spoctéte jejich normu:

(al) Lf(t) :=w(t)f(t), X = C([0,1]) (w je spojita funkce na [0,1]),
(a2) Lf(t):= w(t) (t ) X = LZ([O 1]) (w je zadana funkce na [0, 1]),
(a3) Lf(t) := f(t%), X = C([0,1]),

(ad) Lf(t) = f(t*), X = LZ([OJD,

(ab) L je 1dentlcke vnofeni prostoru C1([0,1]) (viz *1.1.d) do C([0, 1]),
(ab) Lf(t) := ff cos(t — s)ds, X = L2([0, 2n]),

(a7) Lf(t) —tfo £, X = L*([0,1)),

(a8) L({zn} = (x1,22,73,0,0,...), X =co & X =11,

(a9) L(z1,z2,23) := (931,72:1:2,313) pro (z1,z2,x3) € R3.

Ndvod. Abyste se nemuseli mofit s po¢itdnim normy ||L|| podle definice, oznatte si M matici linedrniho
zobrazeni L v n&jaké béazi prostoru R3. Potom matice M*M je samoadjungovana a jeji vlastni &isla jsou
redlnd a nezépornd. Pro nejv&tsi z nich, oznatme ho A, plati A = |[M*M| = |M|%. &

(b) Rozmyslete si, zda néasledujici funkciondly na Banachové prostoru X jsou linedrni a omezené. V kladném
pripadé naleznéte jejich normy.

(bl) F:{zn}— > Z—E,X:cg.

n=
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Ndvod. Budto pocitejte p¥imo z definice anebo se podivejte na 2.14.a, jak vypadaji spojité linedrni
funkcionély na prostoru cg a jejich normy. &

s
(b2) F: fw [ f(z)sinzdr, X = L%([0,n]).
0
Ndvod. Protoze F(f) = (f,sin) je vlastn& skaldrni sou¢in v L2([0,7]), je podle Fréchet-Rieszovy véty 2.9

|F|| = ||sin|| = sin2zdr=,/Z. &
! Vi

03) F:f = 5 S0 (), X =11,

OO
. _n _ 2
(bd) F:{zn}+— 7;:1 (2+%)% Tn, X =1°.

Navod. Co? opét zkusit Fréchet-Rieszovu vétu? &

(b5) F: fr— lim_ Jfamydt, X = c([o,1]).
(b6) F: f flt-%f(t) dt, X = L2([0,1]).
0

(b7) F:{zn} — f (1-Ya,, X =1

(b8) F:fr— fltf(t) dt, X = L?r([0,1]).
0

(b9) F: f— f(0), X ={f €C([—1,1]) : f je polynom nejvyse druhého stupné}.
Ndvod. |[F||=8. &

(c) Necht X,Y jsou Banachovy prostory a L € L(X,Y). Najdéte adjungovany operdtor L' : Y* — X*
v nésledujicich pripadech:
(c1) X =¢([0,2]), Y =C([0,1]) a Lf = f [ [0,1] pro f € X,

(c2) X =£P(0,1), Y =L£9(0,1), 2+ s =1alf= fl(ﬂc2 —y)sin(z +y)f(y)dy pro f € X,
0

(3) X =12, Y = ¢y a L je ,formalni“ identita (ka%dou posloupnost z 2 lze chipat jako prvek cp); v tomto
pripad& popiste i L.
1

Nivod. (¢2) L'g = [(v? — ) sin(z + )/ (v)dy. 4

(d) Bud ¢ funkce na intervalu (0, 1). Definujme linedrni operétor z prostoru £”(0,1) do £%(0,1) pfedpisem Tf =
@f. Za jakych podminek na funkci ¢ je T' omezeny operator?

Ndvod. Jestlize p > g a ¢ € £°°(0,1), je T omezeny. Pokud p < q, je T omezeny pouze v p¥ipadé ¢ = 0 skoro
viude. &

(e) Uvazujme normovany linedrni prostor E := [ z *1.1.c a poloZme
M={{zn} €E:zant1 =0} a N={{zn}€E: 21 =22, 203 =x4,3T5 =T6,...}.

Ukazte, ze M a N jsou uzaviené podprostory E, E = M & N, ale projekce E na M neni spojita. Je tedy E
algebraickym souctem dvou uzavienych podprostord, neni vSak jejich sou¢tem topologickym.

(f) Bud X Banachtiv prostor. Necht f € X*. Potom existuje z € X tak, Ze ||z|| = 1 a dist(z,ker f) = 1, pravé
kdy? existuje = € X, [z = 1 a |£(2)] = IIf]].
Ndvod. Mozna by pomohla Ascoliho formulka v 5.32.1. &

(g) Ukaite, 7e identické zobrazeni I! do I? je omezeny linearni operator.
Ndvod. Vyuzijte toho, #e {x € I! : ||z|l1 <1} C {z €% :|z|2 < 1}.

(h) V pozndmce 2.6.c jsme ukdzali, Ze na kaZdém normovaném linedrnim prostoru F nekone¢né dimenze existuje
nespojity linedrni funkciondl. Vyuzijte jeho existenci k dikazu, Ze v tomto pf¥ipadé existuje i prosty nespojity
linedrni operédtor L : E — E, L(E) = E. MilZete v8ak téZ vyuZit nasledujici ndvod.

Ndvod. Necht {e1,ea,...} je spofetnd podmnoZina néjaké Hamelovy bdze B prostoru E, o niz milizeme predpo-
kladat, Ze |le|| = 1 pro kazdé e € B. Polozme Le, = nen, pron = 1,2,... a Le = e pro ostatni prvky e bdze B.
Zobrazeni L, které je zatim definovano jen na bazi B, lze jednozna¢né rozgitit na linedrni operator definovany na
celém prostoru E. Ten je urdité prosty a na, neni vSak omezeny. &
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(i) Definujte L({zn}) = >° 7% pro {zn} € co. Ukaite, Ze L € (co)*, ||L|| = 3 % a neexistuje x € co, ||z|| <1 tak,
aby Lz = ||L]|.

(j) Bud' X reflexivni Banachtiv prostor a ¢ € X*. Potom existuje z € X, ||z|| <1 tak, ze ||¢|| = ¢(2).
Ndvod. Podle 2.20 naleznéme Z € X** tak, aby || Z|| =1 a ||¢|| = Z(p). PouZitim reflexivity X dostaneme z € X
s vlastnostmi e, = Z a ||z]| = ||Z]| =1. &

Poznamka. ProtoZe podle Banach-Bourbakiho véty 16.9 v reflexivnich prostorech je uzaviena jednotkova koule
kompaktni v jisté w-topologii, v niZ jsou soucasné i v8echny prvky X* spojité, plyne i odtud tvrzeni.

(k) Bud X Banachiv prostor. UkaZte, Ze eX je uzavieny podprostor X**.

Navod. VyuZijte izometrie kanonického vnoteni e k diikazu, Ze € X je Uplny. &

(1) Jestlize M je husty podprostor normovaného linedrniho prostoru E, potom prostory M* a E* jsou izometricky-
izomorfni.

Ndvod. Ukaite, 7ze ke kazdému T € M* existuje pravé jeden S € E* s vlastnostmi T'= S na M a ||T||ar = ||S||E-
)

(m) Necht E je normovany linedrni prostor nad F. Ukazte, ze prostory E a L(F, E) jsou izometricky-izomorfni.

(n) Je-li M uzavieny podprostor normovaného linedrniho prostoru E, jsou prostory E*/M-L a M* izometricky-
izomorfni. Rovnéz tak prostory (E/M)* a M+ jsou izometricky-izomorfni.

Ndvod. V prvnim p¥ipadé uvazujte zobrazeni ¢ + M+ +— o | M, v druhém pak pro n € (E/M)* bude mit hledané
zobrazeni tvar n+— noq, kde ¢: E — E/M je kanonické zobrazeni. &

(p) Necht E je normovany linedrni prostor. Potom existuje mnoZina 7" a podprostor .4 Banachova prostoru B(T')
v8ech omezenych funkci na T (viz *1.1.c) tak, Zze E a A jsou izometricky-izomorfni.

Ndvod. Polozte T = {p € E* : ||¢|| < 1}. Je-li z € E, definujte fz : ¢ — ¢(x) pro ¢ € T. Hledané zobrazeni je
pak x — fz. &

Poznamka. Podle disledku 16.6 je mnozina 7" kompaktni v jisté topologii, v niz je i kazda f, spojitd. Tudiz
kazdy normovany linedrni prostor je dokonce izometricky-izomorfni jistému podprostoru Banachova prostoru C(T")
spojitych funkci na kompaktu T'.

(q) UkaZte, 7e identické vnoreni C!([0,1]) do C([0,1]) je kompaktni operdtor.
Ndvod. PouZijte odhad |f(z) — f(y)| < ||fll |z — y| (f € C1([0,1]) a z,y € [0,1]) a Arzela-Ascoliho vétu. &

(r) Bud X Banachiiv prostor. Necht K € £.(X) a Y je uzavieny K-invariantni podprostor X (KY C Y). UkaZte,
te K 'Y € Lo(Y).

Ndvod. Necht {zy } je omezend posloupnost v Y. Z posloupnosti { Kzn } 1ze vybrat konvergentni. Protoze Kz, € Y
a Y je uzavfend mnoZina, lezi limita této vybrané pospoupnosti v Y. &

(s) Bud' X Banachtiv prostor a n kanonické vno¥eni X* do X***. UkaZte, Ze nX* méa v prostoru X*** topologicky
doplnék.

Ndvod. Necht &’ je banachovsky adjungované zobrazeni ke kanonickému vno¥eni € : X — X**. Potom noée’ :
X**% , X*** je projekei X*** na nX*. &

(t) UkaZte, Ze prostor cop nemiize byt dudlem 24dného Banachova prostoru.

Ndvod. Vyuzijte pFedchozi cvifeni ¢i 18.6.b. &
(u) Necht 1Y je vektorovy prostor viech posloupnosti redlnych &isel pro né

oo
[{@n Hlbw == lz1] + D |zj41 — 25| < 00.
=1
Ukaite, 7e 1° s takto definovanou normou |||, (coZ je vlastnd prostor viech posloupnosti ,kone¢né variace“)
tvor{ Banachiiv prostor, ktery je izometricky-izomorfni s I'.

(v) Necht T je izomorfni zobrazeni Banachova prostoru X na normovany linedrni prostor Y. UkaZzte, Ze v tomto
pripadé je Y jiz tplny.
Ndvod. Uvédomte si, Ze izomorfni zobrazeni pfevadi cauchyovské posloupnosti na cauchyovské a konvergentni na
konvergentni.

Miizete téz nahlédnout do navodu v 4.22.r. &
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(w) UkaZte, Ze normy ||.||1 a ||.]]2 na vektorovém prostoru E jsou ekvivalentni, pravé kdyZ identické zobrazeni
id: (B, J1) — (B, |l|2) je izomorni.

(x) Necht A, B jsou disjunktni konvexni podmnoZiny normovaného linedrniho prostoru E a A je oteviend. UkaZte,
Ze existuje f € E* aatak,ze AC{z € E: f(z) >alaBC{z € E: f(z) < a}.
Ndavod. Kopirujte dikaz Mazurovy véty z 2.22. &

(y) Vyuzijte nasledujici ndvod a v rdmci procviceni zkuste dokdzat verzi Hahn-Banachovy v&ty z pozndmky 2.17:
Je-li p konvezni funkciondl na redlném vektorovém prostoru W, existuje linedrni forma F € W# tak, 2e F < p
na W.

Ndvod. Necht P je mnoZina vSech konvexnich funkcionédlti na W, kde definujeme uspofadani p; < p2, pokud
pi(z) > pa(z) pro kazdé = € W. Zprvu ukazte, Ze kazdy Fet&zec v P mé horni zdvoru (a to bodové infimum prvki
tohoto Fetézce). Polozme P, := {q € P : ¢ < pna W}. Podle Zornova lemmatu existuje minimalni prvek F' € Pp.
K dokonceni diikazu stali ukazat, 7ze F je linedrni forma. To da trochu préce.

Pro w,z € W polozte Fy(z) := inf{ F(z + Aw) — AF(w) : A > 0}. Z odhadu —F(—z) < F(z + Aw) — AF (w) <
F(z) plyne, ze F, je redlnd funkce na W a ze F,, < F. Nyni ukaZte, ze F}, je konvexni funkciondl na W. Tudiz
z minimality F' plyne, ze Fy, = F. Volime-li tedy A = 1, dostaneme, ze F je aditivni (F(z) + F(w) < F(z 4+ w) <
F(z) + F(w)). &

Poznamka. Odtud jiz lehko dokdzeme algebraickou verzi Hahn-Banachovy véty 2.16: Staéi polozit pfi oznaceni
v uvedené vét& g(x) := inf{p(x — m) 4+ f(m) : m € M} a ukdzat, obdobng jako vye, Ze q je korektn& definovany
konvexni funkcional na W. Potom bude existovat F € W# tak, 7e FF < q < p na W. Specialn& pak F = f na M.

(z) Pokud M, N jsou kolmé podprostory Hilbertova prostoru, oznaéme M @, N podprostor M + N, coZ je samo-
ziejmé {m +n:m € M,n € N}. Jsou-li P,Q projekce na Hilbertov& prostoru H, je P + Q projekce, pravé kdyz
podprostory R(P) a R(Q) jsou na sebe kolmé. UkaZte, Ze v tom p¥ipadé je P + Q projekce na R(P) @, R(Q).

3. KONVERGENCE A RADY V BANACHOVYCH PROSTORECH

3.1. Konvergence v X a X*. UvaZujme normovany linedrni prostor X s normou ||.||. VZitou
konvenci mezi matematiky je mlcky vztahovat veskeré topologické pojmy v X k metrice o(x,y) :=
|l — y||. Nékdy mluvime téz o normové topologii, konvergenci v normé, ... . Je-li tedy {z,}
posloupnost v X a x € X, fikdme, Ze {x,} konverguje k x, jestlize ||z, — x| — 0.

Pokud jde o prostor spojitych linearnich forem X*, pfipomenme, Ze na ném je norma defino-

vana vztahem
[L|| = sup{|La|: [|z|| <1}, LeX",

a ta automaticky urcuje konvergenci v X*.
Méme-li tedy definovidn pojem konvergence (v normé), lze mluvit o souctu Fady, ktery je
definovan jako limita posloupnosti ¢asteénych soucti:

0o k

E an = lim E Qp .
k—o0

n=1 n=1

V Banachovych prostorech lze definovat celou skalu konvergenci. V dalsim se soustfedime
pouze na zakladni pojmy.
3.2. Slaba konvergence v X. Rekneme, 7e posloupnost {z,} prvk normovaného lineérniho
prostoru X konverguje slabé k prvku z, symbolicky znaceno z, — z, jestlize Lz, — Lx pro
kazdou spojitou linedrni formu L € X*. Nékdy téz, avSak velice ziidka, budeme fikat, Ze po-
sloupnost {z,} w-konverguje k prvku z. Thned je vidét, Ze kazda konvergentni posloupnost je i
slabé konvergentni (ne v8ak naopak!), a Ze limita slabé konvergentni posloupnosti, pokud exis-
tuje, je urcena jednozna¢né (uvédomte si, ze podle diisledku Hahn-Banachovy véty 2.20 prvky
X* oddéluji body X).
3.3. Slaba* konvergence v X*. Je-li {L,} posloupnost v X* fekneme, 7e {L,,} w*-konverguje

k prvku L € X, symbolicky L,, v L, jestlize L,z — Lx pro kazdy prvek z ptavodniho prostoru
X. Opét je ihned vidét, ze kazda konvergentni posloupnost v X* je i w*-konvergentni (vyuZijte
odhad || L,x — Lz|| < ||Ln, — L|| ||z]|), & 7e w*-konvergentni posloupnost nemtize mit dvé rizné
limity (pot¥ebujeme k tomuto tvrzeni Hahn-Banachovu vétu?).
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3.4. Varovani. Je-li X Banachtv prostor, mdme na jeho dudlu X* definoviany dvé ,slabé“
konvergence. Jednak L, = L, pokud ®(L,) — ®(L) pro kazdé & € X**, a jednak L, v L,
jestlize L,z — Lx pro kazdé x € X.

Pokud L,, 5 L, potom i L, Y L. To je jasné. Volime-li totiz = € X, je ¢, € X** a z predpo-
kladu L,, % L plyne, Ze £,(L,) — €.(L). To oviem neznamena nic jiného ne? L,z — Lz. Tudiz
L, L.

3.5. Véticka. Pokud X je reflexivni prostor, potom w- a w*-konvergence na X* splyvaji.

Diikaz. Pravé jsme tekli, ze vidy w-konvergence na X za sebou vlece i w*-konvergenci. Necht

tedy X je reflexivni a L, % L. Chceme ukdzat, ze i L, — L. K tomu sta¢i zvolit & € X** a
ové&rit, ze ®(L,) — ®(L). Protoze X je reflexivni, existuje x € X tak, ze ¢, = ®. Tvrzeni nyni
plyne z toho, ze L,z — Lx, ze ®(L,) = €,(Ly) = Ly(z) a ze (L) = L(z). =

3.6. Piiklad. Obecné w-konvergence na X* nemusi splyvat s w*-konvergenci, staci si dobfte pro-
myslet nasledujici priklad. Uvazujme Banachtv prostor ¢g a jeho duél reprezentovany prostorem
I'. Necht {e,} je posloupnost prvki I', kde, jako obvykle, e,, := (0,...,0,1,0,...). Kazdy prvek

en reprezentuje spojitou linedrni formu ¢, na c¢g podle 2.14.a. Ukdzeme, Ze @, N 0. Volme tedy
x = {x,} € ¢o. Potom podle zminéného popisu dudlu k ¢y mame ¢, (x) = x,. Protoze z,, — 0,
je tvrzeni dokézéno. Pokud by posloupnost {e,} konvergovala v I! slab&, musela by podle toho,
co jsme pied chvili fekli, slabé konvergovat k 0. To v8ak neni pravda, staci uvazovat spojitou
linedrni formu na ! reprezentovanou prvkem (1,1,1,...) € [°°.

3.7. Poznamky. (a) S prihlédnutim k posledni véti¢ce 3.5 ihned vidime, Ze prostor co neni reflexivni.

(b) Viibec, pokud jde o konvergenci v prostoru I!, situace je zajimavé. Podle Schurova lemmatu, které dokéZeme
v *3.2, posloupnost prvki z I konverguje slabg, pravé kdy? konverguje v normé&. PouZijeme-li toto lemma, vidime
také, ze posloupnost {en} z posledniho p¥ikladu nemtZe konvergovat slabg, nebot tato posloupnost nekonverguje
v normé (|len — eg|| = 1 pro n # k).
3.8. Poznamky. (a) Pozdgji v kapitole 15 ukdZeme, Ze na X a X* existuji rozumné topologie, v nichz posloupnosti
konverguji, pravé kdyz konverguji slabé. Ty neni nikterak t&€zké popsat, uciiime to tedy hned.

Rekneme, %e podmnoZina G normovaného lineidrniho prostoru X je w-oteviend, jestlize ke kazdému a € G
existuje e > 0 a w1,...,on € X* tak, ze

Ua,p1,...,0n,e):={z € X :|pj(r—a)|<eproj=1,...,n} CG.

Snadnou uvahou zjistime, Ze sjednoceni libovolného poc¢tu w-otevienych mnozin a prinik kone¢ného poétu w-
otevienych mnozin je opét w-oteviend mnozina. Tvofi tedy kolekce vSech w-otevienych mnozin topologii. Tato
topologie se nazyva slabou topologii na X. Kazd4 w-oteviena mnoZina je oteviend i v piivodni topologii prostoru
X. Itonahlédneme vcelku snadno. Vskutku, je-li G w-oteviena mnozina a a € G, existujee > 0a ¢1,...,pn € X*
tak, ze U(a, 1, ...,¢n,e) C G. Ze spojitosti funkciondlii o1, ..., ¢n v bodé a najdeme § > 0 tak, aby |p;(z—a)| < e
prokazdé j =1,...,n akazdé z € X, pokud ||z —a|l < §. Odtud plyne, Zze U(a,§) C G, &li G je oteviend mnozina.
A skuten& lehkym cvicenim je ukézat, e z,, — x, pravé kdy? =, — = v nadmi zavedené slabé w-topologii. Hned
v8ak upozorn&me, %e slabd w-topologie se nedd popsat pomoci slabé konvergence posloupnosti (kupfikladu podle
Schurova lemmatu *3.2 v Banachové prostoru ' konvergence a slab4 konvergence posloupnosti splyvaji ackoliv
slaba topologie na I! zdaleka nesplyva s jeho ,normovou* topologii).
Obdobné 1ze definovat w*-topologii na X*.

(b) Vsimnéte si, Ze i pfes symetrickou definici slabych konvergenci v X a X*, argumenty pro odtivodnéni analo-
gickych tvrzeni nejsou zdaleka obdobné.

(¢) Abychom rozliili ndzvem slabou konvergenci od konvergence v normé, nazyvame téZ nékdy konvergenci v norms

silnou konvergenci.

3.9. Piiklady. (a) Necht {e,} je nekonetnd ortonormdlni soustava Hilbertova prostoru H. Je-
li L € H*, existuje podle Fréchet-Rieszovy véty 2.9 takové a € H, ze Lz = (x,a) pro kazdé
z € H. Protoze podle Besselovy nerovnosti 1.32 plati ° |(e,,a)* < ||a||* < oo, je lim Le,, =
lim(e,,a) = 0. Vidime, e e, = 0. Na druhé strané, protoze ||e, — ex|| = v/2 pro n # k, nemiize
posloupnost {e, } konvergovat (v normé). (Pro dikaz, 7e posloupnost {e,} nemiize konvergovat,
lze argumentovat také takto. Kdyby posloupnost {e,} konvergovala, musela by konvergovat k 0,
nebot k tomuto prvku konverguje slabé&. Ze spojitosti normy bychom pak oviem dostali, ze ||0]| =

1)
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(b) Ukézeme, Ze cosnxz — 0 v prostoru LP([0,1]), pokud 1 < p < oo. Je-li totiz ¢ = p%l a

L € (L*([0,1]))*, existuje g € Li([0, 1]) tak, ze Lcosnz = fol g cosnzx pro kazdé n (viz 2.14.b).
Pouzitim Riemann-Lebesgueova lemmatu (viz [LM], 31.10, uvédomte si, ze L4([0,1]) C L'([0,1]))
dostavame tvrzeni. Posloupnost {cosnz} v8ak nemiZe konvergovat v normé prostoru LP. Staci
totiz, obdobné jako v piikladu (a), spocitat || cosnz||p.

(c) Uvazujme Banachtv prostor X = C([—1, 1]) a polozme L,, = E_1—€1 (zde Diracova mira ¢,
definovana predpisem ¢ (f) = f(z) je prvkem X*). Je-li f € C([0,1]), je Lnf = f(—1)— f(%) —

n

£(0) — f(0) = 0. Tedy L, "% 0. Protoze |ILn|| = e_1(1) + €1 (1) = 2, nemiize posloupnost {L,}

konvergovat silné k nule. '
Poznamka. Plati velice prekvapivé tvrzeni (alespohi na prvni pohled): Je-li X Banachiv prostor nekonecné
dimenze, ezistuje vidy posloupnost o, € X* tak, Ze ||on|| = 1 pro kazdé n a pn “> 0. MiiZete se podivat na

poznamku v 16.17.c.

(d) Bud K kompaktni prostor a {f,} posloupnost funkci Banachova prostoru C(K). Potom
fn 2 f, pravé kdyz sup,, ||fall < 00 a fu(t) — f(t) v kazdém bodé t € K.

Ndvod. Jestlize sup,, ||fn]] < o0 a fn(t) — f(t) pro kazdé ¢t € K, potom pomoci Lebesgueovy
véty mame puf,, — pf pro kazdou neziapornou Radonovu miru g na K. Odtud je jiz jen kricek
k dtkazu, ze Lf, — Lf pro kazdy prvek L € C(K)* (musime pouZit 2.14.d a rozklad libovolné
(znaménkové) Radonovy miry).

Pokud f, = f, potom posloupnost norem {||f,||} je omezena. Tady se musime odvolat na
tvrzeni v 4.7. Abychom ukézali, Ze posloupnost {f,} konverguje bodové k f na K, stali si
uvédomit, ze Diracovy miry &; jsou prvky C(K)*. &

Vratme se nyni k fadam v Banachovych prostorech.

3.10. Absolutni a bezpodmineéna konvergence. Rada >, Gn Vv normovaném linedrnim
prostoru se nazve absolutné konvergentni, jestlize konverguje fada >, |la,| a bezpodminecné
konvergentni, konverguje-li fada ), a(,) pro kazdou permutaci 7 ptirozenych cisel.

Podivejme se nejprve, jaka je situace pro fady realnych ¢isel. Mame-li konvergentnifadu ), an
redlnych cisel se souctem A, mohou nastat dva pripady: Budto fada ) ar(,) konverguje pro kaz-
dou permutaci 7 pfirozenych ¢isel (v tom ptipadé pak ) ar,,) = A) anebo existuje permutace
7, pro kterou fada ) ar,) nekonverguje. Prvni piipad nastane, pravé kdyz fada ), a, je ab-
solutné konvergentni (nékdy se tomuto tvrzeni ¢ika Dirichletova véta). V druhém piipadé je pak
fada ) a, neabsolutné konvergentni a at si zvolime jakékoliv o € R, existuje permutace 7 tak,
ze Y, ar(n) = a. Dokonce mizeme prerovnat fadu > ., an tak, aby divergovala k +oco, —oo, ¢i
aby dokonce oscilovala. To vSe fika Riemannova véta.

Kazda absolutné konvergentni fada v Banachové prostoru je i bezpodmineéné konvergentni.
Pro diikaz tohoto tvrzeni by si stacilo osvézit myslenku diikazu pro fady redlnych cisel. My v dalsi
vété dokdzeme vlastné malinko vice. Zaroven uvidime, jakou roli zde hraje tplnost prostoru.

3.11. Véta. Necht E je normovany linedrni prostor. Potom nasledugici vyroky jsou ekvivalentni:

(i) E je Banachiv,
(il) kaZdd absolutné konvergenini fada v E je konvergentni,
(i) kaZdd absolutné konvergentni fada v E je bezpodminecné konvergentni.

Diikaz. Necht E je Banachtiva ) |lz,| < co. Vyuzijeme-li odhadu
[#n +znt1 + -+ aell < lznll + [2ngall + - + [zl

vidime, ze posloupnost ¢asteénych souctt fady ) x, je cauchyovskd v E. Tudiz fada ) x,
musi konvergovat.
Ze (iii) trividlné plyne (ii). Ale také naopak. Je-li totiz ) x, absolutné konvergentni a

k
7 : N — N pierovnani, plyne z odhadu ) [|zx(n)|| <>, |||l < oo, 7e fada ), 2., konver-
n=1

guje absolutné. Predpokladdme-li tedy (iij, musi tato prerovnand rada konvergovat.
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Piedpoklddejme nyni (ii) a volme cauchyovskou posloupnost {z,} v E. Nalezneme-li jeji vy-
branou konvergentni podposloupnost, bude {x,,} ur¢ité konvergentni. Ale to neni obtiZzné. Urcité

existuje takové posloupnost indexti ny < no <ng < ..., 7e ||n,,, —&n,| < 1/27. Protoze ¢iselnd
o0 o0

fada ) ||€n,,, — 2n, || konverguje, musi podle pfedpokladu konvergovat i fada ) (zn,,, — Tn,)
j=1 i=1

Tudiz existuje lim z,,,, nebot ,, + (T, — Tn,) + -+ (T, — Tn;_,) = Ty, W

Konverguje-li néjaka rada bezpodminecné, je jeji soucet nezavisly na poradi jejich sc¢itanci. Je
totiz stejny pro libovolnou permutaci 7 : N — N. Toto tvrzeni oviem musime dokazat.

3.12. Vé&ta. Necht tada )", x, konverguje v Banachové prostoru X bezpodminecné. Potom jeji
soucet nezavist na jejim jakémkoliv prerovndni.

Diikaz. Necht 7 a v jsou permutace N, s := Y 2r(y), t 1= D Ty(n), PiiCem7 s # t. Zvolme okoli
U aV bodua s at v prostoru X tak mald, aby se neprotinala. Dikaz bude proveden, najdeme-li
takové prerovnanl na8i fady, které nekonverguje. Ale to neni tézké. Najdeme index m tak, aby

soucet Z Zx(;) padl do okoli U. Déle nalezneme index ny > ny tak, aby v souctu Z Ty(j) se

j=1
vyskytly vsechny cleny (1), .., Tx(n,) @ aby tento soucet lezel v okoli V. Vytvotrime posloupnost,
kde za prvky z (1), ..., Tr(n,) ddme prvky z,(1), ..., Ty (n,) sSamoziejmé s vynechanim téch prvki,
které by se v této posloupnosti vyskytly dvakrat. Tak pokracujeme déle. Je jasné, ze vysledna
prehazenda rada nemtize konvergovat.

Uvedme jesté jinou my$lenku dikazu. Protoze s # t, existuje podle disledku Hahn-Banachovy
véty 2.20 spojité linedrni forma ¢ € X* tak, 7e ¢(s) # ¢(t). Ciselnd Yada >, @(r(n)) ne-
mize podle Dirichletovy véty konvergovat absolutné (nebot > o(zrm)) = ©(s) # @(t) =
> n @(Ty(n))). Podle Riemannovy véty, o které jsme se zminili, existuje permutace o pfirozenych
cisel tak, 7e fada ), @(74(n)) diverguje. Odtud vyplyva, ze fada ) 2, (,) nemize konvergovat
k zadnému prvku z X. m

3.13. Rozdil koneéné a nekonecéné dimenze. Jaka je situace v prostorech konecné dimenze?
Dirichletova véta fika, obdobné jako tomu bylo pro fady redlnych cisel, ze fada prvka koneéné
dimenzionalniho Banachova prostoru konverguje absolutné, pravé kdyz konverguje bezpodminec-
né. To neni tézké si uvédomit. Konvergence v R" je konvergenci po slozkéch a je stejné ve vSech
ekvivalentnich norméch.

V nekoneéné rozmérnych prostorech jiz Dirichletova véta neplati, uvedme nésledujici priklad.
Uvazujme Banachtv prostor ¢y a v ném posloupnost prvka {z,}, kde z,, = (0,...,0, 711,0 )
ma pouze na n-tém misté nenulovou hodnotu % Je evidentni, 7e fada ) x, nekonverguje
absolutné. Na druhé strané si staci rozmyslet, ze pro libovolnou permutaci 7 : N — N prehazena
fada ), 2q(n) konverguje k prvku (1, %, %, S

Jiny ptiklad je uveden ve cviceni 3.14.m.

Plati hluboké Dvoretzky-Rogersova véta, podle které dokonce v kazdém Banachové prostoru

nekonecné dimenze existuje bezpodmine¢né konvergentni fada, ktera neni absolutné konvergentni.
K ni se jesté vratime v *3.4.c a *10.4.e.

Analogii Riemannovy véty v komplexni roviné C lze vyslovit takto: Je-li ddna
konvergentni tada komplexnich cisel, potom mmnozZina vsech souctu vSech moz-
nych jejich konvergentnich prerovndni je budto jednobodovd (prdvé v pFipadé, kdy
dand fada konverguje bezpodmineéné), nebo piimka v C, anebo celd komplexni
rovina C. Dikaz tohoto tvrzeni upraveny podle prace V. Jarnika [1928] Ize nalézt
v [Prob], odst. 39.*C.

Situaci v prostorech vyssi dimenze pak vystihuje Lévy-Steinitzova véta, na jejiz
znéni étendfe upozornime v *3.7.a.

3.14. Elementarni cvi€eni. (a) Necht e, := (0,...,0,1,0,...) je posloupnost majici na n-tém

V. Jarnik

mist& cifru 1, jinde samé nuly. Ukaite, 7e e, — 0 v libovolném prostoru P pro p > 1, zatimco
v prostoru I' posloupnost {e,} viibec slab& nekonverguje.

Ndvod. Uvédomte si, jak vypadaji spojité linearni formy na prostorech [P pro p > 1. A samoziejmé vyuzijte fakt,
7e an, — 0, pokud {an} €P prol1 <p<oo. &
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(b) Necht X,Y jsou normované linedrni prostory, T' € L(X,Y). Jestlize xp 2 x, potom Tz, — Tz. Porovnejte
s 4.22.d.

(¢) Uvazujte posloupnost prvki z, := (1,1,...,1,0,...) (cifry 1 aZ do n-tého mista) Banachova prostoru .

Ukazte, ze posloupnost {z,} nemiZe konvergovat v normé prostoru [°°. Dale ukaZzte, Ze xp Yz, kde ¢ =
(1,1,1,...). Nejtéz8im problémem je ukazat, Ze posloupnost {zy } nekonverguje slabé k x (ona nemiiZe konvergovat
slab& k Zddnému jinému prvku [°°, sta&i se podivat na 3.4).

Ndvod. K ditkazu posledniho tvrzeni sta¢i najit ® € (I°°)* tak, aby ®x, = 0 pro kazdé n a Pz = 1. K tomu si
sta¢i uvédomit, Ze ¢ CC I a ¢ : {&n} — lim &, je spojitd linedrni forma na ¢, kterd jde podle Hahn-Banachovy
vity rozsiFit na cely prostor [°°. (MiZete téz pouzit cvifeni 3.14.j.) &

(d) Necht {en} je ortonormélni bize (separabilniho) Hilbertova prostoru H. Ukazte, ze pro kazdé z € H Fada
> (x, en)en konverguje bezpodmineind k .

(e) Ukazte, ze posloupnost {fn} C C([0,1]), kde fn(0) = 1, fn = 0 na intervalu [%, 1] a fn je linedrni na [0, %],
ani zadnd jeji vybrand posloupnost nekonverguje slab& (v prostoru C([0,1])).

Ndvod. Uvédomte si, Ze Diracovy miry €z jsou pro x € [0, 1] prvky dudlu. &

(f) Necht fn = c(n,n4+1) na R. Ukaite, Ze posloupnost {fn} C L'(R) ani #4dn4 jeji vybrana posloupnost nekon-
verguje slab& v L!(R).

Ndvod. Necht {f,} je vybrana posloupnost. Naleznéte ¢ € L tak, aby posloupnost { [ @ fn, } neméla limitu.
&

(g) Necht E je normovany linearni prostor. Jestlize @, — @, potom ||z|| < liminf ||zx]|.
Ndvod. Tvrzeni je ziejmé, pokud = = 0. Jinak podle disledku Hahn-Banachovy véty 2.20 naleznéte f € E™* tak,
aby [|f]l =1 a f(z) = ||=||. Potom ||z|| = lim f(zn) < liminf |[f]| zn]]. &

Poznamka. Podivejte se také na 16.18.b.

(h) Ukaite, Ze nerovnost v (g) miiZe byt i ostra.

Ndvod. Uvazujte ortonormélni bdzi n&jakého separabilniho Hilbertova prostoru. &

(i) Necht z, 2 z v normovaném linedrnim prostoru E. Potom existuje posloupnost {yj} (konetnych) linedrnich
kombinaci prvkit posloupnosti {zn} tak, Ze yr — .

Ndvod. Necht Y = Tlin{z,} je uzavfeny linearni obal prvki posloupnosti {z,}. Sta&i ukazat, 7e z € Y. Kdyby
tomu tak nebylo, existoval by podle dtisledku Hahn-Banachovy véty 2.22 funkciondl ¢ € E* tak, Ze ¢(z) > 0 a
¢ =0na Y. Potom by oviem nemohlo byt p(zn) — ¢(z). &

Poznamka. Plati dokonce, Ze = je (silnou) limitou konvexnich kombinaci prvkd posloupnosti {zn}. Abychom
toto ovéfili, potiebovali bychom mit v pfedchozim navodu k dispozici vétu Hahn-Banachova typu pro oddélovani
konvexnich mnozin. Takové véty existuji, staci se podivat t¥eba na 2.23, stacila by i mald Mazurova véta 14.27.

(j) Necht Y je uzavieny podprostor normovaného linedrniho prostoru E, z,, € Y a zp, X z. Ukaiste, 7e z € Y.

Ndvod. Pouzijte pfedchozi cvifeni (i). &

(k) Uvazujme posloupnost funkci f, : ¢t — sinnt na intervalu [0,2r]. UkaZte, Ze posloupnost {f»} konverguje
slab& v Hilbertové prostoru L2([0,27]), zatimco v prostoru C([0, 27]) slab& nekonverguje. Konverguje v nékterém
z téchto prostori silng?

Ndvod. Pouzijte samoziejmé Fréchet-Rieszovu vétu 2.9 a priklad 3.9.d. &

(1) Necht {z,} je posloupnost prvkt Hilbertova prostoru. JestliZe z,, —  a ||zn| — |||, potom z, — z.
Ndvod. Pouzijte rovnost

len —2l* = lzall® = (@n,2) = (@n, ) + 2|

spolu s poznatkem, %e (zn,2) — (x,z) = ||z||>. &
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(m) V Hilbertové prostoru I2 uvazujte posloupnost prvki a, := (0,...,0,n,0,...) (na n-tém mist& hodnota \,).
Ukaite, Ze fada ), xn je bezpodminetn& konvergentni v 12, pokud {\,} € I2, ale neni absolutn& konvergentni,
jestlize 3~ |An| = oo.

4. ZAKLADNI VETY FUNKCIONALN{ ANALYZY

V této kapitole uvedeme dtilezité hlubsi véty, které spolu s Hahn-Banachovou vétou tvori pater
funkcionélni analyzy. Pfi dilkkazu véty o principu stejnomérné omezenosti, kterou nas vyklad
zacneme, budeme potifebovat nasledujici variantu Baireovy véty. O jejim diukazu a o dalsich
souvislostech se 1ze dod¢ist v Appendixu o topologii.

4.1. Baireova véta. Necht P je uplny metricky prostor, {F,} posloupnost jeho uzaviengch

o0
podmnozin a P = |J F,. Potom existuje k tak, Ze mnoZina Fy, md neprazdny vnitrek.
n=1
4.2. Princip stejnomérné omezenosti. Necht X je Banachuv prostor, E normovany linedrni
prostor a G C L(X, E). Nasledujici vjroky jsou ekvivalentni:
(i) sup{||L]|: L € G} < 400,
(ii) sup{||Lz| : L € G} < +o0 pro kazdé x € X .

Diikaz. Implikace (i) = (ii) plyne ze vztahu || Lz|| < ||L|| ||z||. Pfedpoklddejme tedy platnost (ii)
a polozme
F, = ﬂ{:cEX:HLSCHSn} pro neN.
Leg

Mnoziny F,, jsou uzaviené diky spojitosti normy a zobrazeni ze systému G (nesmime téz zapo-
menout, Ze prinik libovolného systému uzavienych mnozin je mnozina uzaviend). Protoze podle
piedpokladu X = J,, F,,, existuje podle Baireovy véty 4.1 takové k, Ze mnozina Fy, ma neprazdny
vnitiek. Tedy existuje ¢ > 0 a z € F}, tak, ze {x € X : ||z — z|| < 2¢} C F}j. Volme pevné L € G
ay e X, |ly|| <1.Protoze x := z + ey € Fy, dostavame

1 2k
lzyl = [£(52)] = S(hzal + heal) < =

r—z
9

atudiz L] < 2. w
Princip stejnomérné omezenosti lze ponékud zesilit. Plati totiZz néasledujici tvrzeni.

4.3. V&ta. Necht opét X je Banachiv prostor, E normovany linedrni prostor a G C L(X, E). Potom ndsledujici
vyroky jsou ekvivalentni:

(i) sup{||IL]|: L € G} = +oo,
(ii) emistuje x € X tak, %e sup{||Lz||: L € G} = 400 ,

(iii) existuje mnoZina M C X hustd a typu Gs tak, Ze sup{||La:|| L e g} = 400 pro kazdé x € M,
(iv) {z € X :sup{||Lz| : L € G} < oo} je 1. kategorie.

Dikaz. Ekvivalenci (i) a (ii) jsme pravé dokézali v pfedchozi vété. Predpoklddejme nyni (ii). Oznalime-li V;, :=
{:1: € X :sup{||Lz| : L € G} > n}, jsou V,, podle predpokladu neprazdné. VyuZijeme-li spojitost normy a
definice suprema, lehko ovéfime, Ze V,, jsou také oteviené podmnoZiny X . UkdZeme, Ze V, jsou také husté v X.
Kdyby toti# existovalo k tak, Ze Vi neni hustd v X, existovala by oteviend mnozina G, ) # G C X \ Vi. Potom
oviem ||Lz|| < k pro kazdé x € G a L € G. Obdobné jako v diikazu pfedchozi véty bychom ukazali, Ze potom
sup{||L|| : L € G} < 400, coZ by bylo ve sporu s (i). Tedy v8echny mnoZiny Vj, jsou husté a protoze X je Bairetv,
jei Gs-mnozina M := (), Vi hustd. Samoziejmg, pro x € M je sup{||L| : L € G} = +oo. Tim jsme ukdzali, ze (ii)
= (iii). JeZto dopln&k kazdé husté Gs-mnoZiny je 1. kategorie, plyne ze (iii) ihned (iv). Kone¢né implikace (iv) =
(ii) plyne z toho, Ze prostor X je Bairetiv. B

4.4. Banach-Steinhausova véta. Bud X Banachiv a E normovany linedrni prostor. Necht
{L,} C L(X, E) je takovd posloupnost, Ze existuje lim L,x pro kaZdé x € X; oznacme tuto limitu
Lz. Potom L € L(X,E).
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Diikaz. Linearita zobrazeni L je zfejméa. Z konvergence plyne, ze sup{||L,z|| : n € N} < co pro
kazdé = € X. Podle principu stejnomérné omezenosti 4.2 existuje M > 0 tak, ze ||L,|| < M pro
kazdé n. Potom ovSem vyuzitim spojitosti normy dostaneme, ze ||Lz| = lim || L,z| < M ||z||, coz
jsme potiebovali ukazat. m

4.5. Poznamky. (a) K platnosti Banach-Steinhausovy véty sta¢i predpokladat, Ze bodova limita lim L,z existuje
pro x z mnoZiny 2. kategorie.

(b) Ukaite, Ze p¥i shora zavedeném oznaceni ||L|| < liminf ||L,| < oco.

(c) Je-li {Ln} libovolna posloupnost z £(X, E), je mnozina {z € X : limsup||Lnz| < co} budto 1. kategorie
anebo splyva s X.

Ndvod. Vyuzijte ekvivalenci (i) a (iv) ve v&té 4.3. Uvédomte si p¥i tom, Ze limsup an < oo, pravé kdyZ sup{an :
ne€N}<oo. &

(d) V dtikazu Banach-Steinhausovy v&ty jsme podstatnym zpidsobem vyuzili baireovskosti prostoru X. Banach-
Steinhausova véta v8ak plati i v obecné&jsich prostorech (kup¥. pro distribuce) a souvisi tizce s barelovanymi lokalng
konvexnimi prostory (viz 14.8.b).

V dalsim podame nékteré aplikace principu stejnomérné omezenosti, dalsi jsou pak uvedeny
v kapitole *4.

4.6. Konvergence a divergence Fourierovych fad. NeZ se dostaneme k vlastni aplikaci principu stejnomérné
omezenosti, uvedme n&kterd tvrzeni z teorie Fourierovych fad.

(a) Budeme uvaZovat prostor P(27) vSech 2m-periodickych funkci na R, které jsou na intervalu [0, 27 lebesgue-
ovsky integrovatelné. Pro f € P(2n) oznalime Fy(z) (formdlni) Fourierovu ¥adu funkce f v bodé& z
a =
— cos bp, sin ,
5 + ;(an nz + by sinnz)

kde koeficienty a, a by se spocitaji podle znamych vzorct

1 2m 1 27
an = — f(t) cosntdt a b, =— f(t) sin ntdt.
™ Jo ™ Jo

Zakladni tlohou je zjistit, v jakych bodech Fourierova rada konverguje a k jakému souctu. K tomu Gcelu je
tfeba vySetfit limitu posloupnosti ¢dste¢nych soultti fady Fy(x). Oznalime-li tedy sn(f, ) n-ty Cistecny soulet
Fourierovy Fady funkce f v bodé& x, po chvilce pocitani zjistime, Ze

1 ™

sulha) = o ["[fe+0) + fa = 0] Datt) dt,
2 0

kde Dn(t) je t.zv. Dirichletovo jddro

sin(n + %)t

—

sin b

Dy(t) =

Fourierova fada pak konverguje v bod& = k sou¢tu S, pravé kdyz lim s, (f,z) = S, coZ lze ekvivalentn& vyjadrit
tak, 7Ze

lim/w [flz+t)+ fx—t) — 28] Dn(t)dt = 0,
0
ba dokonce, Ze

5
lim/ [flz+t)+ fx—t) — 28] Dn(t)dt = 0,
0

kde § > 0 je libovolné zadané &islo.

Odtud se lehko odvodi, Ze kupt¥ikladu Fourierova fada konverguje v bod& z k soudtu f(z),
jestlize f mé vlastni derivaci f/(x) anebo zndmé Dirichlet-Jordanovo kriterium.

Naproti tomu jiz v roce 1876 sestrojil du Bois Reymond ptiklad spojité funkce, jejiz Fou-
rierova Fada diverguje v jednom bodé. Lebesguetiv pfiklad funkce stejné vlastnosti lze nalézt
v [JII]. Kolmogorov pak ve dvacédtych letech sestrojil dokonce piiklad integrovatelné funkce,
jejiz Fourierova fada diverguje ve vSech bodech. Na druhé strané z teorie v Hilbertovych prosto-
rech vime (viz 1.36 a 1.34), 7e Fourierova fada funkce f € £2(0,27) musi konvergovat ve smyslu
L?-normy k f (z toho oviem jeit& nic neplyne pro bodovou konvergenci). Dlouho otevieny pro-
blém o bodové konvergenci Fourierovych fad funkei z £2((0,2m)) vy¥esil az L. Carleson v roce
1965: Fourierova fada funkce z £2((0,2m)) (specidlné kaZdé spojité funkce) konverguje ve skoro
vSech bodech.

L. Carleson Jako aplikaci principu stejnomérné omezenosti nyni poddme nekonstruktivni dikaz existence
spojité funkce, jejiz Fourierova fada diverguje v néjakém bodé& a ukaZeme, Ze tato vlastnost je
vlastné ,typickd“ pro vétSinu spojitych funkeci.
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(b) Uvazujme Banachiiv prostor X := {f € C([0,27]) : f(0) = f(2m)}.Pro f € X an € N polozme Ln f = sn(f,0).
Samoziejmé, Ly, jsou linedrni funkciondly na X, a protoze

1l = suplsn(£.0) 11 < 1} < = [ Do)l dt < o0,

jsou L, omezené funkciondly na X. UkaZeme-li, Ze dokonce
1 ™
12all= = [T 1Da(O]dt — 40
T Jo

bude sup{||Ln|| : n € N} = +oo. Podle principu stejnomé&rné omezenosti 4.2 musi pak existovat spojita funkce
f € X, pro niz posloupnost {sn(f,0)} nekonverguje.

Lze v8ak tvrdit mnohem vice. Zesileny princip stejnomérné omezenosti 4.3 dé existenci takové husté Gs-mnoziny
M C X, Ze sup,, |sn(f,0)] = 400 pro kazdou funkci f € M. Jinymi slovy, existuje ,velkd“ mnoZina M spojitych
funkci na [0, 27], majici tu vlastnost, ze Fourierova fada libovolné funkce z této mnoziny M nekonverguje v bodé
0.

Ale mtiZzeme jit jest8 dale. Bod 0 nebyl nikterak vyjime¢ny. Stejn& bychom mohli ukézat, ze pro kazdé = € [0, 2]
existuje hustd Gs-mnozina C; C X tak, Ze Fourierova rada libovolné funkce z C; nekonverguje v bodé z. Déle
si rozmyslime, %e mnoZina {z € [0, 2] : n(z) = oo}, kde n(z) = sup, |sn(f, )|, je typu Gs. To plyne z toho, Ze
funkce = — |sn(f,x)| jsou spojité a ze funkce n je jejich supremem. Volime-li nyni spocetnou hustou mnoZzinu
S C [0,27], je F := (N,cg Cx 0p&t hustd Gs-mnoZina a pro kazdou funkei f z této ,velké“ (rezidudlni) mnoZiny
Fourierova fada funkce f diverguje na ,velké“ (rezidudlni) mnozing v [0, 27].

Zbyvé tedy jen dokézat, Ze

1 [ T
IZnll = 7/ IDa()|dt a7 / Do()] i — +00.
™ Jo 0
Prvni tvrzeni bude zifejmé, najdeme-li posloupnost funkci f; € X , || f;]| <1 tak, aby
1 T
lim Ly f; = 7/ | D (t)] dt .
J 7 Jo

Ale to neni t&zké, stali zvolit vhodnou posloupnost f;(t) — sign sin(n + %)t K dtikazu druhého tvrzeni staci

vyuzit odhady
7 ™ |sin(n 4 1)t (n+3)7 | g
/ |Dn(t)\dt22/ Mdt:Q/ 2T ISyl g oo
0 0 t 0 Y
4.7. Omezenost slabé konvergentnich posloupnosti. Bud {z,} slabé konvergentni po-
sloupnost v normovaném linedrnim prostoru E. Potom posloupnost {||z,||} je (silné) omezend.

Diikaz. Volime-li ¢ € E*, je posloupnost {¢(x,)} konvergentni. Existuje tedy konstanta c, (za-
visld na @) tak, ze [¢(z,)| < ¢, pro kazdé n. Definujeme-li pro n € N

gn o — @(x,) pro @€ E*

(kanonické vnofeni!), je g, € E** a |lgn|| = |l@n| (viz 2.30). ProtoZze prostor E* je tplny a
posloupnost {g,} je bodové omezena (|gn(¢)| < ¢,), je posloupnost norem {||g,||} podle principu
stejnomérné omezenosti omezend. A to jsme potiebovali dokdzat. m

4.8. Poznamka. V souvislosti s predeslou vétou se bliZeji zastavme u problému, zda z kazdé omezené posloup-
nosti lze vybrat konvergentni podposloupnost. Bolzano-Weierstrassova véta fikd, Ze tomu tak zajisté je v prosto-
rech kone¢né dimenze. ProtoZe v nekone¢né dimenziondlnich Banachovych prostorech podle Rieszovy véty 5.12
vzdy existuji omezené mnoziny, t¥eba koule, které nejsou relativné kompaktni, odpovéd na nag problém musi byt
zapornd. Ptejme se tedy, zda alespoti z kazdé omezené posloupnosti v Banachové prostoru lze vybrat slabé kon-
vergentni podposloupnost. I kdyZ se touto problematikou budeme zabyvat pozdé&ji v 16. kapitole, uvedme jiz nyni
nasledujici vétu. Jeji diikaz neni totiZ obtiZzny a je pomérné poulny.

4.9. Véta. Z kazZdé omezené posloupnosti v reflexivnim Banachové prostoru lze vybrat slabé
konvergentni podposloupnost.

Diikaz. Necht {z,} je omezend posloupnost reflexivniho prostoru X a necht Y je uzavieny line-
arni obal mnoziny {x,}. Banachtv prostor Y, ve kterém budeme déle pracovat, je samoziejmé
separabilni a je té7 reflexivni (viz *2.12). Podle *2.8.e je Y* separabilni. Necht {¢,} je jeho husta
podmnoZina. ProtoZe (¢iselnd) posloupnost {¢1(x,)} je omezend, lze z posloupnosti {x,,} vybrat
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podposloupnost, ozna¢me ji tieba {zl}, tak, aby posloupnost {¢(x})} byla konvergentni. Ob-
dobné z posloupnosti {z.} lze vybrat podposloupnost, ozna¢me ji {22}, tak, aby posloupnost
{pa(22)} byla konvergentni. Je ziejmé, jak bychom dale indukci pokracovali. Uvazujme nyni dia-
gondlni posloupnost {z'}. Je jasné, 7e posloupnost {px(2")} konverguje pro kazdé k. Neni t&7ké
si rozmyslet, 7ze potom musi konvergovat posloupnost {¢(27)}, at si zvolime ¢ € Y* jakkoliv.
JestliZe totiz ¢ € Y* a ¢ > 0, nalezneme nejdive ¢y, tak, aby || — ¢kl < €. Oznacime-li jesté
K := sup{||zn]|| : n € N}, je podle pfedpokladu K < oo, pfitemz

lo(al) — p(al)| < 2Kl — @il + |or(al) — or(a))| < (2K + 1)e

pro dostatecné velkd i, j. JeZto tedy posloupnost {¢(x")} je cauchyovskd, je konvergentni.
Miuzeme tedy pro ¢ € Y* definovat

F(p) := lim p(a7) .

ProtoZe {x,} byla omezend posloupnost, je F' € Y**. Ale prostor Y byl reflexivni, existuje tedy
r €Y tak, 7e p(x) = F(p) pro kazdé ¢ € Y*. Tudiz 27 5 z, nebot pro kazdé ¢ € Y*, a tim

spise i pro kazdé ¢ € X* (jeho? restrikce na Y lezi v Y*) mame o(2') — ¢o(x). m

4.10. Poznamky. (a) Pomoci této véty a cvifeni 3.14.e, 3.14.f uka¥te, %e prostory C([0,1]) a L'(R) nejsou
reflexivni.

(b) V pripad& Hilbertovych prostorii lze tvrzeni posledni véty jesté zesilit. Podle Banach-Saksovy véty lze z kazdé
omezené posloupnosti v Hilbertové prostoru vybrat slabé konvergentni podposloupnost, kterd mé navic tu vlast-
nost, 7e jeji aritmetické priméry konverguji silngd. Zdjemce odka?me na *21.10.

(c) MoZné, Ze je na misté i nasledujici pozndmka. Necht Y je uzavieny podprostor Banachova prostoru X. Jestlize
ZTn,x €Y ax, — v Y, potom z, — z také v prostoru X. Plati i opatné tvrzeni. Jestlize za stejné situace
Zn 5 z v prostoru X, potom i zn — z v Y. Je-li totiz p € Y*, existuje podle Hahn-Banachovy véty & € X* tak,
7e ¢ = ® na Y. A zavér je jasny.

Libovolny spojity linearni operator prevadi slabé konvergentni posloupnosti opét na slabé
konvergentni. To je vidét témér okam?zité z definice slabé konvergence (je-li T € L(M,N) a ¢ €
N*, je ¢T € M*; ostatné muZete porovnat se cvicenim 3.14.b.) Jak ukéZeme v nésledujici véteé,

kompaktni operatory prevadéji slabé konvergentni posloupnosti dokonce v silné konvergentni.

4.11. Kompaktni operatory a slaba konvergence. Budte M, N normované linedrni pro-
story a T € L.(M,N) kompaktni operdtor. Jestlize x, —> x, potom Tx, — Tz.

Diikaz. Pfedpoklddejme, 7e z, — 0. Jak jsme pied chvili poznamenali, Tz, — T(0) = 0.
Predpoklddejme, Ze posloupnost {7z, } nekonverguje k 0. V tom p¥ipadé existuje € > 0 a vybrand
posloupnost {z,, } tak, 7e ||Tz,,|| > € pro vSechna ng. Podle 4.7 je celd posloupnost {||z,]}
omezena. Omezena je tedy i jeji podposloupnost {z,, }. Z definice kompaktnosti T existuje y € N
a vybrand posloupnost {y;} z {z,,} tak, Ze Ty; — y. Protoze viak Ty; — 0, je y = 0. Tudiz
ITy;|| — 0, coz vede ke sporu.

Princip diikazu spoc¢iva na nédsledujici myslence. Je-li K C N kompaktni mnozina, potom slabd w-topologie splyva
na K s normovou topologii (podivejte se na B.7 a uvédomte si, ze slabd w-topologie je Hausdorffova a slabsi nez
normové topologie), a tudiZz ob& topologie museji mit stejné konvergentni posloupnosti. Jelikoz tedy posloupnost
{Tzn} je obsaZena v n&jaké kompaktni mnoZiné (z divodu, Ze posloupnost {z» } je omezend a T zobrazuje omezené

v v . s v s v . w .
mnoZziny na mnoZiny, jejichZ uzivér je kompakt) a Tz, — Tx, musi i Tz, — Tx. B

4.12. Poznamka. Operatory, které prevadéji slabé konvergentni posloupnosti na silné konvergentni, nazyval
D. Hilbert dplné spojitymi, v Ceském prekladu téz totalné spojitymi. Pravé v Hilbertovych prostorech byvaji
kompaktni operatory velice ¢asto takto definoviny. Definice kompaktnich operatori, kterou jsme pouzili, nalezi
F. Rieszovi. Obecnég, tiplné spojité operatory nemuseji byt kompaktni. Podle Rieszovy véty 5.12 identické zobrazeni
v prostoru [! nenf uréité kompaktni, ale s odvoldnim na Schurovo lemma *3.2 je tiplné& spojité. Je zajimavé, 7e
pojmy uplné spojitych a kompaktnich operatort splyvaji v reflexivnich prostorech. Plati totiZz nésledujici véta.

Véta. Bud X reflezivni prostor. Potom operdtor K € L(X) je kompakini, privé kdyZ Kz, — Kz, kdykoliv

w
Ty — T.
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Diikaz. Necht K je upln& spojity operdtor na reflexivnim prostoru X a {xn} je posloupnost z jednotkové koule
v X. Podle 4.9 existuje podposloupnost {@n, } z {zn} a z € X tak, Ze xzn, 2 . Podle predpokladu Ky, — K,
a tedy podle definice K je kompaktni. B
Uplné spojité a kompaktni operatory splyvaji i v jinych prostorech. Zajemce odkaZme na *4.3.
4.13. Otevi'ena zobrazeni. Rekneme, 7e zobrazeni T' € L(X,Y) je oteviené, jestlize T'(G) je
oteviend podmnozina oboru hodnot RT := T'(X), kdykoliv G je oteviend podmnoZina X.
Pozor, dobfe rozlisujte, zda T(G) je oteviend mnozina v RT ¢& v Y. Priklad identického
zobrazeni X C Y — Y ukazuje, ze to neni zdaleka totéz.

4.14. Banachova véta o otevieném zobrazeni. BudT € L(X,Y), kde X,Y jsou Banachovy
prostory. Jestlize RT =Y, je T oteviené zobrazeni.

vy

vienou kouh o stfedu v pocatku, sta(n ukazat, ze T'V je okolim 0. Bude-li potom U C X oteviend
mnozina a y € TU, nalezneme x € U a ¢ > 0 tak, aby Ta = y a 2 + U(0,¢e) C U. Existuje tedy
podle pravé ¥eceného & > 0 tak, ze U(0,d) C TU(0,¢). Potom

y+U(0,8) CTx+TU(0,e) =T (x+U(0,¢)) CTU,
¢imz bude dokazéano, ze T'U je oteviena mnozina.
Ozna¢me tedy U, := U(0,27"). Nejdfive dokdzeme, Ze TU; obsahuje otevienou kouli. Odtud

_ o0
jiz odvodime, 7e TUy je okolim 0. Protoze X = |J kUi, vyplyva z linearity T, 7e
k=1

Y=RI'=T Ook:Ul kTU, = | JkTU; .
(Urn) = Urra=U

Prostor Y je tplny, musi tedy podle Baireovy véty 4.1 existovat k tak, ze mnozina kTU; ma
neprazdny vnitiek. TudiZ i mnozina TU; musi obsahovat néjakou otevienou kouli.

Nyni ukézeme, 7e TUp je okolim nuly. Podle pravé dokézaného existuje ¢ > 0 a z € TU, tak,
7e U(z,e) C TU;. Pokud se ndm podaii dokazat, ze TU; — z C TU,, budeme hotovi, nebot pak
U(0,e) =U(z,e) — 2 C TU; — 2 C TUp. Volme tedy y € TU; — z. Potom y + z € TU;, a protoze
samoziejmé i z € TU,, existuji posloupnosti {w,} a {z,} prvka U; tak, ze

ni=Tw,—y+z a v,:=Tz,+— 2.

Z nerovnosti ||w, — zn| < [lwy|l + |20 < 5 4+ 5 = 1 dostdvame w, — 2z, € Up. A protoze
T(wp — 2n) = Up — vy — ¥y, je y € TU,.

Zatim jsme sestrojili € > 0 tak, aby U(0,e) € TUy. Z rovnosti TU,, = 2~ TU, plyne ihned,
se U(0, ) C TU,.

Nyni dokazeme, ze U(0, 5) C TUy, ¢imz cely dikaz zavrsime. Volme y € U(0, §). Potfebujeme
nalézt x € Uy tak, aby Tx = y.

Protoze y € U(0,5) C TU,, existuje v € TUy, |ly — v|| < £. Nalezli jsme tudiz z; € Ui, pro
néz ||y — T|| < § (v ="Tzy).

Protoze y — Ty € U(0,%) C TUs, existuje x5 € U, tak, ze [|(y — Ta1) — Tas| < £.
Takto mtzeme pokracovat dale. Nalezneme posloupnost {zx} s vlastnostmi

ol < 55 a [~ ZmH st

pro kazdé n. Polozme z,, := x1 + - - - + z,,. Protoze

n

len—zml < 3 ol < Y 5

k=m-+1 k=m+1
pro kazdé n > m, je posloupnost {2z, } cauchyovska. Existuje tedy lim z,,, ozna¢me ji z. Protoze

lzn]l = llz| & Z |zl < Z 55 = 1, je x € Up. A to jsme jiz u zavéru dikazu. Na jedné strané

méame Tz, — Tl‘ (T je SpOJlty) na druhé pak T'z, — y, nebot ||y —T'z,|| < 5igr, odkud Tz = y.
[

Véta 4.14 pripousti ¢astecné obraceni. Plati totiz nésledujici Banachova alternativa.
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4.15. Banachova alternativa. Necht X je Banachiv prostor, Y normovany linedrni prostor a T € L(X,Y).
Potom budto

(a) RT je 1. kategorie,
anebo

(b) RT =Y, T je oteviené zobrazeni a prostor Y je tplny.
Diikaz. Predpoklddame-li, Ze RT je 2. kategorie, projde diikaz predchozi véty a ukaze se stejné, Ze T' je oteviené
zobrazeni X do Y (pov8imnéte si, Ze v pfedchozim dikaze jsme pouZili rovnost Y = RT a tplnost Y k zdvéru,
%e mno¥ina TU; ma neprazdny vnitfek; stailo samoziejmé predpokladat, ze RT = T'X je 2. kategorie). ProtoZze
potom RT je otevieny podprostor Y, musi nutné byt RT = Y. Zbyva dokdzat, %e prostor Y je tplny. Uvazujme
kanonické zobrazeni q : X — X/kerT. ProtoZe jadro ker T je uzavieny podprostor, je faktorprostor X/kerT
uplny a zobrazeni g spojité a oteviené. To vie podle vty *1.11. Existuje pravé jedno zobrazeni S : X/kerT — Y
tak, ze T = S o g (stali polozit S(x + kerT) = Tz). Zobrazeni S je ofividné algebraickym izomorfizmem (je
prosté a zachovadvé algebraické operace). UkdZzeme-li, Ze S zobrazuje X/ ker T homeomorfn& na Y, bude prostor
Y tplny. Ale S je skutend homeomorfizmem. Je-li totiz G C Y oteviend mnoZina, je S™1(G) = ¢(T~1(G))
také oteviend, nebot T je spojité a ¢ oteviené. A naopak, mame-li v prostoru X/ ker T otevienou mnozinu U, je
S(U) = T(¢~'(U)) opét oteviena, protoZe pro zménu 7T je oteviené a q spojité. W

4.16. Dusledek. Budte X,Y Banachovy prostory a T € L(X,Y) prosté zobrazeni X na Y.
Potom operdtor T~' je spojity.

Dukaz. Protoze RT = Y, je tvrzeni bezprostiednim dusledkem Banachovy véty o otevieném
zobrazeni a definice spojitého zobrazeni. m

4.17. Uzaviené zobrazeni. Rekneme, 7e linedrni zobrazeni L mezi normovanymi linedrnimi
prostory M a N je je uzaviené, jestlize jeho graf L := {(z,Lz) : z € M} je uzavfend mnoZina
v M x N. Samoziejmé, M x N uvazujeme jako soucin dvou normovanych linedrnich prostort
(viz *1.10).

Definici lze také prepsat takto (uvédomte si, ze konvergence v.M x N je konvergence po
slozkach!): Zobrazeni L je uzaviené, jestlize

Zn—2 v M, Lz, —y v N, potom Lz=y.

Kazdé spojité linedrni zobrazeni je uzaviené; opacna implikace vSak zdaleka neplati, jak ukazuje
nasledujici priklad.

4.18. Piiklad. Necht M := {f € C([0,1]) : f' € C(][0,1])}. Uvazujme zobrazeni L : M —
C([0,1]) definované pfedpisem f +— f + f'. Evidentné L je linedrni zobrazeni, které neni spojité
(stejnomérnd konvergence posloupnosti {f,} nic neuddva o konvergenci posloupnosti derivaci
{fl'}). Ukdzeme, 7e L je uzaviené. Necht tedy f, € M, f, — f a Lf, — g (konvergence jsou
stejnomérné!). Volme z € [0,1]. Protoze [ fi, = fu(z) — fa(0) , je

/Olg=lim/Owan=1im(fn(:v)—fn(O))+/Omf=f(:v)—f(0)+/ozf

(vEe je tieba pofddné zddvodnit) a dostdvame g = f' + f = Lf.
V tomto piikladé si uvédomte, ze prostor M neni Gplny.

4.19. Véta o uzavieném grafu. Necht X,Y jsou Banachovy prostory a L uzaviené zobrazeni
X do Y. Potom L je spojité.

Diikaz. 7. definice uzavienosti L plyne, Ze graf L je uzavieny podprostor Banachova prostoru
X x Y. Tedy graf L je Banachiv prostor. Uvazujeme-li zobrazeni P : (x, Lz) — x pro z € X, je

[Pz, La)|| = |||

A

]l + ([ Lzl = ||z, L) -

Zobrazeni P je linedrni, prosté, na a ||P|| < 1. Podle disledku 4.16 je inverzni zobrazeni P~!
omezené, a tudiz

I Lall < llall + [|La]| = |z, L)l = [P~ (@) < [P~ ||

pro kazdé z € X. Coz jsme potiebovali dokazat. m

Diikaz nésledujiciho tvrzeni dluzime odstavei 1.24.
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4.20. Dusledek. Necht Banachiv prostor X je algebraickym souctem uzavreniych podprostori
M a N, X =M® N. Potom X je i jejich topologickym souctem: X = M @& N.

Diikaz. Bud Py : X — M pfislusna projekce. Nasim tkolem je ukazat, ze Py je spojita. Protoze
M je uzavieny podprostor X, je M uplny a podle véty o uzavieném grafu staci ovérit, ze Py je
uzaviené zobrazeni. Jestlize ale x,, — = v X a Pyyx,, — y, potom y € M alim(z,—Pyxy) = 2—y
musi lezet v N (nebot z, — Pyyx, € N a N je uzavieny). Protoze x = y+ (x —y), je Pyz =y. ®
4.21. Poznamka. Pokud je Banachtv prostor X algebraickym sou¢tem dvou podprostorid, z nichz jeden je
uzavieny, nemusi byt X jejich topologickym souctem. Stadi vzit ptriklad néjakého uzavieného podprostoru, ktery
nemd v X topologicky doplnék. Ten samoziejmé algebraicky doplnék v X ma.

Uvedme jesté jiny priklad. Vezmé&me na (nekonefn& dimenziondlnim) Banachové prostoru X nespojity linedrni
funkcionél ¢. Jeho existenci jsme si rozmysleli v 2.6.c. Potom X = ker¢ @ F, kde F' mé dimenzi 1 (viz A.4).
Protoze kazdy konefné dimenziondlni podprostor X je uzavieny, je i F' uzavieny. Presto X neni topologickym

souttem ker ¢ a F'.

4.22. Elementérni cviéeni. (a) Podobnou metodou jako v 4.10 ukazte, %e prostor L'([0,1]) neni reflexivni.

(b) Necht X,Y jsou Banachovy prostory a T' € £(X,Y). Potom budto RT je uzavieny anebo je 1. kategorie
(dokonce v sobé).

(¢) PodmnoZina M normovaného linedrniho prostoru E je omezend, pravé kdyZ (¢iselnd) mnoZina ¢(M) je omezena
pro kazdy funkciondl ¢ € E*.

Ndvod. Podivejte se na mnoZinu {e; : ¢ € M} a pouZijte princip stejnomé&rné omezenosti 4.2. &

(d) Bud T linearni zobrazeni mezi normovanymi linedrnimi prostory X a Y. Jestlize T prevadi slab& konvergentni
posloupnosti v X na slabé konvergentni posloupnosti v Y (Tx, = Tz, pokud x, = z), potom T € L(X,Y).

(e) Ukazte %e kazdé zobrazeni tvaru I — K, kde K je kompaktni operdtor na Banachové prostoru, je oteviené.
Ndvod. PouZijte 5.17, tvrzeni, Ze uzavieny podprostor Banachova prostoru je tiplny a vé€tu o otevieném zobrazeni.

Poznamka. MiZete dokdzat nasledujici tvrzeni: Jsou-li X,Y Banachovy prostory a T € L(X,Y), je T oteviené
zobrazeni, pravé kdyZ RT := T(X) je uzavieny podprostor Y. &

(f) Dokazte nésledujici tvrzeni zndmé jako Osgoodovo lemma. Necht T Gplny metricky prostor (obecn&ji Baireliv
topologicky prostor) a F C C(T') bodové omezend mnoZina spojitych funkci. Potom existuje neprazdna oteviend
podmnozina G C T a K > 0 tak, ze |f(z)| < K pro kazdé f € Faz € G.

Poznamka. JF je bodové omezend mnoZina funkci na T, jestlize ke kazdému = € T existuje Kp > 0 tak, Ze
|f(z)| < Ky pro kazdé f € F.

Ndvod. Mnoziny F,, y := {z € T : |f(x)| < n} jsou uzaviené (ze spojitosti f) pro kazdé f € F a n, a tudiz i
mnoziny Fy, 1= ﬂfe]—‘ F,, s jsou uzaviené pro kazdé n € N. Podle pfedpokladi je | J,, Fr = T, musi tedy existovat
k tak, Ze mnozina Fj mé neprazdny vnit¥ek. Nyni sta¢i poloZit G = Int Fy, a K = k. &

(g) Necht {T} je posloupnost z £(X, E), kde X je Banachtiv prostor a E normovany linedrni prostor, konvergujici
bodové k 0. Je-li K relativné kompaktni podmnoZzina X, konverguje posloupnost {T},} k 0 na K stejnomérné. Tedy
lim T,z = 0 pro kazdé « € X implikuje lim{sup || Tnhz| : z € K} = 0.

Ndvod. PouZijte princip stejnomérné omezenosti. &

(h) Definujte funkciondly L, a T, na prostoru cog predpisy
n
Ly :{aj} —nan a Tnh:{a;}— Zaj.
=1

Potom Ly, Ty € cfy. Evidentné ||Ly|| = n, pFicemZ sup{|Ln ()| : n € N} < oo pro kazdy prvek o € coo.

Ukazte dale, Ze Ty, € ¢y, a Ze posloupnost {T,,} konverguje bodov& na coo. P¥esto jeji limita neni spojitym
linedrnim funkciondlem na cgg.
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Poznamka. Tento priklad tedy ukazuje, Ze jak princip stejnomérné omezenosti v 4.2, tak Banach Steinhausova véta
4.4 neplati obecnd v netplnych normovanych linedrnich prostorech. Jiné p¥iklady lze nalézt v 14.5 & *14.1.

Na druhé strané tyto véty Sikovné formulované stéle jeSté plati v tplnych pseudonormovanych ¢i v aplnych
kvazinormovanych prostorech zavedenych v *14.13.

oo
(k) Necht {zn} je takova posloupnost redlnych &isel, Zze fada > anwn konverguje, kdykoliv lim oy, = 0. Ukaite,
n=1

OO
Ze fada ) x, konverguje absolutng.
n=1

Ndavod. Zpocatku se zkuste zamyslet nad elementdrnim dikazem. Jinak lze pouzit Banach-Steinhausovu vétu 4.4,

k
kde poloZzime X = cp, E =R a Ly({an}) = > anzn. Do Gvahy je nutno vzit i popis dudlu k ¢ z 2.14.a. &

n=1

(1) Uva¥ujte identické zobrazeni id : (C([0,1]), ||.|l) — (C([0,1]),|l-Il;) prostoru spojitych funkci na [0, 1], jednou
uvaZovaného s max-normou a podruhé s integralni normou (viz 1.10.b). UkaZte, Ze
(11) id je prosté, spojité linedrni zobrazeni,
(12) id neni oteviené a nem4 spojitou inverzi,
(13) obraz C([0,1]) pfi zobrazeni id je 1. kategorie,
(14) inverzni zobrazeni k id je uzaviené.

Névod. Jednotkova koule {f € C([0,1]) : || || < 1} neni otev¥end v prostoru (C([0,1]), ||.|l;). Pro diikaz (13) ukaZte,
e mnoziny {f € C([0,1]) : || f|| < n} jsou uzav¥ené a ¥idké v prostoru (C([0,1]), ||.|l;) pro kazdé n. (Tvrzeni v (13)
také plyne z Banachovy alternativy 4.15 za pomoci (11) a (12).) &

(m) UkaZte, %e prostor L2(]0,1]) je 1. kategorie v Banachové prostoru L([0, 1]).
Ndvod. Uvazujte identické vnofeni L2([0,1]) do L([0, 1]) a vyuZijte Banachovu alternativu 4.15. &

(n) Necht ||.][1 a ||.||2 jsou Gplné normy na vektorovém prostoru X, pro né% existuje 8 > 0 tak, Ze ||z|1 < B|z||2
pro kazdé x € X. UkaZte, Ze ||.||1 a ||.||2 jsou ekvivalentni.

Ndgvod. Jelikoz identické zobrazeni (X ||.||2) na (X, |.][1) je spojité, stali pouzit vétu 4.16. &

(0) Necht T' € L(co) je zobrazeni definované predpisem T : {zn} — {Z2}. Je T oteviené?

Nadvod. Podivejte se na obraz oteviené jednotkové koule. &

(p) V sérii cviceni dokazujte nédsledujici faktorizacni véty:

(pl) Necht V, W jsou vektorové prostory, T : V — W linedrni zobrazeni a q : V. — V/ker T kanonické zobrazeni
(zopakujme, Ze g(x) := z + ker T'). Potom existuje pravé jedno zobrazeni T': V/kerT — W tak, ze T = T oq.
Zobrazeni T je izomorfni zobrazeni V/ker T na T(X) (prosté zobrazeni zachovéavajici algebraické operace).

Ndvod. Pro x + ker T polozte T(z + ker T) = Tx. Predeviim ukajte, e tato definice je korektni (samoziejms,
pokud z1 + ker T = z3 + ker T, potom Tx1 = Tz2). &

(p2) Nechf M, N jsou normované linearni prostory a T : M — N uzavieny (linesrni) operstor. Nechtf T :
M/kerT — N je (jednozna¢ng uréeny) operétor z (p1). Ukajte, #e T je uzavieny. Navic operator T—! : T(M) —
M/ kerT je také uzavieny.

(p3) Necht M, N jsou op&t normované linedrni prostory, T' € L(M,N) a T M/kerT — N jako d¥ive. UkaZte Ze
T e L(M/kerT,N), T je prosté a ||T|| = ||T||.

Névod. Protoze ||T(qz)| = ||Tz|| = |T(z — ¢)|| < |IT|l|lz — t| pro kadé ¢t € kerT, je podle definice normy
ve faktorovém prostoru M/ker T splnéna nerovnost [|[T(gz)| < ||T|||lgz||. Odtud dostdvdme jednu nerovnost
|7 < IT]l. Na druhé strans | Tz = |T(gz)]| < |1l llaz] < |T] o], odkud plyne druhé nerovaost 7] < ||7].

(p4) Necht T € L(X,Y), kde X,Y jsou Banachovy prostory a TM = Y. Je-li T zobrazeni jako vyge, je T
homeomorfni a (algebraicky) izomorfni zobrazeni X/kerT na Y.

(q) Necht T' € L(M, N), kde M, N jsou normované linearni prostory, T'(M) = N. Potom nésledujici dv& podminky
jsou ekvivalentni:

(i) T je otevFené zobrazeni,
(ii) existuje takové 8 > 0, Ze ke kazdému y € N existuje z € M s vlastnostmi Tz = y a ||z|| < 8| Tz|-



4. Zéakladni véty funkciondlni analyzy 49

Ndvod. Predevsim si uvédomte, Ze v diisledku otevienosti a spojitosti kanonického zobrazeni q : M — M/ker T,
oteviené mnoziny v M/ ker T' jsou pravé mnoziny tvaru ¢(G), kde G C M je oteviend. Déle, jestlize z1 —xo € ker T,
potom x1 + ker T' = x5 + ker T'. Odtud plyne, Ze zobrazeni S : N — M/kerT je korektné definované predpisem
Sy := x + ker T, jestlize = je takovy prvek M, pro n&j% Tx = y. Protoze S~!(q(G)) = T(G), je S spojité, pravé
kdyz T je oteviené. Z definici normy v prostoru M/ker T déle plyne, Ze S je spojité, pravé kdy? existuje 8 > 0
tak, Ze =inf{||lz +¢|| : t € ker T} < B||Tz|| pro kazdé x € M.

Ekvivalenci miizete také odiivodnit jinak. Lehce totiz zjistite, Ze T je oteviené zobrazeni, pravé kdyZ existuje
8> 0 tak, 7e {z € N : ||z]| < 5} C T(Bwn). &

(r) Necht X je Banachtiv prostor, Y je normovany linedrni prostor, T € £L(X,Y) aTX =Y. Jestlize T je oteviené
zobrazeni, je Y uplny.

Ndvod. MiZete se podivat na diikaz Banachovy alternativy 4.15 ¢i postupovat p¥imo. V tom p¥ipadé volte cauchy-
ovskou posloupnost {y»} v Y a naleznéte jeji vybranou posloupnost {yn, } tak, aby |lyn;,, —yn; |l < 1/29. Nyni po-
uZijte pfedchozi cvi€eni (q). Existuji 8 > 0 a posloupnost {z;} tak, ze Tx; = y":+1 ynj allzill < BlYn;py —Yn,ll-

Z¥ejmé Z [lz;]| konverguje. Jelikoz X je tiplny prostor, konverguje i fada Z x;, jeji soucet oznaéme x. Ze spo-
j=1 j=1
o0
jitosti a linearity 7" mdme 3 Tx; = Tx. To neznamend ale nic jiného, nez ze Ynjp1 — Yn; + Tx. ProtoZe ale
i=1
posloupnost {yn} je cauchyovskd a jeji vybrana posloupnost konverguje, jsme s ditkazem hotovi. &

(s) Necht X,Y jsou Banachovy prostory. UkaZte, ze mnozina J := {T € L(X,Y) : TX = Y} je oteviend
v L(X,Y).

Ndvod. Necht T' € J. ProtoZe T je oteviené, existuje podle cvi¢eni (q) 8 > 0 s jistymi vlastnostmi. Stadi ukazat,
ze U = {S € LIX,Y) : ||[S—-T| < %} C J. Volme tedy S € U a y € Y. AniZ ztratime na obecnosti,
predpokladejme |ly|| < 1 a hledejme x € X tak, aby Sz = y. Existuje g € X tak, Ze Tag = y a ||zo] < 5.
Pokrac¢ujme dale. PoloZzme y1 = T'zg — Szo. Potom ||y1|| < j Naleznéme z; € X tak, aby Tz1 = y1 a |lz1] < g
Opét polozime y» = Tx1 — Sx1. Jelikoz |jyz2]] < Z’ pokradujeme ziejmym zptisobem indukci déle. Polozime-li

o0
x = Y xj;, dostaneme Sz =y. &
=0
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B. Spektralni teorie

5. RIESZ-SCHAUDEROVA TEORIE KOMPAKTNICH OPERATORU

V celé této kapitole se budeme zabyvat Banachovym prostorem operatort £(X) na Banachové
prostoru X. Symbolem I budeme znacit identické zobrazeni X na X.

Snad pouze poznamenejme, %e v tomto prostoru lze definovat i ndsobeni jako skladani operatori. S touto novou
operaci (a jednotkou I) pak prostor £(X) tvo¥i Banachovu algebru. Této nové struktufe se budeme hloubégji
vénovat az v nasledujici kapitole.

5.1. Obor hodnot operatoru. Je-li T operator na Banachové prostoru X, budeme mnozinu
T(X) nazyvat oborem hodnot operdtoru T a znacit ji RT. Obor hodnot RT je vidy linedrnim
podprostorem X. V ptipadé konecné dimenze prostoru X je tedy RT vzdy uzavieny podprostor.

Piiklad v 5.14 ukazuje, Ze v prostorech nekone¢né dimenze nemusi byt obor hodnot omezeného
linedrniho operatoru uzavieny. O podminkach, kdy tomu tak je, se Ize doéist v 8.2, *5.3 ¢i v *4.1.
My podame pouze v nasledujicim lemmatu jednoduchou postacujici podminku pro uzavienost
oboru hodnot operatoru.

5.2. Lemma. Necht X je Banachiv prostor a T € L(X). Ezistuje-li 3 > 0 tak, Ze || Tx| > B||z]|
pro kazZdé x € X, potom RT je uzaviend mnozina.

Operatortim splitujicim podminku z lemmatu se ¥ikd zdola omezené (viz téz 8.1).

Diikaz. Necht z, € RT, z, — z. Najdéme z, € X tak, aby Tz, = z,. Potom |z, — zx|| <
B |zn — 2k|| a vidime, %e posloupnost {z,} je cauchyovskd. Existuje tedy limz, =: z a ze
spojitosti operatoru T dostavame Tx = z. m

5.3. Vlastni hodnoty operdtoru. Pro pohodli pfipomenhme, Ze (komplexni) ¢islo A se nazyva
vlastni hodnotou operatoru T € L(X), existuje-li x # 0, pro néz Tz = Az. Jinymi slovy, A je
vlastni hodnotou 7', neni-li operator 7" — AI prosty. Mnozinu vSech vlastnich hodnot T znac¢ime
op(T) a nazyvame ji bodovym spektrem T.

Jakd je situace v konetné dimenzi? Predpoklidejme, 7e A je linedrni operdtor na vektorovém prostoru X
kone&né dimenze. Necht M je matice operdtoru A v n&jaké bazi prostoru X. Potom A je prosty operator, pravé
kdyz RA = X, a to nastane pravé v pripadé, kdy determinant matice M je nenulovy.

Nasledujici véta, kterd byva obycejné nazyvana Fredholmovou alternativou, pak plné charakterizuje vlastni
hodnoty operdtoru A.

Véta. Ndsledujici vijroky jsou ekvivalentni pro linedrni operator na konecné dimenziondlnim vektorovém pro-
storu X:

(i) X neni vlastni hodnota operdtoru T,
(i) R(T-AI) =X,

Coz lze vyslovit také takto. Budto rovnice Tz — Az = y m4 FeSeni pro kazdé y € X, anebo homogenni rovnice
Tx = Ax ma netrividlni FeSeni.

V prostorech nekonecné dimenze je situace diametrilné rozdilné. Existuji v nich operatory, které jsou prosté a
nejsou na a naopak.

5.4. Spektrum operatoru. Rekneme, 7e komplexni ¢islo A € C lezi ve spektru o(T) operatoru
T, jestlize budto operdtor T'— AI neni prosty, anebo jestlize R(T — AI) # X. Je jasné, Ze ve
spektru operatoru 7' lezi vSechny jeho vlastni hodnoty.

5.5. Invertibilni operatory. Nelezi-li A ve spektru operatoru T', je operator T — Al prosty
a jeho oborem hodnot je cely prostor X. Operatory s touto vlastnosti se daji charakterizovat
i jinym zpiisobem. Rikdme, Ze operator T definovany na Banachové prostoru X je invertibilni,
existuje-li operdtor L € L(X) tak, ze LT = TL = I. Nésledujici jednoduchou véti¢ku mtizete
porovnat se cvi¢enim 5.32.e.

5.6. Véta. Operdtor T € L(X) je invertibilni, prdvé kdyZ T je prosty a na.
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Diikaz. Necht T je invertibilni. Existuje tedy L € £(X) tak, ze LT = aTL = I. Pokud Tz = 0,
potom z prvni rovnosti dostdvdme x = L(Txz) = L0 = 0. Je tedy T prosty. Volime-li y € X
libovolné, staci polozit z = Ly, abychom pomoci druhé rovnosti ukézali, ze y = T(Ly) = Tx.
Odtud plyne, Ze operator T' zobrazuje X na X.

Méme-li prosty operdtor T' € L£(X) s vlastnosti RT = X, je (mnoZinové) inverzni zobrazeni
T~ opét linearni operator na X, ktery je podle diisledku Banachovy véty o otevieném zobrazeni
4.16 spojity. Samoziejmé pro néj plati, ze T(T 'x) =T~ (Tx) =z prokazdé r € X. m
5.7. Lemma. Bud T invertibilni operdtor na Banachové prostoru X, « := | T71|. JestliZe
SeL(X)a|S—T| <=, jeioperdtor S invertibilni.

Dukaz. Protoze

n

S (T - 5))’

=k

<Mt =8y <Yl <>
ji=k j=k =k

o0 .
pro kazdé k < n, kde ¢ = «||S—T|| < 1, je 