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Necht’ je X1, . . . , Xn náhodný výběr z nějakého rozděleńı. Definujme náhodné veličiny X(1) a X(n) jako

X(1) = min{X1, . . . , Xn} a X(n) = max{X1, . . . , Xn}

(nejmenš́ı a největš́ı pozorováńı ve výběru).

Označme Wn = X(n) −X(1) rozmeźı dat (range) a Mn =
X(1)+X(n)

2 prostředek dat (midpoint).
S takhle zavedeným značeńım spočtěte nasleduj́ıci př́ıklady.

A Př́ıklady na cvičeńı

A1. Necht’ Xi má distribučńı funkci F pro všechna i = 1, . . . , n.

• Určete distribučńı funkce X(1) a X(n).
• Necht’ Xi má hustotu f vzhledem k Lebesguově mı́̌re. Najděte hustoty X(1) a X(n).

A2. Necht’ Xi má distribučńı funkci F pro všechna i = 1, . . . , n.

• Určete sdruženou distribučńı funkci X(1) a X(n).
• Necht’ Xi má hustotu f vzhledem k Lebesguově mı́̌re. Najděte sdruženou hustotu X(1) a X(n).

A3. Necht’ Xi má spojité rozděleńı s distribučńı funkćı F a hustotou f .

• Určete sdruženou hustotu rozmeźı Wn a minima X(1).
• Necht’ Xi má exponenciálńı rozděleńı. Ukažte, že Wn a X(1) jsou nezávislé. Určete rozděleńı

náhodné veličny exp{−λWn}.

A4. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı R(0, 1). Spoč́ıtejte hustotu Wn, EWn a varWn.

A5. Náhodné veličiny X, Y jsou nezávislé. X má rovnoměrné rozděleńı na intervalu [−1, 1] a Y má
rovnoměrné rozděleńı na intervalu [0, 1]. Spočtěte podmı́něné středńı hodnoty

E
[
X2 + Y |Y

]
, E [X|X + Y ] and E

[
X2 + Y |X + Y

]
.
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B Doplňuj́ıćı př́ıklady (nahrazováńı, samostatné procvičováńı)

Z následujúcich pŕıkladov je potrebné samostatne spoč́ıtat’ aspoň dva pŕıklady a riešenie zaslat’ emailom
na adresu maciak[AT]karlin.mff.cuni.cz, pŕıpadne doručit’ v papierovej verzii—v oboch pŕıpadoch
najneskôr pred začiatkom druhého cvičenia.

B1. Pro nezávislé veličiny X ∼ Exp(λ) a Y ∼ Exp(ν)

(a) určete rozděleńı Z = min{X,Y },
(b) spočtěte EZ,

(c) spočtěte P [X < Y ].

B2. Necht’ FX,Y je sdružená distribučńı funkce náhodného vektoru (X,Y )T. Určete distribučńı funkci
Z = max(X,Y ).

B3. Pro nezávislé stejně rozdělené veličiny X,Y ∼ Exp(λ) určete hustotu

U =
min{X,Y }
max{X,Y }

.

B4. Pro náhodný výběr X1, . . . , Xn z rovnoměrného rozděleńı na intervalu (0, 1) definujme rozsah
výběru

V = max{X1, . . . , Xn} −min{X1, . . . , Xn}.
Spočtěte středńı hodnotu rozsahu V .

B5. Uvažme funkci F (x, y) = max{x, y} pro 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1. Doplňme F na R2 tak, aby
splňovala základńı vlastnost distribučńı funkce (0 ≤ F (x, y) ≤ 1). To lze udělat např. takto:

F (x, y) = min
[
max

{
max(x, y), 0

}
, 1
]
, x ∈ R, y ∈ R.

Nyńı tedy máme funkci F : R2 −→ [0, 1]. Zjistěte, zda je F distribučńı funkćı nějakého náhodného
vektoru.

B6. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z R(0, θ), kde θ > 0. Ukažte, že Wn/θ má beta rozděleńı a
určete jeho parametry.

B7. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z libovolného spojitého rozděleńı s distribučńı funkćı F a
hustotou f . Dokažte, že prostředek dat Mn má distribučńı funkci

H(x) = n

∫ x

−∞
[F (2x− y)− F (y)]n−1f(y) dy.

B8. Necht’ Xi ∼ N(0, 1), i = 1, . . . , n, jsou nezávislé. Ukažte, že pro n = 2 jest EWn = π−1/2 a pro
n = 3 jest EWn = 3

2π
−1/2.

B9. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr nezáporných spojitých náhodných veličin s distribučńı funkćı
F . Dokažte, že

EWn =

∫ ∞
0

{1− Fn(x)− [1− F (x)]n} dx.

[Návod: Použijte vztah EX =
∫∞
0

[1−F (x)] dx, který plat́ı pro libovolnou spojitou náhodnou veličinu
takovou, že P [X ≥ 0] = 1.]

B10. [Obt́ı̌zněǰśı] Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z R(0, θ), kde θ > 0. Ukažte, že

n

[
1− Wn

θ

]
D−→ Y, n→∞,

kde Y má gama rozděleńı.
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