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Pro náhodný výběr X1, . . . , Xn z nějakého rozdeleńı F definujeme uspořádaný výběr X(1), . . . , X(n),
kde X(1) je tzv. prvńı pořadová statistika náhodného výběru (t.j. minimum X1, . . . , Xn) a X(n) je n-tá
pořadová statistika náhodného výběru (t.j. maximum X1, . . . , Xn).

V př́ıpadě, že n = 2k + 1 pro nějaké k ∈ N, pak definujeme výběrový medián náhodného výberu
X1, . . . , Xn jako Xm = X(k+1). V př́ıpadě, že rozsah náhodného výběru je sudý (t.j. n = 2k pro nějaké
k ∈ N), pak je výběrový medián definován jako Xm = (X(k) +X(k+1))/2.

A Př́ıklady na cvičeńı

Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr ze spojitého rozděleńı s distribučńı funkćı F a hustotou f .

A1. [Instruktážńı] Necht’ n = 2k + 1.

• Najděte hustotu prostředńıho pozorováńı, t.j. výběrového mediánu X(k+1).
• Necht’ Xi má rovnoměrné rozděleńı na intervalu (0, 1). Spoč́ıtejte EX(k+1) a varX(k+1).
• Necht’ Xi ∼ R(0, θ). Je X(k+1) nestranným a/nebo konsistentńım odhadem mediánu rozděleńı
R(0, θ)? [Použijte tvrzeńı P.7.5]

A2. [Instruktážńı] Necht’ Xi má exponenciálńı rozděleńı s parametrem 1.

• Definujte
Z1 = nX(1), Zk = (n− k + 1)(X(k) −X(k−1)), k = 2, . . . , n.

Ukažte, že Z1, . . . , Zn jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s rozděleńım Exp(1).
• VyjádřeteX(r) pomoćı lineárńı kombinace veličin Z1, . . . , Zn a pomoćı tohoto vztahu spoč́ıtej-
te EX(r) a varX(r) (pro libovolné r = 1, . . . , n).

• Necht’ Xi ∼ Exp(λ) a n = 2k + 1. Je X(k+1) nestranným a/nebo konsistentńım odhadem
mediánu rozděleńı Exp(λ)?

A3. [Procvičovaćı] Necht’ Xi má rozděleńı R(θ1, θ2). Najděte nestranné odhady parametr̊u θ1 a θ2
založené na maximu X(n) a minimu X(1).

A4. [Procvičovaćı] Pro náhodný výběr X1, . . . , Xn z Poissonova rozděleńı s parametrem λ > 0 ukažte,
že p̂0 = (1− 1

n )
nX̄n je nestranným a konzistentńım odhadem p0 = P[X1 = 0].
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B Doplňuj́ıćı př́ıklady (nahrazováńı, samostatné procvičováńı)

Z týchto pŕıkladov je potrebné samostatne spoč́ıtat’ aspoň dva pŕıklady a riešenie zaslat’ emailom na
adresu maciak[AT]karlin.mff.cuni.cz, pŕıpadne doručit’ v papierovej verzii—v oboch pŕıpadoch naj-
neskôr pred začiatkom tretieho cvičenia.

B1. Uvažujme náhodný výběr X1, . . . , Xn z rozděleńı s hustotou

f(x; θ) = θxθ−11[0,1](x), x ∈ R;

kde θ > 0 je neznámý parametr.

(a) Skonstruujte přesný interval spolehlivosti pro parametr θ s hladinou spolehlivosti 1− α.

(b) Skonstruujte přibližný 100(1− α)% interval spolehlivosti pro parametr θ pomoćı CLV.

[Návod: Uvažujte transformaci Yi = − logXi]

B2. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı R(0, θ). Zjistěte, zdali X(n) je nestranným a/nebo
konsistentńım odhadem parametru θ.

B3. Uvažujme náhodný výběr X1, . . . , Xn s hustotou

f(x) = 3θ−3x21(0,θ)(x), x ∈ R, θ > 0.

(a) Ověřte, že θ̂n = 4
3Xn je nestranný odhad parametru θ.

(b) Ověřte, že θ̃n = 3n+1
3n X(n) je nestranný odhad parametru θ.

(c) [Pro nahrazováńı nepovinný] Najděte rozptyl θ̂n a θ̃n a porovnejte rychlost konvergence roz-
ptyl̊u k 0 při n → ∞.

B4. Necht’ Xi má rozděleńı Alt(p). Najděte nestranný odhad parametru θ = p(1− p) založený na Xn.

B5. Necht’ Xi má rozděleńı Exp(λ). Ukažte, že

θ̂n = 1−
(
1− u

nXn

)n−1

je nestranným odhadem parametru θ = 1− e−λu = FX(u).

B6. Uvažujte nezávislé náhodné veličiny X1, X2, . . . s rozděleńım Alt(p).

(a) Ukažte (sporem), že při pevném rozsahu výběru n neexistuje nestranný odhad parametru
θ = 1/p založený na X1, . . . , Xn.

(b) Necht’ Z znač́ı počet počet nul předcházej́ıćıch prvńı jedničce v posloupnosti X1, X2, . . .. Vı́me,
že Z má rozděleńı Geo(p). Ukažte, že Z + 1 je nestranným odhadem parametru θ = 1/p.

B7. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı Exp(1) a U1, . . . , Un je náhodný výběr z rozděleńı
R(0, 1). Ukažte, že − logU(n−r+1) má stejné rozděleńı jako X(r). Pomoćı př́ıkladu A2 ukažte, že

Qr =

(
U(r)

U(r+1)

)r

jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s rozděleńım R(0, 1).

B8. Máme-li dva nezávislé náhodné výběry X1, . . . , Xn ∼ Exp(λ) a Y1, . . . , Ym ∼ Exp(ν), odvozte
konfidenčńı interval pro parametr ϱ = λ/ν. [Návod: Uvědomte si vztahy mezi exponenciálńım,
Gamma a χ2-rozděleńım.]
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B9. Necht’ náhodný vektor X = [X1, X2, X3, X4]
⊤ má multinomické rozděleńı s parametry n ∈ N

a p = [p1, p2, p3, p4]
⊤ ∈ (0, 1)4.

(a) Odvod’te asymptotické rozděleńı vektoru X/n vzhledem k rostoućımu n na základě CLV.

(b) Ukažte asymptotickou normalitu odhadu

θ̂ =
X1

n
X4

n
X2

n
X3

n

parametru θ = p1p4

p2p3
pomoćı Delta metody.

(c) Použijte Delta metodu na odhad parametru ϑ = log θ.

(d) Na základě asymptotické normality odhadu parametru ϑ skonstruujte přibližný 100(1−α)%
interval spolehlivosti pro parametr θ.

(e) Yuleovo Q = θ−1
θ+1 = p1p4−p2p3

p1p4+p2p3
odhadujeme pomoćı Q̂ = θ̂−1

θ̂+1
. Ukažte, že 1− Q̂2 = 4θ̂

(θ̂+1)2
.

(f) Skonstruujte přibližný 100(1− α)% interval spolehlivosti pro Yuleovo Q.
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