NMFM301 — Statistika pro finanéni matematiky

Poradkové statistiky. Nestrannost a konsistence odhadu

Teoretické cvicenie #2 | 10.10.2022 & 12.10.2022

Pro ndhodny vybér Xi,..., X, z néjakého rozdeleni F' definujeme usporddany vybér X(i),..., X ),
kde X(1y je tzv. prvni pofadova statistika ndhodného vybéru (t.j. minimum X, ..., X,) a X, je n-ta
poradové statistika ndhodného vybéru (t.j. maximum X, ..., X,).

V piipadé, ze n = 2k 4+ 1 pro ngjaké k € N, pak definujeme vybérovy medidan ndhodného vyberu
X1,..., Xy jako Xy = X(41). V piipadé, Ze rozsah ndhodného vybéru je sudy (t.j. n = 2k pro néjaké
k € N), pak je vybérovy median definovén jako X, = (X + X(x41))/2.

A Priklady na cviceni

Necht X1,..., X, je ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni s distribuéni funkci F' a hustotou f.

A1l. [Instruktdzni] Necht n = 2k + 1.

e Najdéte hustotu prostiedniho pozorovéni, t.j. vybérového medianu X ;1.

e Nechf X; ma rovnomérné rozdéleni na intervalu (0,1). Spocitejte E X ;1) a var X 1.

e Necht X; ~ R(0,6). Je X(j1) nestrannym a/nebo konsistentnim odhadem medidnu rozdéleni
R(0,0)? [Pouzijte tvrzeni P.7.5]

A2. [Instruktdzni] Necht X; m4 exponencidlni rozdéleni s parametrem 1.

e Definujte
A :nX(l), Zk:(n—k;—‘rl)(X(k)—X(k,l)), k=2,...,n.
Ukazte, ze Z1,...,Zy, jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s rozdélenim Exp(1).
e Vyjadrete X,y pomoci linedrni kombinace veli¢in Z1, . .., Z, a pomoc{ tohoto vztahu spocitej-

te E X(;) a var X(;;) (pro libovolné r =1,...,n).
o Nechf X; ~ Exp(A) a n = 2k + 1. Je X(41) nestrannym a/nebo konsistentnim odhadem
medidnu rozdéleni Exp(A)?

A3. [Procvicovaci] Necht X; md rozdéleni R(61,60,). Najdéte nestranné odhady parametru 6; a 62
zalozené na maximu X(,) a minimu X(y).

A4. [Procvi¢ovaci] Pro ndhodny vybér Xi,..., X, z Poissonova rozdéleni s parametrem A > 0 ukazte,
ze po = (1 — 1)"*» je nestrannym a konzistentnim odhadem py = P[X; = 0].



B Dopliujici priklady (nahrazovani, samostatné procvi¢ovani)

7 tychto prikladov je potrebné samostatne spocitat asponi dva priklady a rieSenie zaslaf emailom na
adresu maciak [AT]karlin.mff.cuni.cz, pripadne doruéit v papierovej verzii—v oboch pripadoch naj-
neskor pred zaciatkom tretieho cvicenia.

B1. Uvazujme ndhodny vybér Xy, ..., X, z rozdéleni s hustotou
flz;0) = Gm‘g_ll[o,l] (z), ze€R;
kde € > 0 je neznamy parametr.

(a) Skonstruujte pfesny interval spolehlivosti pro parametr 8 s hladinou spolehlivosti 1 — a.

(b) Skonstruujte pfiblizny 100(1 — a))% interval spolehlivosti pro parametr § pomoci CLV.
[Nédvod: Uvazujte transformaci Y; = —log X;]

B2. Necht X;,..., X, je ndhodny vybeér z rozdéleni R(0,0). Zjistéte, zdali X(,,) je nestrannym a/nebo
konsistentnim odhadem parametru 6.

B3. Uvazujme ndhodny vybér X,..., X, s hustotou

flx) =307%2%10)(z), x€ER,O>0.

(a) Oveite, ze 0, = %X n je nestranny odhad parametru 6.

(b) Oveite, ze 0, = 3221X(n) je nestranny odhad parametru 6.

(¢) [Pro nahrazovdni nepovinng] Najdéte rozptyl 0, a0, a porovnejte rychlost konvergence roz-
ptylt k 0 pii n — oo.

B4. Necht X; m4 rozdélenf Alt(p). Najdéte nestranny odhad parametru § = p(1 — p) zalozeny na X,,.
B5. Nechf X; m4 rozdéleni Exp()). Ukazte, 7Ze

n—1
f,=1-— (1 - “)
nX,,

je nestrannym odhadem parametru § = 1 — e~ = Fy (u).

B6. Uvazujte nezdvislé ndhodné veliciny X, Xs, ... s rozdélenim Alt(p).

(a) Ukazte (sporem), ze pii pevném rozsahu vybéru n neexistuje nestranny odhad parametru
0 = 1/p zalozeny na Xi,..., X,,.

(b) Necht Z znaéf pocet pocet nul predchdzejicich prvnf jedniéce v posloupnosti X1, X, . ... Vime,
Ze Z mé rozdélen{ Geo(p). Ukazte, ze Z 4 1 je nestrannym odhadem parametru 6 = 1/p.

B7. Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni Exp(1) a Uy, ..., U, je ndhodny vybér z rozdélent
R(0,1). Ukazte, ze —log U(,—,41) mé stejné rozdéleni jako X(,). Pomoci piikladu A2 ukazte, ze

Urn \"
(r+1)

jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s rozdélenim R(0,1).

B8. Mame-li dva nezdvislé ndhodné vybéry Xi,...,X,, ~ Exp(A) a Yi,...,Y,, ~ Exp(v), odvozte
konfidenén{ interval pro parametr ¢ = A/v. [Ndvod: Uvédomte si vztahy mezi exponencidlnim,
Gamma a x2-rozdélenfm.]



B9. Necht nshodny vektor X = [X1, X5, X3, X4]T md multinomické rozdéleni s parametry n € N
ap= [p17p27p37p4]T € (07 ]-)4
(a) Odvod'te asymptotické rozdéleni vektoru X /n vzhledem k rostoucimu n na zakladé CLV.

(b) Ukazte asymptotickou normalitu odhadu

XXy
— n n
0=%x

n n

parametru 6 = % pomoci Delta metody.

(¢) Pouzijte Delta metodu na odhad parametru ¢ = log 6.

(d) Na zdkladé asymptotické normality odhadu parametru 9 skonstruujte priblizny 100(1 — )%
interval spolehlivosti pro parametr 6.

_ 0—1 _ pipa—paps ; (=01 ite, ze 1 — Q2 = 40
(e) Yuleovo Q = 01T = pipiTrop odhadujeme pomoci Q = R Ukazte, ze 1 — Q* = SR

(f) Skonstruujte pfiblizny 100(1 — «)% interval spolehlivosti pro Yuleovo Q.



