NMFM301 — Statistika pro finanéni matematiky

Poradkové statistiky. Konstrukce intervalovych odhadu

Podrobné riesenie prikladov z 3. cvicenia

Al.

Piiklady na cviceni

[Procvic¢ovaci]

Necht X7,..., X, je ndhodny vybér z rovhomérného rozdéleni na intervalu (0,0x), pro 6x > 0.
Sestrojte ptesny interval spolehlivosti pro 6x zalozeny na potfadové statistike X ).

Resent:

Distribucna funkcia ndhodnej veliciny X(,) (n-tej poradovej statistiky) je [F'(z)]" a prislusna
hustota je nf(x)[F(x)]"~!, pricom F(z) a f(z) je distribuénd funkcia, resp. hustota ndhodnej
veléiny Xj;.

n

NavySe pre ndhodné veli¢iny Xi,..., X, z rovnomerného rozdelenia na intervale (0,0x) plati,
ze transformované ndhodné veli¢iny g%, ceey g—; majd rovnomerné rozdelenie na intervale (0,1).

X ()

Nahodn4 veli¢ina B ma preto rozdelenie s distribu¢nou funkciou

Fipy(z) = 2" pre z € (0,1),

X(n)
0x

a Fipy(xz) =0 pre x <0 a F,y(x) =1 pre x > 1. Prislusna hustota ndhodnej veliciny je
fy (@) = m?n_lﬂ{ze(o,l)}a

¢o je vlastne hustota Beta rozdelenia s parametrami o = n a § = 1 (Beta(n,1)). Z definicie
kvantilu zaroven vieme, ze plati

P|:C 2<@<Cl 2:|:1—Oé (1)
a/ 0X —a/ ’
kde cq/2 @ ¢1_q 2 s prislusné kvantily daného beta rozdelenia. Ich presné hodnoty ziskame po-
mocou distribuénej funkcie ndhodnej veli¢iny );(—;) nasledovne:

a X(n n

3= P[ 9(X) < Ca/2:| = Fn)(Cay2) = 42

«@ Xn

1- 3= P[%X) < lea/z} = Fny(ci—a/2) = ¢_q )2

kde v kazdom riadku prvé rovnost plynie z definicie kvantilu, druh4 rovnost z definicie distribuénej
funkcie, a poslednd, tretia rovnost z konkrétneho tvaru distribuénej funkcie F(n)(x) = z™, pre
x € (0,1). Pre kvantily teda dostavame rovnosti: co/o = {/5 a¢1_q/2 = {/1— § a presny interval
spolahlivosti pre parameter 0y > 0 dostaneme z rovnosti (1) (pomocou vhodnych ekvivalentnych
uprav) v tvare

[7)((") <Ox < X } =1-
X = .
Y1l—a/2 Va2



A2,

A3.

[Procvicovaci]

Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér z exponencialniho rozdélen{ s parametrem Ax > 0.
Sestrojte presny interval spolehlivosti pro EX; = 1/Ax zalozeny na ndhodné veliciné > ;| X;.

Resen:

Opét vyuzijeme moznost transformovat povodné ndhodné veliciny X1, ..., X,,. Zaroveii vyuZijeme

fakt, ze exponencidlne rozdelenie s parametrom Ax = % je vlastne Gamma rozdelenie s parame-

trami 1 a 1 (t.j. Eap(3) = I'(3,1)) a sicet nezdvislych ndhodnych veli¢in s takymto rozdelenfm

maé potom Gamma rozdelenie, s parametrami % a n. Postupne teda dostaneme nasledujtce riadky:
X1y, X ~ Exzp(Ax)

)\XXl,...,)\XXnNE.’Ep ) (lebo E[AxX}—AxEXZ = 1)

(1
2)\XX1,...,2)\XXn~Exp(%)— ( )

;mxxi = 2\ ;X ~ 1"(5,11) =2

Posledna rovnost (=) plynie z faktu, ze I'(1/2,n/2) = x2 (t.j., x? rozdelenie s n stupfiami volnosti).
S vyuzitim definicie kvantilov moZeme napisat nasledujicu rovnost:

n

X3 (0/2) <2Ax D X < X3, (1 - 04/2)] =l-aq

i=1

P

kde x3,,(a/2) a x3, (1 — a/2) st prislusné kvantily x? rozdelenia s 2n stupiiami volnosti. Ekviva-
lentnymi tipravami dostaneme vztah (a zdroven presny interval spolahlivosti pre strednii hodnotu
p=EX;=5>0)

Xen(1=a/2) " Ax ~ x3,(/2)
Hodnotu « € (0,1) volime dostatoéne mali, aby mal interval spolahlivosti rozumné pokrytie.
Najcastejsie volby pre o € (0,1) st napr. o = 0.05, alebo « € {0.1,0.01,0.005}.

P{ 250X, 1 QZg‘zlxi]:l_a

[Procvic¢ovaci]

Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni s nezndmym parametrem Ax > 0.

(a) Pomoci centralni limitni véty sestrojte priblizny interval spolehlivosti pro Ax.

Resent:

Interval spolahlivosti pre strednii hodnotu EX; = i (odvodeny vyssie), je mozné priamo
vyuZit aj pre odvodenie intervalu spolahlivosti pre nezndmy parameter Ax > 0. Jednd sa ale
o presny interval spolahlivosti, pretoze sme poznali presné rozdelenie vhodnej Statistiky, v
tomto pripade ndhodnej veliciny 2Ax >, X; ~ x3,. Namiesto presného rozdelenia ale teraz
vyuzijeme asymtotické vlastnosti — konkrétne centrdlnu limitnd vetu (CLV), ktord ndm pre
sucet nezavislych a rovnako rozdelenych ndhodnych veli¢in s koneénym rozptylom déava

V(X — EX;) B N(0,var X;),

kde X je klasicky vyberovy priemer. Jednd sa o konvergenciu v distribucii. Specidlne pre
ndhodné veli¢iny s exponencidlnym rozdelenim s parametrom Ax > 0 (tak, ze EX; = i)
dostaneme z CLV
— 1 1
\/E(X—A)—wv(o A2), (2)

X



resp. ekvivalentny zapis v tvare
vﬁﬁ(X—A—)eAMOU
Ax
S vyuzitim kvantilov norméalneho ($tandardizovaného) rozdelenia mozeme napisat rovnost
Pl=ui_q/2 < VRAxX —1) <uy_qp0] = 1 -0,
pre n — oo. Hodnota u;_,/2 je (1 — a/2) kvantil normalneho N(0,1) rozdelenia. Ekviva-
lentnymi tpravami dostaneme asymtoticky interval spolahlivosti

1 Ul — «a
pl= - M=o A<—+1 2

X nX VnX
opét pre n — oo. Cim je rozsah nahodného vyberu vacsi, tym je pokrytie nezndmeho para-
metru (v pravdepodobnosti) blizsie k pozadovanej hodnote 1 — a.

—1—-a

Pomoci centralni limitni véty sestrojte pfiblizny interval spolehlivosti pro logAx a z ného
odvod'te pfiblizny interval spolehlivosti pro Ay.

Reseni:

Opéat néds zaujima asymptoticky interval spolahlivosti pre nezndmy parameter Ax zostrojeny
na zéklade ndhodného vyberu Xi,..., X, z exponencidlneho rozdelenia Fxzp(Ax) (tak, ze
EX; ) Vyuzijeme k tomu transformdciu g(x) = log(z). Kedze stdle plati centrdlna
hmltna Veta v (2) , dostaneme s pouzitim transformécie aj

i a0 (1)) B (o5 [o ()] ).

To vlastne plynie z Taylorovho rozvoju funkcie log(x) v okoli bodu x = EX; = i, pretoze
9(X) = g(EX;) + ¢'(BEX;)(X — EX)),

¢o po dosadeni a jednoduchych tupravach dava vyraz

Vo <1og(X) ~log (;}()) ~ Vg (BX;)(X — EX;),

pricom z CLV uz vieme, ze ndhodna veli¢ina na pravej strane od znamienka ’a’ ma asympto-
ticky normélne rozdelenie N (O7 3 ¢ (EXZ)]2> A preto aj lavé strana m4 rovnaké asympto-

tické rozdelenie. Kedze ¢'(x) = 1/33 a ¢'(1/Ax) = Ax, tak dosadenim a vyuzitim kvantilov
Standardizovaného normélneho rozdelenia dostaneme vyraz

— 1
P |:_u1a/2 <+/n (1og(X) —log (/\X>) < Ula/2:| —1-a,

a jednoduchymi ekvivalentnymi ipravami dostaneme

P {— log(X) — M-a/z log(Ax) < —log(X) + ul_a/ﬂ —=1-—aq,

vn Vn

¢o je asymptoticky interval spolahlivosti pre neznamy parameter log(Ax ). Aplikovanim expo-
nencialy na vietky tri Eleny v zdtvorke dostaneme aj asymptoticky interval spolahlivosti pre
parameter Ax > 0 v tvare

pre n — oo.



Ad4. [Procvicovaci]

Mdame-li dva nezéavislé ndhodné vybéry Xi,..., X, ~ Exp(Ax) a Y1,...,Y,, ~ Exp(Ay). Odvod'te
presny interval spolehlivosti pro parametr o = Ax /Ay

1:A{'cﬁell(:g);icky, ako v priklade A2 mozeme vyuzit vhodné transformacie oboch ndhodnych vyberov:
2AxX1,...,2Ax X, ~ Exzp(1/2) =T(1/2,1)
2AvYy, .. 20vY,, ~ Exp(1/2) =T(1/2,1).
Zaroven plati, ze . .
x> Xi~xs, a2y ) Yi~ 3,
i=1 i=1

pricom obe ndhodné veli¢iny st vzdjomne nezavislé. S vyuzitim definicie F rozdelenia a kvantilov
tohto rozdelenia moézeme pisat, Ze

22z >0 1 X
oy~ fem
m
a tiez n
P | fom(a/2) < Ax MY Xi < fam(l—a/2)| =1—a,

Ay nZ:il Y;

kde fom(a/2) a fom(l — «/2) st prislusné kvantily F rozdelenia s n a m stupniami volnosti.
Ekvivalentnymi dpravami sa ziska presny interval spolahlivosti pre nezndmi parameter (pomer)
0= Ax/\y.



