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Každý krok muśı být podrobně zd̊uvodněn. Pokud použijete nějaké tvrzeńı z přednášky, neza-
pomeňte ověřit předpoklady.

Jméno a př́ıjmeńı: Cvič́ıćı:

Otázka 1 2 3 Body

Maximum bod̊u 8 6 6 20

Źıskané body

1.[8] (i) Definujte pojem č́ıselná řada.

(ii) Definujte pojmy konvergentńı, divergentńı a osciluj́ıćı č́ıselná řada.

(iii) Definujte pojmy absolutně a neabsolutně konvergentńı č́ıselná řada.

(iv) Formulujte a dokažte Dirichletovo kritérium konvergence č́ıselných řad.

Rozhodněte, zda plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı. Tvrzeńı bud’ dokažte, nebo najděte protipř́ıklad.

• Řada
∑∞

n=1 an je absolutně konvergentńı =⇒ Řada
∑∞

n=1 an je konvergentńı.

• limn→∞ an = 0 =⇒
∑∞

n=1(−1)nan konverguje.

• an ↘ 0 (tzn an je nerostoućı posloupnost jej́ıž limita je nula) ⇐⇒
∑∞

n=1(−1)nan
konverguje.

Řešeńı:

(i) Bud’ {an}∞n=1 posloupnost reálných či komplexńıch č́ısel. Č́ıselná řada je formálńı
zápis součtu nekonečně mnoha člen̊u posloupnosti, tj.

∞∑
n=1

an.

Ke každé řadě přǐrazujeme posloupnost částečných součt̊u

Sn :=

n∑
k=1

ak.

(ii) Č́ıselná řada
∑∞

n=1 an je:

• konvergentńı, pokud existuje vlastńı limita limn→∞ Sn = S,

• divergentńı, pokud existuje nevlastńı limita (±∞ pro {an}∞n=1 ⊂ R a ∞ pro
{an}∞n=1 ⊂ C),

• osciluj́ıćı, pokud neexistuje limita Sn (ani nevlastńı).

(iii) Č́ıselná řada
∑

an je:

• absolutně konvergentńı, pokud konverguje řada
∑∞

n=1 |an|
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• neabsolutně konvergentńı, pokud
∑∞

n=1 an konverguje, ale
∑∞

n=1 |an| di-
verguje.

(iv) Dirichletovo kritérium: Necht’ {an}∞n=1 a {bn}∞n=1 jsou posloupnosti splňuj́ıćı

(a) posloupnost částečných součt̊u An :=
∑n

k=1 ak je omezená, tj. ∃M ∈ R ∀n ∈
N : |An| ≤ M ,

(b) {bn}∞n=1 je monotónńı a limn→∞ bn = 0.

Pak řada
∑∞

n=1 anbn konverguje.

Důkaz: K d̊ukazu použijeme diskrétńı integraci per partes:

n∑
k=1

akbk = Anbn −
n−1∑
k=1

Ak(bk − bk+1).

To že plat́ı, je vidět z následuj́ıćıch úprav (definujeme A0 := 0):

n∑
k=1

akbk =

n∑
k=1

(Ak −Ak−1)bk =

n∑
k=1

Akbk −
n∑

k=1

Ak−1bk =

n∑
k=1

Akbk −
n−1∑
k=1

Akbk+1

= Anbn +

n−1∑
k=1

Akbk −
n−1∑
k=1

Akbk+1 = Anbn +

n−1∑
k=1

Ak(bk − bk+1).

Nyńı ukážeme, že posloupnost částečných součt̊u Sn :=
∑n

k=1 akbk je Cauchyovská
a tedy, že řada konverguje. Pro n > m

|Sn − Sm| =

∣∣∣∣∣Anbn −Ambm −
n−1∑
k=1

Ak(bk − bk+1) +

m−1∑
k=1

Ak(bk − bk+1)

∣∣∣∣∣
≤ |Anbn|+ |Ambm|+

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=m

Ak(bk − bk+1)

∣∣∣∣∣ .
Protože |An| ≤ M (posloupnost je omezená), dostaneme

|Sn − Sm| ≤ M |bn|+M |bm|+M

n−1∑
k=m

|bk − bk+1| = M |bn|+M |bm|+M |bm − bn|,

kde jsme pro posledńı rovnost použili monotonii bn. Protože bn → 0, je vidět, že
Sn je Cauchyovská.

Pravdivost implikaćı:

• Prvńı implikace plat́ı: Je-li
∑∞

n=1 |an| konvergentńı, tak posloupnost jej́ıch částečných
součt̊u muśı být Cauchyovská, což znamená, že ∀ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, že pro
každé m > n0 plat́ı

m∑
k=n0

|ak| ≤ ε.
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Ukážeme, že posloupnost částečných součt̊u Sn :=
∑n

k=1 ak je Cauchyovská a tedy
má limitu a tedy

∑∞
n=1 an konverguje. Necht’ ε > 0 je dáno. Najdeme n0 takové,

že výše uvedená nerovnsot plat́ı. Potom pro n > m > n0

|Sn − Sm| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

ak

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=m+1

|ak| ≤
n∑

k=n0

|ak| ≤ ε.

Tedy {Sn}∞n=1 je Cauchyovská posloupnost, tud́ıž konverguje.

• Druhá implikace neplat́ı: Stač́ı volit an := (−1)n/n. Potom limn→∞ an = 0,
ale

∞∑
n=1

(−1)nan =

∞∑
n=1

1

n
,

což je harmonická řada, která diverguje. Implikace tedy neplat́ı.

• Ekvivalence neplat́ı: Implikace “ =⇒ ”plat́ı. Je to d̊usledek Dirichletova kritéria,
protože posloupnost bn = (−1)n má omezenou posloupnost částečných součt̊u (jde
o Leibnitzovo kritérium).

Implikace “ ⇐= ”neplat́ı. Stač́ı uvažovat an := (−1)nn−2. Pak řada
∑

(−1)nan
konverguje, ale an neńı monotónńı.
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2.[6] • Zformulujte Větu o implicitńıch funkćıch.

• Zformulujte a dokažte vzorec o derivaćıch implicitńıch funkćı.

• Pro f : Rd → Rn zadefinujte pojem totálńı diferenciál v bodě x0.

Rozhodněte o pravdivosti následuj́ıćıch implikaćı. Bud’ je dokažte, nebo uved’te protipř́ıklad.

1. f : Rd → Rn má v bodě x totálńı diferenciál =⇒ ∀v ∈ Rd existuje ∂vf(x).

2. F : R2 → R má v (0, 0) totálńı diferenciál =⇒ existuje funkce y(x) definovaná na okoĺı
nuly tak, že F (x, y(x)) = 0.

3. F : R2 → R nemá v (0, 0) totálńı diferenciál =⇒ neexistuje funkce y(x) definovaná na
okoĺı nuly tak, že F (x, y(x)) = 0.

4. f : Rd → Rn má spojité parciálńı derivace na okoĺı bodu x = (0, . . . , 0) =⇒ existuje
totálńı diferenciál f v bodě x = (0, . . . , 0).

5. f : Rd → Rn nemá spojité parciálńı derivace na okoĺı bodu x = (0, . . . , 0) =⇒
neexistuje totálńı diferenciál f v bodě x = (0, . . . , 0).

Řešeńı:

Věta o implicitńıch funkćıch: Necht’ U ⊂ Rd a V ⊂ Rn jsou otevřené a F : U ×
V → Rn je zobrazeńı tř́ıdy C1 definované v okoĺı bodu (x0,y0) ∈ U × V . Dále necht’

F (x0,y0) = 0 a matice (
∂Fi

∂yj
(x0,y0)

)d

i,j=1

je regulárńı (tj. má nenulový determinant).

Pak existuje okoĺı U bodu x0 a zobrazeńı f : U → Rn tř́ıdy C1 takové, že:

f(x0) = y0, F (x, f(x)) = 0 pro všechna x ∈ U .

Věta o derivaćıch implicitńıch funcḱı: Za předpoklad̊u z předchoźı věty plat́ı, že
funkce f má derivaci v každém bodě v U a pro matici derivaćı f plat́ı:

Df(x) = −
(
∂F

∂y
(x, f(x))

)−1

· ∂F
∂x

(x, f(x)).

Důkaz: Z rovnosti F (x, f(x)) = 0 derivujeme podle x a použijeme řet́ızkové pravidlo
(všechny derivace existuj́ı dle předchoźı věty):

d

dxj
Fi(x, f(x)) =

∂Fi

∂xj
+

d∑
k=1

∂Fi

∂yk

∂fk(x)

∂xj
= 0.

Odtud dostaneme (· znač́ı maticové násobeńı):

∂F

∂y
·Df(x) = −∂F

∂x
,
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a po vynásobeńı inverzńı matićı:

Df(x) = −
(
∂F

∂y

)−1

· ∂F
∂x

.

Definice (totálńı diferenciál): Necht’ f : Rd → Rn. Řekneme, že f má v bodě x0

totálńı diferenciál právě tehdy, když existuje linearńı zobrazeńı L : Rd → Rn takové, že
plat́ı

lim
x→x0

|f(x)− f(x0)− L(x− x0)|Rn

|x− x0|Rd

= 0.

1. Plat́ı: Existence ∂vf(x) znamená, že existuje následuj́ıćı limita

lim
t→0+

f(x+ tv)− f(x)

t
= lim

t→0+

(
f(x+ tv)− f(x)− L(x+ tv − x)

t
+

L(x+ tv − x)

t

)
= lim

t→0+

f(x+ tv)− f(x)− L(x+ tv − x)

t
+ L(v),

kde jsme použili linearitu diferenciálu. Nav́ıc z definice diferenciálu máme∣∣∣∣f(x+ tv)− f(x)− L(x+ tv − x)

t

∣∣∣∣ ≤ |v| |f(x+ tv)− f(x)− L(x+ tv − x)|
|(x+ tv)− x|

→ 0.

2. Neplat́ı: Např. funkce F (x, y) = y2 − x. Je to hladká funkce a tedy ma totálńı
diferenciál, nav́ıc F (0, 0) = 0. Na druhou stranu, pro jakékoliv x < 0 a y ∈ R plat́ı
F (x, y) > 0 a tedy hledaná funkce nemůže být definovaná prozáporná x.

3. Neplat́ı: Např funkce F (x, y) = x+y
1
3 . Tato funkce nemá parciálńı derivace v nule

a tedy nmůže mı́t ani totálńı diferenciál. Na druhou stranu ale pokud definujeme
y(x) := −x3, pak plat́ı F (x, y(x)) = x+ (y(x))

1
3 = x− x = 0

4. Plat́ı: Zadefiujme L(z) := ∇f(x0) · z a pokud použijeme větu o středńı hodnotě
(využ́ıváme existenci derivaćı na okoĺı)

f(x− x0)− f(x0)−∇f(x0) · (x− x0)

|x− x0|
=

∇f(x0 + θ(x− x0)) · (x− x0)−∇f(x0) · (x− x0)

|x− x0|

kde θ ∈ (0, 1). Ze spojitosti derivaćı pak dostaneme∣∣∣∣∇f(x0 + θ(x− x0)) · (x− x0)−∇f(x0) · (x− x0)

|x− x0|

∣∣∣∣ ≤ |∇f(x0+θ(x−x0))−∇f(x0)| → 0.

5. Neplat́ı. Stač́ı uvažovat funkci jedné proměnné f(x) = x2 sin(1/x) dodefinované
nulou pro x = 0. Tato funkce má derivaci v nule a tedy i totálńı diferenciál. Derivace
však neńı spojitá v nule.
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3.[6] Uvažujte funkci f : [0, 2] → R, která splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

• f je spojitá na intervalech [0, 1) a (1, 2],

• existuj́ı jednostranné limity:

lim
x→1−

f(x) = A ∈ R, lim
x→1+

f(x) = B ∈ R.

Rozhodněte, zda plat́ı následuj́ıćı implikace (pokud použijete nějaké tvrzeńı z přednášky, tak
ho dokažte):

(1)

∀h ∈ C([0, 2]), h(0) = h(2) = 0 :

∫ 2

0

f(x)h(x) dx = 0

=⇒ A = B = 0.

(2)

∀h ∈ C1([0, 2]), h(0) = h(2) = 0 :

∫ 2

0

f(x)h′(x) dx = 0

=⇒ A = B.

(3)

A ≥ B =⇒ ∀h ∈ C([0, 2]), h(0) = h(2) = 0 :

∫ 2

0

f(x)h(x) dx ≥ 0

(4)

∀h ∈ C1([0, 2]), h(0) = h(1) = h(2) = 0 :

∫ 2

0

f(x)h′(x) dx = 0

=⇒ f(x) = A na [0, 1) a f(x) = B na (1, 2].

Řešeńı:

Nejdř́ıve zformulujeme a dokážeme dva výsledky z přednášky.
Lemma (základńı věta a DuBois–Reymondovo lemma) : Bud’ f ∈ C([a, b]).
Potom plat́ı

• Pokud
∫ b

a
f(x)h(x) = 0 pro každou h ∈ C([a, b]) splňuj́ıćı h(a) = h(b) = 0, pak

f = 0 na [a, b].

• Pokud
∫ b

a
f(x)h′(x) = 0 pro každou h ∈ C1([a, b]) splňuj́ıćı h(a) = h(b) = 0, pak f

je konstantńı na [a, b].

Důkaz: Nejdř́ıve prvńı tvrzeńı. Předpokládejme, že existuje x0 ∈ (a, b) takový, že
f(x0) ̸= 0. Pro jednoduchost uvažujeme f(x0) > 0. Potom d́ıky spojitosti f existuje
δ > 0 takové, že f(x) > f(x0)/2 pro každé x ∈ (x0 − δ, x0 + δ). Definujme spojitou
funkci h předpisem

h(x) :=



0 x ∈ [a, x0 − δ],

(x− x0 + δ)

δ
x ∈ [x0 − δ, x0],

− (x− x0 − δ)

δ
x ∈ [x0, x0 + δ],

0 x ∈ [x0 + δ, b]
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Tato funkce splňuje předpoklady a proto

0 =

∫ b

a

f(x)h(x) =

∫ x0+δ

x0−δ

f(x)h(x) ≥ f(x0)

2

∫ x0+δ

x0−δ

h(x) =
δf(x0)

2
> 0,

což je spor.

Nyńı dokážeme druhé tvrzeńı. Zadefinujeme K := 1
b−a

∫ b

a
f(x). Potom definujeme

h(x) :=

∫ x

a

(f(t)−K)dt.

Je zřejmé, že h(a) = h(b) = 0. Nav́ıc, protože f je spojitá, vid́ıme, že h ∈ C1([a, b]) a
plat́ı h′(x) = f(x)−K. Dosad́ıme takovou funkci a máme

0 =

∫ b

a

f(x)h′(x) =

∫ b

a

(f(x)−K)h′(x) =

∫ b

a

(f(x)−K)2

a tedy nutně f(x) = K pro každé x ∈ [a, b].

Nyńı se budeme věnovat jednotlivým implikaćım.

(1) Plat́ı: Funkce f je spojitá na [1 + ε, 2] pro každé ε > 0. Každá spojitá funkce
h ∈ C([1 + ε, 2]) splňuj́ıćı h(1 + ε) = h(2) = 0 se dá rozš́ı̌rit nulou a funkce h je
spojitá na [0, 2] a tedy může být použita a dostaneme

∀h ∈ C([1 + ε, 2]), h(1 + ε) = h(2) = 0 :

∫ 2

1+ε

f(x)h(x) dx = 0

Použit́ım základńıho lemma dostaneme, že f = 0 na [1 + ε, 2]. Protože ε > 0 bylo
libovolné, vid́ıme, že f(x) = 0 na (1, 2]. A tedy i B = 0. Vlastnost A = 0 se dokáže
obdobně.

(2) Plat́ı: Opět rozděleńım interval̊u a použit́ım DuBois–Reymondovo lemma źıskáme,
že f je konstantńı na (0, 1) a také na (1, 2) a z definice A a B vid́ıme, že f(x) = A
pro x ∈ (0, 1) a f(x) = B pro x ∈ (1, 2). Nyńı pro libolvolné h máme z předpoklad̊u

0 =

∫ 2

0

f(x)h′(x) =

∫ 1

0

Ah′(x) +

∫ 2

1

Bh′(x) = Ah(1)−Bh(1).

Určitě můžeme naj́ıt funkci h splňuj́ıćı h(1) = 1 a tedy pak nutně A = B.

(3) Neplat́ı: Např. pro f ≡ 1 plat́ı A = B. Volme h(x) := x(x− 2). Potom∫ 2

0

f(x)h(x) =

∫ 2

0

x2 − 2x = [x3/3− x2]20 = −4

3
< 0.

(4) Plat́ı: Bylo už dokázáno v (2).


