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1. (3,5 bodu) Spoctéte

Z (n+1)!

n=1

2. (6,5 bodu) Bud p € R. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergencinasledujici fady:

i sin n 1 — cos l ’ arctan | n + L
— n+1 n 71000




1: Definujme

A chceme urcit f(1). Polomér konvergence této fady je R = co. MuZeme tedy derivovat ¢len
po ¢lenu a tedy

. > ok o0 o1 .

Pak miizeme zintegrovat a ziskdme
flz) = /xe”’ =ze’ —e" +C.
Protoze f(0) =0, vidime, ze C' =1 a tedy
fl@)y=¢e¢"(z—1)+1
a nasledné také f(1) = 1.

2: Definujme si

. ; n’? b - 1 . —1
an = sin | — 1) n = 1 — cos ) Cp 1= arctan | n + 1, 1000

zalimé nas pak rada

Z an(by)Pey.

n=1

Nejdfive si heuristicky ur¢ime chovani a,, b,, ¢,. O prvni posloupnosti vidime jen to, Ze
je omezena a asi oscilujici a ze pro velkd n se bude chovat asi jako sinn. Posloupnost b,
pak evidentné konverguje monoténné k nule. Posloupnost ¢, je omezena, odrazena od nuly a
nesjpise bude mozna monoténni pro dost velkéi n.

Nejdiive se podivime na nutnou podminku. Evidentné, pokud p < 0, pak neni splnéna
nutnd podminka a fada nemuze konvergovat.

Veénujme se tedy jen pripadu p > 0. Pro prvni ¢len fady pouZzijeme nasi hypotézu o chovani
u nekonecna a rozepiseme

. n? , n , n , n
a, = sin —n+n)=sn|n-— = sin n cos — cosn sin .
(n—l—l ) ( n+1) (n—l—l) (n—l—l)

Diky tomuto rozpisu miizeme nasi fadu rozepsat na rady dveé

Zsinncos ( n ) (bp)Pen — cosnsin( n ) (bn)Pey.
o n+1 n+1

Vénujme se nejdiive absolutni konvergneci. Pouzitim limity

. 1—cosz 1
im —m = -
x—0 .I‘Q 2

vidime, Ze pro dostatecné velka n plati

, no\ , n »
<smncos <n+ 1) cos n sin (n—l— 1)) (bn)Pen




Protoze uvazujeme pouze kladna p, vidime, ze fada ) -3 konverguje pokud p > % a tedy
absolutné konverguje i rada

;sinncos (nj— 1> (bn)Pc, — cosnsin (n :L_ 1) (bn)Pcy.

Vénujme se nyni absolutni konvergenci pro p € (0, %] a ukdzeme, ze Tada diverguje a to
pomoci odhadu (pro velka n)

n? T n? s 2n?
. p .9 o .
- (n—l— 1) (bo)en| 2 7 Sin <n+ 1) = S (1 cos (n+ 1)>
T 2n

= 1—cos|2n—

8n?2p n+1
2 2

=" (1-cos (2n) cos ") —sin (2n) sin n

8n?2p n+1 n+1

Rady > = cosn) 5§ ) konverguji dle Dirichletova kritéria. Dale, protoze pro velka n jsou

n2p
posloupnostl cos ( 2]:1) a sin ( 2]:1) monotonni a omezené, konverguji dle Abelova kritéria i fady

> cos(@n) cos ( +1) ay, — sin(Zn) sin ( 2]:1) Na druhou stranu ale fada Y- — diverguje. Celkem

tedy nase rada nekonverguje absolutné pro p < %

Nakonec ukazeme, ze fada konverguje neabsolutné pro p € (0,2]. Vime, ze

e posloupnost sin n ma omezenou posloupnost ¢astecnych soucti

poslouonost b2 konverguje monoténné k nule

posloupnost cos(n/(n + 1)) konverguje monoténné k cos(1)

posloupnost sin(n/(n + 1)) konverguje monoténné k sin(1)

posloupnost ¢, konverguje k 7/2 a ukdzeme, ze pro velkd n dokonce monoténné. K tomu
spocteme

1 1000
1000\\/ __
)) T 14+ (x+x—1000)2(1 o x1001)

pro x > 2. Posloupnost ¢, je tedy rostouci pro n > 2.

(arctan(x + = >0

Nyni uz tedy

oo

oo
Z sinnbt a Z cos nb? koverguji dle Dirichletova kriteria,

n=1
o) [eS)

Z sinnb? cos(n/(n+1)) a Z cosnb? sin(n/(n + 1)) koverguji dle Abelova kriteria,

n=1 n=1
[e.e]

Z a,bt = Z sinnbf cos(n/(n+ 1)) — cosnb? sin(n/(n + 1)) a tedy konverguje,

n=1

Z anbl e, koverguje dle Abelova kriteria.

n=1



