Existencni véta pro ODR 1.radu.

Nasledujici véta je podstatna pro feseni diferencidlnich rovnic 1.fadu. Pro jeji dliikaz jsou potiebné
znalosti, které budou predndseny pozdéji. Nicméné, myslenky ditkazl jsou jednoduché a lze je
uvést 1 nyni. Tvrzeni uvadime ve tvaru, v jakém se pro jednodussi ODR pouZziva (jsou obecnéjsi
formulace). Pozdéji si mozna dokaZzete tuto vétu pro diferencidlni rovnice n-tého fadu a pro sous-
tavy diferencidlnich rovnic (obycejnych). Na pfednédsSce budete zatim pouzivat existenci a jed-
noznacnost jen pro dané probirané druhy rovnic, které Casto vychazeji z vypoctu feSeni.

Existenc¢ni véta. Je-li funkce f(x,y) spojitd na otevieném obdélniku J x I, pak kaZdym bodem
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tohoto obdélniku prochdzi FeSeni rovnice y' = f(z,vy).
of

Je-li navic i ;9—y(x7 y) spojitd na J x I, pak toto FeSeni je jediné.

To znamena, Ze pro kazdé (zo, yo) € J x I existuje funkce y(x), definovana na otevieném intervalu
U C J obsahujicim bod z¢, s hodnotami v [ a takova, Ze y(xo) = yo a y'(z) = f(x,y(x)) pro
kazdé x € U. Véta je lokdlniho charakteru, tj. uvadi existenci feSeni jen v néjakém okoli daného
bodu. Ziskané lokalni feSeni mizeme vSak prodluzovat, az ziskame nejvétsi mozny podinterval v
J, na kterém takové feSeni y existuje (tzv. maximdlni feSeni). Jednoznacnost pro cely obdélnik
znamena, zZe se zadné dva grafy feSeni neprotinaji.

Vzhledem k uvedenému lokalnimu charakteru se rizné modifikace existencni véty formuluji jen
pro okoli bodu (xg, 3o), kterym ma feSeni probihat.

ODR a PDR vznikaly ponejvice z potfeb fyziky hlavné v 18.stoleti. Tehdy se existence feSila
vypoctem dané rovnice. V 19. stoleti se objevovaly obecnéjsi tvrzeni o existenci feSeni. Ziejmé
prvnim byl Cauchy, ktery po r. 1820 dokézal vyse uvedené tvrzeni jen pro existenci, i kdyZ predpo-
kladal spojitost g—’yc(x, y). Lipschitz v r. 1876 pouzil misto spojitosti derivace svou lipschitzovskost
proménné y funkce f(z,v), tj. |f(z,y1) — f(z,y2)| < k|ly1 — y=| pro né&jakou konstantu k. Peano
v 1. 1890 dokazal existenci 1 bez této podminky, proto se Casto existencni véta nazyva Peanovou
vétou, nékdy i1 Cauchyovou-Peanovou vétou. Malokdy se pridava i jméno Lipschitz.

Jednoznacnost feSeni poprvé dokézal Liouville v r. 1838 (i kdyz Cauchy to asi védél diive). Byl to
sice diikaz jen pro urCité rovnice 2.fadu, ale dal se s nutnymi modifikacemi pfenést na obecné&;jsi
pfipady. Jednoznacnost feSeni, jak je uvedena vyse, byla dokdzéna Pickardem a Lindelofem v
r. 1893, 1894 (s lipschitziovskou podminkou misto spojitosti derivace). Situace s ndzvem véty
je obdobnd jako u existenéni véty. Casto se pouZivd jen Pickardova véta, ob&as Linelofova-
Pickardova véta a méalokdy se pfiddva jméno Liouvilla.

Pro existenci pouzil Cauchy jednoduché aproximace pochazejici od Eulera. Vezmeme bod (g, yo) €
J x I, déleni {xy,...,x, = b} omezeného intervalu [z(,b] C J a definujeme rekurentné y; ., =
vi + f(xi,y;)(zig1 — 24). Spojenim bodd (x;,vy;) a (2441, yi+1) dostaneme lomenou &éru, graf
funkce g,,. V kazdém bod€ = € [z, b] posloupnost {g,(x)} je cauchyovskd a tedy konverguje. O
limitni funkci g se pomoci definice derivace ukaze, Ze je feSenim dané rovnice (pfitom je potieba
véta o zameéné limit, kterd se probird pozdéji). Stejné 1ze postupovat od bodu x( doleva.

Metoda pro jednoznacnost (i existenci) feSeni se asi bude probirat na prednédsce, tak se o ni
nebudu podrobnéji zmiflovat. Jednd se zase o posloupnost funkci, tentokrdt y,.1(z) = yo +
fj; f (t,yn(t)) dt, kterd bude p‘on.loc'f lipschitzkovosti funkce f v proménné Yy konvergovaj['k fe§epi
rovnice (o tom se ukdze, Ze je jediné). Cauchy o této posloupnosti védél a Castecné ji pouzil,
jednoznacnost vSak asi explicitné nevyvodil.

U obou metod 1ze popsat prisluSné aproximace a tim ziskat priblizna feSeni. UkdZeme obrizky s
nékolika prvnimi aproximacemi feseni.



Prvni Eulerova metoda pro feSeni rovnice ' = y + sin x, y(0) = 0 na intervalu [-6,2], aproximace
pro rozdéleni [-6,2] postupné na 4,8,16 a 32 asti); feSeni je modre, aproximace Cervené.
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Druhd metoda pomoci integrall pro feseni stejné rovnice (feSeni je modfe, aproximace oranZove).
Jsou ukdzany aproximace ys, Y3, ¥4, Yo z€ seznamu po grafech.
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Piislusné aproximace pro druhou metodu:

yo(z) =0

y1(x) =1—cosx

yo2(z) =142 —cosx —sinz

ys(z) = 32(2 4 z) —sinz

ya(z) = 222 + 53/6

ys(z) = 57(24 + 423 + 2* — 24 cos z)

ye(r) =1+ 2+ 21/24 + 25/120 — cosx — sinz

yr(z) = =52(720 4 3602 + 6x* + 2°) — sin
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