Modifikace Banachovy véty o pevném bodé

Pevné body zobrazeni hraji velkou roli v aplikacich, a proto existuje velky pocet publikaci o jejich existenci. Zminime
se o nékolika modifikacich Banachovy véty o pevném bodé¢ a tzv. Brouwerove vété o pevném bodé.

Na ptfednésce byla dokdzana jedna modifikace: staci predpokladat, Ze nékterd iterace daného zobrazeni ma pevny bod
a potom uZ i dané zobrazeni m4 pevny bod. Na cviceni jsme ukdzali, Ze tvrzeni plati i pro antikontrakce. Casto je
potieba pevny bod zobrazeni f : X — Y, kde X C Y. Jednim z takovych pfipadi je nasledujici tvrzeni.

Nechi B je koule v Banachové prostoru X a f : B — X je kontrakce, kterd zobrazuje hranici B (tj. sféru) do B. Pak
f md jediny pevny bod.

Nejdfive se B posune tak, aby koule méla stfed v 0. Pak se ukdZe, Ze funkce (f(z) + x)/2 je kontrakce a zobrazuje
B — B. Pevny bod tohoto zobrazeni je i pevny bod f. Dusledkem je zajimavé tvrzeni (zobrazeni v Banachové
prostoru je liché, jestlize f(—z) = — f(x)):

KaZdd kontrakce B — X (B koule v Banachové prostoru X ), kterd je lichd na hranici B, md pevny bod.

Obé predchozi tvrzeni 1ze zobecnit na uzavéry nékterych otevienych mnoZin v Banachové prostoru misto koule.

Misto kontrakce 1ze pouZit jeji zobecnéni pomoci regresni funkce.

Al (X, d) je uplny prostor a h : [0,00) — [0,00) je neklesajici funkce s viastnosti h(t) < t prot > 0. Pak kaZdé
spojité zobrazeni | : X — X, splitujici d(f(x), f(y)) < h(d(z,y)) pro vSechna x,y € X, md pevny bod.

Ukéze se, Ze pro t > 0 je lim,, A™(t) = 0 a pak se postupuje stejné jako v dikazu Banachovy véty. Jinou moZnosti je
pouzit misto podminky pro kontrakci podminku diam(f(A)) < k diam(A) pro né&jaké k < 1 a libovolné A C X.

Skoro stejny dikaz jako ma Banachova véta je nasledujici tvrzeni. Potfebujeme nové pojmy. Zobrazeni f : X — X
je kontrakce pro vzdalenosti mensi nez r > 0, jestliize podminka kontrakce plati jen pro body x,y se vzdalenosti
d(x,y) < r. Metricky prostor (X, d) se nazyvé r-fetézitelny, jestlize pro kazdé dva body z,y € X existuji body
Xy ey T, pro néjaké n, Ze xg = x, 2, = y a d(x;, 2i41) < rproi = 0,...,n — 1. Kazdy souvisly prostor je
r-fetézitelny pro libovolné » > 0.

Nechi X je iipIny r-retézitelny prostor a f : X — X je kontrakce pro vzddlenosti mensi nez v. Pak f md pevny bod.
Brouwerova véta o pevném bodé

Misto obecnych metrickych prostorti a Banachovych prostorti se nyni soustfedime na euklidovské prostory. Uvedeme

tvrzeni z jistého hlediska obecné&jsi nez jsou piedchozi (bez jakékoli kontrakce), ale specidlnéjsi, co se tyka obori
zobrazeni. Postupy jsou vesmés znacné obtizné€jsi nez u Banachovy véty.

Nahofe uvedend véta o lichém zobrazeni plati v R™ bez pfedpokladu kontrakce (stali spojitost). To je zndma Bor-
sukova véta. kterd je uzce spojena s jinou Borsukovou vétou:

Pro kaZdé spojité zobrazent hranice koule v R™ do R™ se stiedem v 0 existuje x, Ze f(x) = f(—x).

Lidové vysvétleni: v kazdém okamziku existuje na zemékouli protilehld mista se stejnou teplotou a stejnym tlakem.
Slavnd Brouwerova véta:

Kazdd spojitd funkce kompaktni konvexni mnoZiny v R™ do sebe md pevny bod. Lze vzit i Hilbertiv prostor misto R”.

Pro n = 1 tato véta plyne jednoduse z Bolzanovy véty, kterda ma také jednoduchy dikaz. Tim ale jednoduchost konc{
a od dimenze 2 jsou uz dikazy komplikované. Sice existuji dikazy o né€kolika fadcich, ale pouZivaji slozita tvrzeni s
komplikovanéj$imi dikazy.

Existuji zobecnéni uvedené Brouwerovy véty (napt. Schauderova véta pro nekonecné dimenze, Lefchetzova véta pro
nekonvexni podmnoziny R™.). Samoziejmé maji tyto véty hodné disledkd a aplikaci. Zminime se o jednom dtisledku
o tzv. uéesani koule (hairy ball problem). Snadno si predstavime, Ze vlasy na kruznici 1ze pé¢kné hladce ucesat. Na
kulové plose uz to nejde, vzdy bude aspoii jeden vlas tréet kolmo na plochu. To dokazal Poincaré v r.1885, obecné
Brouwer v r.1912. Pfesnd matematicka formulace je pomoci te¢ného vektorového pole na sféte (hranici koule v R™),
coZ je mnozina teénych nenulovych vektort, které vychdzeji ze vSech bodu sféry a miii ven z koule. Toto pole je

spojité, jestli je spojité zobrazeni, které ptitadi bodu sféry konec vektoru, ktery z bodu vychazi.
Na sfére existuje spojité tecné vektorové pole, prdavé kdyZ je dimenze sféry lichd.

Tato véta plyne snadno z Brouwerovy véty o pevném bodé€. Je zajimavé, Ze naopak z uvedené véty o ucesani se da
Brouwerova véta dokazat.

Dalsi moznosti diikazu Brouwerovy véty je pouZiti zobecnéni Bolzanovy véty z dimene 1 na dimenzi n. Toto
zobecnéni ukdzal Poincaré v r. 1883 a dikaz Brouwerovy véty z tohoto zobecnéni publikoval Miranda v r. 1940.

vvvvv



