Implicitni funkce

Vétu o implicitnich funkcich 1ze dokazovat pomoci jinych postupt, které davaji vysledky v obec-
néjSich situacich (napf. pro zobrazeni v Banachovych prostorech). Tato zobecnéni nebudeme

ze f ma spojité parcidlni derivace v okoli G bodu (¢, o), plati f(xo,yo) =0a f,(z,y) #0na G
(indexy x,y u f znadi parcidlni derivace funkce f podle x, resp. y).

1. Kdyz formélné zderivujeme rovnost f(x,y) = 0 podle = (chdpeme y jako funkci proménné x),
dostaneme rovnost f, + f,y' = 0, coZ je exaktni diferencidlni rovnice 1.fadu, pokud f,, = fy»
(viz Poznamky ke cviceni z 13.10.). Ta ma podle Peanovy véty feSeni y(x) splilujici pocatecni
podminku y(xg) = yo. JestliZe existuji spojité parcidlni derivace 2.fadu funkce f podle z, je
uvedené feSeni jediné. Rovnice md obecné feSeni tvaru F'(z,y(z)) = C. Pro nasi pocatecni
podminku je C' = 0. Funkce y(z) ma spojitou prvni derivaci na okoli =, a dosazenim y(z) do
f(y,y(z)) vidime, ze ' = f. Ziskali jsme existenci jediné funkce y, kterd na okoli (zo, o)
spliiuje f(z,y(z)) = 0 a jeji derivace rovnost f, + f,y’ = 0.

2. Vétu o implicitnich funkcich lze dokdzat pomoci tzv. Banachovy véty o pevném bodé, ktera se
bude probirat koncem semestru. Uvedeme jeji obecné znéni, 1 kdyZ je pouZijeme jen pro realné
funkce.

Nechi (X, d) je tiplny metricky prostor a f : X — X je lipschitzovskd funkce s konstantou mensi
nez 1. Pak existuje jediny bod xy € X, Ze f(x¢) = x.

Uvedeny bod se nazyva pevnym bodem zobrazeni f, Podminka dplnosti metrického prostoru
znamena, Ze kazdd cauchyovska posloupnost v tomto prostoru konverguje. Podle Bolzanovy—
Cauchyovy podmiinky je R uplny prostor (taltéZ pro euklidovské prostory). Uvedena lipschit-
zovskd podminka znamend, Ze existuje k < 1, Ze prokazdé z,y € X je d(f(z), f(y)) < kd(z,y).
Pro pouziti staci uvazovat, Ze f je definované na uzaviené podmnoziné Y C X aprokazdé y € Y

je d(y, f(y)) < 1.

Méjme funkei f(x,y) spliiujici podminky z 1. odstavce. Vezmeme funkci

f(z,y)
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Existuje uzaviend koule W = B, (zo,y0) C G,r < 1/2, nakteré je |g,(z,y)| < k < 1. ProtozZe
f je spojité v (xo, o), existuje uzaviend koule By(xg,y0) = K C W, Ze g(K) C W (takze
(2, y) — g(2,y)| < 1pro (z,y) € K). Prokazdé x,yy, y» s vlastnosti (x,41), (v, 42) € K je

9, y1) — g, 92)| < lys — 1| (2 véty o stiedni hodnots).

Podle vyse uvedené Banachovy véty (resp. jeji upravené verze) existuje pro kazdé = € (x—4, x+9)
pro né&jaké & > 0 jediny bod v, Ze g(x,y,) = Y., coz znamend f(x,y,) = 0. Potom funkce
y = {x ~ y.; |z — zo| < 0} je hledand jedind funkce s vlastnosti f(z,y(z)) = 0.

Pro existenci a spojitost derivace 3/ je nutné pouzit podrobnéjsiho postupu.

Vyse uvedené pouziti Banachovy véty o pevném nodé¢ lze pouZzit pro obecnéjsi pripad funkce
f(z,y) : R* x R™ — R™, kde se misto f, vezme piislusny jacobidn. Jesté obecné&ji lze tento
postup pouZit pro zobrazeni mezi Banachovymi prostory.



