
Implicitnı́ funkce

Větu o implicitnı́ch funkcı́ch lze dokazovat pomocı́ jiných postupů, které dávajı́ výsledky v obec-
nějšı́ch situacı́ch (např. pro zobrazenı́ v Banachových prostorech). Tato zobecněnı́ nebudeme
uvádět, podı́váme se na jiné postupy pro nejjednoduššı́ přı́pad f(x, y) = 0. Budeme předpokládat,
že f má spojité parciálnı́ derivace v okolı́ G bodu (x0, y0), platı́ f(x0, y0) = 0 a fy(x, y) ̸= 0 na G
(indexy x, y u f značı́ parciálnı́ derivace funkce f podle x, resp. y).

1. Když formálně zderivujeme rovnost f(x, y) = 0 podle x (chápeme y jako funkci proměnné x),
dostaneme rovnost fx + fyy

′ = 0, což je exaktnı́ diferenciálnı́ rovnice 1. řádu, pokud fxy = fyx
(viz Poznámky ke cvičenı́ z 13.10.). Ta má podle Peanovy věty řešenı́ y(x) splňujı́cı́ počátečnı́
podmı́nku y(x0) = y0. Jestliže existujı́ spojité parciálnı́ derivace 2. řádu funkce f podle z, je
uvedené řešenı́ jediné. Rovnice má obecné řešenı́ tvaru F (x, y(x)) = C. Pro naši počátečnı́
podmı́nku je C = 0. Funkce y(x) ma spojitou prvnı́ derivaci na okolı́ x0 a dosazenı́m y(x) do
f(y, y(x)) vidı́me, že F = f . Zı́skali jsme existenci jediné funkce y, která na okolı́ (x0, y0)
splňuje f(x, y(x)) = 0 a jejı́ derivace rovnost fx + fyy

′ = 0.

2. Větu o implicitnı́ch funkcı́ch lze dokázat pomocı́ tzv. Banachovy věty o pevném bodě, která se
bude probı́rat koncem semestru. Uvedeme jejı́ obecné zněnı́, i když je použijeme jen pro reálné
funkce.

Nechť (X, d) je úplný metrický prostor a f : X → X je lipschitzovská funkce s konstantou menšı́
než 1. Pak existuje jediný bod x0 ∈ X , že f(x0) = x0.

Uvedený bod se nazývá pevným bodem zobrazenı́ f , Podmı́nka úplnosti metrického prostoru
znamená, že každá cauchyovská posloupnost v tomto prostoru konverguje. Podle Bolzanovy–
Cauchyovy podmiı́nky je R úplný prostor (taltéž pro euklidovské prostory). Uvedená lipschit-
zovská podmı́nka znamená, že existuje k < 1, že pro každé x, y ∈ X je d

(
f(x), f(y)

)
≤ k d(x, y).

Pro použitı́ stačı́ uvažovat, že f je definované na uzavřené podmnožině Y ⊂ X a pro každé y ∈ Y
je d(y, f(y)) < 1.

Mějme funkci f(x, y) splňujı́cı́ podmı́nky z 1. odstavce. Vezmeme funkci

g(x, y) = y − f(x, y)

fy(x0, y0)
, (x, y) ∈ V ⇒ gy(x0, y0) = 0 .

Existuje uzavřená koule W = Br(x0, y0) ⊂ G, r < 1/2, na které je |gy(x, y)| ≤ k < 1. Protože
f je spojité v (x0, y0), existuje uzavřená koule Bs(x0, y0) = K ⊂ W , že g(K) ⊂ W (takže
|(x, y)− g(x, y)| < 1 pro (x, y) ∈ K). Pro každé x, y1, y2 s vlastnostı́ (x, y1), (x, y2) ∈ K je

|g(x, y1)− g(x, y2)| ≤ k|y1 − y2| (z věty o střednı́ hodnotě) .

Podle výše uvedené Banachovy věty (resp. jejı́ upravené verze) existuje pro každé x ∈ (x−δ, x+δ)
pro nějaké δ > 0 jediný bod yx, že g(x, yx) = yx, což znamená f(x, yx) = 0. Potom funkce
y = {x⇝ yx; |x− x0| < δ} je hledaná jediná funkce s vlastnostı́ f(x, y(x)) = 0.

Pro existenci a spojitost derivace y′ je nutné použı́t podrobnějšı́ho postupu.

Výše uvedené použitı́ Banachovy věty o pevném nodě lze použı́t pro obecnějšı́ přı́pad funkce
f(x, y) : Rn × Rm → Rm, kde se mı́sto fy vezme přı́slušný jacobián. Ještě obecněji lze tento
postup použı́t pro zobrazenı́ mezi Banachovými prostory.


