
Tečné roviny a normály ke graf̊um implicitně daných funkćı (budeme dále předpokládat,
že použité derivace existuj́ı.)

Pro dvě proměnné
Tečna ke grafu funkce y = f(x) v bodě (x0, y0), y0 = f(x0), je dána funkćı y−y0 = f ′(x0)(x−x0).
Je-li funkce f dána implicitně pomoćı F (x, y) = 0, dosad́ıme do vzorce pro tečnu rovnost
pro derivaci f ′(x0) = −Fx(x0, y0)/Fy(x0, y0). Po úpravě dostaneme vzorec pro tečnu, z které
vyplývá, že gradF je směr normály ke grafu funkce f :

Fx(x0, y0)(x− x0) + Fy(x0, y0)(y − y0) = 0 , tj. gradF (x0, y0).(X −X0) = 0 ,

kde X −X0 je vektor (x− x0, y − y0).

Pro tři proměnné
Tečná rovina ke grafu funkce z = f(x, y) v bodě (x0, y0, z0), z0 = f(x0, y0), je dána funkćı
z−z0 = fx(x0, y0)(x−x0)+fy(x0, y0)(y−y0). Je-li funkce f dána implicitně pomoćı F (x, y, z) =
0, dosad́ıme do vzorce pro tečnu rovnosti fx(x0, y0) = −Fx(x0, y0, z0)/Fy(x0, y0, z0). Po úpravě
dostaneme vzorec pro tečnu, z které vyplývá, že gradF je směr normály ke grafu funkce f :

Fx(x0, y0, z0)(x− x0) + Fy(x0, y0, z0)(y − y0) + Fz(x0, y0, z0)(z − z0) = 0 , tj. gradF (x0, y0, z0).(X −X0) = 0 ,

kde X −X0 je vektor (x− x0, y − y0, z − z0).

Tečna ke křivce dané parametriocky
Nechť C jekřivka daná parametricky x = φ(t), y = ψ(t), t ∈ J a potřebujeme výraz pro tečnu
k C v bodě (x0, y0), kde x0 = φ(t0), y0 = ψ(t0), t0 ∈ J . Pak př́ıslušná tečna je dána vztahem

y − y0 =
φ′(t0)

ψ′(t0)
(x− x0 , nebo x = x0 + φ′(t0).u, y − y0 = ψ′(t0).u, u ∈ R je parametr

Je zřejmé, jak źıskáme parametrický popis tečny ke křivce v R3-

Extrémy funkćı v́ıce proměnných na otevřené množině.

Funkce f : G → R, G otevřená v Rn, má lokálońı extrémy jen v bodech, kde buď grad f = 0
nebo některá z parciálńıch derivaćı neezixtuje. Tyto body se mohou nazývat kritické body.
Globálńı extrémy mohou být jen v bodech, kde jsou lokálńı extrémy. Může se však stát, že
supG f nebo infG f jsou vlastńı hodnoty, ale nabývaj́ı se na hranici množiny G nebo v ∞.
Nestač́ı tedy naj́ıt největš́ı nebo nejmenš́ı hodnotu funkce v bodech lokálńıch extrémů.

Mějme kritický bod p funkce f na G a předpokládejme, že f má v okoĺı bodu p spojité parciálńı
derivace 2.̌rádu (pokud tato podmı́nka neńı splněna nebo neexistuje grad f(p), nezbývá než
zkoumat hodnoty f v okoĺı bodu p, což většinou bývá obt́ıžné). Postačuj́ıćı podmı́nky pro
existenci lokálńıho extrému pak dávaj́ı odpověď na základě definitnosti kvadratické formy
K(h) =

∑
fxixj

hihj (resp. matice této formy, což je Hessova matice funkce f). Může nastat
jakýkoli př́ıpad, pokud je uvedená forma semidefinitńı. Neńı pravda, že je-li forma positivně
semidefinitńı, nabývá f v daném bodě neostré lokálńı minimum. Pro zjǐstěńı definitnosti máme
zhruba tři možnosti.

1. Úprava K(h) na součet čtverc̊u.
To je jednoduchý postup zvlášrě pro dvě proměnné, někdy i pro tři proměnné. Je to ekvivalentńı
úpravě Hessovy matice na diagonálńı tvar.

2. Sylvestrovo krutérium.
Sylvestrovo krutérium charakterizuje některé definitnosti pro symmetrické maticeM = (aij)

n
i,j=1

(tedy i pro Hessovu matici) následovně:
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Matice M je positivně definitńı právě když hlavńı minory (subdeterminanty) detMk = |aij|i,j≤k

jsou kladné.

Matice M je negativně definitńı právě když všechny hlavńı minory (subdeterminanty) detMk =
|aij|i,j≤k maj́ı znaménka (−1)k.

Lze dodat i charakterizaci indefinitńı matice (tu Sylvester neuvedl):

Matice M je indefinitńı právě když nastane jeden z následuj́ıćıch dvou př́ıpad̊u:

1. Existuje {i1, ..., ik} ⊂ {1, ..., n}, že k je sudé a det(aij) < 0.

2. Existuje {i1, ..., ik}, {m1, ...,ml} ⊂ {1, ..., n}, že k, l jsou lichá a det(aij) < 0, det(amj
) > 0

Uvedené kritérium indefinitnosti je složitěǰśı a často stač́ı použ́ıt následuj́ıćı postačuj́ıćı vlas-
trnosti.

V kzždém následuj́ıćım př́ıpadě je symetrická matice M indefinitńı:

1. Na diagonále jsou č́ısla s opačnými znaménky.

2. M neńı positivně ani negativně definitńı a všechny hlavńı minory jsou nenulové.

3. Existuje sudé k, že Mk < 0 nebo existuj́ı lichá k, l, že Mk < 0,Mk > 0

Dvouřádková symetrické matice je indefinitńı právě když jej́ı determinant je záporný. Speciálně
pro Hessovu matici plat́ı (v kritickém bodě p):

Jestliže fxx(p)fyy(p) > f 2
xy(p), má f v p ostrý lokálńı extrém (maximum pro fxx(p) < 0,

minimum pro fxx(p) > 0. Je-li fxx(p)fyy(p) < f 2
xy(p), je v bodě p sedlo.

3.Vlastńı č́ısla matice.
Jsou-li všechna vlastńı č́ısla matice kladná (resp. záporná), je matice positivně (resp. negativně)
definitńı. Jsou-li všechna vlastńı č́ısla nenulová a r̊uzných znamének, je matice indefinitńı. Jinak
je semidefinitńı.
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