Teéné roviny a normadly ke grafim implicitné danych funkci (budeme déle predpokladat,
ze pouzité derivace existuji.)

Pro dve promenné
Tecna ke grafu funkce y = f(z) v bodé (xg, yo), o = f(z0), je ddna funkci y—yo = f'(x0)(z—x0).

Je-li funkce f ddna implicitné pomoci F(x,y) = 0, dosadime do vzorce pro tetnu rovnost
pro derivaci f'(xo) = —Fy(x0,%0)/F,(x0,y0). Po tdpravé dostaneme vzorec pro tecnu, z které
vyplyva, ze grad I’ je smér normaly ke grafu funkce f:

Fo(xo,90)(x — x0) + Fy(20,%0)(y —y0) =0, tj. grad F'(zo,yo).(X — Xo) =0,
kde X — X je vektor (z — zo,y — yo)-

Pro tri promeénné

Tecéné rovina ke grafu funkce z = f(x,y) v bodé (xg, %0, 20),20 = f(x0,%), je ddna funkei
z2—20 = fo(T0, yo)(x—x0)+ fy(T0, Yo)(y—yo). Je-li funkce f ddna implicitné pomoci F(z,y, z) =
0, dosadime do vzorce pro te¢nu rovnosti f,(zo,v0) = —Fy (%o, Yo, 20)/Fy (%0, Yo, 20). Po tpravé
dostaneme vzorec pro tecnu, z které vyplyvéa, ze grad F' je smér normaly ke grafu funkce f:

Fy(20,y0, 20)(x — x0) + Fy(x0,%0, 20)(y — Yo0) + F=(x0,%0, 20)(z — 20) = 0, tj. grad F(xo,y0,%20)-(X — Xo) =0,
kde X — Xy je vektor (x — zo,y — Yo, 2 — 20)-

Tecna ke krivce dané parametriocky
Necht C jekiivka dand parametricky x = ¢(t),y = ¥(t),t € J a potiebujeme vyraz pro tecnu
k C' v bodé (xg,y0), kde 2o = p(to),y0 = ¥ (t),to € J. Pak piislusnd tecna je dana vztahem
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Je ziejmé, jak ziskdme parametricky popis teény ke kiivce v R3-

(x —x9, mnebo z=xzq+ ¢ (to).u,y —yo = ' (tg).u,u € R je parametr

Extrémy funkci vice proménnych na oteviené mnoziné.

Funkce f : G — R, G oteviend v R™, m4 lokalon{ extrémy jen v bodech, kde bud grad f = 0
nebo nékterd z parcialnich derivaci neezixtuje. Tyto body se mohou nazyvat kritické body.
Globélni extrémy mohou byt jen v bodech, kde jsou lokalni extrémy. Muze se vSak stéat, ze
supg f nebo infs f jsou vlastni hodnoty, ale nabyvaji se na hranici mnoziny G nebo v oo.
Nestaci tedy najit nejvétsi nebo nejmensi hodnotu funkce v bodech lokalnich extrému.

Meéjme kriticky bod p funkce f na G a predpokladejme, ze f ma v okoli bodu p spojité parcialni
derivace 2.¥adu (pokud tato podminka neni splnéna nebo neexistuje grad f(p), nezbyva nez
zkoumat hodnoty f v okoli bodu p, coz vétsinou byva obtizné). Postacujici podminky pro
existenci lokdlniho extrému pak dévaji odpovéd na zdkladé definitnosti kvadratické formy
K(h) = 3 feue;hihj (vesp. matice této formy, coz je Hessova matice funkce f). Muze nastat
jakykoli pripad, pokud je uvedenda forma semidefinitni. Neni pravda, ze je-li forma positivné
semidefinitni, nabyva f v daném bodé neostré lokalni minimum. Pro zjisténi definitnosti mame
zhruba tii moznosti.

1. Uprava K(h) na soucet ctvercii.
To je jednoduchy postup zvlasré pro dvé proménné, nékdy i pro tii proménné. Je to ekvivalentni
upravé Hessovy matice na diagondlni tvar.

2. Sylvestrovo krutérium.
Sylvestrovo krutérium charakterizuje nékteré definitnosti pro symmetrické matice M = (a;;)
(tedy i pro Hessovu matici) nésledovne:
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Matice M je positivné definitni pravé kdyz hlavni minory (subdeterminanty) detMy, = |a;;lij<k
jsou kladné.

Matice M je negativné definitni prdavé kdyz vsechny hlavni minory (subdeterminanty) det My =
\aijlij<k maji znaménka (—1)F.

Lze dodat i charakterizaci indefinitni matice (tu Sylvester neuvedl):

Matice M je indefinitni prdvée kdyz nastane jeden z ndsledujicich dvou pripadi:

L. Ezistuje {iy,...,ix} C {1,...,n}, Ze k je sudé a det(a;,) < 0.
2. Existuje {i1, ..., i}, {my, ..., mu} C{1,...,n}, Ze k1 jsou lichd a det(a;;) < 0, det(a,,;) >0

trnosti.

V' kzzZdém nasledujicim pripadé je symetrickd matice M indefinitni:

1. Na diagondle jsou cisla s opacnymi znaménky.
2. M nent positivné ani negativné definitni a vsechny hlavni minory jsou nenulové.

3. Existuje sudé k, Ze My < 0 nebo existuji lichd k,l, Ze My < 0, M, > 0

Dvourddkova symetrické matice je indefinitni pravée kdyz jeji determinant je zdporny. Specialné
pro Hessovu matici plati (v kritickém bodé p):

Jestlize for(p)fyy(p) > f2,(p), méd f v p ostry lokdlni extrém (maximum pro fo.(p) < 0,

minimum pro fo,(p) > 0. Je-li fou(p) fyy(p) < f2,(p), je v bodeé p sedlo.

3. Vlastni ¢isla matice.

Jsou-li véechna vlastni ¢isla matice kladné (resp. zdpornd), je matice positivné (resp. negativné)
definitni. Jsou-li vSechna vlastni ¢isla nenulova a ruznych znamének, je matice indefinitni. Jinak
je semidefinitni.



