Extrémy funkci vice proménnych na uzavirenych mnozinach

Uzavfena mnozina M s neprazdnym vnitikem byva obvykle sjednocenim oteviené mnoZiny a jeji hranice. V tomto
pripadé€ 1ze hledat lokalni extrémy uvnitf M a lokalni extrémy na hranici vnitiku. Srovnanim hodnot vSech téchto
extrémui ziskame globdlni extrémy na M. Lokaln{ extrém uvnitf M je samoziejmé i lokaln{ extrém na celé mnoZziné
M. Ale lokélni extrém na hranici nemusi byt lokalnim extrémem na M (napf. v bod€ p lokdlniho maxima na hranici
se hodnota ve vnitfnich bodech M blizko p miZe zvétSovat). Pokud je tikolem najit jen globdlni extrémy, srovnaji se
hodnoty ve vSech kritickych bodech a neni nutné zkoumat, zda se jedné o lokalni extrémy. To zv1asté plati, pokud je
M omezena. Pak je kompaktni a musi mit globdlni minimum i maximum Vv kritickych bodech (pokud tedy vyjdou
jen dva kritické body, v jednom musi byt maximum a ve druhém minimum). Jestlize je M neomezend, je situace
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a potom globdlni maximum (resp. minimum) funkce nema.

Hledani extrému na hranici mnoziny M zavisi na tom, jak je hranice popsdna. Pokud je popsana parametricky nebo
je to graf funkce jedné proménné, miZeme rovnice s parametry nebo funkci dosadit do f. Je-li napt. hranice tvaru
kruZnice, mizeme dosadt z = xg + rcost,y = yo + rsint do f(x,y) a to na intervalu [0, 27] pro ¢, nebo 1épe napf.
na (0, 37) (pak nemusime zkoumat krajni body). Je-li M &tverec, dosazujeme postupné do f(x,y) rovnice pro x,y
popisujici strany Gtverce. Casto byva hranice popséna implicitni funkei. N&kdy lze i v tomto piipadé rozloZit hranici
na nékolik ¢4sti, které jsou grafy funkci a v jednotlivych Castech zjistit extrémy (napf. u kruZnice y = +v/72 — 22 a
dosadit tyto vyrazy do f(z,y), — pozor na body dotyku jednotlivych ¢4sti). Ve v§ech uvedenych ptipadech pievedeme
tlohu hledani extrému funkce n proménnych na hledani extrémi funkce méné proménnych. U funkci tff proménnych
s jednou podminkou (napf. extrémy f(z,y, z) na sféfe) timto zpisobem pfevedeme dlohu na dvé proménné; pokud
mdme dvé podminky (napt. extrémy f(x,y,2) na priniku sféry a vdlcové plochy) dostaneme jednu proménnou).
VZdy je vhodné uvazit, zda lze i u implicitné dané mnoZiny vypocitat nékteré proménné pomoci zbyvajicich a tim
snizit pocet proménnych. Musi se vSak ddvat pozor na zménu mnoziny M (u ziskané funkce se hledaji extrémy
vétSinou na jiné mnoZiné M’.

Pokud implicitni funkci nedovedeme popsat funkcemi méné proménnych, zbyva pouziti Lagrangeovych multip-
likatord. Na konci tohoto textu jsou postupy pro 2 a 3 proménné. V postupu pouzivime Lagrangeovu funkci, kde
Lagrangeovy multiplikdtory jsou proménné a gradient poc¢itdme i pro proménné A, v, .... Pfi tomto pouZiti se neza-
pomene na pouZiti vazebnich podminek, které se objevi v gradientu této funkce. Toto pouZiti neni nutné, je vSak tieba
vazebni podminky do rovnic ziskanych z gradientu pfidat.

Pfi zkoumani pomoci druhych derivaci uz se derivace podle parametrii nepouzivaji. Napise se Hessova matice pro La-
grangeovu funkci jen pro derivace podle z, ¥, ..., nikoli podle A, u, ... (ale tyto parametry se mohou v derivacich podle
z... vyskytovat a pak musime znét jejich hodnoty pro dané kritické body). Pokud je ziskand Hessova matice v daném
bod¢ pozitivné nebo negativné definitni, mame vlastnost kritického bodu vyfesenou. Ve zbyvajicich ptipadech mo-
hou nastat rizné moznosti pro extrémy. V tomto pfipadé vypocitdme z linearnich forem vazebnich podminek nékteré
proménné (h, k, ...) a dosadime do kvadratické formy uvedené Hessovy matice funkce F'. Ze ziskané kvadratické
formy méné€ proménnych mtizeme ziskat dals{ vlastnosti kritického bodu.

Dodatek: Pouziti Lagrangeovych multiplikitora
Dvé proménné

Necht M je grafem implicitné zadané spojité funkce g(x,y) = 0, funkce f(z,y) je i se svymi parcidlnimi derivacemi
1.f. spojitd na néjaké oteviené mnoZziné¢ U D M. Hleddme lokdlni extrémy na bodech M, které nepatii do vnittku M.
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Ma-li f v bodé p € M lokélni extrém, pak existuje redlné &islo A tak, Ze Lagrangeova funkce F(z,y, ) = f(z,y) +
Ag(z,y) md v (p, A) nulovy gradient. Jediné v téchto bodech miize mit f lokéln{ extrém. Pokud nepozndme, zda se
jedna o lokdlni extrém a jaky je, postupujeme podle dal§iho odstavce.

Ma-li f spojité parcidlni derivace 2.F. v okoli bodu p, sestrojime Hessovu matici funkce F' v bod€ p (tedy jen podle
proménnych x,y) s dosazenim pfislusné hodnoty A. Pokud je tato matice pozitivné€ (negativné) definitni, ma f v p
lokdlni minimum (maximum) na mnoziné M. V ostatnich piipadech nelze nic tvrdit. Pak je vhodné v kvadratické
formé jednu proménnou nahradit druhou proménnou ziskanou z rovnosti g, (p)h + g, (p)k = 0 (pokud neni g, (p) =
gy(p) = 0). Tim se dostane kvadratickd forma jedné proménné a podle jejiho koeficientu lze rozhodnout o extrému
(jediné v pripadé nulového koeficientu nelze rozhodnout).



T¥i proménné a jedna podminka

Tvrzeni je stejné jako pro dvé proménné, jen se priddvd dal$i proménnd z. Rozdil je jen na konci pfi zkoumdni
kvadratické formy funkce F'. Ta je tif proménnych h, k, [ a po nahrazeni jedné proménné dvéma zbyvajicimi z rovnosti
9z (p)h+gy(p)k+g.(p)l = 0 dostaneme kvadratickou formu dvou proménnych a z jeji definitnosti ziskame informace
o bodé p.

T¥i proménné a dvé podminky

Tvrzeni o dvou proménnych je opét formélné modifikovano. Pro extrémy funkce t¥i proménnych f(z, y, z) na mnoZziné
M ur€ené rovnicemi u(z,y, z) = 0,v(x,y, z) = 0 se hledaji kritické body Lagragngeovy funkce F(x,y,z, A\, u) =
[y, 2) + Mz, y, 2) + po(z, y, 2).

Pokud nedostaneme rozhodnuti o kritickém bodé p = (x,y, z) a pfislusné A, i z kvadratické funkce Hessovy matice

H (p), muzeme ziskat dalsi rozhodnuti z definitnosti kvadratické formy H’ jedné proménné, kterd vznikne dosazenim
do H dvou proménnych vypocteny z rovnic
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h%(p) +ka*y(p)+l$(p) =0,
ov ov ov
h%(P) +k@(p) ‘H&(P) =0.

(napr. vypocteme k, [ jako funkce h a dosadime do H; volba zavisle proménnych zavisi na tom, ktery subdeterminant
(2 x 2) Jacobiho matice je neprazdny.).



