
Extrémy funkcı́ vı́ce proměnných na uzavřených množinách

Uzavřená množina M s neprázdným vnitřkem bývá obvykle sjednocenı́m otevřené množiny a jejı́ hranice. V tomto
přı́padě lze hledat lokálnı́ extrémy uvnitř M a lokálnı́ extrémy na hranici vnitřku. Srovnánı́m hodnot všech těchto
extrémů zı́skáme globálnı́ extrémy na M . Lokálnı́ extrém uvnitř M je samozřejmě i lokálnı́ extrém na celé množině
M . Ale lokálnı́ extrém na hranici nemusı́ být lokálnı́m extrémem na M (např. v bodě p lokálnı́ho maxima na hranici
se hodnota ve vnitřnı́ch bodech M blı́zko p může zvětšovat). Pokud je úkolem najı́t jen globálnı́ extrémy, srovnajı́ se
hodnoty ve všech kritických bodech a nenı́ nutné zkoumat, zda se jedná o lokálnı́ extrémy. To zvláště platı́, pokud je
M omezená. Pak je kompaktnı́ a musı́ mı́t globálnı́ minimum i maximum v kritických bodech (pokud tedy vyjdou
jen dva kritické body, v jednom musı́ být maximum a ve druhém minimum). Jestliže je M neomezená, je situace
složitějšı́, protože funkce může mı́t supremum (resp. infimun) v ”nekonečnu”, které nenı́ maximem (resp. minimem)
a potom globálnı́ maximum (resp. minimum) funkce nemá.

Hledánı́ extrémů na hranici množiny M závisı́ na tom, jak je hranice popsána. Pokud je popsána parametricky nebo
je to graf funkce jedné proměnné, můžeme rovnice s parametry nebo funkci dosadit do f . Je-li např. hranice tvaru
kružnice, můžeme dosadt x = x0 + r cos t, y = y0 + r sin t do f(x, y) a to na intervalu [0, 2π] pro t, nebo lépe např.
na (0, 3π) (pak nemusı́me zkoumat krajnı́ body). Je-li M čtverec, dosazujeme postupně do f(x, y) rovnice pro x, y
popisujı́cı́ strany čtverce. Často bývá hranice popsána implicitnı́ funkcı́. Někdy lze i v tomto přı́padě rozložit hranici
na několik částı́, které jsou grafy funkcı́ a v jednotlivých částech zjistit extrémy (např. u kružnice y = ±

√
r2 − x2 a

dosadit tyto výrazy do f(x, y), – pozor na body dotyku jednotlivých částı́). Ve všech uvedených přı́padech převedeme
úlohu hledánı́ extrémů funkce n proměnných na hledánı́ extrémů funkce méně proměnných. U funkcı́ třı́ proměnných
s jednou podmı́nkou (např. extrémy f(x, y, z) na sféře) tı́mto způsobem převedeme úlohu na dvě proměnné; pokud
máme dvě podmı́nky (např. extrémy f(x, y, z) na průniku sféry a válcové plochy) dostaneme jednu proměnnou).
Vždy je vhodné uvážit, zda lze i u implicitně dané množiny vypočı́tat některé proměnné pomocı́ zbývajı́cı́ch a tı́m
snı́žit počet proměnných. Musı́ se však dávat pozor na změnu množiny M (u zı́skané funkce se hledajı́ extrémy
většinou na jiné množině M ′.

Pokud implicitnı́ funkci nedovedeme popsat funkcemi méně proměnných, zbývá použitı́ Lagrangeových multip-
likátorů. Na konci tohoto textu jsou postupy pro 2 a 3 proměnné. V postupu použı́váme Lagrangeovu funkci, kde
Lagrangeovy multiplikátory jsou proměnné a gradient počı́táme i pro proměnné λ, ν, .... Při tomto použitı́ se neza-
pomene na použitı́ vazebnı́ch podmı́nek, které se objevı́ v gradientu této funkce. Toto použitı́ nenı́ nutné, je však třeba
vazebnı́ podmı́nky do rovnic zı́skaných z gradientu přidat.

Při zkoumánı́ pomocı́ druhých derivacı́ už se derivace podle parametrů nepoužı́vajı́. Napı́še se Hessova matice pro La-
grangeovu funkci jen pro derivace podle x, y, ..., nikoli podle λ, µ, ... (ale tyto parametry se mohou v derivacı́ch podle
x... vyskytovat a pak musı́me znát jejich hodnoty pro dané kritické body). Pokud je zı́skaná Hessova matice v daném
bodě pozitivně nebo negativně definitnı́, máme vlastnost kritického bodu vyřešenou. Ve zbývajı́cı́ch přı́padech mo-
hou nastat různé možnosti pro extrémy. V tomto přı́padě vypočı́táme z lineárnı́ch forem vazebnı́ch podmı́nek některé
proměnné (h, k, ...) a dosadı́me do kvadratické formy uvedené Hessovy matice funkce F . Ze zı́skané kvadratické
formy méně proměnných můžeme zı́skat dalšı́ vlastnosti kritického bodu.

Dodatek: Použitı́ Lagrangeových multiplikátorů

Dvě proměnné

Nechť M je grafem implicitně zadané spojité funkce g(x, y) = 0, funkce f(x, y) je i se svými parciálnı́mi derivacemi
1.ř. spojitá na nějaké otevřené množině U ⊃ M . Hledáme lokálnı́ extrémy na bodech M , které nepatřı́ do vnitřku M .

Má-li f v bodě p ∈ M lokálnı́ extrém, pak existuje reálné čı́slo λ tak, že Lagrangeova funkce F (x, y, λ) = f(x, y) +
λg(x, y) má v (p, λ) nulový gradient. Jedině v těchto bodech může mı́t f lokálnı́ extrém. Pokud nepoznáme, zda se
jedná o lokálnı́ extrém a jaký je, postupujeme podle dalšı́ho odstavce.

Má-li f spojité parciálnı́ derivace 2.ř. v okolı́ bodu p, sestrojı́me Hessovu matici funkce F v bodě p (tedy jen podle
proměnných x, y) s dosazenı́m přı́slušné hodnoty λ. Pokud je tato matice pozitivně (negativně) definitnı́, má f v p
lokálnı́ minimum (maximum) na množině M . V ostatnı́ch přı́padech nelze nic tvrdit. Pak je vhodné v kvadratické
formě jednu proměnnou nahradit druhou proměnnou zı́skanou z rovnosti gx(p)h + gy(p)k = 0 (pokud nenı́ gx(p) =
gy(p) = 0). Tı́m se dostane kvadratická forma jedné proměnné a podle jejı́ho koeficientu lze rozhodnout o extrému
(jedině v přı́padě nulového koeficientu nelze rozhodnout).
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Tři proměnné a jedna podmı́nka

Tvrzenı́ je stejné jako pro dvě proměnné, jen se přidává dalšı́ proměnná z. Rozdı́l je jen na konci při zkoumánı́
kvadratické formy funkce F . Ta je třı́ proměnných h, k, l a po nahrazenı́ jedné proměnné dvěma zbývajı́cı́mi z rovnosti
gx(p)h+gy(p)k+gz(p)l = 0 dostaneme kvadratickou formu dvou proměnných a z jejı́ definitnosti zı́skáme informace
o bodě p.

Tři proměnné a dvě podmı́nky

Tvrzenı́ o dvou proměnných je opět formálně modifikováno. Pro extrémy funkce třı́ proměnných f(x, y, z) na množině
M určené rovnicemi u(x, y, z) = 0, v(x, y, z) = 0 se hledajı́ kritické body Lagragngeovy funkce F (x, y, z, λ, µ) =
f(x, y, z) + λu(x, y, z) + µv(x, y, z).

Pokud nedostaneme rozhodnutı́ o kritickém bodě p = (x, y, z) a přı́slušné λ, µ z kvadratické funkce Hessovy matice
H(p), můžeme zı́skat dalšı́ rozhodnutı́ z definitnosti kvadratické formy H ′ jedné proměnné, která vznikne dosazenı́m
do H dvou proměnných vypočtený z rovnic
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(např. vypočteme k, l jako funkce h a dosadı́me do H; volba závisle proměnných závisı́ na tom, který subdeterminant
(2× 2) Jacobiho matice je neprázdný.).
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