
Cvičenı́ MA3, 15.12.2025

Metrické prostory

Dokažte následujı́cı́ tvrzenı́ pro metrický prostor (X, d):

1. Prostor X je separabilnı́, právě když je každá jeho r-sı́ť, pro každé r > 0, spočetná.

2. Prostor X je separabilnı́, právě když lze z každého jeho otevřeného pokrytı́ vybrat spočetné
pokrytı́.

3. Je-li X úplný a nemá isolované body, pak má mohutnost aspoň jako R.

4. Prostor R lze napsat jako sjednocenı́ množiny 1.kategorie a množiny Lebesgueovy mı́ry nula.

Zápočtová pı́semka.

1. (6 bodů) Ukažte, že rovnice F (x, y) = 0, pro následujı́cı́ funkci F , určuje v jistém okolı́ U×V
bodu [1,1] jednoznačně funkci f proměnné x splňujı́cı́ pro x ∈ U rovnice F (x, f(x)) =
0, f(1) = 0. Vypočtěte f ′(1).

F (x, y) = x2e1−y − y2ex−1 .

2. (6 bodů) Nalezněte na R2 všechny lokálnı́ extrémy funkce

x4 + y4 − (x+ y)2 .

3. (6 bodů) Nalezněte všechny lokálnı́ extrémy funkce

x+ y − 1 na množině {(x, y) ∈ R2; 9(x2 + y2) = 2x2y2} .

4. (3 body) Nechť (X, d) je úplný metrický prostor a e je metrika na X ekvivalentnı́ s d, tj.
limn d(xn, x) = 0 ⇔ limn e(xn, x) = 0 pro libovolné x ∈ X a posloupnost {xn} v X .
Rozhodněte o platnosti následujı́cı́ch tvrzenı́, tedy dokažte, že platı́, nebo najděte protipřı́klad.

(a) Je-li e ≥ d, je prostor (X, e) úplný.
(b) Je-li e ≤ d, je prostor (X, e) úplný.


