Cvic¢eni MA3, 15.12.2025

Metrické prostory

Dokazte nasledujici tvrzeni pro metricky prostor (X, d):

1. Prostor X je separabilni, pravé kdyZ je kazd4 jeho r-sif, pro kazdé r > 0, spocetna.

2. Prostor X je separabilni, pravé kdyz lze z kazdého jeho otevieného pokryti vybrat spocetné
pokryti.

3. Je-li X uplny a nema isolované body, pak ma mohutnost aspon jako R.

4. Prostor R lze napsat jako sjednoceni mnoziny 1.kategorie a mnoziny Lebesgueovy miry nula.

Zapoctova pisemka.

1. (6 bodt) Ukazte, Ze rovnice F'(x,y) = 0, pro nasledujici funkci F', ur€uje v jistém okoli U x V'
bodu [1,1] jednoznaéné funkci f proménné x spliujici pro x € U rovnice F(x, f(x)) =
0, f(1) = 0. Vypoctéte f'(1).

F(z,y) = 2%V — 5%

2. (6 bodii) Naleznéte na R? vSechny lokélni extrémy funkce
2+ oyt — (2 +y)?.
3. (6 bodl) Naleznéte vSechny lokalni extrémy funkce
r+y—1 namnoZiné {(z,y) € R*9(x* + y*) = 22°y*} .

4. (3 body) Necht (X, d) je dplny metricky prostor a e je metrika na X ekvivalentni s d, tj.
lim, d(z,,z) = 0 < lim, e(x,,z) = 0 pro libovolné = € X a posloupnost {z,,} v X.

Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni, tedy dokaZzte, Ze plati, nebo najdéte protipriklad.
(a) Je-li e > d, je prostor (X, e) Gplny.
(b) Je-li e < d, je prostor (X, e) dplny.



