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Implicitnı́ funkce

x+ 2y + 3z + 2u+ v = 4

x+ y + u+ 2v = 4

3x+ 4y − z + 4u+ 2v = 2

x+ 2y + 3z + 2u+ v = 4

x+ y + u+ 2v = 4

3x+ 4y − z + 4u+ 2v = 2

x+ 2y + 3z + 2u+ v = 4

x+ y + u+ 2v = 4

3x+ 4y − z + 4u+ 2v = 2

P = (1, 0, 1,−1, 2)

Hledáme parciálnı́ derivace funkcı́ x(u, v), y(u, v), z(u, v) podle u v bodě P .
Uvedené tři rovnosti dávajı́ zobrazenı́ F = (F1, F2, F3) : R5 → R3, což je R2 × R3 → R3, kde z definičnı́m oboru
bereme v R2 proměnné u, v a v R3 proměnné z, y, z. Snadno spočteme jakobián D(F1,F2,F3)

D(x,y,z) = 4 v celé rovině.
Vypočteme parciálnı́ derivace podle u uvedených třı́ rovnostı́:

xu + 2yu + 3zu = −2

xu + yu = −1

3xu + 4yu − zu = −4

⇒ xu = 0, yu = −1, zu = 0xu = 0, yu = −1, zu = 0xu = 0, yu = −1, zu = 0 .

x3 + y3 + z3 = 1

x2 + y2 + z3 = 3

x3 + y3 + z3 = 1

x2 + y2 + z3 = 3

x3 + y3 + z3 = 1

x2 + y2 + z3 = 3
P = (−1, 1, 1)

Hledáme druhé derivace funkcı́ x(z), y(z) v bodě P a rovnici tečny k průniku uvedených ploch v bodě P .
Máme zobrazenı́ F = (F1, F2) : R × R2 → R2, kde z ∈ R, (x, y) ∈ R2. Jakobián D(F1,F2)

D(x,y) = 6xy(x − y)(= 12

v bodě P ), takže funkce x(z), y(z) v okolı́ bodu P existujı́ spolu s potřebnými derivacemi. Vypočteme parciálnı́
derivace podle z uvedených dvou rovnostı́:

3x2x′ + 3y2y′ = −3z2

2xx′ + 2yy′ = −2z

P⇒
3x′ + 3y′ = −3

−2x′ + 2y/ = −2
⇒ x′(P ) = 0, y′(P ) = −1x′(P ) = 0, y′(P ) = −1x′(P ) = 0, y′(P ) = −1 .

6xx′2 + 3x2x′′ + 6yy′2 + 3y2y′′ = −6z

2x′2 + 2xx′′ + 2y′2 + 2yy′′ = −2

P⇒
3x′′ + 3y′′ = −12

−2x′′ + 2x′′ = −4
⇒ x′′(P ) = −1, y′′(P ) = −3x′′(P ) = −1, y′′(P ) = −3x′′(P ) = −1, y′′(P ) = −3 .

Hledaná tečna je popsána parametricky: x = −1, y = 1− t, z = 1 + t, t ∈ R.

Extrémy funkcı́ vı́ce proměnných

f(x, y) = 2x3 − 3xy + 2y3 + 1f(x, y) = 2x3 − 3xy + 2y3 + 1f(x, y) = 2x3 − 3xy + 2y3 + 1.

Položı́me grad f = 0 a najdeme kritické body (parciálnı́ derivace existujı́ v celé rovině).

6x2 − 3y = 0

−3x+ 6y2 = 0
⇒ dva kritické body a1 = (0, 0), a2 =

(1
2
,
1

2

)

Hessovu matice je H(x, y) =

(
12x,−3
−3, 12y

)
. Definitnst H v a1 pomocı́ kvadratické formy K(h), Sylvestrova kritéria

minory H1, H2 a vlastnı́ch čı́sel λ1, λ2 (u Sylvestera existuje sudé k(= 2), že Hk < 0)

H(a1) =

(
0,−3
−3, 0

)
⇒


K(h) = −6hk

H1 = 0,H2 = −9

λ1 = 3, λ2 = −3

⇒ H je indefinitnı́

H(a2) =

(
6,−3
−3, 6

)
⇒


K(h) = 6h2 − 6hk + 6k2 = 6

(
(h− k/2)2 + 3k2/4

H1 = 6,H2 = 27

λ1 = 12, λ2 = 3

⇒ H je positivně definitnı́

Daná funkce má na R2 jediný lokálnı́ extrém, a to lokálnı́ minimum v bodě ( 12 ,
1
2 ), v bodě (0, 0) je sedlo
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f(x, y) = 2x3 + xy2 + y2 + 5x2f(x, y) = 2x3 + xy2 + y2 + 5x2f(x, y) = 2x3 + xy2 + y2 + 5x2.

Položı́me grad f = 0 a najdeme kritické body (parciálnı́ derivace existujı́ v celé rovině).

6x2 + y2 + 10x = 0

2xy + 2y = 0
⇒ čtyři kritické body a1 = (0, 0), a2 =

(
− 5

3
, 0
)
, a3 = (−1, 2), a4 = (−1,−2)

Dále postupujeme stejně jako u předchozı́ho přı́kladu. Hessova matice je H(x, y) =

(
12x+ 10, 2y
2y, 2x+ 2

)
.

H(a1) =

(
10, 0

0,−4/3

)
⇒


K(h) = 10h2 + 2k2

H1 = 10,H2 = 20

λ1 = 10, λ2 = 2

⇒ H je positivně definitnı́

H(a2) =

(
−10, 0
0,−4/3

)
⇒


K(h) = −10h2 − 4k2/3

H1 = −10,H2 = 40/3

λ1 = −10, λ2 = −4/3

⇒ H je negativně definitnı́

H(a3) =

(
−2, 4
4, 0

)
⇒


K(h) = −2h2 + 8hk = −2(h− 2k)2 + 8k2

H1 = −2,H2 = −16

λ1,2 = −1±
√
17

⇒ H je indefinitnı́

H(a3) =

(
−2,−4
−4, 0

)
⇒


K(h) = −2h2 − 8hk = −2(h+ 2k)2 + 8k2

H1 = −2,H2 = −16

λ1,2 = −1±
√
17

⇒ H je indefinitnı́

Daná funkce má na R2 lokálnı́ minimum v bodě (0, 0), lokálnı́ maximum v bodě
(
− 5

3 , 0
)

, v bodech (−1, 2), (−1,−2)

jsou sedla.
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