ReSeni piikladi ze cviceni 1.12.2025

Extrémy funkci vice proménnych
(Ve vsech prikladeck jsou podminky pro pouZziti pfislusnych vét splnény: spojité druhé derivace, hodnost Jacobiho
matice je maximalni.)

Najdéte lokdlni a globdlni extrémy funkce f(z,y,2) = 23 +y? + 2% + 12zy + 22 na R,

Vyfesime pro nezndmé x, y, z rovnice grad f = 0, tj.
322+ 12y =0, 2y+122=0, 2242=0,=a; = (0,0,—1), ay = (24, —144, —1).
Druhé parcidlni derivace a prislusné kvadratické formy:

Joz =62, foy =12, for =0, fyy =2, f1. =0, foz =2,
K(h,k,1)(ay) = 24hk + 2k + 2% = 2(6h + k)* — 72h% + 21
K(h,k,1)(az) = 144h* + 24hk + 2k* + 21% = 2(6h + k)2 + 72h* + 21?
Zaveér: v bodé aq je sedlo, v bodé as je lokdlni minimum.

Pokud bychom pocitali vlastni body Hessovy matice v bod€ a; dostaneme ¢isla 2, 1 + /145, které urcujf indefinitnost
matice. Sylvesterovo pravidlo v totmo piipad€ nepomuze, v pfipadé bodu a, pomuze.

Najdéte globalni extrémy funkce f(z,y) = 3z2 — 2y3 + 6xy na trojdhelniku s vrcholy (—3, —2), (2, —2), (2, 3).

Nejdfive se rychle podivame na lokdlni extrémy vnitfek trojihelniku (i kdyZ v rdmci tlohy staci urcit kritické body
a dale je nezkoumat). Gradient funkce f je (6x + 6y, —6y> + 6x) a ten je nulovy v bodech (0,0), (1,—1) a tyto
body body patii doPodminky pro pouZiti jsou splnény (spojité druhé derivace, hodnost Jacobiho matice vnitiku dané
mnoziny. Hessova matice, postupné obecnd, v (0,0), v (1,-1):
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TakZe v bodé€ (0,0) m4 f sedlo (zjisti se snadno pomoci vlastnich ¢isel nebo kvadratické formy), v bodé (1,-1) lokdln{

minimum (Sylvester) s hodnotou -1.

Za hranici budeme postupné do f dosazovat y = —2,2 = 2,y = « + 1 a budeme hledat lokalni extrémy funkci:

1. 322 + 16 — 12z na (-3, 2);
2. 12 — 2y3 + 12y na (-2, 2);
3. —24% + 322 — 2na (=3,2).

V prvni poloZce nedostidvame lokalni extrém uvniti intervalu, ve druhé poloZce mohou byt v bodech y = ++/2, ve
tieti poloZce v bodech x = 0,2 = 1. Sestavime nyni tabulku hodnot v8ech uvedenych kritickych bodu, nejdiive
vrcholy, pak vnitfni body stran a nakonec vnitini body celé mnoZiny. Déle usuzujeme stejné jako u extrému funkci
jedné proménné, tj. hledime maximalni a minimalni hodnoty.

(-3-2) | 22 | 23) || 2=v2) | 2v2) | (1,2) | (O,1) || 0,0) | (1,-1)
79 4 -6 -0,7 23,3 -1 2 0 -1

Zavér: Globdlni maximum je v bodé (—3, —2), globdlni minimum v bodé (2, 3).

Na obvodu trojihelnika je napt. v bodé (2,—/2) lokalni minimum, ale d4 se zjistit, Ze neni bodem lokdlntho minima
z hlediska celého trojihelnika. V bodé (2,\/5) funkce f ma lokdlni maximum i vzhledem k celém trojihelniku.



Najdéte globalni extrémy funkce f(z,y) = 2% + 2y? na mnoZiné M = {(z,y); 2% — 22 + 2y* + 4y = 0}.

V popisu M se vyskytuje dand funkce, zkusime proto dosadit do f vyraz 2z — 4y za 22 + 2y, takze zkoumame
extrémy funkce g(x,y) = 2o — 4y. Ale nikoli na R?. Ziskané kritické body musi lezet v M, jen jsem zjednodusili
zkoumanou funkci. Pozor na to.

Protoze M je elipsa (z — 1) + 2(y + 1)? = 3, zkusfme upravené poldrni soutadnice a dostaneme funkci g(t):

3 3
z=1+V3cost,y= —1+\/gsint,t€ [0,27],= ¢(t) =6+2\/§cost—4\/gsint

Funkce g m4 extrém pro tgt = —+/2, coZ znamend cost = F1/+/3,sint = +./2/3. Dostavame dva kritické body
(0,0), (2,—2) s hodnotami f postupné 0, 12. ProtoZe f je spojitd, M je kompaktni a mdme jen dva kritické body,
jsme hotovi.

Zdvér. Funkce f nabyvd na M maxima 12 v bodé (2,-2) a minima 0 v bodé (0,0).

Pokud budeme fesit Glohu pomoci Lagrangeovych multiplikdtord, zkouméme funkci F(x,y, \) = 22 — 4y + (22 —
2z + 2y? + 4y). PoloZime grad F = 0:

T+ ANz —1)=0,-1+ Ay +1)=0,22 — 22+ 2y* + 4y = 0.

ProtoZe nemuze byt x = 1,y = —1, davaji ndm prvni dvé rovnice x = —y, coz dosazenim do tfeti rovnice ddva
hledané kritické body jako vyse.

Najdéte lokdlni extrémy funkce f(z,y) = zy na mnoziné M = {(x,y);2?/8 + y*/2 = 1}.

PouZijeme upravené poldrni soufadnice x — 2v/2 cost,y = /2 sint,t € [0, 27] a postupujeme jako v predchozim
prikladé.
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g(t0 = 4 cost sint = 2sin(2¢) = maximum pro ¢ = g, £7 minimum pro ¢ = Iﬂ-, Iﬂ
Zavér. Funkce [ nabyvd na M maxima 2 v bodech (2,1) a (-2,-1), minima -2 v bodech (2,-1) a (-2,1).

Najdéte lokdlni extrémy funkce f(z,y) = 1/23 + 1/y3 na mnozing M = {(x,y);1/x + 1/y = 2}.

Mnozina M je uzaviend, i kdyZ jsou v jejim popisu oteviené intervaly (posunutd vétev hyperboly).

Nejdfive pouZijeme popis mnoZiny M jako graf funkce y = 5-"—, takZe hleddme extrémy funkce (po dosazeni za y)

g(z) = % — 12 4+ 8 na intervalu (1/2, +00). Najdeme jediny kriticky bod = = 1, ve kterém m4 funkce g lokaln{
minimum (pomoci 2.derivace), jiné extrémy funkce nemd, protoZe na intervalu (1/2, 1] je klesajici, na intervalu [1, co)

rostouct .
Zavér. Funkce f nabyvd na M globdlni minimum 2 v bodé (1,1). Jiné extrémy nemd.
Lagrangeovy multipliktory: Oznacime F(z,y,\) =2 2 +y 3 + Mzt +y~1 - 2).

grad F(z,y) = (=32 % = Xz72, =3yt =My 2,27  +y ! —2) = jedenkritbod z =y = 1, A = —3.

12275 + 2Xz73 0 6 0 e .
H(z,y) = ( 0 1245 +2)\y3> = H(1,1) = (0 6) = pozitivné definitni
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postupu. Napf. je mozné uvazit, Ze na omezeném priniku M s uzavienym kvddrem K obsahujcim bod (1,1) uvnitf
K, ma f lokdlni maxima na hranici kvadru a hodnoty v nich rostou se zvétSujicim se K.



