Poznamky k nékterym ODR 1.radu.

ODR s homogenni funkct

Funkce f(x,y) se nazyva homogenni, pokud f(tz,ty) = f(x,y) pro libovolna redlna ¢ s poZadavkem,
aby x,y,tz,ty byly body defini¢niho oboru funkce f. Pokud formélné pouzijeme t = 1/z,
dostaneme f(x,y) = f(1,y/z). D4 se tedy oCekavat, ze pouzitim substituce u(z) = y(x)/x
dostaneme ODR se separovanymi proménnymi, a to v’z + v = f(1,u). Po vyfeseni této rovnice
pro u dosadime zpét u = y/x. Musime pfedpokladat x # 0. Pokud ma pivodni ODR v bodé

x = 0 smysl, musime se k tomu bodu vritit k diskuzi po konci vypoctu.

Existence a jednoznacnost ODR bez obecné véty

Pro rovnice s homogenni funkci (a pro nékteré dalsi na pfiStich cvicenich) nemate z prednasSky
tvrzeni o existenci feSeni a jejich jednoznacnosti. Tuto situace lze ¢4stecné fesit bez pomoci obecné
véty o existenci feSeni jednoduchym postupem, ktery ale miize ztroskotat na slozitosti feseni.

Najdeme obecné feseni y = ¢g(x,C) dané ODR f(x,y,y’) = 0, popiipadé i singuldrni feSeni
y = gi(z),i = 1,..7 na n&jakych intervalech. Vezmeme bod (o, yo), pro ktery ma rovnice smysl
a snazime se pomoci funkce f zjistit, co mizeme fici o existenci feSeni v tomto bodé (to byly v
nasich prikladech situace, Ze napf. osou y muze prochazet feseni jen pocatkem a pod.). Pokud
x nalezi do defini¢niho oboru nalezeného feseni, zkusime vypocitat C' z rovnice yo = g(zg, C).
Pokud se ndm to povede, timto bodem prochazi feseni, pokud takové C' existuje jediné, dostdvame
jednoznacnost feSeni za piedpokladu, Ze jind feSeni nez tvaru g(x,C') v okoli bodu xy nemame
(coz ale vétSinou nevime).

V pripadé ODR s homogenni funkci lze vyuZit véty o existenci a jednoznacnosti pro ODR se
separovanymi proménnymi. Je-li g(x) feSeni ODR s homogenni funkci a  # 0, je zg(z) feSeni
piislusné ODR se separovanymi proménnymi a naopak. TakZe véta o existenci a jednoznacnosti
plati i v pfipadé, Ze pravd strana rovnice ¥’ = f(x,y) je homogenni funkce (s vylou¢enim bodu
x = 0, pro ktery je nutnd diskuze zv14s).

SloZit&jsi ivahy jsou nutné u jinych piipadd, napf. u Bernoulliovy rovnice ¥ + p(x)y = y"q(x),
kterd se substituci z = y'~" pievede na linedrni rovnici (pro linedrni ODR budete mit piislu$nou
vétu o existenci). Tyto postupy je zbyte¢né délat pro kazdy typ rovnic zvl4si a je nejjednodussi
znat od zacatku obecnou vétu o existenci a jednoznacnosti pro ODR.

Autonomni rovnice

Resili jsme n&kolik rovnic tvaru y = f(y), kde ve funkci f chybéla proménna . Tyto rovnice
se nazyvaji autonomni. Jsou specifické v tom, Ze dovedeme o feSeni fici hodné jeho vlastnosti,
aniZ rovnici vyfe§ime. Casto se uvaZuje proménné z jako Cas (pak se vét§inou znali ¢t a nékdy se
derivace podle ¢asu nezna&f &arkou, ale te¢kou nad funkcf, napt. 57 = f(t)). ReSenim jsou funkce
tvaru g(z + C), takze feSeni pro riznd C' jsou vzdjemnd posunuti. Zhruba feeno, hledany d&j se

v Case stale opakuje.

Pokud jsou napft, y = 9, y = y; staciondrni feSeni autonomni rovnice a yy < ¥, pak obecné feSeni
na daném intervalu pro x (v naSich piikladech R) je ryze monoténni pro y € (yo,y1). Z chovani
funkce f(y) l1ze usoudit, zda je toto feSeni maximalni nebo se dd prodlouzit pomoci staciondrnich
reSeni.



