Poznamky ke stejnomérné konvergenci.

Nez piejdeme k Diniho vét€ o stejnomérné konvergenci posloupnosti funkci, musime si ukazat tzv. Borelovu vétu:

Nechi [a, b] je uzavieny omezeny interval a pro kazdé x € [a, b] je (a,, b, ) otevieny interval obsahujici x. Pak existuje
konecné mnoho bodii 1., ..., Ty, € [a,b], Ze \ J{(az,,bs,);7 € 1,..n} D [a, b].

Receno jinymi slovy, z kazdého pokryti uzavieného omezeného intervalu otevienymi intervaly 1ze vybrat kone¢né
pokryti. Dikaz vyuziva vlastnbosti existence suprem redlnych Cisel:

Ozname s = sup{c € [a, b]; [a, ] 1ze pokryt kone¢n& mnoha intervaly (a, b,)}. Urgit€ bod a lze tak pokryt (inter-
valem (aq, b, ), takZe ¢ > a. Pfedpoklddejme, Ze ¢ < b a vezmeme kone¢nou mnoZinu K C [a, b], Ze {(a.,b,);x €
K} pokryva [a, c]. Pak ale b, > ¢ a [a, min{b, b.}] je pokryto kone¢nym pocétem intervald {(a,,b.);z € K U {c}},
coZ je spor s definici ¢isla c.

Uvedeme dva dusledky Borelovy véty pro stejnomérnou konvergenci.

Minule jsme si zavedli tzv, lokdIné stejnomérnou konvergenci (f,, konverguji k f na J lokdIné stejnomérné, jestlize
pro kazdy bod x € J existuje 0, > 0, Ze f,, = fna JN(x — dz,x + J;)). Tj. prodané ¢ > 0 akazdé x € J existuje
Ng, 2 pron > ng,y € (x — 0z, x + ;) je | f(y) — fuly)] < e.

Je-li J uzavieny omezeny interval [a, b], existuje kone¢né mnoho téchto intervald (z; — d;,z + §;),¢ = 1,....,m
pokryvajicich [a, b]. Nyni stali vzit ng = max.{ng,;i = +,...,m}apron > ng,y € [a,b] je (fn(y) — f(y)] < e.
Dostdavamen tvrzeni:

Na uzevieném omezeném intervalu konverguje lokdlné stejnomérné konvergenni posloupnost stejnomérné.

Lokélné stejnomérnd konvergence na intervalu J tedy znamend stejnomérnou konvergenci na kazdém uzavieném
omezeném intervalu v J.

Druhym disledkem je tzv. Diniho véta:
Nechf f,, f jsou spojité funkce na omezeném intervalu [a,b] a f, — f monoténné. Pak f, = f.

ProtoZe stejnomérnd limita spojitych funkci je spojitd, tato véta je charakterizace pro spojité funkce: Pokud spojité
funkce f,, konverguji na [a, b] monoténné k f, pak f,, = f pravé kdyZ je f spojitd. Uzavienost a omezenost intervalu
je podstatnd. Dikaz pouziva predchozi Borelovu vétu. Vétu dokdZeme pro neklesajici posloupnost, tj. f,, < fr,4+1 pro
kazdé n. Uvédomime si, Ze pron > ng je f(x) — fn(z) < e prave kdyz f(x) — fn,(x) <e.

Nechi f,, < f,+1 pro kazdé n. Vezmeme libovolné € > 0. Z predpokladii vyplyva:
1. prokazdé x € [a,b] existuje n, € N, Ze f — fn,, <&

2. existuje 1 > 0,Ze y € [a,b], |y — x| < 01 = |f(zx) — fly)| < e

3. existuje 3 > 0,Ze y € [a,b], |y — x| < d2 = |fn, () — fn, (y)] <&

Zvolime ¢,, = min{dy, d2} a pouZijeme nerovnost pro soucet absolutnich hodnot:

1f (W) = fa. W < [f(y) = F@)] + [f (@) = foo (@) + |, (2) = Fr, (v)]

Na pravé strané je druhy s¢itanec mensi neZ ¢ a zbyvajici jsou mensi nez € proy € (z — d,, x + d,). TakZe pro tato y
je f(y) — fn(y) < 3ejakmile n > n, ay € (z — 05, x + d,). Podle pfedchozi Borelovy véty existuje kone¢né mnoho
bodd 1, ..., Ty, Ze U~ (¥ — 0,, T + 0,) D [a,b]. Pron > max{n,,;i = 1,...,m} je potom f(y) — fu(y) < 3e,
coz dokazuje f, =2 f.



