Mocninné rady
Dvojity faktorial
Podivame se nejdiive na posledni piiklad, kde jsme pouzili dvojity faktoridl. Jeho definice:
(2n)!l = 2n(2n—2)(2n—4)...2, (2n+)!! = (2n+1)(2n—1)(2n-3),,,.3.1, ol =1, (-l =1.
Snadno se zjisti nasledujici vzorce:

2n+ 1! (2n+1)
Il = 92np = =

Pouziti dvojitych faktorialti miZe znacné zjednodusit zapis ve vzorci, napf. v uvedeném Taylorové
fadé pro arcsin z.

Taylorovy rady
Plati nasledujicci tvrzeni:
Jestlize f(x) = > an(x — x0)", je uvedend fada Taylorovou fadou funkce f v bodé xy, tj. a, =
n=0
£ (o)
n!
Diikaz: Plati f®)(2) = Y. n(n — 1)...(x — k + 1)a,(x — 20)" %, takze f¥)(x) = n!a; protoze
n=k

pro bod z = xy muze byt jediné prvni ¢len uvedené fady nenuylovy.

Pouziti mocninnych fad pro reseni diferencialnich rovnic

Mame rovnici F(x, 1,1/, ...,4"™) = 0 s moZnymi po¢ate¢nimi podminkami v bodé& x,. Pfedpokla-
[e.@]
ddme feSeni ve tvaru y = > a,(x — x0)". Dosadime za y,y/, ... derivace fady ¢len po ¢lenu

n=0
(nejlépe je posunout indexy, napf. u y”o 2, tak, aby vSechny fady mély tvar » _ ¢,x2™). VSechny
funkce ¢(x) vyskytujici se v F' musime nahradit jejich Taylorovymi fadami v bodé xy. To je
jistd potiz, protoze napf. vyraz e”y’ musime uvést v rozndsobeném tvaru » ¢, (x — )" fad
S a/n!. S na,(r —x0)"*. Pokud jsou koeficienty u y*) jen polynomy, potiZ nenastane. Stejné
tak neni problém, kdyz je funkce ¢ (z) na pravé strané, tj. f(z,v',y",...) = p(z).

Po této tpravé dostaneme rovnost dvou mocninnych fad o stejném stfedu zy. Potom se koeficienty
u (x — xp)" na obou stranach rovnosti musi rovnat. Dostaneme vztah mezi koeficienty a,,, nékdy
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Nechi dvé mocninné Fady f(x) = > an(x —x20)", g(x) = 3. bp(x — x0)™ se rovnaji na nékterém
n=0

n= =
otevieném intervalu obsahujicim (. Pak a,, = b, pro kaZdé n.

Dikaz provedeme sporem. Nechi f(z) = g(x) na (zg — d,7¢ + ) a existuje prvni index k, Ze
ay, # by. Podle vyse uvedené véty o Taylorovych fadach je ) (z¢) # g (z0), coZ je spor (stejné
funkce na otevieném intervalu maji vSechny derivace na tomto intervalu stejné).



