
Mocninné řady

Dvojitý faktoriál
Podı́váme se nejdřı́ve na poslednı́ přı́klad, kde jsme použili dvojitý faktoriál. Jeho definice:

(2n)!! = 2n(2n−2)(2n−4)...2 , (2n+1)!! = (2n+1)(2n−1)(2n−3), , , .3.1 , 0!! = 1 , (−1)!! = 1 .

Snadno se zjistı́ následujı́cı́ vzorce:

(2n)!! = 2n n! , (2n+ 1)!! =
(2n+ 1)!

(2n)!!
=

(2n+ 1)!

2n n!

Použitı́ dvojitých faktoriálů může značně zjednodušit zápis ve vzorci, např. v uvedeném Taylorově
řadě pro arcsin x.

Taylorovy řady
Platı́ následujı́ccı́ tvrzenı́:

Jestliže f(x) =
∞∑
n=0

an(x − x0)
n, je uvedená řada Taylorovou řadou funkce f v bodě x0, tj. an =

f (n)(x0)
n!

.

Důkaz: Platı́ f (k)(x) =
∞∑
n=k

n(n − 1)...(x − k + 1)an(x − x0)
n−k, takže f (k)(x) = n! ak protože

pro bod x = x0 může být jediné prvnı́ člen uvedené řady nenuylový.

Použitı́ mocninných řad pro řešenı́ diferenciálnı́ch rovnic
Máme rovnici F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0 s možnými počátečnı́mi podmı́nkami v bodě x0. Předpoklá-

dáme řešenı́ ve tvaru y =
∞∑
n=0

an(x − x0)
n. Dosadı́me za y, y′, ... derivace řady člen po členu

(nejlépe je posunout indexy, např. u y′′o 2, tak, aby všechny řady měly tvar
∑

cnx
n). Všechny

funkce φ(x) vyskytujı́cı́ se v F musı́me nahradit jejich Taylorovými řadami v bodě x0. To je
jistá potı́ž, protože např. výraz exy′ musı́me uvést v roznásobeném tvaru

∑
cn(x − x0)

n řad∑
xn/n! .

∑
nan(x−x0)

n−1. Pokud jsou koeficienty u y(i) jen polynomy, potı́ž nenastane. Stejně
tak nenı́ problém, když je funkce φ(x) na pravé straně, tj. f(x, y′, y′′, ...) = φ(x).

Po této úpravě dostaneme rovnost dvou mocninných řad o stejném středu x0. Potom se koeficienty
u (x − x0)

n na obou stranách rovnosti musı́ rovnat. Dostaneme vztah mezi koeficienty an, někdy
jednoduchý, u složitějšı́ch rovnic komplikovaný. K tomu musı́me znát následujı́cı́ tvrzenı́:

Nechť dvě mocninné řady f(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)
n, g(x) =

∞∑
n=0

bn(x− x0)
n se rovnajı́ na některém

otevřeném intervalu obsahujı́cı́m x0. Pak an = bn pro každé n.

Důkaz provedeme sporem. Nechť f(x) = g(x) na (x0 − δ, x0 + δ) a existuje prvnı́ index k, že
ak ̸= bk. Podle výše uvedené věty o Taylorových řadách je f (k)(x0) ̸= g(k)(x0), což je spor (stejné
funkce na otevřeném intervalu majı́ všechny derivace na tomto intervalu stejné).


