ReSeni piikladi ze cvi¢eni Kalkulus 2, 17.12.2025
V nésledujicich prikladech uvedené integraly existuji, uvedené funkce jsou na uvedenych intervalech spojité.

1. Funkce e=%*" m4 integrovatelnou majorantu e~re’ pro x > 0,a > r pro libovolné r > 0. ProtoZe pro kazdé a > 0
existuje 0 < r < a, je podle tvrzeni o spojitosti integrailu s parametrem funkce F' spojitd v bodé a.

2. Snadno spocteme nhrrolo e L

limita je tedy rovna 1, pokud integrovana funkce ma integrovatelnou majorantu nezdvislou na n pro néjaka n > ny.

Stadi dokdzat, ze 11;’;”2” < 2 pro z € [z, 00) pro n&jaké zo (coZ plyne z limity raciondlnich funkef v 00), protoze
142"

1,27 J€ spojitd na [0, zo] a tedy je na tomto intervalu omezend n&jakou konstantou K, coZ je soucasné i hledand
majoranta.

- dx, cozje 1naz € [0,1]a0na (1, 00). Potom Jy» 00 z této limity je roven 1. Zadand

3. Zvolme ay > 0. Pro dokazovanou rovnost v bod€ ag sta¢i najit integrovatelnou majorantu pro ze~** na (0, 0c)
nezavislou na a z néjakého okoli ag. Na libovolném intervalu [0, 2], zg > 0, je tato funkce spojitd a tedy omezena.
Podobné jako v pfedchozim piikladé zvolime 0 < r < ag a najdeme hledanou majorantu pro a > r. Ziejme je
e < e—rxnal0,00) az < e/ nan&jakém [zo, 00), takZe je re~* < e~"*/2 na [z, 00) pro a > 7.

4. Staci pouZzit rovnost (dokdZzeme pfisté) F'(a) = 5 pro kazdé a > 0.

—ax ;. 2

5. Ozna&ime F(a,b) = fo w dx. Vysvétlili jsme, pro¢ budeme rovnost deriviovat podle b a nikoli podle

a. Derivace integrované funkce podle b ma integrovatelnou majorantu e~ prox > 0,a > r > 0,b € R. Plati tedy

w = /o e sin(2bx) dx = %bﬂﬁ = F(a,b) = ilog(a2 +4b%) + C(a),a > r,b e R

(konstanta C' mliZe zaviset na a). Rovnost plati pro vSechna b € R a tedy i pro b = 0. Vime z definice F, Ze
F(a,0) = 0 pro viechna a > r, takze C(a) = —1 loga® a tedy F(a,b) = % log (1 + %2) pro vSechna a > r. Ale
r > 0 bylo libovolné, takZe rovnost plati pro vSechna a > 0.



