
Řešenı́ přı́kladů ze cvičenı́ Kalkulus 2, 8.10.2025

Viz Poznámky pro existenci a jednoznačnost řešenı́ ODR s homogennı́ funkcı́.

Najděte všechna maximálnı́ řešenı́ rovnice xy′ + x+ y = 0xy′ + x+ y = 0xy′ + x+ y = 0, k ∈ R.

Rovnice má smysl na R×R. Jediným bodem na přı́mce x = 0, kterým může procházet řešenı́ je počátek. Budeme dále
předpokládat x ̸= 0. Potom y′ = 1− y

x a na pravé straně je homogennı́ funkce. Použijeme novou závisle proměnnou
u(x) = y(x)

x , takže y′ = xu′ + u a dostaneme rovnici se separovanými proměnnými:

xu′ = 1− 2u ⇒ 1 + 2u =
C

x2
, C ∈ R, x ∈ (−∞, 0), (0,∞) ⇒ y =

C

x
− x

2
, C ∈ R, x ∈ (−∞, 0), (0,∞) .

Uvedené řešenı́ je maximálnı́, nedá se prodloužit do bodu x = 0 kromě přı́padu C = 0, kdy dostaneme řešenı́
y = −x/2 na R. Pro jistotu ověřı́me, že každým bodem roviny kromě přı́mky x = 0 procházı́ jediné řešenı́: x0 ̸=
0, y0 ∈ R ⇒ existuje jediné C splňujı́cı́ y0 = C

x0
− x0

2 , a to C = 2x0y0+x2

2 .

Závěr: rovnice xy′ + x + y = 0 má na R jedno maximálnı́ řešenı́ y = −x
2 .

Všechna ostatnı́ maximálnı́ řešenı́ jsou tvaru y = C
x − x

2 , C ∈ R \ {0} na in-
tervalech (−∞, 0), (0,∞). Každým bodem roviny kromě přı́mky x = 0 procházı́
jediné řešenı́, bodem (0, 0) procházı́ jediné řešenı́ y = −x

2 , body (0, y0), y0 ̸= 0,
neprocházı́ žádné řešenı́.

Najděte všechna maximálnı́ řešenı́ rovnice xyy′ = y2 − x2xyy′ = y2 − x2xyy′ = y2 − x2

Rovnice má smysl na R × R. Jediným bodem na přı́mce x = 0, kterým může procházet řešenı́ je počátek. Funkce
y = 0 nenı́ řešenı́m a budeme dále předpokládat x ̸= 0, y ̸= 0. Potom y′ = y2−x2

xy a na pravé straně je homogennı́

funkce. Použijeme novou závisle proměnnou u(x) = y(x)
x , takže y′ = xu′ + u a dostaneme rovnici se separovanými

proměnnými:

xu+ u′ = u− 1

u
⇒ u2

2
= − log |x|+ C,C ∈ R, log |x| < C ⇒ y2 = x2(2C − log x2), C ∈ R, 0 < |x| < eC .

Jako v předchozı́m přı́kladě snadno ověřı́me, že každým bodem roviny kromě os x, y procházı́ řešenı́; přitom si musı́me
ověřit, že zı́skané C je většı́ než log |x0| (což ze vzorce pro vypočtené C hned vyplyne). Pro y = 0 bychom dostali
eC = x0 nebo eC = −x0, což nelze. Musı́me se tedy podı́vat na chovánı́ řešenı́ v krajnı́ch bodech jeho definičnı́ho
intervalu. Řešenı́ tam má hodnoty rovné 0. Derivace však budou v těchto bodech nevlastnı́, takže řešenı́ nelze do
těchto bodů prodloužit. Opravdu, y′ = ±

(√
2C − log x2 − 1/

√
2C − log x2

)
.

Závěr: rovnice xyy′ = y2 − x2 má za všechna maximálnı́ řešenı́ funkce tvaru
pro C ∈ R:

y = ±x
√

2C − log x2 na intervalech (−eC , 0), (0, eC) .

Všemi body roviny kromě os x, y procházı́ jediné řešenı́, osami x, y neprocházı́
žádné řešenı́.

Najděte všechna maximálnı́ řešenı́ rovnice xy′ + y = log x+ 1xy′ + y = log x+ 1xy′ + y = log x+ 1

Jedná se o lineárnı́ ODR. Rovnice má smysl na intervalu (0,∞) × R, funkce 1/x a (log x + 1)/x jsou tam spojité,
takže v bodech tohoto intervalu řešenı́ rovnice existuje a je jediné.

Homogennı́ část rovnice má tvar xy′+y = 0 a má řešenı́ yh = C/x,C ∈ R (dokonce i pro záporná x, ale nás zajı́majı́
jen x > 0).

Hledáme partikulárnı́ řešenı́ ve tvaru y = C(x)/x:

y′ = C ′/x− C/x2 dosadı́me do rovnice ⇒ C ′ = log x+ 1 ⇒, C = x log x ⇒ yp = log x, x ∈ (0,∞) .

Závěr: Obecné řešenı́ rovnice xy′ + y = log x+ 1 je rovno y = yh + yp = C
x + log x,C ∈ R, x ∈ (0,∞) ..
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Někdo si mohl všimnout, že levá strana rovnice je rovna (xy)′, takže (xy)′ = log x+1, po integraci xy = x log x+C
a tedy řešenı́m je y = log x+ C

x .

Najděte všechna maximálnı́ řešenı́ rovnice y′ + y cosx = sin(2x)y′ + y cosx = sin(2x)y′ + y cosx = sin(2x)

Jedná se o lineárnı́ ODR. Rovnice má smysl na R× R, funkce cosx a sin(2x) jsou tam spojité, takže v každém bodě
roviny řešenı́ rovnice existuje a je jediné.

Homogennı́ část rovnice má tvar y′ + y cosx = 0 s řešenı́m y = Ce− sin x, C ∈ R, x ∈ R.

Variace konstanty: C ′e− sin x = sin(2x) ⇒ C = − cos(2x)esin x/2 ⇒ yp = − cos(2x)/2, x ∈ R.

Závěr: Rovnice y′ + y cosx = sin(2x) má obecné řešenı́ y = yh + yp = Ce− sin x − cos(2x)
2 , C ∈ R, x ∈ R.

Najděte všechna maximálnı́ řešenı́ rovnice xy′ + y = xy2 log xxy′ + y = xy2 log xxy′ + y = xy2 log x

Jedná se o Bernoulliovu rovnici, která má obecný tvar y′ + p(x) = yrq(x), r ̸= 0, 1, která se převede na lineárnı́
rovnici pomocı́ nové závisle proměnné z = y1−r (viz Poznámky pro obecný postup).

Zadaná rovnice má smysl na (0,∞) × R a každým bodem tohoto intervalu procházı́ jediné řešenı́. Rovnice má
stacionárnı́ řešenı́ y = 0. Do rovnice dosadı́me z = y−1, předpokládáme y, z ̸= 0:

x
(
− z′

z2

)
+

1

z
=

x

z2
log x ⇒ −xz′ + z = x log x ⇒ zh = Cx, zp = −x

log2 x

2
⇒ z = Cx− x

log2 x

2
, C ∈ R .

Toto řešenı́ pro z je na intervalu (0,∞) pro všechna C ∈ R. Obecné řešenı́ zadané rovnice je ale převrácená hodnota
funkce z, takže hodnota z nesmı́ být nulová. To nastane pokud je 2C = log2 x. Tato rovnice nemá řešenı́ pro C < 0 a
má jediné řešenı́ x = 1 pro C = 0. Pro C > 0 má dvě řešenı́ x = e±

√
2C .

Závěr: rovnice xy′ + y = xy2 log x má singulárnı́ řešenı́ y = 0 na (0,∞) a
následujı́cı́ maximálnı́ řešenı́. Jsou to všechna řešenı́, každým bodem poloroviny
(0,∞)× R procházı́ jediné řešenı́.

y =
2

x(2C − log2 x)


C < 0, x ∈ (0,∞)

C = 0, x ∈ (0, 1), x ∈ (1, )infty)

C > 0, x ∈ (0, e−
√

2C), x ∈ (e−
√
2C , e

√
2C), x ∈ (e

√
2C ,∞)

Červený graf je pro C = 1 (na graf se nevešla třetı́ část), modrý je pro C = −1.
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