ResSeni piikladi ze cvi¢eni Kalkulus 2, 8.10.2025
Viz Poznamky pro existenci a jednoznacnost feSeni ODR s homogenni funkci.

Najdéte vSechna maximadlni feSeni rovnice zy’ + ¢ +y =0,k € R.

Rovnice ma smysl na R x R. Jedinym bodem na pfimce = = 0, kterym muZe prochazet feSeni je pocatek. Budeme dale
predpoklddat = # 0. Potom 3’ = 1 — £ a na pravé strané je homogenni funkce. PouZijeme novou zdvisle proménnou

u(z) = @, takZe iy’ = xu’ + v a dostaneme rovnici se separovanymi proménnymi:

C C
' =1-2u=1+2u= P,CER,IE (foo,O),(O,oo)éy:;fg,CER,xE (—00,0), (0, 00) .

Uvedené feSeni je maximalni, neda se prodlouzit do bodu z = 0 kromé pfipadu C = 0, kdy dostaneme feSeni

y = —x/2 na R. Pro jistotu ovéfime, Ze kazdym bodem roviny kromé piimky = = 0 prochdzi jediné feSeni: zo #
2
0,yo € R = existuje jediné C spliiujici yo = % —2,at0C = %wfﬁw

Zavér: rovnice vy’ + x +y = 0 md na R jedno maximdlni veSeni y = —%.

Vsechna ostatni maximdlni Fesent jsou tvaru y = < — £,C € R\ {0} na in-

tervalech (—o0,0), (0,00). KaZdym bodem roviny kromé pFimky x = O prochdzi
jediné FeSent, bodem (0,0) prochdzi jediné Feseni y = —%, body (0,y0),y0 # 0,

s s vz

neprochdzi Zddné resent.

Najdéte viechna maximalni feSenf rovnice zyy’ = y? — x2

Rovnice md smysl na R x R. Jedinym bodem na piimce x = 0, kterym miiZe prochézet feseni je pocatek. Funkce
2 2
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Yy
takZe vy’ = xu’ + u a dostaneme rovnici se separovanymi

y = 0 neni feSenim a budeme ddle piedpoklddat = # 0,y # 0. Potom 3/ = ¥
_ y(=)
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a na pravé strané je homogenni

funkce. PouZijeme novou zévisle proménnou ()
proménnymi:

u2

1
rutu =u—— = 5= —log|z|+ C,C € R, log |z| < C = y* = 2%(2C — logz?),C € R,0 < || < e .
U
Jako v pfedchozim ptikladé snadno ovéfime, Ze kazdym bodem roviny kromé os x, y prochézi feSenf; pfitom si musime
ovéfit, ze ziskané C je v&tsi nez log |zg| (coZ ze vzorce pro vypoctené C hned vyplyne). Pro y = 0 bychom dostali
e = xy nebo ¢ = —xq, coZ nelze. Musime se tedy podivat na chovéni feseni v krajnich bodech jeho definiéniho

intervalu. ReSeni tam mé hodnoty rovné 0. Derivace vSak budou v téchto bodech nevlastni, takZe feSeni nelze do

téchto bodd prodlouzit. Opravdu, y' = +(/2C —loga? — 1/1/2C — log 2?).

Zdvér: rovnice xyy' = y? — x2 md za vSechna maximdlini Fesent funkce tvaru N \\ \ ¢
pro C € R: “\:-3{\\\§ \\‘\;
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VSemi body roviny kromé os x,y prochdzi jediné feSent, osami x,y neprochdzi : 7
Zddné reSeni.

Najdéte vSechna maximadlni feSeni rovnice zy’ + y = logz + 1

Jedna se o linedrni ODR. Rovnice md smysl na intervalu (0, 00) x R, funkce 1/x a (logz + 1)/ jsou tam spojité,
takZe v bodech tohoto intervalu feSeni rovnice existuje a je jediné.

Homogenni ¢4st rovnice mé tvar zy’ +y = 0 ama feSeni y, = C/x, C € R (dokonce i pro zépornd z, ale nds zajimaji
jenzx > 0).

Hleddme partikuldrni feSeni ve tvaru y = C(z)/x:
y' = C'/x — C/x* dosadime do rovnice = C’ =logz + 1 =,C = zlogz = y, = logz,x € (0,00) .

Zdvér: Obecné Feeni rovnice vy’ +y = logx + 1 je rovno y = yp + yp = % +logz,C eRz € (0,00) ..



Nékdo si mohl v§imnout, Ze leva strana rovnice je rovna (zy)’, takZe (zy)’ = log x4 1, po integraci 2y = zlog x4+ C
atedy feSenim je y = logz + %

Najdéte v§echna maximadlni feSeni rovnice ¥’ + y cos = sin(2z)

Jedna se o linearni ODR. Rovnice md smysl na R x R, funkce cos z a sin(2z) jsou tam spojité, takZe v kazdém bodé
roviny feSeni rovnice existuje a je jediné.

Homogenni ¢4st rovnice ma tvar 3/ + ycosx = 0 s feSenim y = Ce™ "% C c R,z € R.
Variace konstanty: C’e™ "% = sin(2z) = C' = — cos(2z)e*" % /2 = y, = — cos(22) /2,2 € R.

Zavér: Rovnice y' + ycosx = sin(2x) md obecné Feseni y = yj, +y, = Ce™ 5n® — %, CeRzeR

Najdéte viechna maximalni feSeni rovnice zy’ +y = xy?logx

Jednd se o Bernoulliovu rovnici, kterd md obecny tvar 3’ 4+ p(z) = y"q(x),r # 0,1, kterd se pfevede na linedrn{
rovnici pomoci nové zdvisle proménné z = y' =" (viz Poznamky pro obecny postup).

Zadand rovnice md smysl na (0,00) x R a kazdym bodem tohoto intervalu prochézi jediné feSeni. Rovnice ma
stacionarni feSeni y = 0. Do rovnice dosadime z = y~!, pfedpokladdme y, z # 0:
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Toto feseni pro z je na intervalu (0, 0o) pro v§echna C' € R. Obecné feSeni zadané rovnice je ale pfevracend hodnota
funkce z, takze hodnota z nesmi byt nulova. To nastane pokud je 2C = log2 x. Tato rovnice nema feSeni pro C' < 0 a
ma4 jediné fefeni z = 1 pro C' = 0. Pro C' > 0 mé dvé feSeni z = eTV2C,

p
Zdvér: rovnice xy' +y = xy?logx md singuldrni Feseni y = 0 na (0,00) a
ndsledujici maximdlnt FeSeni. Jsou to vSechna feSent, kaZdym bodem poloroviny
(0,00) x R prochdzi jediné resend.

9 C <0,z € (0,00)

y:W C=0,z€(0,1),z € (1,)infty)
2(2C ~ log™ ) C>0,zc(0,eV) 2 e (e V%, e"?) z € (%7, x)
Cerveny graf je pro C' = 1 (na graf se nevesla tfeti &st), modry je pro C' = —1.



