Reseni piikladi ze cviceni Kalkulus 2, 5.11.2025

Stenomérna konvergence ¢ady funkei { f,, }:
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Je zfejmé, Ze fada konverguje bodové pouze pro = > 0. Funkce f,, jsou klesajici (exponencidla) a na (0, co) maji
supremum 1, takZe na (0, co) nemiZe fada konvergovat stejnomérné. Zvolme libovolné a > 0 z koumejme fadu na
[a, 00). Maximum f£,, na tomto intervalu je hodnota f,,9a0 v bod& 2 = a. Rada Yoo | ne” " konverguje, jednd se o
geometrickou ¢adu s kvocientem e™* < 1. Podle Weierstrassova kritéria tedy dostavame:

Zdavér: Dand Fada konverguje stejnomérné na [a, 00) pro libovolné a > 0, tedy konverguje lokdiné stejnomérné na
(0, 00).

oo xn
Z 1T—%€ (-1,1)
n=1

N2

Je zfejmé, ze lim f,(z) = 0.z € (—1,1). KdyzZ se x bliZi k 1 zleva, konverguji f,, k oo, kdyZ se x blizi k —1 zprava,
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konerguji fa, k oo, takze { f,,} nemiZe konvergovat k O stejnomérné na (—1,1). Vezmeme tedy n&jaké a € (0,1) a
zkusime chovéni ) f,, na [—a, a]. Derivaci Ize jednoduse zjistit, Ze | f,,| je klesajici na (—1,0) a rostouci na (0, 1).
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Maximum funkce |f,,| na [—a, a] je tedy vét3i z ¢isel 125 nebo T (—aye]> COZ je prvni z nich. Plati
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T i o0 < 1a— . Z 1a_ . konverguje (geometricka fada) ,

takze podle Weierstrassova kritéria :

Zdvér: Dand fada konverguje stejnomérné na [—a, a| pro libovolné 0 < a < 1, tedy konverguje lokdlné stejnomérné
na (—1,1).
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Snadno zjistime, Ze lim,, f,,(x) = 0 pouze pro € [0, e). Pro nezdpornd « jsou funkce f,, rostouci (z" i arctg jsou
tam rostouci), takZe sup f,, na [0, a] je f(a). Dand fada tedy nemiZe stejnomérné konvergovat na [0, e). Vezmeme
libovolné a € (0, e), potom max f,, na [0,a] je f,(a). ProtoZe arctg je na [0, 00) konkdvni a f] (0) = 1, lezi graf
funkce f,, pod pifimkou y = x pro nezapornd x. TudiZ plati
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arctg (z"e™ ") < a"e ", x €[0,q], Z a™ e~ " konverguje (geometricka fada s kvocientem — < 1,
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takZe podle Weierstrassova kritéria :

Zdvér: Dand Fada konverguje stejnomérmé na [0, a] pro libovolné 0 < a < e, tedy konverguje lokdlné stejnomérné na

[0,¢€)).

Polomér konvergence p mocninnych fad (p = 1/ limsup,, ¥/|a,|)
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Zavér: Polomér konvergence dané mocninné rady je roven 1.
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Zavér:Polomér konvergence dané mocninné rady je roven 0.
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Zaveér: Polomér konvergence dané mocninné rady je roven oo.
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