4 HAUSDORFFOVA DIMENZE

4.1 Hausdorffova mira

Definice 4.1. Pomocné mnoZiny pro Hausdorffovu miru

Necht 5,6 > 0 a A je podmnoZina metrického prostoru. Definujeme

Hj(A) = inf { i(diam (Ui))S;UUi D AVi:U; C X,diam (U;) < (5} .

i=1
Snadno zjistime, Ze pro 0 < 6 < ¢’ je H§, (A) < Hj(A). Lze proto definovat:

Definice 4.2. Hausdorffova mira
Necht s > 0 a A je podmnoZina metrického prostoru. Definujeme

a nazveme H?®(A) s-dimenziondlni Hausdor{fovou mirou mnoZiny A.

Definice 4.3. Submira, vnéjsi mira

Vnéjsi mira nebo-li submira p na X pfifazuje kazdé podmnozingé A C X hodnotu pu(A) majici vlastnosti
L (@) =0;
2. pro A C B je u(A) < u(B) (monotonie);
3. u(Unty An) <500 w(A,) (subaditivita).

Véta 4.4. Hausdorffova mira je vné&jsi mira

Hausdorffova mira H® na podmnozindch X je vné&jsi mira na X.

Véta 4.5. Aditivita pro velké vzdalenosti
Necht {An} C X a vzddlenost mnozin Ay, Ay, je pro n # m veétsi nez néjaké r > 0. Pak H*(|J,, An) =
2oy HY (An).

Véta 4.6. Hausdorffova mira a holderovské zobrazeni
Necht f: (X,d) — (Y, e) je holderovské zobrazeni stupné o > 0 s konstantou k. Pak pro A C X plati

s

H=(f(A)) < kv H*(A).
Diisledek 4.7. Hausdorffova mira a lipschitzovské zobrazeni
Necht f: (X,d) — (Y,e), A C X.
1. Je-li f lipschitzovské s konstantou k, je H*(f(A)) < k*H®(A).
2. Je-li f ndsobeni v R", tj. f(z) = Az, A >0, je H*(f(A)) = A*H?(A).
3. Je-li f isometrie (napf. posunuti, otoceni v R™), je H*(f(A)) = H*(A).

4.2 Hausdorffova dimenze

Je-li 0 < s < s, 1ze pro soucty v definici Hj psét

o0 o0 oo

> (diam (U3))* =Y (diam (U;))* (diam (U;))* ~* < §* = " (diam (U;))".

=1 =1 i=1

Pouzijeme inf a dostaneme Hgl (A4) < 53/_5H§(A). Pouzitim limity § — 04 dostaneme tvrzeni:



Pozorovani 4.8. Skok v Hausdorffové mire
Je-li 0 < s a H*(A) < 0o, je H¥ (A) = 0 pro kazdé s' > s.

Tento vysledek umoziuje nasledujici definici, kde inf a sup se berou v mnoziné [0, 00).

Definice 4.9. Hausdorffova dimenze
Pro A C X definujeme

dimpg(A) = inf{s > 0; H*(A) = 0} = sup{s > 0; H*(A4) = oo} .
Cislo dimg (A) se nazyva Hausdorffova dimenze mnoZiny nebo prostoru A.

Véta 4.10. Monotonie Hausdorffovy dimenze
1. Jeli A C B, je dimpy(A) < dimy(B).
2. Plati rovnost dimpg (J,, An) = sup,, dimg(Ay,).
Véta 4.11. Hausdorffova dimenze a hoélderovské zobrazeni
1. Je-li f : (X,d) — (Y, e€) holderovské zobrazent stupné a > 0, je dimp (f(A)) < L dimy(A) pro A C X.
2. Je-li predchozi f lipschitzovské, je dimpy (f(A)) < dimp(A).
3. Jsou-li f i f=1 lipschitzovskd, je dimy(f(A)) = dimg(A).

Véta 4.12. Cantorova mnoZina

log 2
log 3"

Hausdorffova dimenze Cantorovy mnoZiny je rovna



