Véta 3.11. Knasterova, Kuratowského a Mazurkiewiczova véta, 1929
Necht Ay, ..., Ay, jsou uzaviené podmnoZiny simplexu S = (ag, ..., an), které maji vlastnost {a;,,...,a;, } C
Ay U ... UA;, pro kazdou podmnozinu {a;,, ...,a;, } C {ag, ..., an}. Potom (\i_q A; # 0.

Z predchozi véty uz se dostane jednoduchy (ale netrivialni) dikaz Brouwerovy véty pro simplex, a tedy
pro kouli a libovolnou konvecni kompaktni podmnozinu euklidovského prostoru a jejich retrakty.

Véta 3.12. Brouwerova véta pro simplex

Kazdyj simplex md vlastnost pevného bodu.

3.3 Borsukovy véty

Spernerovo lemma ma mnoho zobecnéni. Podobnou formulaci, ale misto simplexu pro jednoduchy kom-
plex na jednotkové sféfe v ¢1, dokdzal Ky Fan. Podobné jako ze Spernerova lemmatu plyne véta Knastera,
Kuratowského a Mazurkiewicze, plyne z Fanovy véty nasledujici tvrzeni.
Véta 3.13. Ljusternik, Schnirelmann, 1930
Necht Ay, ..., A, je uzavrené pokryti sféry S"~1. Pak existuje i takové, Ze A; N (—A;) # 0.

Z predchozi véty plynou nasledujici t¥i zajimava a hodné pouzivané tvrzeni (druha véta se Casro nazyva
Borsukova-Ulamova véta, protoze Ulam ji uz dfive zformuloval).
Véta 3.14. Borsuk, 1933

1. Neezistuje spojité liché (antipoddlni) zobrazeni S™ — S™~1.

2. Pro kazdé spojité zobrazeni f : S™ — R™ existuje x € S™, Ze f(x) = f(—x).
3. Je-li f:S™ = R"™ spojité a liché, existuje x € S™, Ze f(x) = 0.

Jako jednoduchy disledek dostaneme zavaznou vétu:

Véta 3.15. Homeomorfismus mezi euklidovskymi prostory
Je-li nym € Nyn > m, neni Zddné spojité zobrazeni R™ — R™ prosté. Tedy tyto dva prostory nejsou
homeomorfni.

Tvrzeni plyne z uvedené Borsukovy-Ulamovy véty, protoze R™ obsahuje S™.

Pokud zname ekvivalenci

Koule B™ ma FPP prdvé kdyz S"~1 neni retraktem B",
plyne z prvn{ uvedené Borsukovy véty jiny dikaz Brouwerovy véty o pevném bodé&. Kdyby totiz existovala
retrakce B" — S™~1, da se toto zobrazeni chapat jako zobrazeni z horni polosféry na svou hranici a rozsitit
ho jako liché zobrazeni na dolni polosféru. Tim bychom dostali liché spojité zobrazeni S™ — S™~!, coZ neni
mozné podle Borsukovy véty.

Neodpredneseny doplnék

Brouwerova véta nejde rozsitit na nekone¢nou dimenzi. Uvedeme znamy Kakutaniho piiklad f : B — B,
kde B je jednotkova koule v ¢2 a f({z1,22,...}) = {+/1 — ||z||2, 21, 22, ...}. Snadno ovéfite, Ze f je spojita a
nem4 pevny bod. Pokud se ale pfedpoklada, Ze zobrazeni je tzv. kompaktni, ma pevny bod:

Véta 3.16. Schauder, 1930,1934
Je-li f: C — C spojité zobrazeni na uzaviené konvexni podmnoziné C normovaného linedrnitho prostoru

takové, zZe f(C) je cdsti kompaktni mnoZiny, md pevny bod.
Na lokalné konvexni prostory rozsifil tvrzeni Tichonov. Dalsi zobecnéni Brouwerovy véty jsou pro mno-
Zinova zobrazeni (set-valued maps) nebo tvrzeni o spoleénych pevnych bodech pro vice zobrazeni.
Zminime se vice o pristupu algebraické topologie. Tento pristup totiz ma zajimavé disledky.

V algebraické topologii se prostoru X piifazuje posloupnost tzv. homologickych grup H,(X),n =0,1, ...,
tak, Ze spojita zobrazeni f : X — Y se vhodné transformuji do homomorfizmt f} : H,(x) — H,(Y)



zachovavajici skladani zobrazeni. V pifpads, 7ze X je komplex (coZ je nas piipad), se homologické grupy
definuji pomoci linedrnich funkei na stranach simplexi (tedy kombinatoricky). Snadno se ukéze, Ze pro
k,n > 0 je H,(B*) = 0 (protoze koule se da stahnout spojité do bodu), slozit&ji se ukéze, Ze podobné
rovnosti plati i pro sféru s jednou vyjimkou: H,(S™) = Z. Pro oba prostory jsou Hy rovny Z. Z té&chto
rovnosti uz snadno plyne, Ze S"~! neni retraktem B™ nebot pak by H,_1(S""!) = Z byla faktorgrupou
grupy H,_1(B™) = 0, coZ nejde.

V pfipadé polyedrii (sjednoceni vSech simplexti v souvislém komplexu) jsou vySe uvedené grupy kone¢né
generované a homomorfizmy mezi nimi se daji popsat maticemi (jako u line4rnich zobrazeni), takze ma
smysl mluvit o stopé (trace, tr(f)) homomorfizmu f (soucet ¢isel na diagonéle matice). Lze definovat tzv.
Lefschetziiv index spojitého zobrazeni f mezi polyedry: A(f) = Y7 (—1)“tr(f;), kde n je dimenze polyedru.

Véta 3.17. Lefschetz, 1930, 1934
je-li A(f) #0, md f pevny bod.

Protoze Hy(B"™) = Z je jedina nenulova homologickd grupa koule, pro spojité zobrazeni f : B™ — B" je
A(f) =1, takze f ma pevny bod. Lefschetzova v2ta je tedy obecn2j39 ne6 Brouwerova v2ta.

Protoze Ho(S™) = H,(S™) = Z, Hx(S™) = 0 pro ostatni k, je A(f) =1+ (—1)"deg(f), kde deg(f) znadi
stupei, zhruba Feceno, kolikrat obraz sféry pii f obto¢i sféru (to je ndzorné u kruZnice).

X

V kazdém bodé x sféry vezmeme nenulovy vektor mifici ven,
kratsi nez je polomér sféry. Koncovy bod vektoru spojime
s pocatkem a priisedik se sférou oznacime f(x). Dostaneme
zobrazeni f : S™ — S™. Pfedpokladejme, Ze f je spojité
(pak mluvime o spojitém vektorovém poli).

f(x)

Zobrazeni f ma stupen 1, takze A(f) = 1+ (—1)" a tedy A(f) = 2 pro n sudé a mé pevny bod. To
znamené, ze vektor v tomto pevném bodé je kolmy na sféru.

Je-li n liché, napt. 2k — 1, pak v bodé = = (z1, ..., Tar) mame tecny vektor (zp41, ..., Lok, —T1, .., —Tk),
takze dostavame netrividlni te¢né pole na S™.

Véta 3.18
Na S™ ezistuje netrividlng tecné vektorové pole prdavé kdyz n je liché.

Toto tvrzeni (hairy ball problem) se popularné vyslovuje jako, Ze sféra lze ucesat jediné kdyz ma lichou
dimenzi (u sudé dimenze musi vzdy néjaky vlas tréet ven). Vysledek pro n = 2 dokézal Poincaré (1885),
obecné Brouwer (1912). I kdyZ se to nezda, m& mnoho aplikaci a plyne z n2j i Brouwerova v2ta.



